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LES E-FONCTIONS ET G-FONCTIONS
DE SIEGEL

par

Tanguy Rivoal

Résumé. Siegel a introduit en 1929 les E- et G-fonctions, deux classes
de séries entiéres a coefficients algébriques qui sont solutions d’équa-
tions différentielles a coefficients polynomiaux dans le but de généra-
liser les théorémes classiques d’Hermite, Lindemann et Weierstrass
concernant la nature arithmétique des valeurs des fonctions expo-
nentielle et logarithme aux points algébriques, que ces deux classes
généralisent respectivement.

Une premiére partie introduit la théorie des approximants de
Padé « explicites » et la combine avec des méthodes « inexplicites »
pour aboutir au célebre résultat (1956) de Siegel et Shidlovskii
sur la nature arithmétique des valeurs de E-fonctions. On indique
ensuite comment Chudnovsky a complété en 1984 le programme de
Siegel sur la nature diophantienne des G-fonctions. Une deuxiéme
partie aborde la nature des équations différentielles satisfaites
par les G-fonctions (travaux d’André, Chudnovsky et Katz) puis,
par ricochet, par les F-fonctions. On conclut par de nouvelles
applications arithmétiques que 'on en déduit et qui complétent
le théoréme de Siegel-Shidlovskii (travaux d’André, Beukers,
Adamczewski-Rivoal).
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1. Introduction

Ce survol est principalement consacré aux E-fonctions et G-fonc-
tions, deux classes de séries entiéres a coefficients algébriques et solu-
tions d’équations différentielles linéaires a coefficients polynomiaux,
que Siegel a introduites en 1929. Son but était de généraliser les théo-
remes classiques d’Hermite, Lindemann et Weierstrass concernant
la transcendance des valeurs des fonctions exponentielle et logari-
thme aux points algébriques, que ces deux classes généralisent respec-
tivement. Les E-fonctions contiennent I’exponentielle, les fonctions
sinus, cosinus et de Bessel par exemple, tandis que les G-fonctions
contiennent les fonctions algébriques, les polylogarithmes et sont for-
tement liées aux périodes de familles de variétés algébriques définies
sur Q.

Dans un premier temps, on montre comment obtenir les théorémes
d’Hermite, Lindemann et Weierstrass mais aussi des résultats impor-
tants sur I'indépendance linéaire des valeurs de polylogarithmes. Les
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méthodes sont basées sur le calcul d’approximants de Padé expli-
cites. Par explicite, on peut entendre que les diverses formules « com-
pactes » données par des intégrales ou des séries permettent d’ob-
tenir des estimations asymptotiques et arithmétiques trés précises
dont découlent résultats d’irrationalité et d’indépendance linéaire.
On explique ensuite comment Siegel et Shidlovskii ont obtenu leur
célebre résultat (1929-1959) sur la nature arithmétique des valeurs de
FE-fonctions au moyen de méthodes basées sur les calculs d’approxi-
mants de Padé « inexplicites », construits a 'aide du lemme de Siegel.
On montre aussi comment Chudnovsky a complété en 1984 le pro-
gramme de Siegel sur la nature diophantienne des G-fonctions. Puis,
on explique comment les travaux d’André, Chudnovsky et Katz ont
permis d’élucider completement la nature des équations différentielles
satisfaites par les G-fonctions, travaux sur lesquels André s’est appuyé
en 2000 pour déterminer la nature de celles satisfaites par les E-fonc-
tions. Enfin, on conclut par les nouvelles applications arithmétiques
pour les valeurs des E-fonctions et G-fonctions qui ont récemment été
déduites de ces propriétés différentielles, et par quelques problémes
ouverts. Ce texte a été écrit a I'occasion des Journées X-UPS Pério-
des et transcendance les 15 et 16 avril 2019 & 1'Ecole polytechnique.
Il privilégie les énoncés précis aux détails de démonstrations, qui sont
d’ailleurs souvent fort compliquées et techniques dans ce domaine de
I’approximation diophantienne. On trouvera donc peu de démonstra-
tions mais plutot des indications sur les méthodes employées et des
références bibliographiques adéquates.

Je remercie trés chaleureusement Yves André, Alin Bostan, Sara
Checcoli, Clément Dupont, Stéphane Fischler, Javier Fresan, Claude
Sabbah et Bruno Salvy pour leurs nombreuses remarques pertinentes
qui ont permis d’améliorer ce texte.

2. Généralités

On note Q le corps des nombres algébriques sur Q, c’est-a-dire
Pensemble des racines complexes des polynémes non nuls de Q[X].
On note ﬁ’@ I’anneau des entiers algébriques, c’est-a-dire ’ensemble
des racines complexes des polynémes non nuls de Z[X] dont le coef-
ficient dominant vaut 1. Un nombre transcendant est par définition
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un nombre complexe qui n’est pas algébrique sur Q. Etant donné
un polynéme P(X) = Z;-lzoijj € C[X], sa hauteur est H(P) :=
max; [p;|. La hauteur H(a) d’un nombre algébrique o est par défi-
nition égale a H(Q) ou Q(X) € Z[X] est le polynéme minimal de «
normalisé de telle sorte que les coefficients de () soient premiers entre
eux, avec un coefficient dominant > 0. Les autres racines de ) sont
les conjugués (galoisiens) de a.

Une extension algébriqgue L. de Q est un sous-corps de Q et il
contient automatiquement Q comme sous-corps. On voit facilement
que toute extension algébrique a la structure d’un espace vectoriel
sur Q, dont la dimension est appelée le degré de l’extension et est
notée [L : Q]. On dit que L est un corps de nombres quand [L : Q]
est fini. Tout corps de nombres K est de la forme Q(3) ou 5 est un
nombre algébrique de degré d sur Q, dit élément primitif de K : tout
élément de K s’écrit de maniére unique Z?;é Uj B9 avec des u; € Q.

Etant donnée une extension algébrique I de Q, on peut considé-
rer ’ensemble des morphismes de corps (ou immersions) de L dans
Q qui fixent tous les éléments de Q. Quand cet ensemble est consti-
tué seulement d’automorphismes de L, il a évidemment la structure
de groupe (pour la composition) et on 'appelle le groupe de Galois
de lextension, noté Gal(LL/Q); dans ce cas on dit que l’extension L
de Q est galoisienne. Soit a un élément d’une extension algébrique
L de Q. Lorsque o parcourt 'ensemble des immersions de L dans Q
fixant @Q, les nombres o(«) décrivent I’ensemble des racines du poly-
noéme minimal de . On en déduit qu’une extension L est galoisienne
si et seulement si pour chaque élément o dans IL, toutes les racines de
son polynéme minimal sont aussi dans L. Tout corps de nombres K
est contenu dans un corps de nombres galoisien K (la cléture galoi-
sienne de K) et on a card(Gal(K%/Q)) > [K : Q] avec égalité si K
est lui-méme galoisien.

Soit I un sous-corps de C, typiquement un corps de nombres
ou Q. Des nombres ar,...,as € C sont dits (homogénement) algé-
briquement indépendants sur L lorsqu’il n’existe aucun polynoéme
(homogene) P € L[Xj,...,X;] non identiquement nul tel que 'on
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ait P(aq,...,as) = 0. Sinon, les nombres ay, . .., ay sont dits (homo-
génement) algébriquement dépendants sur L. Le degré de transcen-
dance (homogene) du corps L(ayq,...,as) est le plus grand entier ¢
tel que, quitte a les réordonner, les nombres aj,...,a; sont (homo-
génement) algébriquement indépendants sur L mais pour chaque
je{t+1,...,s}, les nombres ai,...,as a; sont (homogenement)
algébriquement dépendants sur L. On note degtry L(ayq,...,as)
le degré de transcendance et degtrhom; L(aq,...,as) le degré de
transcendance homogene.

Ces définitions sur I’(in)dépendance algébrique se transposent mu-
tatis mutandis aux fonctions. Il suffit de considérer cette fois-ci L
comme un sous-corps de C(z) (typiquement Q(z) ou C(z)) et de rem-
placer aq,...,as par des fonctions fi(z),..., fs(z). On s’intéressera
aussi aux solutions d’équations différentielles linéaires de la forme
Zyzopj(z)y(j)(z) = 0, ot pj(2) € L et p, # 0. L’entier n > 1
est Vordre de équation. Etant donnée une fonction f définie sur un
domaine de C et solution d’une telle équation, on dira que 1’équation
est minimale pour f s’il n’existe aucune équation différentielle liné-
aire homogene d’ordre < n dont f soit la solution. On dira également
que n est 'ordre différentiel de f.

3. Fonctions hypergéométriques

Beaucoup d’exemples dans la suite s’expriment avec les séries
(ou fonctions) hypergéométriques qui sont étudiées en détail dans
[1, 161]. Elles sont définies de la maniére suivante. Etant donnés des
entiers p,q et des parametres ai,...,a, € C, b1,...,b; € C \ Zgq,
on pose

A1y ..., Qp L > (al) (ap)n n
3.1) F[bb] = 2 Wl ()

U (a)p:=1let (a),:=ala+1)---(a+n—1)sin>1 (de sorte que
n = n!). Elle satisfait a 1’équation différentielle hypergéométrique

/‘\

)
Ly,qy(z) =0

ou

d
Lpg: _eH 0+0bj —1) —zH 0+a;) € Clelld/dz], 0=z
7j=1
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Dans le produit de deux opérateurs différentiels, il faut faire attention
aux regles de non-commutation

i-P:P~£+P’ et 0-P=P-0+ 2P
dz dz
pour P € C(z).

Sip < g, la série ,F, représente une fonction entiere sur C. Si p =
g+ 1, la série converge dans le disque |z| < 1 et, grace a I"équation
différentielle, elle peut étre prolongée analytiquement dans C ~ D,
ou D est une coupure de 1 vers co. Si p > g+ 2, la série diverge pour
tout z € C ~ {0}, mais comme c’est une série asymptotique au sens
de Poincaré, elle peut étre « sommée » (dans chaque secteur angu-
laire ouvert pointé en 0 ne contenant pas [0,+00[) en une fonction
analytique satisfaisant a I’équation différentielle Ly(z) = 0.

Voici quelques exemples classiques. La fonction

1 2 2"
1B [1;2] = Z o exp(2)

n=0
est entiere sur C et satisfait a I’équation hypergéométrique
0(0 — z)y(z) = 0.
Cette équation d’ordre 2 n’est bien siir pas minimale pour exp qui
satisfait déja a (6 — 2)y(z) = 0, c’est-a-dire zy/(z) = 2y(2).
La fonction
1,1 o 2" 1
Fi|7 75z = = —=log(1 —
21[2,2} Zn+1 zOg( z)

n=0

satisfait & I'équation hypergéométrique (6(6+1)—z(6+1)?)y(z) = 0,
soit
2(z = 1)y"(2) + (2 = 32)y'(2) + y(2) = 0
qui est minimale pour —log(1 — z)/z. A priori, la série o F} converge
pour |z| < 1 mais Pexpression —log(l — z)/z la prolonge en une
fonction analytique multiforme sur C \ {0, 1}.
Enfin, on a

—XT

1,1 > too ¢
2F0[ ’ ;Z] :Zn!zné/ dz.
. o 0 1—zz
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L’intégrale & droite est analytique sur C \ [0, 4o00[, et en dérivant
sous le signe intégral, on voit qu’elle satisfait a 1’équation hypergéo-
métrique (0 — 2(0 + 1)?)y(z) = 0 sur ce domaine, soit

239" (2) 4+ 2(32% — 1)y (2) + zy(z) = 0.

Le symbole = signifie que I'intégrale admet un développement asymp-
totique en z = 0 donné par la série 9 Fyy de gauche, qui satisfait for-
mellement a la méme équation différentielle.

Dans ce survol sur les E- et G-fonctions, les séries hypergéomé-
triques qui apparaitront seront de la forme ,F, avec p < ¢ + 1. Les
séries avec p > g + 2 ont également un role dans 1’étude de ces fonc-
tions, mais il n’en sera essentiellement pas fait mention ici.

4. Valeurs de I’exponentielle et du logarithme

Lorsque 'on rencontre un nombre réel comme somme d’une série,
valeur d’une intégrale ou limite d’une suite par exemple, il est naturel
de se demander s’il s’agit d’'un nombre rationnel ou irrationnel, algé-
brique ou transcendant. C’est en tout cas la premiere question que se
pose 'auteur quand il parcourt [53] ou [100] par exemple. La réponse
est souvent difficile & obtenir car il n’y a pas de méthode universelle.
On expliquera dans les pages suivantes comment prouver l'irrationa-
lité de constantes mathématiques célebres telles que v/2, In(2), e, 7
et ((3) mais il y a beaucoup d’autres nombres « intéressants » dont
on ne connait pas la nature arithmétique. Parmi les nombres les plus
connus dont on ne sait rien ou peu, citons par exemple

_ - i _ +Oox—4/5€—m v
©=3 5 ram= | d.
In(v2r) =1+ /+OO {2} -1/2 dr

0 X

et les constantes d’Euler «, de Catalan G et de Gompertz § définies

par
n 1 +o0
v = nli)l_’I_loo (Z . ln(n)) = —/0 In(z)e * duz,

_ +oo -z
G=Y gt o= [
1 0
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On ne sait pas montrer non plus que les nombres e + 7 et er sont
irrationnels, bien que I’on sache qu’au moins I'un des deux est trans-
cendant car e et 7 le sont. On sait que 2V2 ot ™ sont transcendants
(Kuzmin [96] et Gel'fond [74] respectivement) mais on ne sait rien de
7, 7™ ou ef.

4.1. Un critére d’irrationalité

Tout le monde connait les démonstrations de l'irrationalité de /2
et In(2)/In(3) basées sur la décomposition unique des entiers comme
produits de nombres premiers(l). Elles ont ’avantage de la simplicité
mais le défaut d’étre compléetement ad hoc. En général, on cherche a
s’appuyer sur la

Proposition 4.1 (Critére d’irrationalité). Etant donné un nombre réel ,
supposons qu’il existe deux suites d’entiers (pn)n et (qn)n telles que
0 < |gna — pn| — 0 quand n — +oo. Alors o ¢ Q.

La preuve est immédiate : si au contraire on avait a=p/q€Q, alors
0 < |g(gnaa—pn)| = |gnp—qpn| serait un entier < 1 si n est assez grand
(relativement & p et q), contradiction. Par exemple, comme on montre
facilement par récurrence sur n > 0 qu’il existe deux suites d’entiers
(Pn)n €t (gn)n telles que (V2 — 1)" = ¢uv/2 — p,,(?) Dirrationalité
de /2 découle de ce critere puisque 0 < v/2 — 1 < 1. On peut égale-
ment 1'utiliser pour démontrer® que le nombre e = Yoo/l ¢ Q:
il suffit de définir les entiers g, = n! et p, = n!> ;_1/k!, et de
remarquer que 0 < gpe —p, =n!Y 2 1/kl <e/(n+1).

(Wi V2 = p/q € Q avec p, q premiers entre eux, alors on a p*> = 2¢°, qui est
impossible comme on le voit en considérant les valuations 2-adiques de p et q.
De facon similaire, si In(2)/1n(3) = p/q € Q avec p,q premiers entre eux, alors
on a 27 = 3P, ce qui est impossible. Notons que In(2)/In(3) est en fait transcendant
mais que c’est bien plus difficile & prouver ; c’est une conséquence du théoréme de
Gel’'fond-Schneider (voir la partie 8).

(Q)Incidemment, la suite (pn/qn)n est la suite des réduites de la fraction conti-
nue de v/2.

3)Cette preuve est due & Fourier vers 1815, voir [162]. La premiére démons-
tration de l’irrationalité de e est due a Euler en 1737, qui a utilisé pour cela le
développement en fraction continue de e. Voir la partie 4.4 & ce sujet.



LES E-FONCTIONS ET G-FONCTIONS DE SIEGEL 205

Plus généralement, si I’'on veut démontrer I'indépendance linéaire
sur Q de sréels aq, ..., as, on cherche & construire s+1 suites d’entiers

(Pjn)n telles que

S
(4.2) 0 # ry :=pon + ijmozj — 0.
j=1

Sans autre hypothese sur les pj, et r,, on ne peut rien déduire
de mieux de (4.2) que lirrationalité d’au moins 1'un des nombres
a1, ...,as. Pour obtenir un résultat d’indépendance linéaire sur Q,
on doit aussi controler la croissance des suites p; , relativement a la
décroissance de r, : plus 7, tend rapidement vers 0 et les p; , tendent
lentement vers I'infini, plus on obtient de nombres linéairement indé-
pendants sur Q. Donnons un énoncé qui illustre précisément ce fait.

Proposition 4.3 (Critéere de Nesterenko [116]). Soient &1,...,&s des
réels. On suppose qu’il existe des suites d’entiers (Ap)n>0 €t (Pjn)n>0
(j=1,...,5), et uy,uz,v >0 tels que

: LA

lim A\, = 400, lim 22t = 1,
n—400 n—+oo Ay,

. 1/ n N

lim sup |pj | Pngo, j=1,...s

n——+o0o

et
< u;\n(lJro(l)).

~X

0 < (o) ¢

S
ij,ngj
j=1

Alors le rang sur Q de la famille (&1,...,&s) est au moins
In(v) — In(uy)
In(v) — In(u1) + In(ug)

Une méthode alternative pour démontrer I'indépendance linéaire
sur Q de s réels aq, ..., as, consiste a construire s+ 1 suites d’entiers
(Pjn)n €t (gn)n telles que, pour chaque j € {1,...,s},

0 7é Tin = qnOj — Pjn — 0,

c’est-a-dire que ’on approche les a; par des suites de rationnels ayant
le méme dénominateur. La aussi, on peut énoncer un critere [55]
permettant de montrer l'indépendance linéaire sur @Q des nombres
at,...,as. Dans les deux cas, on parle de suites d’approximations
rationnelles simultanées de aq, ..., as.
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La question est maintenant de savoir produire ces suites d’entiers
pour montrer lirrationalité d’un réel a donné. Une méthode clas-
sique repose sur Pexistence d’une fonction® f(2) telle que f(1) = o
Le point important est alors de parvenir a construire des suites de
fractions rationnelles P, (z)/Qn(z) € Q(z) qui approchent de mieux
en mieux f(z) en un certain sens. En spécialisant en z = 1, on espére
alors que les nombres P,(1)/Qn(1) € Q sont de bonnes approxima-
tions rationnelles de «. Noter que la limite lim, P,(1)/Q,(1) = «
n’implique pas forcément que a ¢ Q, et qu'’il faut vérifier davantage
de choses pour appliquer le critére d’irrationalité. En pratique, la
fonction f(z) est souvent une série formelle dans Q[z] et P,(z)/Qn(2)
est une fraction rationnelle dont le développement de Taylor coincide
« longuement » avec celui de f(z). Cela conduit & la notion d’approxi-
mants de Padé qui est l'objet de la partie suivante.

4.2. Approximants de Padé

Les approximants de Padé sont une généralisation aux séries for-
melles de la notion de fractions continues pour les nombres réels.
On se donne une série formelle F(z) € L[z], ot L est un sous-corps
de C, typiquement un corps de nombres, Q ou C. Voir [34] pour une
référence sur I'approximation de Padé.

Définition-Proposition 4.4. Soient p et q deux entiers positifs.
(i) Il existe deux polynomes P(z) € L[z] et Q(z) € L[z] \ {0},
de degrés respectifs au plus p et q et tels que
R(z) :== Q(2)F(z) — P(z) € L[]

ait une valuation (ou ordre d’annulation) au moins p+q+1 en z = 0.
(ii) La fraction rationnelle P/Q (sous forme réduite) est unique et,
par définition, il s’agit de l'approximant de Padé de F noté [p/q|p.

Dans la suite, on écrira f(z) = O((z — p)") pour signifier que la
valuation en z = p d’une série formelle f(z) € C[z—p] est au moins n.

4on pourrait évidemment se contenter de prendre f(z) = az mais cette fonc-
tion ne permet probablement pas de développer cette approche autrement qu’en
connaissant des approximations rationnelles (r,), de a. Or le but est justement
de construire une telle suite (7).
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Le point (i) découle de l'algebre linéaire. En effet, cela revient a
résoudre un systéme linéaire dont les ¢ + 1 inconnues sont les coeffi-
cients de Taylor de @, et les ¢ équations linéaires sont données par
I’annulation des ¢ coeflicients de Taylor de R dont les indices sont
dans {p+1,...,p+ ¢q}. Il existe donc au moins un polynéme @ # 0,
et on a alors nécessairement P = [QF]<p, la troncature de QF au
p-ieme coefficient de Taylor.

Concernant 'unicité en (ii), soient P/Q et A/B deux approximants
de Padé [p/q]r. Alors R := QF — P et S := BF — A ont chacun un
ordre = p+q+ 1 en z = 0, et cette propriété est encore vraie pour
QS — BR. Mais QS — BR = BP — QA est un polynéme de degré
< p+ q; il est donc identiquement nul.

On dispose la suite double ([p/q|r)pq=0 dans un tableau double-
ment infini « vers la droite et vers le bas », que I'on appelle la table de
Padé de F. Pour cette raison, on dit que [n/n]F est un approximant
de Padé diagonal de F'. Dans ce cas, on voit que les séries de Taylor
de F(z) et P(2)/Q(z) (avec P et @ de degré au plus n) coincident
jusqu’a l'ordre 2n lorsque Q(0) # 0(5)). Ceci est a rapprocher de la
propriété « numérique » suivante [92, p. 9, Th. 9] : soit (pn/gn)n>0 la
suite des réduites successives de la fraction continue réguliere d’un
nombre irrationnel «; alors |a — pp/qn| < 1/¢2.

La notion d’approximant de Padé se généralise de diverses facons.
On peut demander par exemple un ordre d’annulation < p+q¢-+1, au-
quel cas 'existence de P et Q # 0 est toujours assurée, mais pas I'uni-
cité de la fraction rationnelle P/@ ; on parle alors d’approximant de
type Padé. Deux autres généralisations usuelles concernent I'approxi-
mation simultanée de plusieurs séries. On se donne Fi(z),..., Fy(z) €

L[=].

Approzimants de Padé (simultanés) de type I. Etant donnés des en-
tiers p > 0 et r > 2 il existe des polynémes P;(z),..., P.(z) € L[z],
non tous nuls, tels que deg(P;) < p et

Y Pi(2)Fj(2) € L[]
j=1

(®)ce que l'on peut supposer sans perte de généralité puisque si Q(0) = 0 alors
P(0) = 0 également
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ait un ordre d’annulation au moins 7(n 4+ 1) — 1 en z = 0. On parle
aussi d’approximants d’Hermite-Padé.

Approzimants de Padé (simultanés) de type II. Etant donnés des
entiers positifs p et ¢ tels que p > (r — 1)q, il existe des poly-
némes Pi(z),...,P.(2),Q(z) € L[z], Q@ # 0, tels que deg(P;) < p,
deg(Q) < r - q et chaque série

Q(2)Fj(z) — Pj(z) e L[2], 1<j<r

ait un ordre au moins p+ g+ 1 en z = 0. Les fractions rationnelles
P; /@ sont les approximants de Padé de type II de (Fj(z))j=1,..r de
parametres (p, q).

On notera I’analogie évidente avec les deux types d’approximations
simultanées des nombres réels mis en avant a la fin de la partie 4.1.
On peut bien siir aussi définir des approximants de type Padé de
type I (ou II), et ils apparaitront d’ailleurs dans la suite.

Des cas particuliers d’approximants de Padé avaient été considé-
rés par Euler, Lambert et Gauss entre autres, dans un formalisme
différent basé sur les développements en fraction continues des fonc-
tions exponentielle et hypergéométrique. La preuve de Lambert de
I'irrationalité de 7 utilise aussi de maniére cachée des approximants
de Padé de la fonction exponentielle, voir la partie 4.4. Hermite a
utilisé les approximants de type II de I’exponentielle pour démontrer
la transcendance du nombre e en 1873. La notion a ensuite été forma-
lisée et étudiée en détails dans la these de Padé [124, 125], qui était
un étudiant d’Hermite.

4.3. Valeurs de I’exponentielle

On sait calculer explicitement toute la table de Padé de la fonction
exponentielle. Indiquons ici seulement comment obtenir la diagonale.
Notons n
(45) Po(x) = —(a"(1—2)")™ = kz_o(—l) . M et
le n-iétme polynéme de Legendre sur [0, 1]. Par récurrence sur k > 0,
on vérifie que

1 2 k+1
- qr(z)e® + (=1)" k!
(4.6) / z*e* dr = o ,

ol qi(z) € Z[z] est un polyndéme (explicitable) de degré k.
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Proposition 4.7. Pour tout entier n > 0, posons

- 0) (1)
<

By(z) = Zk'() " k) )2k

(i) On a [n/n)exp = An/Bp et

2n+1 1
(4.8) Ry(z) :== Bp(z)e* —Au(z) = (—-1)" o / " (1—x)"e* dx
*Jo
(ii) Pour tout z € C, on a
)y lzf2
(4.9) |R,(2)| < max(1,eRe()) ]

et si de plus z € R*, alors R, (z) # 0.

On vérifie ce résultat en calculant de deux manieres différentes I'in-
tégrale I,,(z) := z"*! fol P, (z)e**dx. En intégrant n fois par parties,
on voit que I,(z) est égale au membre de droite de (4.8). En uti-
lisant la forme « développée » de P,(x) dans (4.5) et en utilisant
ensuite (4.6), on voit cette fois-ci que I,(z) est égale au membre
de gauche de (4.8), ce qui prouve (i). La majoration (4.9) de R, (2)
résulte de ce que [2"(1 — x)"| < 47" pour z € [0, 1], et la non-nullité
lorsque z € R* résulte de la stricte positivité de 'intégrande sur |0, 1[.

Nous allons maintenant déduire de la proposition 4.7 le

Théoréme 4.10.

(i) Pour tout nombre rationnel r # 0, on a exp(r) € Q (Lambert
1761).
(ii) Pour tout nombre rationnel r > 0, avec r # 1, on a In(r) € Q.

(iii) On a7 ¢ Q (Lambert 1761) et 7% ¢ Q (Legendre 1795).

Pour (i), on note r = p/q € QF, de sorte que by, := ¢"By,(r) et
an = ¢"A,(r) sont des entiers. On peut donc appliquer le critére
d’irrationalité puisque, quand n — 400,

|q‘n‘r|2n+1

T — 0.

0 < |bpe” — an| = |¢"Rpn(r)| < max(1,e")
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Pour (ii), on utilise e™(") = 7 et on applique (i). Pour (iii), on remar-
que que, pour tout entier n > 0,

2n+1 1
/ 2"(1 — z)"sin(wz) dx # 0
n! 0

= —(Bu(im) + Bu(—im) + An(im) + An(—im))

R, (im) + Rp(—im) = 2

et c’est donc un polynéme C,,(X) € Z[X] de degré < n/2, que l'on
évalue en 72. Si l'on suppose que 72 = p/q € Q, on déduit que
(¢*"C(7?)),, est une suite d’entiers non nuls qui tend vers 0, contra-
diction. L’irrationalité de 72, et donc celle de 7, en découle. Cette
démonstration est essentiellement celle de Niven [121].

Padé a basé sa theése sur une étude détaillée de la table (de Padé)
de la fonction exponentielle entre autres, mais les formules précé-
dentes étaient connues d’Hermite dans une plus grande généralité
encore [85]. Il avait en effet calculé les approximants de type I et
de type II des fonctions exp(aiz),...,exp(asz) pour toute famille
de nombres complexes non nuls ajq,...,as deux a deux distincts.
En introduisant le polynome (a:" [ (z— ak)")(n) (qui généralise
le polynéme de Legendre P,(z)) on détermine explicitement s + 1
polynémes A(z) et Bj(z) (j =1,...,s) de C[z], de degré au plus sn,
tels que

(4.11) Rj(z) := A(2)e"* — Bj(z)

o S
= z(SH)”He‘“jz/ " H(z —ap)e T dx = 05T,
0 k=1

pour tout j € {1,...,s} et tout z € C. Ces polynémes sont donc des
approximants de Padé de type II de la famille exp(ay2), . . ., exp(asz).
Il existe également des formules pour des approximants de Padé
de type I : on peut donner des expressions explicites de polynoémes
Q1(2),...,Qs(2) € C[z] de degré au plus n tels que

(412) Z(2) =) _ Q;(2)e*
j=1
= 51—l H (2 e dy - - drg_q = Oz,

2120, w5120 F=1
1+ Frs=1
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En exploitant les formules (4.11) avec a; = j — 1, Hermite a ainsi pu
obtenir en 1873 son célebre théoreme. On peut également le démon-
trer avec les formules (4.12).

Théoréme 4.13 (Hermite [85]). ¢ ¢ Q.

Nous ne rentrons pas dans les détails de la preuve. Le point déli-
cat par rapport au théoreme 4.10 est de parvenir & montrer la non-
nullité de quantités de la forme 7, ¢;R;(1), ot les ¢; € Z. Cette
importante difficulté levée, on obtient par une approche similaire les
théoremes suivants.

Théoréme 4.14 (Hermite-Lindemann). Pour tout a € Q°, e® ¢ Q.

Etant donnée n'importe quelle détermination du logarithme, pour
tout « € Q \ {0,1}, log(a) ¢ Q. En particulier, m ¢ Q (Lindemann
1882 [105]).

Théoréme 4.15 (Lindemann-Weierstrass).

(i) Soient ai,...,ar, € Q supposés linéairement indépendants
sur Q. Alors e, ... e% sont algébriquement indépendants sur Q.

De maniére équivalente :

(ii) Soient B1,...,B: € Q supposés deur d deuz distincts. Alors
ePr, ..., e sont linéairement indépendants sur Q.

En particulier, pour tout o € Q°, les nombres cos(a) et sin(c)
sont transcendants. L’équivalence des deux énoncés est basée sur
I'équation fonctionnelle e*™¥ = e%e¥. On démontre d’ailleurs (ii)
en premier avec les approximants de Padé de type I de la famille
exp(ﬁlz)) R exp(ﬁf'z)'

Pour les démonstrations de ces théoremes, voir [159, p. 17, §10] et
[159, p. 20, §12] respectivement. Lorsque « est algébrique réel dans le
théoreme 4.14, les approximants de Padé de type I avec a; = (j— 1)«
sont plus appropriés que ceux de type II car Z(1) > 0 par positivité
de l'intégrande et on conclut plus rapidement que dans le cas général
(voir [157, pp. 63-68]).
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4.4. Fractions continues liées a I’exponentielle

On rappelle que tout nombre irrationnel « admet une unique re-
présentation sous forme de fraction continue infinie (dite réguliére)

1
oa=ag+ T = [agp; a1,a2,as, . ..]

a1 + I
ag + ———

ol ag = || € Z et a,, € N* pour tout n > 1. On définit les réduites

de o comme étant les rationnels (n > 1)

P 1
JI: ag + 1 :[GOQGLGQ,-u,an—l]v

n ay + i

ag+ -+
Gn—2 +

1

an—1

de sorte que o = lim,, p,,/qy,. Les entiers p,, et ¢, satisfont aux récur-
Tences Pni1 = AnPn + Pn-1, Gnit1 = AnGn + qn-1, avec (p_1,q-1) =
(0,1) et (po,qo0) = (1,0) par convention. Voir [47, 92]. On sait cal-
culer n’importe quel quotient partiel a, pourvu que 'on connaisse,
par exemple, suffisamment de chiffres dans le développement décimal
de a. Mais en général, on ne connait pas explicitement a priori la
suite (ap)n>0 d’un nombre réel donné (autre qu'un nombre quadra-
tique irrationnel). Ainsi, on ne la connait pas pour les nombres /2,
7, v, G, In(2) par exemple. Toutefois, on la connait pour quelques
nombres liés a I’exponentielle. Ainsi
(4.16) e=12;1,2,1,1,4,1,1,6,1,...,1,2n,1,...],
~—

et, pour k € Net k > 2,

e =[1k—1,1,1,3k—1,1,1,...,2n+ Dk —1,1,1,...],

~~

(4.17) tan(1/k)
=[0:k—1,1,3k—2,1,5k—2,...,1,2n+ Dk —2,...].
—_—
La fraction continue réguliere de e. Euler a donné la premiére
démonstration de (4.16) en utilisant I’équation différentielle de Ri-
catti [152]. Il est remarquable que ce développement en fraction
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continue du nombre e soit intimement lié aux approximants de Padé
de l'exponentielle. Suivant [40], introduisons les intégrales suivantes,
qui sont des variations de R, (1) dans la proposition 4.7 : pour tout
n = 0, posons

1 1
Ay == [ tM(t—1)"edt,
1 1
B, := "t — 1)"etdt,
1 1
nJo

(Noter que A, = R,(1).) Ona Ay =e—1, By =1,Cp=2—ceet
pour tout n = 0

Cn =B, — Ay, An+1 = —B, - C,, Bn+1 = —2(71 + 1)An+1 +Cy.

tn _ TL+1 tdt

On en déduit Pexistence de deux suites d’entiers (Py)n>0 €t (Qn)n>0
telles que

Ap = Qane — P3p, By = Payy1 — Qangie, Cp = Pspio — Q3p426,

pour lesquelles on vérifie par récurrence que pour tout entier m > 0,

on a
Pm+2
2[60;61,...,6 ],
Qm—l—? "
ol (em)m>0 est définie par eg = 2 et pour n > 1, egp_o = 1,
esn—1 = 2n, ez, = 1. Comme lim, P,/Q, = e, cela prouve que
e=lep;e1,...,€m,...| et on trouve (4.16).

Une fraction continue irréguliére de tan(x). Lambert [98] a donné
en 1761 la premiere démonstration de lirrationalité de = au moyen
d’une fraction continue irréguliere pour la fonction tangente, diffé-
rente de (4.17) :

(4.18) tan(x) = ;
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qui converge pour tout x € C \ (Z + 7/2). Contrairement a une
fraction continue réguliere, il n’est pas toujours vrai qu’une fraction
continue infinie irréguliere

b
ao + lbg _a0+H H H
a+—————

ag + ———
avec des a; et b; entiers, représente un nombre irrationnel. Par
2 2| 2
exemple, E—i— E + n + .-+ =1, ou le motif 2/1 se répéte indéfini-

ment. Lambert a néanmoins démontré le critére suivant.

Proposition 4.19 (Critere d’irrationalité de Lambert)
Soient (ap)n et (by)n deuz suites d’entiers tels que 1 < |by| < |ay|
pour tout n > 1. On suppose que la fraction continue irrégulicre

b b b
A ::H%—%%—%%—
al a9 as

est convergente et que pour tout n assez grand, la fraction continue

bu|  bn bn
Ap = H - ’—“‘ + '—*2‘ +
Qn Gn+41 an4-2

satisfait a 0 < |A,| < 1. Alors X ¢ Q.

(convergente)

En supposant # = p/q € Q, Lambert a montré (apres quelques
manipulations) que I'on peut appliquer son critére a la fraction conti-
nue (4.18) évaluée en x = 7/4, et cette fraction est donc un nombre
irrationnel. Or comme elle vaut en fait tan(mw/4) = 1, cette contradic-
tion montre que m ¢ Q. Legendre [101] a remarqué que l'on obtient
2 € Q. En effet, comme
tan(m) = 0, on déduit de (4.18) évaluée en x = m que

2

Il s’avere que les numérateurs et dénominateurs des réduites de la
fraction continue (4.18) sont des approximants de Padé (quasi) diago-
naux de la fonction tangente. Ils peuvent d’ailleurs étre explicitement

une contradiction similaire en supposant 7
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décrits avec des variantes des polynémes de Padé pour I’exponentielle
donnés a la proposition 4.10. Notons qu’en posant x = ir € iQ, r # 0,
dans (4.18), Lambert a également déduit de son critére l'irrationalité
de tanh(r) dont découle celle de exp(r).

4.5. Valeurs du logarithme

On utilise de nouveau les polynémes de Legendre P, (z) définis en
(4.5). Posons By (z):=2"P,(1/2)€Z]z] et

1 2) —
An(2) ::z"/o Ful1/2) = Balt) oy ¢ ).

1/z—t
Un dénominateur commun des coefficients de A,(z) est d,, :=
ppem{1,2,...,n}, quantité qui vaut asymptotiquement e"+°(") (par

le théoréme des nombres premiers) et est bornée par 3" pour tout
n > 0. Pour tout z € C tel que |2| < 1, on a

o0 n 1
z dx
Zn 2/0 1—2zx og( ?)

n=1

et I'intégrale fournit le prolongement analytique de la série entiere a
C~ [1, +o0[. Notons que ce prolongement coincide avec la branche de
—log(1 — z) pour laquelle —7 < arg(l — z) < 7.

Proposition 4.20. Pour toutn > 0, la fraction rationnelle A, (z)/Bn(z)
est Uapproximant de Padé [n/n] de —log(1l — z). De plus, pour tout
z€ CN[l,4+00[, on a

(4.21)

1 1 _ )"
R, (2) := Bp(2)log(l — 2) — A, (2) = 22n+1/0 A=) dx.

On vérifie que R,(z) = 2" fol P,(z)/(1 — zz)dz et en intégrant n
fois par parties cette intégrale on obtient (4.21), dont la proposition
découle.

Pour z € R tel que 0 < |z| < 1, posons V (z) := (1 — /1 —z)?/|x|.
On déduit alors de la proposition 4.20 un résultat d’Alladi et Robin-
son [3] :

Théoréme 4.22. Soit (a,b) € Z? tel que 0< |a/b|<1 et V(a/b)|ale<1.
Alors log(1 — a/b) ¢ Q.
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En effet, les nombres ¢, := d,,b" By, (a/b) et p, := d,b" A, (a/b) sont
des entiers et l'intégrale a droite de (4.21) montre que

lim [b"dyRn(a/b)[Y™ = V(a/b)|ale.

n—-+o0o

Le critere d’irrationalité appliqué a
dpb" Ry (a/b) = gnlog(l —a/b) —p, #0

permet donc de conclure. Ce résultat est plus faible que le point (ii) de
la proposition 4.7 (qui vaut pour tout logarithme de nombre ration-
nel) mais on peut surtout déduire des approximants de Padé de
log(1 — z) une mesure d’irrationalité beaucoup plus fine que celle
que 'on pourrait éventuellement déduire des approximants de Padé
de I’exponentielle. Voir la partie 4.7.

Pour tout entier s > 1, on connait également les approximants
de Padé « diagonaux » de type I et II pour la famille de fonctions
(log(1 — 2)*)1<r<s mais il semble que I'on ne sache en déduire la
transcendance de log(«) pour aucun nombre algébrique o.

Nous concluons cette partie avec la remarque suivante : les preuves
de l'irrationalité de m présentées dans les parties 4.3 et 4.4 sont in-
directes et, en particulier, on n’utilise pas le critere d’irrationalité
pour y parvenir. Ce n’est que relativement récemment qu'Hata [84]
a réussi a construire explicitement des suites d’entiers (pp)n et (gn)n
telles que 0 < |g,m™ — pp| — 0, en utilisant des approximants de Padé
simultanés de log(1 — az) et log(1 — 8z) pour des bons choix de «
et (. Voir également Beukers [22] pour une construction différente.

4.6. Valeurs des polylogarithmes

La série entiére de — log(1—z) s’inscrit (pour s = 1) dans la famille
des polylogarithmes

AR =L Hog(L/z)"!
(4.23) Lis(2) ._;ns = (3—1)!/0 d

1—zx

ou s > 1 est entier. La série converge pour tout z € C tel que |z| < 1,
sauf si s = 1 ou il faut aussi exclure z = 1. L’intégrale permet de
prolonger analytiquement la série a C ~\ [1, +00].
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On ne connait explicitement la suite des approximants de Padé
diagonaux d’aucune des séries Lis(z) avec s > 2. En revanche, on sait
calculer des approximants de Padé de type I et de type II de la famille
(Lix(2))1<k<s pour chaque s > 1 donné [57]. Par exemple, pour s = 2,
des approximants de type I et type II sont donnés par la

Proposition 4.24. Pour tout entier n > 0 et tout z € C, |2| < 1, on a

[e.9]

— 20— Loni1 pn
(4.25) Z BE i
=1 n+1

= A, (2)Lia(2) + Bp(2)Li1(2) + Cr(z) = ﬁ(z3n+2)’

ot les polynomes Ay, Bn, Cy, € Qz] sont de degré < n, tandis que

S u k: 2n . B _ 3na1
k;zl (k)ant1 T2 = Qan(2)Li1 (2) = Pron(2) = 0(z7"1)

_Zak<

(4.26)
420 — Qo (2)Lig(2) — Paon(2)

— ﬁ(z3n+1)

2n+1 )

\

ot les polynomes Qan, P1on, P22n € Q[z] sont de degré < 2n.

Une fois que 'on a deviné les identités (4.25) et (4.26), elles sont
faciles & démontrer. Par exemple, notons S(z) la série & gauche de
(4.25). On voit que le numérateur de la fraction rationnelle (de la
variable k)

ro(k) = (k—2n—1)opy1  (B—=1)(k—2)---(k—2n—1)
e (k)i B k2(k+1)2-- (k+n)2
s’annule pour k = 1,2,...,2n+1, ce qui prouve que S(z) = ﬁ(z3n+2)_

Par ailleurs, en utilisant la décomposition en éléments simples (sans
partie polynomiale)

ZZ ];:,_];L 3 Cs,j,n6Q7

s=1 5=0
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on obtient S(z) = A, (2)Li2(2) + Bn(z)Li1(2) + Cn(z) avec des poly-

nomes

n n
An(z) = Z 2,jnz" 7, By(z) == Z c1jnz" 7,
7=0 7=0
2 n J c
J ) ki

Gole) == 3033t et

s=1j=0 k=1

grace a l'identité triviale

> >
=2z 7Lis(2) — 27 —
k=1 (k +j)* k=1 ’

Des formules similaires a celles de la proposition 4.24 donnent
des approximants de Padé de type I et de type II de la famille
(Lix(2))1<k<s- Elles permettent de prouver le résultat suivant

Theoreme 4 27. Pour tout entier s > 1 et tout entier q € Z satisfaisant
d |q| > e, les mombres 1,Liy(1/q), ..., Lis(1/q) sont linéairement
indépendants sur Q.

Voir [83, 120] pour des énoncés plus précis et plus généraux, ot 1/g
est remplacé par des rationnels a/b # 0 avec b (beaucoup) plus
grand que a. Les fonctions polylogarithmes sont tres importantes dans
I’étude des valeurs de la fonction zéta de Riemann ((s) =Y o2, 1/n®
puisque pour s > 2

Lif(1) = (s),  Lis(=1) = (2!~ = 1)¢(s).

On sait que pour tout entier n > 1, ((2n) € Q" qui est donc trans-
cendant sur Q. En revanche, on connait peu de choses sur la nature
arithmétique des nombres ((2n + 1), dont on pense qu’ils sont tous
transcendants sur QQ, et méme algébriquement indépendants entre
eux et de w. Le théoréeme 4.27 ne permet pas d’atteindre ces valeurs
car on ne peut pas prendre a/b = £1. Il ne permet d’ailleurs méme
pas d’atteindre a/b = 1/2 : on ne connait toujours pas la nature
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arithmétique des nombres(®)

Lis(1/2)= 1i27r2 _ % In(2)2, Lis(1/2)= % In(2)? —

Voir [104] pour la démonstration de ces identités.
Néanmoins, les célebres démonstrations par Apéry [11, 12] de l'irra-

tionalité de ((2) = 72/6 et ((3) s’inscrivent dans le cadre de I’appro-

ximation de Padé des polylogarithmes, en généralisant la notion a

Papproximation « multipoints ». Voir [54] pour un survol des nom-

1 7
1—27r2 In(2) + 2¢(3).

breuses démonstrations du

Théoreme 4.28 (Apéry). ((2) ¢ Q et ((3) ¢ Q.

Bien sfir, Iirrationalité de ((2) n’est rien d’autre que celle de 72
qui était bien connue; I'intérét de la méthode d’Apéry est de ne pas
nécessiter de savoir que ((2) = 72/6. Considérons les deux problémes
suivants (posés par Beukers dans [20]) : déterminer des polynomes
P,,Qn, T, de Q[z] de degré au plus n tels que

{Rn(z) := P, (2)Liz(2) + Qn(2)Liy (2) + Tp(z) = O(z27+1)

Pp(2)log(2) + Qn(z) = O((1 - 2)"*1)

et des polynémes A,,, By, Cp, D,, de Q[z] de degré au plus n tels que
An(2)Lig(2) + Bn(2)Liy(2) + Cn(2) = O(227+)
Sn(2) := 2A,,(2)Li3(2) + Bp(2)Lig(2) + Dp(2) = O(22"1)
Ap(2)log(z) + Bu(z) = 0(1 — z).

On montre que chacun de ces problemes admet une unique solution
(a4 une constante multiplicative pres) et plus précisément que l'on a

IZ —)n St Pn(2)2i<z>2(nzk>zn_k

R k=0

O )zk+n, An(z):kzn::0 <Z>k (” Z k>22n—k.

(6)On sait que 1, 7 et In(2) sont linéairement indépendants sur Q (Baker [13],

et

=2 (G

k=1 k)1

Hata [84]) mais on ne sait pas si c’est vrai de 1, 72 et In(2).
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Les deux conditions en z = 1 nous assurent que R, (1) = P,(1){(2) +
T,(1) et S,(1) = 2A4,(1)¢(3) + Dp(1). On démontre que R,(1) =
(Va=Lysntoln) 5 (1) = (V2 — 1)4te() | p,(1) € Z, d2T,(1) € Z,
An(1) € Z et d3 D, (1) € Z. L’irrationalité de ¢(2) et de ¢(3) découle
alors du critére d’irrationalité.(”)

Sur le modele précédent, on peut construire des problemes d’appro-
ximations de Padé « multipoints » de polylogarithmes plus généraux
qui génerent par spécialisation des suites d’approximations simulta-
nées de 1,((3), ¢(5),...,((2s 4+ 1) (s > 1 entier fixé). On n’écrit pas
ces problemes dont les séries solutions « expliquent » les suites d’ap-
proximations qui apparaissent dans la démonstration originelle du
point (i) ci-dessous (voir [57]). Ces séries ont été généralisées dans
diverses directions pour démontrer les points (ii) et (iii) ci-dessous
mais leur interprétation en termes d’approximants de Padé n’est pas
connue.

Théoreme 4.29.

(i) Le rang sur Q de la famille (1,{(3), ¢(5),...,{(2s + 1)) est
> %0;;’;3 log(s) lorsque s — +oo [14, 134].
(ii) Il eziste au moins un irrationnel parmi ((5),¢(7),¢(9),(11)

(Zudilin [169]).

. In(s)_(146(1)) L

(iii) Il y a au moins 2Wmn() nombres irrationnels dans
{€(3),¢(5),...,¢(2s + 1)} lorsque s — +oo (Fischler, Sprang et
Zudilin [67, 68]).

Notons que le point (i) utilise le critéere d’indépendance linéaire de
Nesterenko [116], qui est énoncé a la proposition 4.3 dans la partie 4.1.

(7)L’estimation asymptotique pour R, (1) est assez facile & obtenir mais celle
pour S, (1) ne 'est pas [118]. On commence par établir une expression de S, (1)
comme intégrale complexe a laquelle on applique ensuite la méthode du col. Cette
méthode, inventée par Riemann, permet de donner un équivalent asymptotique
lorsque n. — 400 d’une suite d’intégrales de la forme [, g(z)f(z)"dz ou f et g
sont des fonctions complexes convenables et L un chemin dans C.
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4.7. Mesures d’irrationalité

Une fois connue lirrationalité d’un nombre réel «, on s’intéresse a
quantifier cette irrationalité. On sait que pour (p,q) € Z x N, ¢ # 0,
on a |a — p/q| # 0. On appelle mesure d’irrationalité de « toute
fonction explicite f(a, q) telle que

la—p/ql > fla,q)
pour tout g suffisamment grand et tout p € Z.
Etant donné un nombre irrationnel «, un théoréme de Dirichlet
[157, p.13] assure l'existence d’une infinité de fractions ration-
nelles p/q telles que

(4.30)

<=
o— = —.
ql ¢

‘ p
La preuve de ce résultat est tres simple mais n’est pas constructive
car basée sur le Schubfachprinzip de Dirichlet (le principe des tiroirs
ou encore pigeonhole principle) : une application d’un ensemble fini
de cardinal n sur un ensemble fini de cardinal < n ne peut pas étre
injective. La théorie des fractions continues montre toutefois que les
réduites de o conviennent [92, p.9, Th.9]. Par ailleurs un argument
simple de théorie de la mesure assure que pour Lebesgue-presque tout
réel a, pour tout € > 0, il existe Q(a, &) > 0 tel que pour tout entier
q = Q(a,e) et tout p € Z, on ait
1
q2+5 :

p
431 ’a—f‘ >
(4.31) .

On ne peut donc génériquement pas remplacer I'exposant 2 dans
(4.30) par une valeur plus grande. De plus, Liouville a montré que
pour tout nombre réel « algébrique de degré d > 2 sur Q, il existe
une constante explicite ¢(a) > 0 telle que pour tout (p,q) € Z x N,
q = 1, on ait

(4.32) ‘a -2l Lfl‘)

q q
La démonstration de (4.32) est basée sur I'inégalité des accroissement
finis appliquée au polynéme minimal P(X) € Z[X] de «, qui est de
degré d : cette inégalité permet en effet de minorer |a — p/q| a l'aide
de |P(a) — P(p/q)| = |P(p/q)| = u/q® = 1/q%, Ventier u étant non
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nul puisqu’aucun rationnel n’est racine de P; voir [47, p.15] pour
les détails. Le théoreme de Roth [148] améliore 'exposant dans la
mesure (4.32) de maniére optimale et indépendante du degré de « :
pour tout réel algébrique irrationnel «, la mesure (4.31) a lieu, avec
le défaut que la constante Q(«,e) n’est pas connue, sauf pour les
nombres quadratiques par (4.32). La démonstration du théoréme de
Roth est particulierement compliquée.

Ces résultats expliquent pourquoi ’on cherche des mesures d’irra-
tionalité de la forme f(a,q) = c(a)/¢*® ot c(a) > 0 et s(a) > 2
dépendent uniquement de «; on dit que s(«) est un exposant d’irra-
tionalité de «. Il peut étre difficile, voire impossible, d’obtenir une
telle mesure et on doit parfois se contenter de mesures de la forme
e~9, ¢ 1°8(9) ou autre. Par exemple, Koksma et Popken [93] ont mon-
tré que pour tout € > 0, il existe @Q(¢) > 0 tel que pour tous entiers
pEZetq>=Q(e), on ait

1
q(4+e)n(g)/Inln(q) *
La meilleure mesure maintenant connue de e™ est de la forme
q
pour lesquels il est effectivement impossible de trouver s > 2 tel que
la—p/q| > 1/q¢° pour tous entiers p € Z et q assez grand ; ces nombres
sont dits de Liouville et sont nécessairement transcendants (comme

(4.33)

e”—g‘>
q

—elnIn(@) yoir [164]. 11 existe par ailleurs des nombres irrationnels a

le montre la mesure de Liouville (4.32) d’un nombre algébrique). Ils
forment un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. L’exemple le plus
connu d’un nombre de Liouville est A := "> 10~ qui satisfait &

Dn 2
O<‘)\—— <=
dn \qg+1

avec g, == 10" et p, 1= > }_,10""*. La mesure (4.33) ne permet
pas d’exclure la possibilité que e™ soit un nombre de Liouville.

En général, on obtient une mesure d’irrationalité d’un irrationnel «
lorsque 'on sait construire deux suites d’entiers (py)n et (gn)n telles
que 0 # 7, := g —py, — 0 et lorsque 'on contréle finement la crois-
sance de g, et la décroissance de ry. Il existe de nombreux énoncés
liant « qualité » de ces approximations et mesure d’irrationalité. Voici
un tel énoncé, qui ne couvre pas toutes les situations possibles.
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Proposition 4.34. Soit £ € R~ Q. On suppose qu’il existe deux suites
d’entiers (pn)n et (qn)n et des réels p,d > 0 tels que

o 800l
(4.35) limsup |gn|Y™ < p,  limsup g€ — pa|Y/™ <6, P £ p"H,
n——+00 n——+o00 dn n+1
o SO1t
(4.36) limsup |¢,|Y™ < p,  lLm |g.& — pa|Y/™ = 6.
n—+o00 n—+00

Alors pour tout € > 0, il existe Q(g) > 0 tel que pour tout entier
q > Q(e) et tout p € Z, on ait

1
q,UF‘FE

-yl
ot p:=1—1n(p)/In(9).

Voir [3] pour une preuve de la version avec (4.35) ; celle sous I’hypo-
these (4.36) en est une simple adaptation. La démonstration de ce
type d’énoncés suit essentiellement le schéma suivant. Si a/b € Q est
distinct de tous les p,,/qn, grace a I'inégalité triangulaire, on écrit

b

‘qn| - ‘an| ‘Qn’ - 2’an”

‘a_9‘> Pn a‘_w> Ll 1
bl Tgn

ou la derniére inégalité a lieu pour tout n tel que |2br,| < 1. Il existe
une infinité de tels n puisque 7, — 0 et on choisit par exemple le plus
petit n = n(b) satisfaisant a cette condition. On obtient donc

a‘ 1

4.37 ’a _4 s =

Si par ailleurs a/b = py,/qm pour un certain m, on a simplement

’a_Pm_|7“m> !

4.38 = >
(4.38) G|~ Jam] ~ Taml9(@m)

> 0,

ou g est une fonction telle que g(gm) > 0 et || = 1/9(gm) pour
tout m. La conjonction de (4.37) et (4.38) fournit alors une mesure
d’irrationalité de a. A titre d’exercice, on pourra mettre directement
en oeuvre cette méthode pour déterminer une mesure d’irrationalité
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du nombre g = Y7, 273" avec q,, = 23" et p, = > r—o 93" =3¢
ainsi que du nombre de Liouville A défini plus haut.®

Bien souvent, les approximations rationnelles construites avec des
approximants de Padé explicites tels que ceux mentionnés aupara-
vant permettent d’obtenir de bonnes mesures. Ainsi, on peut dédui-
re des propositions 4.20 et 4.34 des mesures d’irrationalité de cer-
taines valeurs du logarithme. Posons U(z) := (1 + /1 —x)?/|z| et
V(z) := (1 — /1 —x)?/|z|. Alladi et Robinson [3] ont ainsi montré
que, pour tout rationnel a/b tel que 0 < |a/b| < 1 et V(a/b)|ale < 1,
on a la propriété suivante : pour tout € > 0, il existe un entier (expli-
citable) Q(a,b,e) > 0 tel que pour tout entier ¢ > Q(a,b,¢) et tout
p € Z, on ait

1
(439) ‘ln 1 — a/b ‘ W
on Wb) n( (a/b)|a!) +1
#la:0) = L a/o) ffal) = 1

Noter que pour a fixé, p(a,b) — 2 quand b — +oo. Par exemple,
w1(1,2) = 4,6221 est un exposant pour In(2). Il n’a été significative-
ment amélioré que deux fois, par Rukhadze [149] en 1985 puis Mar-
covecchio [112] en 2009. Ce dernier a montré que pour tout entier g
assez grand et tout p € Z, on a

_p

‘hl( ‘ = 43576

Par ailleurs, 2 est le seul entier k& > 2 pour lequel la mesure (4.39)
s’applique a In(k). De I’étude des approximants de Padé simultanés
de plusieurs exponentielles, Mahler [108] a déduit en 1953 sa célebre

mesure : pour tout (p,q) € Zx N, ¢>2,0on a

’w——)>

(®)On trouve qu’il existe des constantes explicitables ¢,d > 0 telles que pour
tous entiers p € Z et g assez grand, on ait | — p/q| > ¢/¢* et |\ — p/q| >
1/q*2@) on A(z) ~ In(x)/Inln(z) quand 2 — +oo est la fonction réciproque
de la fonction I'(x) pour « > 2. Ces mesures ne découlent pas de la proposition 4.34
dont les hypothéses ne sont pas satisfaites par ces diverses suites (pn)n €t (gn)n.
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Cette mesure a été améliorée (pour ¢ assez grand) par de nom-
breux auteurs et la meilleure valeur connue d’un exposant d’irra-
tionalité de 7 est due & Salikhov [151] avec 7,6063. Il a aussi obtenu
[150] le meilleur exposant 5,125 connu de In(3). Les meilleurs expo-
sants d’irrationalité connus de ((2) et ((3) sont 5,0955 et 5,5139,
par Zudilin [170] et Rhin-Viola [133] respectivement. On conjecture
que ces nombres ont tous 2 comme meilleur exposant d’irrationa-
lité. Toutes ces mesures ont été obtenues en analysant tres finement
des approximants explicites de type Padé des polylogarithmes ou de
fonctions proches.

On peut également déduire de la proposition 4.7 et d’une esti-
mation fine de B,(1) (mais on est hors du cadre de la proposi-
tion 4.34) qu’il existe une constante ¢y > 0 telle que pour tous entiers
(p,q) € Z x N, q assez grand, on ait

log1
o2 > o 128 108(4)
q q*log(q)

Cette mesure, due a Davis [43], découle aussi de I’étude fine des rédui-
tes de la fraction continue de e donnée par (4.16). Elle est optimale en
un sens tres fort. En effet, on peut prendre n’importe quelle constante
cp < 1/2 tandis que si l'on choisit ¢g > 1/2, alors 'inégalité (4.40)
est fausse pour une infinité d’entiers p € Z et une infinité d’entiers

(4.40)

g € N*. On connait des mesures de qualité similaire pour les nombres
de la forme e® avec a = +2/t, t € N, quoique légérement moins
précises sur le seuil de basculement des constantes analogues a cg.

Quand des nombres aq,...,as sont linéairement indépendants
sur @, on peut également « mesurer » ce fait. Par exemple, Hata [84]
a montré que pour tous entiers p, ¢, r suffisamment grands, on a

p+qr+rin(2)| > H "0 H = max(|p|, |ql, |7])

Lorsque as = &° pour un nombre £ que l'on sait transcendant,
on parle alors de mesure de transcendance. Les formules d’Hermite
pour les approximants de Padé simultanés d’exponentielles per-
mettent de donner une mesure de transcendance des nombres exp(a)
et log(a) (o € Q) lorsque ces nombres sont transcendants. Voir
[107, 132, 157] par exemple.



226 TANGUY RIVOAL

On présentera d’autres mesures d’irrationalité dans la partie 7.3,
qui généralisent & certaines valeurs de E- et G-fonctions les mesu-
res (4.40) et (4.39) respectivement. La suite de ce survol est consacrée
a I’étude de ces fonctions.

5. E- et G-fonctions, résultats diophantiens classiques

Si I'on veut généraliser les résultats de transcendance d’Hermite,
Lindemann et Weierstrass a d’autres fonctions que I’exponentielle ou
le logarithme, on se heurte rapidement a deux obstacles :

(1) L’absence de formules explicites pour les approximants de
Padé, sauf cas assez particuliers souvent obtenus comme spécialisa-
tions de fonctions hypergéométriques. De telles formules permettent
en général d’obtenir au moins des résultats d’indépendance linéaire
sur Q de valeurs de ces fonctions.

(2) L’absence d’une équation fonctionnelle telle que e* ¥ = e%e¥,
qui est cruciale pour passer de résultats d’irrationalité/indépendance
linéaire sur Q ou Q & des résultats d’indépendance algébrique sur Q.

Siegel [158] a introduit en 1929 deux classes de séries entieres,
les E-fonctions et les G-fonctions, qui permettent de lever ces deux
obstacles dans une certaine mesure et que nous allons maintenant
étudier. L’article [158] a été commenté et traduit de I’allemand vers
l’anglais dans [160]. Parmi les nombres mentionnés au début de la par-
tie 4, disons d’ores et déja que l'on pense que la constante d’Euler ~,
['(1/5), In(x), §, e + 7, em, e et w° ne sont des valeurs en un point
algébrique ni d’une E-fonction ni d’une G-fonction. Il est donc mal-
heureusement probable qu’aucun des théorémes diophantiens cités
ici sur ces fonctions ne s’applique a ces nombres individuellement.
En revanche, ils permettent déja de donner un énoncé conditionnel
non trivial concernant v et § et, suffisamment raffinés, ils pourraient
potentiellement s’appliquer un jour & ¢(5), G et I'(1/5)%, qui sont des
valeurs en un point algébrique de G-fonctions.

5.1. Définition et propriétés des E-fonctions

La classe des E-fonctions a été définie par Siegel dans [158, Chap. I,

§2).
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Définition 5.1 (Siegel). Une E-fonction est une série entiere F(z) =
>0 o(an/nt)z™ € Q[z] telle que

(i) F(z) est solution d’une équation différentielle linéaire non nulle
A coefficients dans Q(z).

(ii) Pour tout € > 0, il existe N(e) tel que pour tout n > N(e) et
pour tout o € Gal(Q/Q), on ait |o(a,)| < n'°.

(iii) 11 existe une suite d’entiers (Dy,)n>0 telle que Dya,, € ﬁ@
pour tout 0 < m < n et pour tout £ > 0, il existe N(¢) tel que pour
tout n > N(eg), 1 < |Dy| < nlé.

Juste apres la définition, Siegel écrit « Fine Funktion y, deren
Potenzreihe diese drei Eigenschaften hat, mége kurz eine E-Funktion
genannt werden. Offenbar ist die Exponentialfunktion eine E-Funk-
tion », c’est-a-dire « Une fonction y dont le développement en série
entiere a ces trois propriétés sera appelée une E-fonction. La fonction
exponentielle est évidemment une E-fonction » ©),

Au fil du temps, ’étude des E-fonctions s’est concentrée sur une
classe plus restreinte.

Définition 5.2. Une E-fonction au sens strict est une série entiere
F(z) =32 o(an/n!)2" € Q[2] telle que

(i) F(z) est solution d’une équation différentielle linéaire non nulle
A coefficients dans Q(z).

(i) 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout o € Gal(Q/Q)
et tout n > 0, on ait |o(a,)| < C™HL.

(iii) 11 existe une suite d’entiers (Dy,),>0 et une constante D > 0
telles que pour tous entiers m,n > 0 tels que 0 < m < n, on ait
Drnam € Og et 1 < |D,| < D"

Tous les exemples connus de E-fonctions sont des F-fonctions au
sens strict. Il est en fait conjecturé que toute FE-fonction au sens
originel de Siegel est de facto une FE-fonction au sens strict, et la
distinction est donc probablement illusoire. Voir [6, p.715] et [157,
p.407] pour quelques réflexions a ce sujet.

O)La signification de la lettre F est donc claire.
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Dans toute la suite, une « E-fonction » ou une « E-fonction au
sens large » désigneront toute série satisfaisant a la définition 5.1.
Une « E-fonction au sens strict » ou « E-fonction stricte » dési-
gneront une série satisfaisant a la définition 5.2. On prendra garde
que « E-fonction » tend d signifier « E-fonction stricte » dans
la littérature récente tandis que Shidlovskii [157, p.407] appelle
« E*-fonction » une E-fonction stricte.

Faisons maintenant quelques commentaires sur ces définitions qui
sont compliquées de prime abord. La condition (i) équivaut & dire que
la suite (ap/n!)n>0 (et donc aussi (ay)n>0) satisfait & une récurrence
linéaire d’ordre fini & coefficients dans Q[n]. Il en découle que les a,,
vivent dans un certain corps de nombres galoisien K, et donc qu’il
suffit au point (ii) de considérer les automorphismes de Gal(K/Q),
qui sont en nombre fini.

De plus, pour chaque o € Gal(K/Q), la série

F,(z):= Z o(an)z"/n!
n=0

est une F-fonction. En effet, les points (ii) et (iii) sont trivialement
satisfaites. Pour (i), notons 37 Pj(2)(d/dz)’ € K[z][d/dz] un opé-
rateur dont F' est solution; alors F,(z) est solution de l'opérateur
> =0 o(P;)(2)(d/dz) € K[2][d/dz], ou Don fait agir o sur les coeffi-
cients des P;.

Donnons quelques exemples de E-fonctions : les polynomes de Q|[z],
la fonction de Bessel

oy /27 :i<—1>”(i:‘)

2 n ’
— n! — 4 (2n)!
sin(z), cos(z) 3 1 5” my(nrk 2" = €37 (Ziﬁz)
) ) nl k n - 0 )
n=0 k=0
# sin(x) > Z2n
de = (-1
/0 z n:o( a1

h(z) :—il.(l—k;_p.._,_l)zn.

n
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Pour la fonction h(z), le dénominateur des n + 1 premiéres sommes
harmoniques est d,, := ppcm{1,2,...n} < 3" et elle satisfait a

(5.3) 2h"(2) +2(1 — 2)h"(2) + (z — 3)W(2) + h(z) = 0.

En revanche, les fonctions algébriques sur Q(z) non polynomiales,
log(1 — 2), tan(2), Jo(v/z) et (1 — 2)* (s € Q \ N) ne sont pas des
FE-fonctions.

Comme on le voit, tous les exemples non polynomiaux sont dans
Q[z] et une E-fonction quelconque ne differe pas fondamentalement
de ce cas. En effet, pour toute E-fonction F(z) € K[z] avec K un
corps de nombres galoisien de degré d sur Q, il existe f € K et des
E-fonctions Fy(z), ..., Fy_1(z) € Q[z] tels que, pour tout z € C,

d—1
(5.4) F(z2)=>_ BFj(2).
j=0

En effet, soient 5 un élément primitif de K et ¢4 := Gal(K/Q), qui
est d’ordre d. Il existe d suites de rationnels (u;y)n telles que

d—1
(5.5) Vn>0,Voe¥, ola,) = Za(ﬁ)juj,n.

j=0
On a donc (5.4) avec Fj(z) := Y 7 ju;nz"/n! et il nous faut encore
vérifier que les F; sont des E-fonctions. On remarque que 'on peut
inverser (5.5) et exprimer les u;,, en fonction des o(a,). En effet, le
déterminant du systéme est le Vandermonde det((a( B))o< jgd_l,aeg)
qui est non nul car les o(f) sont deux a deux distincts. Il existe donc d
éléments de K non tous nuls v, (0 € ¢) tels que, pour tout n > 0,
on ait uj, = )y Vo 0(a,). Pour conclure, on utilise alors les deux
faits suivants : 2 vy 0(an)2"/n! est une E-fonction et une somme
finie de E-fonctions est une E-fonction. (Sil’on veut, on peut partout
supposer que les E-fonctions sont strictes dans ce qui précede.)

Revenons maintenant au cas ou F'(z) € Q[z] : elle satisfait & une

équation différentielle linéaire a coefficients dans Q(z), (ii) dans la
définition 5.1 se réduit uniquement a « |a,| < n!® pour tout € > 0 et
tout n > N(g) » et (iii) signifie en particulier que Dpa,, € Z pour
0<m<n.
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La classe des E-fonctions (au sens strict ou large) possede de nom-
breuses propriétés structurelles. Tout d’abord, ce sont des fonctions
entieres puisque |a,/n!| < 1/v/n! si n est assez grand. De plus, elles
forment un sous-anneau de Q[z] pour les opérations usuelles d’addi-
tion et multiplication des séries formelles. Cet anneau est stable par
d/dz et [;. Vérifions-le pour

/Z F(x)dx = i _On
0 — (n+1)! ‘
Les propriétés (ii) et (iii) sont clairement satisfaites puisque la suite
(an)n est simplement remplacée par la suite (a,—1)n. De plus, si F(2)
satisfait & ’équation différentielle Ly(z) = 0 pour un certain L €
Q(2)[d/dz], on voit que [; F(x)dx satisfait & (L o d/dz)y(z) = 0,
et (i) est satisfaite.

Enfin, les unités (strictes ou larges) de cet anneau sont de la forme
aeP? otta e Q et B € Q (André [6]). En effet, si F(z) est une unité,
1/F(z) est une E-fonction (stricte ou large). Puisque 1/F(z) est en-
tiere, cela implique que F'(z) ne s’annule pas sur C. La condition de
croissance de la suite (a,), nous permet d’appliquer a F(z) le théo-
réeme de factorisation d’Hadamard [42, p.287] des fonctions entiéres
d’ordre de croissance fini, et le résultat en découle.

5.2. Fonctions hypergéométriques ,F,

Siegel a montré que, pour tout entier p > 1, la fonction hypergéo-
métrique généralisée (dite confluente)
© n
A1yee, @ a)n - (Gp)n 2
pr|: 1 ) p;Z:| ::Z( 1)n (p)nil’
bl,...,bp (bl)n(bp)n n.
est une E-fonction lorsque les parametres a; et b; sont tous dans Q.
C’est plus généralement le cas de

ay a 2 (ar)n - (ap)n(rn)! z
AP ,...p;z,}: wes (ay)a(rn)!
(5.6) P q[bl,...,bq Z (1) -+ (bg)nn!  (rn)!
lorsque 1 <p<q,avecr :=q+1—p.
La difficulté est de montrer que le plus petit dénominateur commun
de quantités de la forme (a),,/(b)m (0 < m < n) a une croissance au
plus géométrique en n lorsque a et b sont rationnels. La fonction

n=0

™

n=0
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exponentielle et la fonction de Bessel Jy(z) sont des cas particuliers

de (5.6). Il s’avere que la rationalité des a; et b; n’est pas nécessaire

dans (5.6), comme le montre ’exemple suivant : pour tout a € Q\ Z<o,
o

a+1 = (a+1), a+n 1
F 2| =) A A= "t (1)
! 1[ a Z} 2} : 7;) nla +a c

— nl(a)n

Galochkin [72, 73] a caractérisé les E-fonctions hypergéométriques de
la forme (5.6).

Théoreme 5.7 (Galochkin). Soient p,q € N tels que 1 < p < q. Soient
(a1,...,ap) € C et (b1,...,by) € C\ Zgo tels que aj # by pour
tout j,k. La série ,Fylai,...,ap;by,. .., by; 29 P est une E-fonc-
tion (au sens large) si et seulement si les deux conditions suivantes
ont lieu :

(i) Les aj et bj sont tous dans Q ;

(77) Les aj et bj qui ne sont pas rationnels (s’il y en a) peuvent étre
groupés en k < p paires (aj,,bj,), ..., (aj,,bj) telles que aj, —b;, € N
pour £ =1,...,k.

On peut montrer que les E-fonctions ne sont pas toutes hypergéo-
métriques de la forme de Galochkin mais Siegel a formulé le probléeme
suivant [159, p. 58].

Probleme (Siegel). Est-ce que toute E-fonction est un polynome d
coefficients dans Q[z] en des fonctions hypergéométriques de la forme
qu[al,...,gp;bl,...,bq;)\zq_p“], qg = p = 1, avec des paramétres
aj, bj, AeQ?

Il doit étre entendu que A, p, ¢, g — p peuvent prendre différentes va-
leurs dans le polynéme. Une réponse positive impliquerait en particu-
lier que toute E-fonction est une E-fonction au sens strict. La réponse
a ce probleme est positive pour les E-fonctions au sens strict qui véri-
fient une équation différentielle d’ordre < 2. En effet Gorelov [77, 78]
a montré que pour une telle E-fonction stricte F'(z), on peut trouver

a(z),b(z) € Qz], o, € Q et A\, u € Q tels que
(5.8) F(z) = a(2)et*1 Fi[a; B; A2 + b(2)e!* 1 F [a; 8; Nz2].
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La fonction de Bessel

a) =S ) a2

n=0

est d’ordre différentiel 2 et elle bien de la forme (5.8), comme le
montre une identité de Kummer [1, p. 509, 13.6.1] :
; 1/2
Jo(z) = 6_121F1 |: { ;QiZ] .
Voir également [145] pour une démonstration de (5.8) différente

de celle de Gorelov mais valable uniquement pour les E-fonctions
strictes. André a remarqué que la E-fonction

h(z):i;(1+;+...+i>zn7

n=0

dont I’équation minimale donnée en (5.3) est d’ordre 3, vaut
ze9F[1,1;2,2,—2]

et est donc de la forme demandée par Siegel. Au dela de ce cas par-
ticulier intéressant, le probleme de Siegel est toujours ouvert pour
les E-fonctions d’ordre différentiel > 3. Voir [65] pour un résultat
suggérant une réponse négative au probléeme de Siegel en général.

5.3. Le théoréme de Siegel-Shidlovskii

En définissant les E-fonctions, Siegel avait pour but d’étendre les
théorémes d’Hermite, Lindemann et Weierstrass sur ’exponentielle a

une classe plus générale de fonctions, qui contienne en particulier les

fonctions10)

B (o) S A2
K@) =T+ DG/ = 3 = 6

. [Lllﬂ;(iz/m?}

(10)0n utilise les propres notations de Siegel pour les fonctions K et Jy. Sa

notation K, n’est pas standard et il ne faut pas la confondre avec les autres
fonctions de Bessel elles aussi notées K dans [1, pp. 374-376].
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Pour A € Q \ Z<_1, la fonction K)(z) est une E-fonction, et c’est
aussi le cas de la fonction de Bessel Jy(z) si A > 0 est un entier.
La fonction Jy(z) est une solution de I’équation de Bessel
! 1 / A2
Y@+ 2y () + (1= 5 )u() =0

et, lorsque 2\ n’est pas un entier impair, la fonction J_,(z) en est une
autre, C-indépendante de Jy(z). Il est important de noter que 0 est
la seule singularité finie (i.e., pdle d’un coefficient) de cette équation
différentielle.

Théoreme 5.9 (Siegel [158]). Soit A € Q\Z<_; tel que 2\ n’est pas un
entier impair. Alors pour tout o € Q', les nombres Ky(a) et K (o)
sont algébriqguement indépendants sur Q.

Il suit que les zéros non nuls de la fonction de Bessel Jy sont trans-
cendants. Si 2 est un entier impair > 1, il est connu que K,(z) est
de la forme ay(2)e* + by(2)e™* avec ay(z),bx(z) € Q(z) non tous
les deux identiquement nuls et avec au plus 0 comme péle. Pour tout
o € Q', la transcendance de K A(a) découle donc du théoreme de
Lindemann-Weierstrass, mais K(a) et K} (a) sont algébriquement
dépendants sur Q.

Siegel a indiqué une intéressante conséquence de son théoréme.
Il est en effet connu que

. J)\,1(2i$) . é 1
Jn(2iz) =z ’()\—1—1)/

et que

1
AN+2)/

1

.
+3)/z |

| |
P P

J;\(Z) = % JA(Z) + J)\_H(Z).

En appliquant le théoreme de Siegel avec A = 0 et z = 2¢, la trans-
cendance du quotient .Jo(2i)/J})(2i) = iJo(2i)/J1(2i) assure celle de
la fraction continue réguliere [1;2,3,4,5,...].

La méthode utilisée par Siegel en 1929 était tres novatrice et nous
n’en donnerons qu’un apercu. Il ’a développée davantage encore dans
son livre [159] en 1949 et elle a culminé avec 'apport fondamental de
Shidlovskii [155] en 1959, qui a levé un important probléme technique
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(i.e., la condition de normalité de Siegel) lui permettant de compléter
le programme de Siegel pour les E-fonctions.

Le contexte est le suivant. On se donne un vecteur colonne
Y(z) = YFi(2),...,Fu.(2)) de E-fonctions solution d'un systéme
différentiel Y'(2) = A(2)Y (2) ot A(2) € Myuxn(Q(2)). Ici, Y'(2) =
Y(F{(2),...,F!(2)). En particulier, si 'on se donne une E-fonction
F(z) solution d’une équation différentielle Ly(z) = 0 d’ordre p > 1
ott L € Q(2)[d/dz], le vecteur Y (z) = Y(F(z), F'(2),..., Fr=1(z))
est solution du systéme différentiel Y'(2) = Z(2)Y(2) on Z(z) €

M,x,(Q(2)) est la matrice compagnon de L.

Théoréme 5.10 (Siegel-Shidlovskii). Soit Y (2) = (Fi(2),...,F,(2))
un vecteur de E-fonctions de Q[z] solution d’un systéme différentiel

Y'(z2) = A(2)Y (2) avec A(z) € Myuxn(Q(2)). Soit T(z) un dénomi-
nateur commun des coefficients de A(z), de degré minimal.
Alors, pour tout o € Q tel que aT () # 0,

deg trg, Q(z2)(Fi(2), ..., Fu(z)) = deg tr@@(Fl(a), o Fa().

Ce théoréme est bien une généralisation de celui de Lindemann-
Weierstrass. En effet, donnons-nous des nombres algébriques aj,
...,y linéairement indépendants sur Q. On sait alors que

deg trgy, Q(2)(e™*,...,e**) = n.

De plus,
e a; 0 --- 0 e*1?
d | e*?? 0 ap--- 0 e2”?
— = T(z)=1
dz | SR | I
etn? 00 - oy evn?

En prenant a = 1 dans le théoreme 5.10, on a donc

deg tr@@(eo‘l,e”, co, €M) =n.
Cet exemple montre au passage que le degré de transcendance peut
étre maximal. Ce n’est pas le seul exemple car le théoréme 5.10
contient également le théoreme 5.9, obtenu avec le vecteur Y (z) =
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Y(Kx(z), Ki(2)) et le systéme différentiel

Gég):QVQ%—l—bJ(@gb’

avec T(z) = z si A = 0 et T(z) = 22 sinon. En effet, Siegel a montré
[158] que ces fonctions sont algébriquement indépendantes sur Q(z)
lorsque A satisfait aux hypotheses du théoreme 5.9.

Le degré de transcendance peut ne pas étre maximal dans le théo-
reme 5.10 comme on le voit immédiatement avec le vecteur de E-fonc-
tions !(cos(z),sin(z)) puisque cos(z)? + sin(z)? = 1. Voici un autre
exemple beaucoup moins évident. Considérons la série hypergéomé-
trique

f(z) = z%n!g(ﬁn)! 2=k [1/6, 1/3,2/3, 5/6’2]’

qui est solution de 'opérateur différentiel hypergéométrique

L= 5832z4(di)5 + 46656z3<di>4

z z

+ 8375422 (di)g + 275402,(%)2 4 (180 — 22«)di 1

z z z
La série f(z) n'est pas une E-fonction mais F(z) := f(z*) en est
une car elle est de la forme (5.6). Le vecteur *(F, F', F" F" F")
est donc solution d'un systéme différentiel & coefficients dans Q(z)
que 'on déduit de L. Par des arguments de théorie de Galois diffé-
rentielle, Beukers a explicité dans [24, pp. 16-17] une forme quadra-
tique Q(X1, X2, X3, X4, X5) # 0 a coefficients dans Q(z) telle que
Q(F, F',F" F" F") = 0 identiquement. Ces considérations pro-
curent un exemple non trivial pour lequel le degré de transcendance
n’est pas maximal dans le théoreme 5.10. Voir également [66] pour
un exemple similaire 1lié a la E-fonction

155{1/§{§/3;22]'

Citons une intéressante conséquence du théoréme de Siegel-Shid-
lovskii, qui est implicite dans les cinq dernieres lignes de I'article de
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Mahler [109] et qui a été généralisée par I'auteur dans [137]. Rappe-
lons que 7 est la constante d’Euler et

+00 e~
) ::/ dx
0 1 +x

la constante de Gompertz.

Théoréme 5.11. Au moins l'un des deux nombres v ou 0 est transcen-
dant sur Q.

La démonstration est basée sur les faits suivants. Considérons les

fonctions
E(z) = i(—l)"i et 9(z):= /+oo ¢’ dx
o o nln o w2
définies sur C et C\| — 00, 0] respectivement. On définit log(z) =

In|z| + iarg(z) avec —7 < arg(z) < w. On vérifie alors que, pour
tout z € C\] —00,0], on a &(z) = —y — log(z) — e *%Y(z) (voir [137,
Prop. 1]). En particulier, en z =1, on a

(5.12) E(1) = — — g

Or les E-fonctions &(z) et exp(—z) sont algébriquement indépen-
dantes sur Q(z) et

/

1 0 00 1
e* | = 0 —-10 e *
E(z) —-1/21/2z0 E(z)

Le théoreme 5.10 implique donc que, pour tout o € Q' ona
2 = deg trg, Q(z)(1,e7%,&(2)) = deg tr@@(l, e, & ()
= deg tr@@(e*a, &()).

En particulier, les nombres e~! et & (1) sont algébriquement indépen-
dants sur Q. L’équation (5.12) force donc au moins I'un des nombres
ou J a étre transcendant. En effet, dans le cas contraire, (5.12) serait
une relation polynomiale sur Q entre e~ ! et &(1).

On sait aussi montrer le fait (plus faible) qu’au moins un des deux
nombres v et § est irrationnel en utilisant des approximants de Padé
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explicites de type I des fonctions 1, &(z) et e=#, voir [137]. Ces appro-
ximants sont construits a l'aide de généralisation des polynoémes de
Legendre et leurs bonnes propriétés permettent d’obtenir la mesure
suivante : pour tout € > 0, il existe Q(e) > 0 (explicitable) tel que
pour tous entiers p,r € Z et ¢ > Q(g), on ait

1

P T
=22 >

Si par exemple 6 = a/b était un rationnel, en posant p = p'b, ¢ = ¢'b
et 7 = ¢'a avec p/, ¢’ des entiers « quelconques », on obtiendrait une
mesure d’irrationalité du type |y — p'/q’| > 1/¢/>¢, et une mesure
similaire pour § si  était un rationnel.

Nous indiquons maintenant les étapes de la démonstration du théo-
reme 5.10 de Siegel-Shidlovskii lorsque chaque Fj(z) € Q[z] et a € Q.
On suit la trame proposée par Baker [13, Chap. 11]. Contrairement
au cas de plusieurs exponentielles, on ne connait pas explicitement
les approximants de Padé de type I ou de type II pour la famille
(Fi(2))k=1,....n, pas méme pour les fonctions de Bessel. Siegel et Shid-
lovskii ont utilisé a la place des approximants de type Padé (de type I)
inexplicites obtenus a I’aide du

Lemme 5.13 (Lemme de Siegel). Soient N et M deux entiers tels que
1 <M < N. Soit B := (bjr)i<j<mi<k<n 7# 0 une matrice a coef-
ficients dans Z. Alors le systeme linéaire homogéne BX = 0, ou
X € ZN, admet une solution non nulle *(x1,...,xx) € ZN telle que

max_|z;| < (N%)MKN*M),
j=1,.,N

ot & = max; |bj k.

La preuve du lemme est astucieuse et s’obtient en appliquant le
principe des tiroirs de Dirichlet. La solution (z1,...,zx) n'est pas
explicitement connue.

On se donne maintenant un vecteur Y (z) = *(Fy(2),..., Fn(2)) de
E-fonctions solution d’un systéme différentiel Y'(z) = A(2)Y (2) ou
A(z) € Myuxn(Q(z)). On suppose de plus que les Fj(z

) sont linéaire-
ment indépendantes sur Q(z). Fixons également ¢ €0, 1].
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Proposition 5.14 (Approximants de type Padé de type I de E£-fonctions)

1l existe une constante ¢y > 0 telle que pour tout entier v > ¢,
il existe des Pj,(z) € Z[z], j = 1,...,n, non tous nuls, de degré au
plus r tels que

n [e.e]
R(z) =S Pu)Fi(2) = 3 pmps™ = 6(:M),
j=1 m=M
avec M :=n(r+1) — 1= [er], |pmr| < rl/m!=¢ et H(P;,) < ritte
pour chaque j.

La constante c1 dépend des F} et de €.

La démonstration de cette proposition se ramene a la résolution
d’un systéme linéaire homogene avec strictement plus d’inconnues
que d’équations a l'aide du lemme de Siegel. Le systeme différentiel
n’est pas utilisé a ce stade. Une difficulté primordiale se présente :
on ne sait pas montrer que R(«a) # 0 en tout point algébrique « tel
que oI’ (a) # 0. Tout le travail va étre de construire une fonction tres
similaire & R(z) et qui ne s’annule pas en un tel a.

L’entier r est dorénavant implicitement supposé > ¢;. L’étape sui-
vante consiste alors a construire d’autres approximants de type Padé

n o0
Rk(z) = Z PkJJ’(Z)Fj(Z) = Z pk,m,rzm = ﬁ(ZMk)
j=1 m=My,
qui conservent des propriétés trés proches de celles de R(z) et des
P;,(z) données & la proposition 5.14 : My, > M —k+1 et deg(Py ;) <
r 4 (k — 1)u, ot u = max(deg(T"), deg(T'A)).

On pose Ri(z) = T(2)R'(z) : le systeme différentiel Y'(z) =
A(2)Y (z) permet alors de remplacer les dérivées des fonctions F}j(z)
par des combinaisons linéaires de la forme » 7, Q;,(2)Fj(2) avec
des Q;-(2) € T(2)71Q[z] et donc Ry(z) = > io1 Prjr(2)Fj(2) avec
P jr(2) € Q[z]. On définit Ry 1(2z) comme T'(z) R} (z) et on construit
les polynémes Py j,(2) par le méme procédé.

Aparté. On distingue ici I'intérét d’introduire les matrices Ag(z) €
My (Q(2)) telles que Y¥)(2) = Ap(2)Y (2), qui permettent égale-
ment de construire les Ry (z). Elles satisfont a la relation de récurrence
Apt1(2) = AL (2)+Ak(2)A(2), A1(z) = A(z), ot la dérivée matricielle
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se fait coefficient par coefficient. Il est facile de voir par récurrence
que T*(2)Ax(2) € Mpuxn(Q[2]). Ces matrices apparaitront surtout
dans I’étude des G-fonctions.

L’apport crucial de Shidlovskii & la théorie des E-fonctions est le
résultat suivant, dont la démonstration est peu évidente.

Lemme 5.15 (Lemme de Shidlovskii). Le déterminant de la matrice
(Pr,jr(2))1<k,j<n n'est pas identiquement nul.

On démontre ensuite un lemme similaire ou l'on substitue un
nombre algébrique & z. On continue pour cela a utiliser les fonctions
Ry(z) mais pour des valeurs de k éventuellement > n.

Lemme 5.16. Soit o € Q tel que oT (o) # 0. Il existe une constante

co = 0 et n entiers distincts 1 < ky,...,k, < er+co tels que le déter-

minant de la matrice (Py,, jr(2))1<m,j<n ne s‘annule pas en z=q.
La constante ca dépend des Fj, €, o mais pas de 7.

A partir de ce lemme, on peut alors démontrer la proposition sui-
vante.

Proposition 5.17. Soit o € Q tel que oT(a) # 0. Il existe une
constante cg > 0 telle que pour tout entier r = c3, il existe des
entiers qijr (1 < k,j <n) tels que det ((Qk,j,r)lék,j<") #£0 et

n
> ki Fi(@)
j=1

1
T!1+16€

(5.18) < Tn—1—T6en |Qkjir| <

pour tout k =1,...,n. La constante c3 dépend des F}, e, .

Remarquons maintenant qu’au moins un des nombres Fj(a) n’est
pas nul car « n’est pas une singularité du systéme Y'(2) = A(2)Y (2).
Il découle ainsi de la proposition précédente qu’il existe au moins
un entier k& € {1,...,n} tel que Z?zl qk,jrFj(a) # 0. Grace aux
majorations (5.18) et en choisissant ¢ suffisamment petit, on obtient
alors le

Théoréme 5.19. Soit

Y(z) = (F1(2), ..., Fu(2))
un vecteur de E-fonctions de Q[z] solution d’un systéme différentiel
Y'(2) = A(2)Y (2) avec A(z) € Myuxn(Q(2)). Supposons que les fonc-
tions F1(2),..., F,(z) soient linéairement indépendantes sur Q(z).
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Alors pour tout o € Q tel que aT(a) # 0, les nombres
Fi(a),...,Fy(a)
sont linéairement indépendants sur Q.

Pour donner une idée du passage de la proposition 5.17 au théoreme
5.19, indiquons que la proposition 4.3 dans la partie 4.1 s’appliquerait
avec A(r) = In(r!) si 'on avait un minorant de la forme 1/rI"~1=cn 3
gauche de (5.18). Tout le travail consiste a obtenir la méme conclusion
que celle de la proposition 4.3 en ’absence d’une telle minoration.

Dans le cas général ou les Fj(z) sont dans Q[z] et a € Q, l'ana-
logue exact du théoreme 5.19 ne découle pas de la construction de
Siegel-Shidlovskii, qui donne seulement 1’énoncé suivant™) une fois

démontré 'analogue sur Q de la proposition 5.17.

Théoreme 5.20. Soit K = Q(B) un corps de nombres. Soit Y (z) =
HF(2),...,Fy(2)) un vecteur de E-fonctions de K[z] solution d’un
systéme différentiel Y'(z) = A(2)Y (2) avec A(2) € Myxn(K(2)). Sup-
posons que les fonctions F1(z), ..., F,(z) soient linéairement indépen-
dantes sur K(z).

Alors pour tout o € K tel que oT () # 0, le rang sur K de la
famille (Fi(a), ..., Fy(a)) est = n/[K : Q]. Si de plus B ¢ R, alors
ce rang est = 2n/[K: QJ.

Voir [157, p. 115, Lem. 17]. Ce dernier énoncé suffit toutefois pour
démontrer ce que l'on veut grace a l’astuce de Siegel qui permet de
contourner l’absence d'une équation fonctionnelle telle que e*™Y =
e®e¥ : comme les E-fonctions forment un sous-anneau de Q[z], une
relation polynomiale sur Q(z) entre des E-fonctions Fy(2), ..., Fy(2)

n’est rien d’autre qu'une relation linéaire sur Q(z) entre les diverses
E-fonctions que 'on obtient en faisant des produits des F}j(z). Apres

(A1 énoncé optimal (i.e., ou le rang vaut n exactement) a été obtenu en 2006
par Beukers [23] pour les E-fonctions au sens strict, et par André [10] en 2014 pour
les E-fonctions au sens large. L’analogue de la proposition 5.17 correspond au cas
ot a € Q, qrjr € O et |qx ;| est remplacé par max |o(gx,;,r)| ot le maximum
porte sur tous les o € Gal(Q/Q).
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un travail assez technique, on ramene alors la démonstration du théo-
reme 5.10 & une application du théoreme 5.20. De plus, cette astuce
permet de prendre en compte les relations homogenes entres valeurs
de E-fonctions. On obtient donc finalement le

Théoreme 5.21 (Siegel-Shidlovskii, version homogene)

Soit Y (2) = {(F1(2), ..., Fu(2)) un vecteur de E-fonctions de Q[z]
solution d’un systéme différentiel Y'(z) = A(2)Y(z) avec A(z) €
M5n(Q(2)). Soit T(z) un dénominateur commun des coefficients de
A(z), de degré minimal.

Alors pour tout o € Q tel que aT () # 0,

deg tr homg Q(2)(Fi(2), ..., Fu(2))
= degtr hom@@(Fl (a),..., Fn(a)).

Notons que le théoreme 5.10 en découle puisque ’on peut choisir
la E-fonction Fy(z) = 1. L’ensemble des polynémes homogenes a
coefficients dans Q(z) en Fy(2), Fa(2),..., F,(z) coincide alors avec
I'ensemble des polynomes & coefficients dans Q(2) en Fy(2), ..., F,(2),
et cela vaut aussi en remplagant z par un nombre algébrique «.

A la suite des travaux de Shidlovskii, de nombreux auteurs
(de Iécole russe principalement) ont cherché a déterminer des classes
spéciales de FE-fonctions algébriquement indépendantes, principa-
lement hypergéométriques. Par exemple, Shidlovskii [13, 156] a
montré le résultat suivant. Soient un entier £ > 1, la E-fonction
Pp(z) = 3,2k /nlF et o € Q, o # 0; alors pour tout entier
r > 1, les r(r + 1)/2 nombres @,(f)(a), 1 <4<k 1<Ek<r, sont
algébriquement indépendants sur Q.

On reviendra dans la partie 7.1 sur les travaux récents qui ont
permis d’améliorer les résultats présentés dans cette partie.

5.4. Définition et propriétés des G-fonctions

Nous nous tournons maintenant vers la deuxiéme classe de séries
entieres que Siegel a introduite en 1929 dans [158, Chap. VII] et qui
imitent les propriétés de log(1 — z).
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Définition 5.22 (Siegel). Une G-fonction est une série entiere F'(z) =
S0 o anz™ € Q7] telle que

(i) F(z) est solution d’une équation différentielle linéaire non nulle
A coefficients dans Q(z).

(i) 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout o € Gal(Q/Q)
et tout n > 0, on ait |o(a,)| < C™HL.

(iii) Il existe une suite d’entiers (Dj,)n>0 et une constante D > 0

telles que pour tous entiers m,n > 0 tels que 0 < m < n, on ait
D,a,, € ﬁ’@ et 1 < |D,| < DL

Siegel écrit « Solche Funktionen mdgen G-Funktionen genannt wer-
den ; zu thnen gehirt trivialerweise die geometrische Reihe », c’est-
a-dire « De telles fonctions seront appelées G-fonctions; la série géo-
métrique en est un exemple trivial. »(12)

Notons que Siegel commence par introduire les séries de la forme
F(z) = Y2° janz™ € Q2] satisfaisant a une équation différentielle
sur Q(z) et telle que Yo% jan2"/n! € Q[z] est une E-fonction au
sens large. Mais il précise immédiatement qu’il ne considérera en fait
que des séries satisfaisant a la définition 5.22 plus stricte et qu’il
les appellera des G-fonctions. De ce fait, la littérature consacrée aux
G-fonctions ne concerne essentiellement que les séries satisfaisant a
la définition 5.22.019)

Dans toute la suite, une « G-fonction » ou une « G-fonction
stricte » désigneront toute série satisfaisant a la définition 5.22. Une
« G-fonction au sens large » désignera une série Y >, anz"™ telle que
Yool o an2"/n! est une E-fonction au sens large.

(12)
(13)

Cette phrase explique la lettre G.

On ne sait pas pourquoi Siegel n’a pas considéré les G-fonctions au sens
large. Notons par ailleurs qu’étant donnée une série f(z) = Y oo junz" € C[z],
la condition « |un| < n!° pour tout € > 0 et tout n > N(g) » n’implique pas que
f(2) soit holomorphe en z = 0 (prendre u, = 1t/ V() pour n > 2 par exemple).
Toutefois, si f(z) satisfait en plus & une équation différentielle linéaire sur C(z),
elle est alors de facto holomorphe en 0 par un théoréme de Perron [127], et on a
donc méme une borne de la forme |u,| < C™'. La distinction éventuelle entre
strict et large ne concerne donc que la condition (iii) sur les dénominateurs, aussi
bien pour les G- que pour les E-fonctions. Voir la discussion dans [6, p. 715].
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Commencons par des remarques similaires a celles faites pour les
E-fonctions. La condition (i) signifie que la suite (a,)n>0 satisfait
A une récurrence linéaire d’ordre fini a coefficients dans Q[n]. Il en
découle que les a,, vivent dans un certain corps de nombres galoi-
sien K, et donc qu’il suffit au point (ii) de considérer les éléments
de Gal(K/Q), qui sont en nombre fini. De plus, pour chaque o €
Gal(K/Q), la série Fy(2) := Y 2 o(an)z" est une G-fonction, pour
les mémes raisons que la propriété correspondante sur les E-fonctions.

Parmi les exemples les plus simples de G-fonctions, citons les poly-
nomes de Q[z] et plus généralement les fonctions algébriques sur Q(z)
et holomorphes en z = 0,(14) dont par exemple

e m L e (be@ec (),
n=0

= () ko 2
E z (*)
“n+1 14++1—4z ’

5 () ﬁ

S0 b
2

<3n) 2cos (3 arcsm(% 3z)) *)
— \2n VA=2Tz ’

(30n)!n! n
Z « (15n)1(10n)1(6n)! ~ ()

qui est de degré 483840 sur Q(z) (voir [147]). Les G-fonctions ne sont
évidemment pas toutes algébriques. Parmi les G-fonctions transcen-

(%),

n

dantes sur Q(z), on trouve

o0 »2n+1 o0 2n
arctan(z) = Z(—l)” 1 2(2n) = 2arcsin(z/2)? (¥)
n=0 = n

(14)Cela découle du théoréme d’Eisenstein [62] qui, étant donnée une fonction
algébrique y(z) sur Q(z) et holomorphe en 0, assure ’existence d’un entier ¢ # 0 tel
que cy(cz) € Oglz]. L'existence d’une équation différentielle linéaire & coefficients
dans Q(z) satisfaite par y(z) est quant & elle un résultat du folklore, voir par
exemple [41].
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oo ni
S M z c
log(l=2)% L= 15 (9 ¥ eew
n=1 ni>->np>1 12 k
ol 8, 81,...,5 € N,
S SEOC)
£ : z".
r n' 3 — \/m n=0 k=0 k "

(Le symbole (x) aprés une série signifie qu’elle est de nature hyper-
géométrique, voir plus bas). La derniere série est la série génératrice

des nombres d’Apéry u, = Y ;_, (2)2(”:]“)2 pour ¢(3). Montrons
que c’est une G-fonction. On remarque tout d’abord que, pour tout
n >0 1< u, < (n+ 1)64" (puisque (Z) < 2% pour des entiers
0 < b < a), ce qui assure que (ii) est satisfaite. (iii) I’est aussi trivia-
lement puisque les u,, sont des entiers. Moins trivial est le fait que la

série est solution de

22(2% — 342 + 1)y (2) + 2(62% — 1532 + 3)y"(2)
+ (722 = 1122+ 1 - 112)y/(2) + (z — B)y(2) = 0,

ce qui montre que (i) est satisfaite. Cette équation différentielle est
la traduction du fait que la suite (up)n>0o satisfait a la récurrence
linéaire

131, — (3403 =510 +27n—5)uy—1+(n—1)%u, 2 = 0, ug =1, ug = 5,

dont I’histoire de la découverte est racontée dans [130]. L’algorithme
de Zeilberger [128, p. 101] permet maintenant de déterminer automa-
tiquement la récurrence linéaire satisfaite par une telle somme bino-
miale, et donc ’équation différentielle linéaire satisfaite par sa série
génératrice.

Quasiment tous ces exemples sont des G-fonctions dans Q[z].
De nouveau, une G-fonction quelconque ne differe pas fondamentale-
ment de ce cas. En effet, pour toute G-fonction F(z) € K[z] avec K
un corps de nombres galoisien de degré d sur Q, il existe § € K,
r > 0, et des G-fonctions Fy(z),...,Fy_1(z) € Q[z] tels que, pour
tout z € C, |z| < r, on ait

d—1
Fz)= S FF(2).
j=0
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Les mémes causes produisant les mémes effets, la démonstration est
la méme que pour les E-fonctions (au sens large) avec ici Fj(z) =
Yol g Wjnz" et fun élément primitif de K ; le seul point auquel il faut
faire attention est que r est le plus petit des rayons de convergence
de F' et des F}, et qu’il peut étre strictement inférieur a celui de F.
Revenons maintenant au cas de F'(z) € Q[z] : elle satisfait alors a
une équation différentielle linéaire a coefficients dans Q(z), (ii) dans
la définition 5.22 se réduit uniquement a |a,| < C™™1 et (iii) signifie
en particulier que Dya,, € Z pour 0 < m < n. Une série F'(z) dans
Z[z] est donc une G-fonction des lors qu’elle satisfait a une équation
différentielle linéaire a coefficients dans Q(z) et qu’elle est holomorphe
en z = 0. En effet, (iii) est automatiquement satisfaite et (ii) découle
1/n — 1/R ou R > 0 est le rayon de convergence de F,
qui est nécessairement fini sauf si F' est un polynéme (qui est aussi
une G-fonction). Ce type de séries se rencontre fréquemment dans des
problémes combinatoires, par exemple pour I’énumération de chemins

de lim sup,, |a,|

A pas bornés prescrits et confinés dans des parties de Z?; voir [29)
et [30], ou sont utilisées des heuristiques basées sur des conjectures
classiques sur les G-fonctions.

Parmi les nombres obtenus comme valeurs de G-fonctions (en un
point algébrique), on a donc les nombres algébriques, les puis-
sances entieéres de logarithmes de nombres algébriques, les ((s)
pour tout entier s > 2 et plus généralement les valeurs zéta
multiples ((s1,$2,...,S;) pour des entiers s; > 2,82,...,5, > 1.
Il y a également des nombres que l'on obtient a l’aide des fonc-
tions Gamma I'(s) = [;°t*"te~!dt (pour Re(s) > 0) et Béta
B(z,y) = fol t*=1(1 — ¢)¥~dt (pour Re(z),Re(y) > 0), qui peuvent
étre prolongées a des domaines plus grands grace a ’équation fonc-
tionnelle I'(s + 1) = sI'(s). On sait que B(z,y) = I'(x)I'(y)/T'(z + y)
et que si z,y sont des rationnels de |0,1[, B(z,y) est une valeur de
G-fonction, comme le montre 'identité hypergéométrique (voir [58])

o0

(5.23) B(ay) =Y m

que l'on déduit trivialement de la définition intégrale de Béta ci-
dessus. En utilisant ’équation fonctionnelle de Gamma dans (5.23),
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on montre alors que B(z,y) est une valeur de G-fonction pour tous
rationnels x et y en lesquels elle est définie. Il est conjecturé que
si s € Q, I'(s) n’est une valeur de G-fonction que si s € N, s # 0.
En revanche, on sait que si s = a/b € Q avec a,b > 1, alors I'(a/b)? est
une valeur de G-fonction. En particulier, 7 = B(1/2,1/2) = I'(1/2)?
est une valeur de G-fonction, mais on peut aussi le déduire de m/4 =
arctan(l) = Y 02 (—1)"/(2n + 1) ou du fait que c’est un logari-
thme d’un nombre algébrique. Notons que 1/7 est aussi une valeur
de G-fonction, comme le montre l'identité de Ramanujan (8.2) dans
la partie 8.

La classe des G-fonctions possede de nombreuses propriétés struc-
turelles. Ces séries ont un rayon de convergence non nul, fini sauf si
elles sont polynomiales; I’équation différentielle permet de les pro-
longer analytiquement au plan complexe muni d’un nombre fini de
coupures adéquates. Si F'(z) est une G-fonction et o(z) est algébrique
sur Q(z), holomorphe en 0 et nulle en z = 0, alors F(a(z)) est une
G-fonction. L’intersection des E-fonctions et des G-fonctions est ré-
duite & Q|z], ce qui au passage donne beaucoup d’exemples de séries
qui ne sont pas des G-fonctions. Une conséquence du théoreme 6.8
énoncé dans la partie 6.2 est que les fonctions (1 —2)% avec s € Q\Q
ne sont pas des G-fonctions.

Les G-fonctions forment un sous-anneau de Q[z] pour les opéra-
tions usuelles d’addition et multiplication des séries formelles. Cet
anneau est stable par d/dz et [;. Vérifions-le pour [ F(z)dr =
>0 o(an/(n+1))2""1. Le point (i) est satisfait de la méme fagon
que pour les E-fonctions. De plus, pour tout o € Gal(Q/Q), on a
olan/(n+ 1)) = o(ay)/(n+ 1) et (ii) en découle. Enfin, pour (iii),
en notant D, > 1 le plus petit dénominateur commun des a,,, 0 <
m < n, et d, = ppecm{1,2,...,n}, on voit que Dy, d,+;1 est un déno-
minateur commun des a,,/(m + 1), 0 < m < n, et 0 < Dypdyy1 <
Dn+13n+1_

Les unités de cet anneau sont les fonctions algébriques sur Q(z),
holomorphes en z = 0 et qui ne s’annulent pas en z = 0. Ce résultat,
aussi di & André [4, p. 123, Scholie], est beaucoup plus compliqué a
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démontrer que son pendant pour les E-fonctions. Il utilise en parti-
culier un intéressant résultat de Harris-Sibuya [82] : si y(z) et 1/y(2)
satisfont a des équations différentielles linéaires non nulles a coef-
ficients dans C(z), alors y/(z)/y(z) est une fonction algébrique sur
C(z), ou C peut en fait étre remplacé par n’importe quel corps de
caractéristique 0.

Enfin, notons que les G-fonctions sont stables par produit de
Hadamard, c’est-a-dire que si Y oo an2" et > o2 b,z™ sont des

G-fonctions, alors Y.°° ; a,b, 2™ en est une aussi.*?)

5.5. Fonctions hypergéométriques ,1F),

Plusieurs des exemples donnés plus haut s’obtiennent par spécia-
lisation de la fonction hypergéométrique généralisée

a1y ...,0p41 oo(al)n'“(alH”l)nn
5.24 F YR = Z,
B2ty = 3 e

qui est une G-fonction lorsque les parametres a; et b; sont tous
dans Q. Comme dans le cas des E-fonctions, il s’avere que la rationa-
lité des a; et b; n’est pas nécessaire, comme le montre I'exemple
suivant : pour tout a € Q ~ Z<o,

a+1,1 — (a+1), X a+n a(l—2)+ 2
F ), — TL: TL: .
{ ) ] e

La démonstration de Galochkin se transpose immédiatement et on
a la caractérisation suivante des G-fonctions hypergéométriques.

Considérons (a1,...,ap+1) € C et (b,...,bp) € C\ Zgo tels que
a; # by pour tout j, k. La série hypergéométrique (5.24) de parame-
tres (a1,...,apy1) et (by,...,bp) est une G-fonction (au sens large)

si et seulement si les deux conditions suivantes ont lieu :

(i) Les a; et b; sont tous dans Q;

(15)Pour les FE-fonctions, cette propriété est fausse. On la corrige ainsi : si
g
S panz™/nlet 300 bnz"/n! sont des E-fonctions, alors Y 00 | anbnz®"/n!* en

est une aussi.
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(ii) Les a; et bj qui ne sont pas rationnels (s’il y en a) peuvent étre
groupés en k < p paires (aj,,b;,), ..., (aj,,bj, ) telles que aj, —b;, € N
pour £ =1,... k.

En particulier, la série hypergéométrique
F[\/i,l .Z] _i V2,
V21 n++2

n’est pas une G-fonction (voir aussi [102, p. 18]). Une démonstration

n=0

de cette caractérisation, différente de celle de Galochkin, a été donnée
dans [142]. Elle est basée sur le théoréme 6.8 énoncé dans la partie 6.2,
mais elle ne vaut que pour les G-fonctions au sens strict.

Beukers et Heckman [26] ont donné un critére pour décider si une
fonction hypergéométrique ,y1F), a parametres rationnels est algé-
brique sur Q(z). Notons (a1,...,apt1) € Q and (b1,...,bp, bpy1) €
Q \ Zgq ses parametres, ott b, := 1. On suppose que a; — b; ¢ Z
pour tous i,j = 1,...,p+ 1. On dit que les deux suites (a;);=1,... p+1
et (bj)jzl,.l.,p+1 sont entrelacées mod 1 si les points des ensembles
{e?m j=1,...,p+1} et {e?™ j=1,...,p+ 1} apparaissent en
alternance sur le cercle unité.

Théoréme 5.25 (Beukers-Heckman). Soit N € N le dénominateur
commun des aj et bj. La série hypergéométrique

p+1Fp[a17 cee )ap-i-l; blv s 7bp; Z]
est algébrique sur Q(z) si et seulement si pour tout entier n €

{1,..., N—1} premier a N, les suites (na;);j=1,. p+1 et (nbj)j=1,. p+1
sont entrelacées mod 1.

Par exemple, I'une des G-fonctions citées plus haut

o0

(30n)!n! n
(5.26) n:) (15n)!(10n)!(6n)! ~

- 1 7 11 13 17 19 23 29

573757275135
satisfait & ce critére et est donc bien algébrique sur Q(z). Faisons
une petite digression ici, en lien avec la forme spéciale des coeffi-
cients de Taylor de (5.26). Soient e = (e5)j=1,..k €t f = (fj)j=1,..¢
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(avec k,¢ > 1) deux suites finies d’entiers > 0 telles que Z?:l ej =
Z§:1 fj. Alors il existe C' € Q* tel que

00 k )\
(5.27) Fogolz) =3 M (C2)"

o 1= (fin)!
est une fonction hypergéométrique de la forme (5.24) & parametres
rationnels (donc, en particulier, est une G-fonction). La réciproque
est fausse : on ne peut par exemple pas écrire

1/2,1 1 =~ (1/2)n ,
F[ 1/3 } =2 ).

sous la forme (5.27). Voir [45, §7, Prop.2| pour ’énoncé d’une
condition nécessaire et suffisante sur les parameétres rationnels de la

n=0

série hypergéométrique (5.24) pour qu’elle puisse se mettre sous la
forme (5.27). Rappelons ici le classique

Théoréme 5.28 (Landau [99]) Soient e= (ej)j:L_,_,k et f: (fj)jzl,...,ﬁ
(avec k, € > 1) deux suites finies d’entiers > 0 telles que Z?Zl ej =
Z§:1 fj. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout entier n >0,
k

Hj:1(€j”)!
4

Hj:l(fjn)!

(ii) La fonction 1-périodique Ae ¢(x) := Z?Zl[ejx] —Zgzl[fjx] est
> 0 sur lintervalle [0, 1].

eN.

Chaque fonction A¢ f est constante par morceaux et on sait déter-
miner un ensemble fini de points ou elle peut a priori « sauter ».
Il suffit alors de I’évaluer en un nombre fini de points bien choisis
pour savoir si (ii) est satisfaite ou pas. Le théoréme de Landau donne
donc un moyen algorithmique pour déterminer si (i) est satisfaite
ou pas. Par exemple, il permet de montrer que la série (5.26) est a
coefficients de Taylor entiers.

Dans le cas plus général d’une série hypergéométrique ,1F,(z) a
parametres rationnels de la forme (5.24), Christol [36] a donné un
critere analogue a celui de Landau permettant de décider s’il existe
une constante C' € Q* telle que ,41F,(Cz) € Z[z]. Ce critere est
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plus compliqué a écrire car, sur chaque exemple, il fait intervenir des
conditions de positivité de plusieurs fonctions constantes par mor-
ceaux (similaires & Ae ¢), construites & I'aide des parametres de la
série. Voir également [46, Th.4] pour Uexpression de la plus petite
constante C' > 0 lorsqu’elle existe.

Concluons par les remarques suivantes. On peut montrer que les
G-fonctions ne sont pas toutes hypergéométriques de la forme de
Galochkin. Il n’existe pas de conjecture équivalente au probléme de
Siegel qui indiquerait comment les G-fonctions peuvent s’exprimer a
l’aide des fonctions hypergéométriques ,41F,. On peut montrer que
les G-fonctions d’ordre différentiel 1 sont exactement les fonctions
algébriques de la forme CH;:1(0{7‘ — 2)% ou ¢ € Q, et ou chaque
aj € Q et ej € Q; ce n'est pas un résultat évident, voir la partie 6.2.
Par ailleurs, Dwork [50, p.784] avait conjecturé que les G-fonctions
d’ordre différentiel 2 étaient soit des fonctions algébriques sur Q(z)
soit exprimables (en un sens algébrique précis) a 'aide des fonctions
hypergéométriques o F1 de Gauss; cette conjecture a été infirmée par
Krammer [95].(16)

5.6. Les théorémes de Siegel, Galochkin et Chudnovsky

Comme pour les E-fonctions, Siegel a introduit les G-fonctions
dans un but diophantien. Il n’a donné aucune démonstration mais
seulement indiqué qu’en suivant la méthode qu’il avait employée pour
les fonctions de Bessel, il avait obtenu le

Théoréme 5.29 (Siegel). Soit y(z) algébrique sur Q(z) et holomorphe
en z = 0. Considérons la G-fonction F(z) = [; y(x)dx. Soit o« € Q
de degré d et de hauteur H.

Pour tout € > 0, il existe une constante Cpq. > 0 telle que si

(5.30) 0 < |a] < Cpgeexp (— In(H)Y?te),

alors le nombre F(«) n’est pas algébrique sur Q de degré < d.

(16)pys précisément, la conjecture de Dwork portait sur les solutions des équa-

tions différentielles d’ordre 2 sur Q(z) dites globalement nilpotentes, notion que I’'on
ne définira pas ici (voir [51, p.98]). Or une autre conjecture affirme que les opéra-
teurs de Q(z)[d/dz] globalement nilpotents sont exactement les G-opérateurs, qui
sont des opérateurs différentiels liés aux G-fonctions. Voir la partie 6.2.
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Siegel n’a pas explicité la constante Crq.. Cet énoncé peut étre
un peu difficile & comprendre. Lorsque o = 1/q € Q, avec ¢ € N*,
ona H = q et (5.30) devient e(@)—n(@"** 5 1/CF . Cette condi-
tion revient essentiellement & dire que si ¢ > C(F') pour une certaine
constante C'(F') > 0, alors F(1/q) ¢ Q. Le théoreme 5.29 s’applique
par exemple a y(z) = 1/(1 — z) et donne 'irrationalité de log(1 — 1/q)
pour tout entier g tel que |g| soit assez grand. Ce résultat est qua-
litativement comparable au théoreme 4.22 mais il est moins précis
puisque C'(F') n’est pas connue.

Le théoreme 5.29 est aussi un pas vers un énoncé diophantien sur
les périodes géométriques définies sur Q. Ces nombres complexes,
représentés par des intégrales multiples, sont une vaste généralisa-
tion en géométrie algébrique de I'expression intégrale du nombre w
donnée par 2im = f% dz/z, o € est un cercle de centre 0, de rayon
> 0 arbitraire et orienté dans le sens direct. On peut réaliser 7 comme
valeur de G-fonction de nombreuses facons comme on ’a vu plus haut.
Le théoreme de Siegel s’appliquerait donc en principe a m si ’on par-
venait a trouver une G-fonction F' et un nombre « satisfaisant aux
hypotheses et tels que F(«) = 7. Il est aussi potentiellement appli-
cable aux périodes de fonctions elliptiques. Soient go et g3 € Q non
tous les deux nuls, et considérons la G-fonction

? dx
F(z ::/ -
) 0 \/4—92$4—93966

pour z € C de module suffisamment petit. (On définit la fonction v

sur C\] — 00, 0] de telle sorte que v/t > 0 est la racine carrée usuelle
pour ¢ > 0.) Le changement de variable z — 1/22 montre que 1’on a
F(z) = =2f(1/2%), ot

)= [ ==
s VA4r3 — gox — g3

est une intégrale elliptique, définie pour z € C de module suffisam-

ment grand. Introduisons la fonction elliptique p de Weierstrass(1”)

(17)La nature diophantienne des valeurs des fonctions elliptiques, modulaires

et associées est maintenant trés bien connue avec les travaux de Schneider [154]
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d’invariants gs et g3, donnée par

o) = -5 + > ( 1 1 >
Z) = —= _
22 (m,n)€Z2~{(0,0)} (Z + mwy + nw2)2 (mwl + nCUQ)Z

ol wi,ws € C~ {0} sont tels que Im(ws/wy) > 0. On voit que p est
méromorphe sur C, avec des poles en tous les points de Zw;j + Zwo,
et qu’elle est doublement périodique de périodes wy et wo. Comme
©'(2)? = 4p(2)® — g2p(2) — g3, on a f(p(x)) = = et p(f(y) =y
(pour = et y complexes dans des domaines convenables). Notons

ey = p(w1/2), ey 1= p((wl +wQ)/2), e3 = p(w2/2).
Alors ey, ey et ez sont les racines de 4z — g2x — g3 et l'on a [113,
p. 88 :
w1 = 2f(el), Wy = 2f(€2) — 2f(el).
Le théoreme 5.29 pourrait donc s’appliquer en principe a wy.

Nous revenons maintenant aux G-fonctions. Siegel n’ayant pas
publié la preuve du théoreme 5.29, il a été considéré qu’il s’agissait
davantage d’un programme a compléter. Celui-ci 'a été relativement
tardivement par rapport aux E-fonctions. Les deux premiers résultats
généraux sont dus a Bombieri [28] et Galochkin [71]. Chacun a été
établi sous une hypothese technique supplémentaire. André a démon-
tré plus tard que les conditions techniques de Galochkin et Bombieri
sont en fait équivalentes.

La condition de Bombieri concerne les rayons de convergence géné-
riques R, (Y) des systémes différentiels v-adiques Y'(z) = A(2)Y ()
avec A(z) € Muxn(K(2)) o K est un corps de nombres et v est
une place non archimédienne de K. Comme le sujet nécessite une
longue introduction aux équations différentielles v-adiques, on ne
dira rien de plus que le fait que la condition de Bombieri s’écrit
>, In(max(1,1/R,(Y))) < +oo. Voir [51, p.226].

La condition de Galochkin est quant a elle plus simple & énoncer
[51, p.227]. Considérons un systeme différentiel Y'(z) = A(2)Y (z)

et Nesterenko [117] par exemple. Leurs méthodes n’utilisent toutefois pas direc-
tement les G-fonctions, qui donnent des résultats bien plus faibles tels que le
théoréme 5.29.
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avec A(z) € Myxn(Q(2)). On a déja rencontré la suite de matrices
Ap(2) € Myuxn(Q(2)) telles que Y*)(2) = Ap(2)Y (2) que 'on définit

récursivement par
Api1(2) = Ar(2)A(2) + A% (2), Ai(z) = A(2).

Soit T'(2) € Q[z] non nul et de degré minimal tel que T'(2)A(z) €
M50 (Q[2]). On vérifie par récurrence que T'(2)* Ay (2) € Myxn(Q[2])
pour tout £ > 1. Notons Qi > 1 le plus petit entier dénominateur
commun des coefficients des matrices

1 1 1

ET(Z)IAI(Z)a ET(Z)QAz(Z)» e HT(Z)kAk(Z)
c’est-a-dire tel que (Qx/m!)T'(2)"Am(z) € Muxn(Oglz]) pour tout
1<m«<k.

Condition de Galochkin. Il existe C > 0 telle que Q < C* pour tout
k>1.

Donnons quelques exemples et contre-exemples. La fonction
(1-2)"7" (s€Q)

satisfait & 1’équation différentielle y/(z) = A(2)y(z) avec

A(z) = 1,
d’ou

pour tout entier £ > 1. La condition de Galochkin est donc satisfaite
avec T'(z) :=1— z et Qk > 1 le plus petit dénominateur commun de
(s)1/11, (s)2/2!,...,(s)k/k!, dont Siegel a montré qu’il croit au plus
géométriquement en k.

La fonction —log(1l — z) est solution de I’équation différentielle
(minimale) (1—z2)y”(2) —y/'(z) = 0, dont le systéme différentiel com-
pagnon est 1(0,1/(1 — 2)) = A(2) - {(1, — log(1 — 2)) avec

Az) = <8 1/(10— z)>'
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On vérifie par récurrence sur k > 1 que

(-2 = (o )

et donc que la condition de Galochkin est également satisfaite ici avec
T(z):=1-z et Q :=ppcem{1,2,...,k} pour tout k > 1.

La fonction §log(l — 2)? satisfait a I'équation (1 — 2)%y"(2) +
3(1 — 2)y"(2) + v/'(2) = 0. Lepetit a informé auteur que I’'on peut
calculer explicitement les matrices associées Ax(z) a l'aide des suites
m!> )t 1/0 et m! Y70 (m—£€+1)/¢, a partir desquelles on peut
voir que la condition de Galochkin est satisfaite.

En revanche, y'(z) = y(z) ne la satisfait pas car Ag(z) = 1 pour
tout entier £ > 1. Un autre contre-exemple moins évident est four-
nit par le vecteur Y (z) = “(Jo(2), J}(2)). Il est solution du systéme
Y'(z) = A(2)Y'(z) avec

A(z) = (_01 _11/z> L T() =2

On vérifie par récurrence que, pour tout entier n > 1,

_1\n+1
aaa = (9, 0 ) v o),

n
A= ()" ) + o)

ot dans les deux cas, €/(1/z) désigne des matrices de Max2(Q(2)) dont
les coefficients fractions rationnelles tendent vers 0 quand z — oo.
Il suit qu’un dénominateur commun positif des coefficients polyno-
miaux de la matrice (1/k!)2*Ay(2) € May2(Q[2]) est au moins un
multiple de k! et donc que la condition de Galochkin n’est pas satis-
faite.

La condition de Galochkin est a priori tres forte puisque 'on s’at-
tend davantage & ce que Qj se comporte comme k!C*, comme dans
le cas de I'exponentielle et de la fonction de Bessel Jy.

Théoréme 5.31 (Galochkin [71]). Soit Y (z) = Y(Fi(2),...,F(2))
un vecteur de G-fonctions de Q[z] solution d’un systéme différen-
tiel Y'(2) = A(2)Y (2) avec A(z) € Mpxn(Q(2)). On suppose que
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Fi(2),...,F,(2) sont linéairement indépendantes sur Q(z) et que ce
systéme satisfait a la condition de Galochkin.

Alors il existe une constante cg > 0 explicitable, qui dépend de Y,
telle que, pour tout entier q satisfaisant d |q| > co, les nombres

Fl(l/Q>7F2(1/Q)7"'7Fn(1/Q)

sont linéairement indépendants sur Q.

On a en fait la méme conclusion en remplacant 1/q par a/b € Q*
satisfaisant a [b| > |ci1a|®® pour des constantes ci,co explicitables.
Dans les meilleures versions maintenant connues de ce résultat
(et en particulier, sans la condition de Galochkin), la constante cz
est de I'ordre de grandeur de n?; voir [37, p. 15, Th.1] et [114, p. 314,
Th. 0.2]. Cet ordre de grandeur est le méme que celui indiqué dans le
théoreme 4.27 lorsque F(z) := 1 et Fj(z) = Lij(z) pour j =2,...,n.
Toutefois, les résultats de Hata [83] et Nikishin [120] sont plus précis
que cela, en particulier sur la constante c;. Cela illustre un fait
général : on sait rarement calculer des approximants de Padé expli-
cites d’une famille de fonctions données mais lorsqu’on y parvient,
on obtient souvent des résultats plus fins que ceux obtenus avec des
approximants de type Padé inexplicites.

En 1984, Chudnovsky [39, 37] a réussi a lever la condition de
Galochkin (voir la partie 6.2) et a obtenu un résultat que I’on consi-
dere comme réalisant le programme de Siegel sur les G-fonctions.

Théoréme 5.32 (Chudnovsky). Soit Y (z) = Y(Fi(2),...,F,(2)) un
vecteur de G-fonctions de Q[z] solution d’un systéme différentiel
Y'(2) = A(2)Y(2) avec A(z) € Mpxn(Q(2)). Supposons que les
fonctions Fi(z), ..., Fn(z) soient algébriquement indépendantes
sur C(z).

Alors pour tout entier d > 1, il existe Cy,q > 0 telle que pour tout
a € Q de degré < d et de hauteur H satisfaisant

0 < |a| < exp ( — Cy,qlog (H)4"/(4"+1) ),

il n’existe aucune relation polynomiale non triviale sur Q(«) de degré
< d entre les nombres Fy(a), ..., Fy(a).
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La constante Cy,4 est calculable en suivant la démonstration de
Chudnovsky et en utilisant des améliorations plus récentes. Voir
André [4, Chap. VI] pour une démonstration qui corrige une impréci-
sion dans celle de Chudnovsky. Voir également [115] pour des énoncés
diophantiens portant sur les points en lesquels une G-fonction prend
des valeurs dans un corps de nombres. Insistons sur le fait que ces
résultats ne sont pas assez forts pour montrer la transcendance d’au
moins I'un des nombres Fi(«),..., F,(a). On reviendra sur ce point
a la fin de la partie 7.2 quand on discutera d’'un autre théoréeme
d’André.

La démonstration du théoreme de Galochkin utilise des approxi-
mants inexplicites de type Padé de type I et elle suit essentiellement
celle de Shidlovskii pour les E-fonctions. Il doit introduire sa condi-
tion car les estimations ne sont pas aussi bonnes que celles obtenues
a la proposition 5.17. Sa méthode donne des estimations de la forme
suivante.

Proposition 5.33. Dans les conditions du théoréme 5.31 et en par-
ticulier sous la condition de Galochkin, il existe des constantes
c3,cq,05>0 telles que pour tout entier r > cs, il existe des en-
tiers pjr (1 <j < n) tels que

(5.34) 0<

n
> weF/a)| < ol <6
j=1
Les constantes c3,cy et c5 dépendent de q et de'Y .

Lorsque ¢ satisfait a |q| > cp, les valeurs correspondantes des
constantes ¢4 < 1 et ¢5 > 1 impliquent alors le théoreme 5.31. De nou-
veau, remarquons que la proposition 4.3 dans la partie 4.1 s’applique-
rait directement avec A(r) = r si 'on avait un minorant de la forme
it avec ¢g > 0 a gauche de (5.34) plutot que 0. La difficulté est
donc d’obtenir la méme conclusion que celle de cette proposition en
I’absence d’une telle minoration.

La démonstration du théoréme de Chudnovsky utilise quant a elle
des approximants inexplicites de type Padé de type II. Elle les utilise

méme a deux reprises : une fois pour montrer que la condition de
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Galochkin a lieu a priori et une autre fois de manieére classique pour
démontrer le théoreme 5.32 a proprement parler. On ne rentre pas
dans les détails ici.

6. Propriétés différentielles des G- et E-fonctions

6.1. Equations différentielles fuchsiennes

Dans cette partie, on donne quelques définitions et propriétés rela-
tives aux équations différentielles sur C(z). Mutatis mutandis, on peut
remplacer C(z) par L(z) ou LL est n’importe quel sous-corps de C. Des
références classiques sont [87, 89, 129].

Donnons-nous un opérateur différentiel normalisé

Li=Y Q) () ecelafizl, Que) =1
=0

auquel on associe 1’équation différentielle Ly(z) = 0. Par raccourci de
langage, on parlera d’une solution de L pour signifier une solution de
Ly(z) = 0.

Notons P(z) € C[z] un dénominateur commun de plus petit degré
des Q;(z), et R I’ensemble des racines de P. On appelle singulari-
tés finies de L les éléments de R. On appelle points ordinaires de L,
ou encore points réguliers de L, les éléments de C . R. On doit éga-
lement tenir compte du point a I’infini oo : il est dit singulier pour L
si 0 est une singularité au sens précédent de 'opérateur L normalisé
que l'on déduit de L en changeant formellement z en 1/z et d/dz en
—22d/dz. Sinon, co est ordinaire.

En un point ordinaire o (fini ou non), L admet une base locale
(sur C) de solutions holomorphes en «, c’est-a-dire développables en
séries entiéres de la variable z — a ou 1/z avec un rayon de conver-
gence > 0. On dit qu’une singularité p de L est apparente lorsque L
admet une base locale de solutions dans C[z — p] (pas supposées
holomorphes, bien qu’elles le soient en fait automatiquement). Cette
situation n’est pas la plus courante et la description des bases est plus
compliquée aux points singuliers non apparents. Il est impossible de
faire la théorie générale ici et I’on va se contenter de le faire pour une
classe restreinte mais fondamentale de singularités.
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Un point singulier « fini de L est dit singulier régulier si, en écrivant

0 .
Aj(z) r d N7
L= J — A,=P
JZ_; P(2) (dz) ’ K ’
on a
(6.1) valuation,—q(A;) > valuation,—o(P) +j — p

pour tout j, ou la valuation est I’ordre d’annulation au point consi-
déré. Si le point oo est singulier, il est dit singulier régulier si 0 est
une singularité réguliere de I'opérateur L évoqué ci-dessus : ceci est
en fait équivalent a demander que

deg(A;) < deg(P) +j — p

pour tout j. Lorsqu’une singularité n’est pas réguliere, on parle de
singularité irréguliere; on n’étudiera pas ce cas dans la suite, bien
qu’il intervienne dans I’étude des F-opérateurs a 'infini.

Nous allons maintenant décrire une C-base en z = 0 d’un opé-
rateur L € C(z)[d/dz| lorsque 0 est une singularité réguliere de L.
On cherche pour commencer des solutions formelles sous la forme
Yp(2) = zpz © o un2" € 2PC[z], avec ug # 0 et p € C. Ecrivons
Aj(z) = Zk:vj ag,;2* avec a,, j # 0, et posons

v= min (04— j).
7=0,...,1

On a alors

A45(2)(z) 0

d;

- NZZ p+n—j+1)ja, 2P

n=0 7=0 k:vj

= 2PV, Z IL,, (p)z™
m=0

M8
M‘E

(P(2)L)yp(2) =

Un
0 J

I
o

3
I

8
S

ou

o (p) == > ay;,j(p—J+1); € Cpl.

tel quev;+u—j=v



LES E-FONCTIONS ET G-FONCTIONS DE SIEGEL 259

Le polynome IIy(p) est par définition le polyndéme indiciel de L en 0
et ses racines sont les exposants (locaux) de L en 0.() Une condition
nécessaire pour que Ly,(z) = 0 est donc que p soit un exposant de L
en 0. Comme 0 est une singularité réguliere, la condition (6.1) montre
que v, = v et donc le degré de Ily(p) est p.

Frobenius [70] a montré comment construire une base locale de
solutions de L en 0 a partir de la connaissance des exposants en 0, que
I'on note p1, ..., pyu. Si ces exposants sont tous deux a deux distincts
modulo Z, il existe une base de solutions 2/ Fj(z) (j = 1,...,p) ou
chaque Fj(z) est holomorphe en z = 0 (et pas seulement des séries
formelles de C[z]). Dés que deux exposants sont égaux modulo Z, la
situation devient beaucoup plus compliquée et la base prend la forme
plus générale

(6.2) (Fi(2),...,Fu(2)) - 22

ot A € Muxu(C) est triangulaire supérieure, sa diagonale se
déduit(!) des exposants p; et chaque F)j(z) est holomorphe en z = 0.
Notons 71,...,7, les valeurs propres de A.

Expliquons le sens a donner & (6.2) : on écrit A = D + N avec D

diagonale et N nilpotente d’indice de nilpotence n,(QO)) de sorte que
A - 6log(z)Delog(z)N

ZD”lOg Zanog _A.B,

ou A est une matrice dlagonale de diagonale constituée des 2z"7

z

et B est une matrice dont les coefficients sont dans Cllog(z)],
de degré au plus k — 1. Les coefficients de la matrice 22 sont dans
2" Cllog(2)] + - - - + 2™ C[log(z)] et le produit matriciel (6.2) fournit

(18)On détermine plus facilement le polynoéme indiciel de L lorsque L est donné
comme un élément de C(z)[zd/dz]. Voir [24, p.9].

(lg)Précisément, effectuons une partition de {p1, p2, . .., pu} avec des ensembles
E1, Es, ... Ey; tels que les éléments de chaque E; sont égaux modulo Z mais, pour
tous j # k, si x € Ej et y € Ey, alors x Z y modulo Z. Notons e; le plus petit
élément de E; et k; = card(FE;). Alors e; est valeur propre de A avec multiplicité k;
pour tout j =1,... 4.

(20)est-a-dire que k est le plus petit des entiers k > 1 tels que N* = 0.
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donc un vecteur dont les composantes forment la base voulue de u

solutions de la forme
m

(6.3) (z”Pj,l(log(z)) 4+ 4 z’"”Pj,“(log(z))Fj(z),
=1

J

et deg(Pj¢) < x—1 pour tous j,£ € {1,...,u}. On adapte les calculs
précédents en un point « singulier régulier en remplacant z par z — «
si v est fini ou par 1/z si @ = 00, et en définissant des exposants en ces
points également. Notons que I’on peut d’ailleurs calculer de la méme
facon le polyndéme indiciel en un point ordinaire : on trouve qu’il vaut
H;:é (p—j) et donc les exposants en ce point valent 0,1,..., u—1. On
traduit souvent (6.3) (et ses analogues en d’autres points) en disant
que les solutions locales en une singularité réguliére sont a croissance
modérée. En effet, les solutions locales en une singularité irréguliére
présentent en général des croissances exponentielles.

Définition-Proposition 6.4. Un opérateur différentiel L € C(z)[d/dz]
est dit fuchsien lorsque tous les points de CU{oc} sont soit réguliers
soit singuliers réguliers pour L.

Dans ce cas, les exposants de L satisfont d la relation de Fuchs :

> <j:1pj(a) - MM;”) = —p(p—1),

aeCU{oco}

ou l'on note pi(a),...,pu(e) les exposants de L au point .

La somme a gauche a un nombre fini de termes non nuls puisqu’en
un point ordinaire «, on a Y% pj(a) = p(p — 1)/2. L'équation
différentielle associée Ly(z) = 0 est bien str dite fuchsienne.

Soit L € Clz][d/dz] avec des coefficients polynomiaux premiers
entre eux. Supposons L fuchsien de singularités finies si,...,s; et
considérons le systéme différentiel Y/(z) = A(2)Y(z) compagnon
de L, avec A(z) € Myxn(C(2)). Alors il existe des matrices constantes
Aj € Myxn(C) telles que

A, b
A(z) :Zz—jsj’ > 4;=0.

j=1
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Considérons pour finir 'opérateur différentiel hypergéométrique

q p
Lyg=0][(0+b;—1) = :[[(0+a5) e Cl2)ld/dz],  6:= zdilz.
Jj=1 Jj=1
Sip=q+1, Lyy1,4 est fuchsien avec des singularités réguliéres en 0, 1
et 0o : les exposants en 0 sont (1 —bq,...,1 —by,0), ceux en 1 sont
(0,1,...,¢—2,379_(bj —a;) —1) et ceux a oo sont (ay, ..., ap), et de
plus en z = 1, ’"équation admet g — 1 solutions locales holomorphes
en z = 1. En revanche, si p = ¢, Ly, n’est pas fuchsien, avec des
singularités en 0 (régulier, d’exposants 1 — by,...,1 — b,,0) et oo
(irrégulier).

6.2. Structure des G-opérateurs

Comme indiqué a la fin de la partie 5.6, Chudnovsky a montré dans
[37, 39] que la condition de Galochkin a lieu a priori. Précisons son
énoncé.

Théoréme 6.5 (Chudnovsky). Soit Y(z) = Y(Fi(2),...,F,(2)) un
vecteur de G-fonctions de Q[z] solution d'un systéme différentiel
Y'(2) = A(2)Y (2) avec A(2) € Mpxn(Q(2)). Supposons que les fonc-
tions Fy(2), ..., F,(2) soient linéairement indépendantes sur Q(z).
Alors la condition de Galochkin est satisfaite par ce systéme diffé-

rentiel.

André [4, p.76], suivant Débes [44], a appelé G-opérateur tout
systéme différentiel Y'(2) = A(2)Y (2) avec A(2) € Myuxn(Q(2)) qui
satisfait a la condition de Galochkin. Par extension, on dit qu’un
opérateur L € Q(z)[d/dz] est un G-opérateur lorsque son systéme
différentiel compagnon est un G-opérateur.

On utilise souvent la version suivante du théoréme 6.5.

Théoréme 6.6 (Chudnovsky, version alternative)
Soit F(z) une G-fonction. Soit L € Q(z)[d/dz] ~ {0} tel que
LF(z) =0 et d’ordre minimal pour F.
Alors L est un G-opérateur.

Ce théoreme découle du théoreme 6.5. En effet, notons n ’ordre de
Popérateur L : le systéme compagnon Y'(2) = Z(2)Y (z) avec £ (z) €
My (Q(2)) a pour solution le vecteur *(F(z), F'(z),..., F(=1(z))
qui est composé de G-fonctions linéairement indépendantes sur Q(z)
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par minimalité de L. La preuve du théoréme 6.5 est trop complexe
pour étre méme seulement esquissée ici; voir également [24, 102].
Disons simplement qu’elle utilise les approximants inexplicites de
type Padé de type II des fonctions Fi(z), ..., F,(z) dans un contexte
ou 'on ne s’attend pas du tout & les utiliser. On montre ensuite les
faits suivants :

(i) Un G-opérateur est fuchsien.

(ii) L’opérateur minimal L (non nul) d’une G-fonction donnée est
donc fuchsien. De plus, en tout point algébrique a ordinaire pour L,
celui-ci admet une C-base de solutions composée de G-fonctions de
la variable z — a.

Cet opérateur minimal L posséde davantage de propriétés, que
nous allons maintenant expliquer. Rappelons que Bombieri [28] a uti-
lisé une autre condition sur les G-fonctions, portant sur leurs rayons
de convergence v-adiques génériques.

Théoréme 6.7 (André [4, 51]). Les conditions de Galochkin et de Bom-
bieri sont équivalentes.

Il s’avére que la condition de Bombieri implique les hypothéses
d’un théoréme de Katz [91] (voir aussi [4, p.77]) concernant la ratio-
nalité des exposants d’un opérateur différentiel de Q(z)[d/dz]. André
a également utilisé ce théoréeme de Katz pour compléter le point (ii)
ci-dessus sur la nature des solutions en un point singulier cette fois
[4, pp. 109-110]. On synthétise ces résultats dans le

Théoréme 6.8 (André, Chudnovsky, Katz). Soient F(z) une G-fonc-
tion et L € Q(2)[d/dz] ~ {0} tel que LF(z) =0 et d’ordre pn minimal
pour F'.

Alors L est un G-opérateur. Il est fuchsien, ses exposants locaux
sont dans Q et en tout point a € QU {oco}, L admet une C-base de
solutions de la forme

(6.9) (Fi(z —a),...,Fu(z —a)) - (z — a)®

ou A € M,x,(Q) est triangulaire supérieure avec valeurs propres
rationnelles, et A = 0 si a est ordinaire. Chaque Fj(z) € Q[z] est
une G-fonction. Si o = 0o, on remplace z — a par 1/z dans (6.9).
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Si a € QU{oo} est un point ordinaire de L, les Fj(z—a) ou Fj(1/2)
sont des solutions de L. En revanche, si a est un point singulier de L,
ces fonctions ne sont en général pas des solutions de L mais chacune
est solution d’un opérateur différentiel de Q(z)[d/dz] d’ordre < u?,
voir [4, p.110]. Une preuve compléte du théoreme 6.8 est également
donnée dans [102].

On a indiqué a la fin de la partie 5.4 que les G-fonctions satisfaisant
a une équation différentielle d’ordre 1 sont exactement les fonctions
algébriques de la forme cl_[jzl(aj — 2)% ou ¢ € Q, et ou chaque
a; € Qete; € Q.11 est clair qu'une telle G-fonction est d’ordre
différentiel 1 puisqu’elle est solution de

d u € —
-+ ; e Q(2)[d/dz).
La réciproque n’est en revanche pas évidente et utilise pleinement
le théoreme 6.8. En effet, des arguments généraux (voir [58, Lem. 9]
et [87, p.148]) assurent que les solutions d’équations fuchsiennes
d’ordre 1 sur Q(z) sont de la forme c[[5=i(aj — 2)% avec des e; € Q
et ¢ € C. Or les e; sont des exposants de I’équation différentielle,
donc des rationnels ici, et ¢ est alors nécessairement dans Q. En parti-
culier la fonction (1 — 2)~V2 = > o((V2)n/nl)2™ nlest pas une
G-fonction.

6.3. G-fonctions et périodes géométriques

Cette partie explique sommairement le lien entre (G-fonctions
et périodes géométriques. On trouvera bien plus de détails dans
[4, Chap.IX]. Il est connu depuis Griffiths [79] que les périodes de
familles de variétés algébriques sur C dépendant d’un parameétre
complexe z satisfont a une équation différentielle fuchsienne a coef-
ficients dans C(z), dite équation de Picard-Fuchs (ou connexion de
Gauss-Manin selon les auteurs); voir [79, p.238, Th.4.3]. On peut
arithmétiser la situation en remplacant C par Q. La fuchsianité
perdure évidemment mais surtout le théoreme de Katz s’applique
aussi, de sorte que 'on sait en plus que les exposants sont dans Q.
Par ailleurs, tous les exemples explicites de périodes que l'on sait
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développer en série entiere en z = 0 sont des G-fonctions, a un
facteur multiplicatif pres. Notons que les travaux récents de Lairez
[97] permettent de calculer efficacement 1’équation de Picard-Fuchs
satisfaite par une période.

Ces ressemblances avec les G-opérateurs ne sont pas une coinci-
dence puisqu’on a le

Théoréme 6.10 (André). Tout produit de facteurs d’opérateurs diffé-
rentiels de Picard-Fuchs est un G-opérateur.

Voir [4, p.111]. Réciproquement, on sait en principe écrire n’im-
porte quelle G-fonction explicite (raisonnablement simple) comme
période géométrique d’une famille adéquate de variétés sur Q mais
c’est un travail difficile en général.(ﬂ) Par exemple, on a

(6.11) a(t) == ni:% (zn: <Z)2<n:k>2>tn

k=0

1 / dxdydz
2im)3 Jpl— (1 —ay)z —teyz(l —2)(1 —y)(1 — 2)’

ot D est un domaine fermé de C3. A partir de cette expression,
Beukers et Peters [27] ont montré que a(t) est bien une période géo-
métrique f7 w ol wy est I'unique (& constante multiplicative pres)
2-forme différentielle holomorphe sur une surface K3 birationnelle-
ment équivalente a la surface algébrique projective S; d’équation affi-
nel—(1-XY)Z—-tXYZ(1-X)(1-Y)(1—Z) =0, et ot 7y est un
2-cycle de Hy(St, Z).

Ces remarques motivent la célebre conjecture suivante, toujours
ouverte, qui est la réciproque du théoreme 6.10. La version ci-dessous

(2111 est souvent plus facile d’écrire une (valeur de) G-fonction comme une
période de Kontsevich-Zagier [94]. Il s’agit de nombres complexes dont les parties
réelles et imaginaires sont des intégrales multiples convergentes de la forme
fD R(z1,...,2%n)dx1 - -dz, avec R € Q(x1,...,2n) et D un domaine semi-
algébrique de R™ défini par des inégalités polynomiales de la forme a < P(x) < b,
ou P € Q[x1,...,Ts] et a,b € (QNR)U{ —o0, +cc}. Par exemple In(2) = ff dz/z,
T = fj;o dz/(1 + %) et la représentation intégrale des polylogarithmes (4.23)
(évaluée en un point algébrique) sont de telles périodes. L’égalité des anneaux

numériques de ces périodes et des périodes géométriques est démontrée dans [88,
§12.2].
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est celle formulée par André [4, p. 111]. La version originelle de Dwork
se trouve dans [49, p. 2].

Conjecture 6.12 (Bombieri-Dwork). Tout G-opérateur de Q(z)[d/dz]
est un produit de facteurs d’opérateurs différentiels de Picard-Fuchs.

De maniére plus imagée, la conjecture de Bombieri-Dwork est sou-
vent énoncée ainsi : Les G-fonctions proviennent de la géométrie. Elle
donne a posteriori un sens encore plus fort au choix de la lettre G
par Siegel. On montre par exemple que les séries hypergéométriques
oF & parameétres a, b, ¢, rationnels proviennent de la géométrie grace
a la représentation intégrale

a,b ] [(c)eim(1=¢)
’ AT (c)T'(b — ¢) sin(7b) sin(m(c — b))

2F1[
c

X / 22711 — 2) 707N — za)
P

ou Z est le « cycle de Pochhammer » [161, pp. 22-23] ; voir [25] pour
d’autres exemples de nature hypergéométrique. Toujours dans le sens
de la conjecture 6.12, Bostan, Lairez et Salvy [31] ont donné un algo-
rithme pour écrire explicitement certaines G-fonctions comme pério-
des géométriques : sans rentrer dans les détails, les coefficients de
Taylor (an)n>0 de ces G-fonctions doivent étre entiers et s’écrire a
I'aide de sommes multiples hypergéométriques, ce qui ne couvre pas
le cas général. Leur travail automatise celui fait par Beukers et Peters
pour a(t) dans (6.11) ci-dessus, qui rentre dans ce cadre. Par exemple,
on peut prendre a,, égal a

S(FY N R 9ol 1 T T [

mais pas a 1/(n+1) ou > ;_; (2)2 /k (pour les séries génératrices
desquelles il faut travailler autrement pour montrer qu’elles sont des
périodes géométriques). Ils obtiennent ainsi I’égalité suivante entre
une G-fonction et une période géométrique :
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1 / zydzdy
(2im)? Joxe (2y)? — 2(L+2)%(1 + 9)*(1 — zy)?

ol € est le cercle de centre 0 et de rayon 1/2.

La conjecture suivante est également ouverte.

Conjecture 6.13 (Bombieri). Soit L € K(z)[d/dz] un G-opérateur,
ou K est un corps de nombres.

Alors les rayons de convergence génériques v-adiques Ry,(L) va-
lent 1 en toutes les places non archimédiennes v de K, sauf éventuel-
lement un nombre fini d’entre elles.

Comme conséquence d’un théoreme de Katz, cette conjecture est
satisfaite lorsque L est d’origine géométrique [4, p.110], c’est-a-dire
lorsque L est un produit de facteurs d’opérateurs différentiels de
Picard-Fuchs. La conjecture 6.13 est donc une conséquence de la
conjecture 6.12. Voir la discussion a ce sujet dans [60].

La conjecture 6.13 a une intéressante conséquence sur la nature des
dénominateurs des coeflicients de Taylor des G-fonctions. Rappelons
que d,, := ppcm{1,2,...,n} < 3" pour tout n > 0.

Théoréme 6.14 (Fischler-R. [60]). Soit F(z) = Y 7 ja,2" € Q(2)
une G-fonction solution d’un G-opérateur L # 0 d’ordre p, minimal
pour F', satisfaisant a la conjecture 6.13.

Alors il existe des entiers b > 1,by > 0,¢c > 1 tels que, pour tout
entier n = 0,

(6.15) il e la, € 0.

On peut prendre b comme le plus petit commun multiple des dénomi-
nateurs des exposants de L en 0.

Grace aux remarques ci-dessus, cet énoncé est inconditionnel si
Popérateur L provient de la géométrie. L’équation (6.15) est ce qu’on
I'on observe sur tous les exemples, méme ceux pour lesquels il est
compliqué de prouver rigoureusement qu’ils proviennent bien de la
géométrie. L’exposant p — 1 est optimal au sens ou 'on ne peut pas
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a la fois I’abaisser et garder un énoncé valable pour toute G-fonction.
Il est atteint pour le polylogarithme Li, 1 par exemple. En revanche,
cet exposant est parfois beaucoup trop grand, puisque par exemple
on a c¢"tla, € Og si F(z) est algébrique sur Q(z), indépendamment
de lordre 1 du G-opérateur.

Pour conclure cette partie, mentionnons le fait qu’il existe une
théorie géométrique des G-fonctions et des G-opérateurs de plusieurs
variables, et que 'analogue du théoreme d’André, Chudnovsky, Katz
a été démontré dans ce cadre par Di Vizio [48].

6.4. Structure des E-opérateurs

Récemment, André [6, 7, 8, 16] a vu comment exploiter la structure
des G-opérateurs pour comprendre la nature des équations différen-
tielles linéaires sur Q2] satisfaites par les E-fonctions au sens strict.
Son point de départ est le suivant. Donnons-nous une FE-fonction
stricte E(z) = Y00 o(an/n!)2" € Q[z], avec |a,| < C™! pour tout
n > 0, et considérons la transformée de Laplace de E(z) :

G(z) = /O " B(a)ed.

Cette intégrale converge absolument pour tout z € C tel que Re(z) >C
et sous cette condition on peut échanger les signes somme et intégral.
On obtient

an

00
Zn—i—l ’
=0

= an e n_ —zr
G(z):Z:n!/0 x"e dac:Z
n=0 n=
c’est-a-dire que G(z) est une G-fonction de la variable 1/z.

Il s’avere que 'on peut déterminer une équation différentielle liné-
aire sur Q[z] pour G(z) & partir de celle de E(z), et réciproquement,
au moyen d’une transformation des opérateurs différentiels ainsi défi-
nie : & tout M € Q[z][d/dz], on associe son transformé de Fourier-
Laplace . (M) € Qlz][d/dz] en changeant formellement z en —d/dz
et d/dz en z dans M. Cet automorphisme de Q[z][d/dz] n’est pas
involutif a cause du signe moins mais il est d’ordre 4. On a la pro-
priété suivante : supposons que L € Q[z][d/dz] soit d’ordre u et tel
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que LE(z) =0, alors

((i)“ o y(L)) G(z) = 0.

Ces considérations ont conduit André a la

Définition-Proposition 6.16 (André [6]). Un opérateur L € Q[z][d/dz]
est dit étre un E-opérateur si son transformé de Fourier-Laplace
Z (L) € Q[2][d/dz] est un G-opérateur.

Toute E-fonction stricte est annulée par un E-opérateur, qui est
minimal pour elle en le degré en z.

La minimalité d’un E-opérateur en z résulte de la minimalité des
G-opérateurs en la variable d/dz et du fait que la transformée de
Fourier-Laplace échange essentiellement z et d/dz. André a également
montré que si M € Q[z][d/dz] est un G-opérateur alors L := Z (M)
est un E-opérateur. Notons qu’il est en général faux que F2(M) = M
(au niveau des G-opérateurs) ou que #2(L) = L (au niveau des
E-opérateurs).

Par exemple, posons-nous la question de savoir si

L:z(if— (6z—1)%+(z—3)

est un F-opérateur. En utilisant la régle de commutation (d/dz)z =
z(d/dz) + 1, on vérifie que

N;:gZ(L):—izQ—(—Gi—1>z+(—i—3>

dz dz dz
d
2
=(— 6z—1)— — (2 — 3).
(~2+ 62— 1) — (-~ 3)

Or la G-fonction g(z) := 1/v/1—62z+ 22 est une solution locale
en 0 de Ny(z) = 0. De plus, N d’ordre 1 est évidemment minimal
pour g. Donc N est un G-opérateur et, par définition, L est bien un
E-opérateur. Une solution de Ly(z) = 0 est la E-fonction (stricte)

ro-2 (X (()

n=0 k=0
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et 'on a

" B(a)etdn = i (:0 <Z> (” :; k)) anﬂ = %g(l/z)‘

n=0

0

Par ailleurs,

Py =FW) = (~ () 60 1)z (L —3)

dz’  Tdz dz
d\2 d
:—z<£) — (624 1)~ (:+3)

est un F-opérateur distinct de L et, de méme,

F3(L) = F2N) = 2 2—(—6%+1)z—<—i+3)

T dz” d dz
d
2
= 62+ 1)— 3
(2% + 62+ )dz+(z+ )

est un G-opérateur distinct de V.

Théoréme 6.17 (André [6]). Soit L € Qz][d/dz] un E-opérateur
d’ordre .

(i) L a au plus 0 et co comme singularités. 0 est toujours au plus
une singularité réguliére avec des exposants dans Q, tandis que oo est
irréguliere en général.

(ii) Etant donnée une E-fonction stricte, les singularités finies non
nulles d’un opérateur de Q(2)[d/dz] minimal (pour I’ordre) pour cette
fonction sont apparentes.

(iii) En z =0, L admet une C-base de solutions de la forme

(6.18) (B1(2),...,Eu(2)) - 2%

ou A € M;x,(Q) est triangulaire supérieure avec valeurs propres
rationnelles et ot chaque E;j(z) € Q[z] est une E-fonction stricte.

Une propriété générale de la transformée de Fourier-Laplace des
opérateurs fuchsiens est qu’elle « envoie » leurs singularités finies a
Iinfini, et leur éventuelle singularité a l'infini en 0. Cela explique
une partie du point (i) ci-dessus en considérant le G-opérateur M tel
que .7 (M) = L. Que 0 soit la seule singularité finie signifie « visuelle-
ment » que le polyndéme en z devant (d/dz)" est une puissance entiere
de z.
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Un opérateur différentiel non nul d’ordre minimal d’une E-fonc-
tion est forcément un facteur a droite d'un E-opérateur. Comme ce
dernier n’admet que 0 comme singularité finie, (ii) en découle.(??)

Le point (iii) est beaucoup plus compliqué & démontrer. L’idée
est d’employer la transformée de Laplace inverse pour envoyer des
solutions a l'infini d’un G-opérateur M sur des solutions en 0 du E-
opérateur L = .Z (M) : cela revient & envoyer des G-fonctions sur des
E-fonctions, éventuellement « tordues » par des fonctions puissances
et des puissances entieres de logarithmes, comme dans (6.9) et (6.18).
Comme les ordres de M et L ne sont en général pas égaux (puisque z
et d/dz sont « échangés »), il n’y a pas forcément assez de G-fonctions
pour construire une base de solutions de L. On doit alors utiliser les
microsolutions de M pour construire d’autres solutions locales de L
en 0. On ne développera pas davantage ce point ici, voir pour cela
[6, 61, 110] par exemple.

André a également décrit une base spéciale de solutions du
FE-opérateur L a infini, ou la singularité est irréguliere. Cette base
fait systématiquement intervenir entre autres des séries formelles
S0 onlayz™" € Q[1/2] telles que D02 (an/n!)z" soit une E-fonc-
tion stricte. Il a nommé dualité ce phénomeéne. Nous ne rentrons pas
dans les détails ici et donnons seulement un exemple représentatif de
la situation. Nous avons considéré dans la partie 5.3 les fonctions

> " on 400 e~ *
&(2) ::Z:l(—l) et 9(2) ::/O 4

On définit log(z) = In|z| 4+ iarg(z) avec —7 < arg(z) < 7 et, pour
tout z € C\ ] — 00,0], on a alors

(6.19) E(z) = —y —log(z) — e *Y(z).

(22)1] existe une notion de division interne dans C(z)[d/dz] qui permet d’en

factoriser les éléments, de manieére non unique. Si I’on dispose d’une factorisation
L = MN avec L, M,N € C(z)[d/dz], toute solution de Ny(z) = 0 est alors une
solution de Ly(z) = 0. Si une solution locale de N un point donné n’est pas une
série formelle, elle induit alors automatiquement une singularité de L en ce méme
point.
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La E-fonction &(z) est une solution locale en z = 0 de l'opérateur
différentiel

d\3 dN2 d
Li=z(2) + G+ (o) +-
L est un E-opérateur car
F(L) = fiz3+ (f i+2)22+z:22(1+z)i+z(1+z)
dz dz
est un G-opérateur car on voit directement que la condition de
Galochkin est satisfaite par y'(z) = —(1/2)y(z). On vérifie ensuite
que +oo -
1, log(z) et e *¥9(z)= / de
z
sont aussi des solutions indépendantes sur C de L, dont elles forment
une C-base a l'infini. On peut donc interpréter (6.19) comme 1’écri-
ture d’une solution locale &(z) de L en z = 0 sur une base locale a
(23)

I'infini. De plus, on a le développement asymptotique (au sens de

Poincaré) lorsque z — oo dans le secteur angulaire |arg(z)| < 7 :

()~ Y ()

n=0
qui est bien de la forme annoncée ci-dessus.
Pour conclure, mentionnons le résultat de structure suivant.

Théoreme 6.20 (R.-Roques [145]).

(i) Soit L € Q[2][d/dz] un E-opérateur d’ordre p dont 0 est soit
un point ordinaire soit une singularité apparente. Alors L admet une
C-base de solutions de la forme Py(2)e®'? 4.+ Py(2)e’* ou £ < p,
B; € Q" et Pi(z) € Q[2] pour chaque j.

(i) Soit L € Q[2][d/dz] un E-opérateur d’ordre u tel que l’équation
différentielle Ly(z) = 0 admet en un point o € Q" une solution locale
non nulle de la forme F(z — ) avec F(z) € Q[z] une E-fonction
stricte. Alors F(z) = Py(2)e?? + -+ Py(2)eP* ou £ < p, Bj € Q
et Pj(z) € Q[z] pour chaque j.

Dans (ii), si I'on remplace partout Q par @, on a la méme conclu-
sion en supposant seulement que F' est une fonction entiere.

(23)Comme 1, log(z) et &(z) forment aussi une C-base de solutions de L en
z = 0, on peut également interpréter (6.19) comme I’écriture d’une solution locale
e *%(z) de L en z = oo sur une base locale en 0.
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7. E- et G-fonctions, résultats diophantiens récents

7.1. Retour sur les valeurs des E-fonctions

Grace a sa théorie des E-opérateurs, André [7] a réussi a don-
ner une nouvelle preuve du théoreme de Siegel-Shidlovskii (au sens
strict) en se servant « uniquement » des propriétés différentielles de
ces opérateurs, et principalement de leur conséquence donnée par le
point (ii) du théoréme 6.17. Ce n’est pas un argument ordinaire en
théorie de la transcendance. André a d’ailleurs qualifié sa méthode de
« transcendance sans transcendance » car il n’utilise pas les construc-
tions classiques basées sur les appproximants de type Padé explicites
ou ceux, inexplicites, construits avec le lemme de Siegel.

Pour illustrer cette méthode, donnons un exemple qu’André a indi-
qué a l'auteur. Nous allons montrer que, pour tout a € Q*, au moins

un des deux nombres Jo () ou Jj(«) est irrationnel, (>4

au moyen d’un
argument d’« irrationalité sans irrationalité ». On sait bien siir que ces
deux nombres sont transcendants mais ce n’est pas le point ici. Sup-
posons au contraire que ces deux nombres soient rationnels. Comme
Jo(z) est solution du E-opérateur L := z(d/dz)? + d/dz + z,%) on
a Jo(z) = D02 o(un/n!)(z — )™ avec u, € Q pour tout n > 0; une
propriété générale des équations différentielles linéaires a coefficients
dans Q(z) assure alors que >~ ;(uy/n!)z™ est une E-fonction stricte
(voir [145, Prop. 1]). Par le théoréme 6.20(ii) ci-dessus, Jo(z + «) est
donc de la forme Pj(2)eP* + Py(2)e’?* avec Py, P, des polyndmes.
Or c’est impossible : 'équation (z + a)y”(2) + 4/ (2) + (z + a@)y(2) =0
est minimale pour Jy(z + «) et admet une solution non holomorphe
en z = —a (notée Yy(z) dans la littérature [1]), tandis que I’équation
minimale satisfaite par P;(z)e1* + Py(2)eP2* (d’ordre < 2) admet en
n’importe quel point une base locale de solutions holomorphes en ce
point, simplement donnée par P;(2)e?1% et Py(2)e??. Avec un argu-
ment supplémentaire en lien avec le probleme 1 dans la partie 8, cette

(29)0n montre de facon similaire que si @ € Q" est tel que Jo(a) # 0, alors
Jo(@)/Jo(e) ¢ Q.

(25)97(L) = (2% — 1)d/dz — z est minimal pour la G-fonction v/1 — 22, donc L
est bien un E-opérateur.
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démonstration se généralise pour montrer que si a € K* ot K est un
corps quadratique imaginaire, alors au moins un des deux nombres
Jo(a) ou Jj(c) nest pas dans K.

En un certain sens, une méthode de transcendance classique est
implicitement présente dans celle d’André, puisque la démonstra-
tion du théoreme 6.17 utilise le théoréme 6.8 sur la structure des
G-opérateurs. Or comme on 'a dit, la démonstration de ce dernier
utilise des approximants de type Padé de type II. Cela n’enleve évi-
demment rien & la valeur du point de vue développé par André, qui
s’est avéré fécond. Il a en effet permis d’obtenir un raffinement opti-
mal du théoréme de Siegel-Shidlovskii homogene pour les E-fonctions
strictes. Un tel raffinement a d’abord été partiellement donné par
Nesterenko et Shidlovskii [119].

Théoréme 7.1 (Théoréeme de relevement de Nesterenko-Shidlovskii)
Soit Y(z) = Y(Fi(2), ..., Fu(2)) un vecteur de E-fonctions au
sens large, solution d’un systéme différentiel Y'(z) = A(2)Y (z) avec
A(2) € Mun(Q(2)).
Alors, il existe un ensemble fini S (qui dépend de Y') tel que,
pour tout o € Q . S, la propriété suivante ait lieu : pour tout P €

Q[X1,...,X,] homogéne en X1,..., X, tel que
P(Fi(a),...,Fu(a)) =0,

il existe Q € Q[Z, X1,. .., X,] homogéne en Xq,..., X, tel que

Q(z, Fi(2),....,Fy(2)) =0 et Qa, Xy,...,Xp) =P(Xy,...,X,).

Ce résultat affirme qu’'une éventuelle relation polynomiale homo-

gene entre les valeurs Fi(a), ..., F,(«) s’obtient uniquement par spé-
cialisation d’une relation polynomiale homogeéne entre les fonctions
Fi(2),...,F,(2) : on « releve » toute relation numérique en une rela-

tion fonctionnelle. Le défaut de ce théoreme réside dans ’ensemble S,
qui est en principe calculable sur chaque exemple mais qui reste incon-
nu en général. Beukers [23] a couplé la théorie d’André et la théorie
de Galois différentielle pour le spécifier.

Théoréme 7.2 (Théoreme de relevement de Beukers)
On se place dans les hypothéses et notations du théoréme 7.1.
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On suppose de plus que les E-fonctions Fi(z),...,F,(z) le sont au
sens strict.
Alors, la conclusion du théoréme 7.1 a lieu avec

S={acQ:al(a) =0},

ot T'(z) est un dénominateur commun des coefficients de la matrice
A(z), de degré minimal.

Ce théoreme de relevement de Beukers est donc un raffinement
optimal du théoreme de Siegel-Shidlovskii homogene dans le cas
strict. Donnons-en deux corollaires intéressants. Le premier est
énoncé dans [59, p.2 & p.9] mais sa démonstration en avait été
esquissée par l'arbitre de [58] dans le cas ou K = Q(i). Sa démons-
tration s’étend au cas général sans difficulté.

Corollaire 7.3 (Dichotomie diophantienne). Soient K wun corps de
nombres et F(z) € K[z] une E-fonction stricte.
Alors pour tout o € Q, soit F(a) ¢ Q soit F(a) € K(a).

Par exemple, une E-fonction stricte a coefficients dans Q ne prend
que des valeurs rationnelles ou transcendantes aux point rationnels.
Ainsi, il n’existe aucune E-fonction stricte F(z) € Q[z] telle que
F(1) = V2.

Le second corollaire se déduit par contraposition du théoreme 7.2
puisqu’une relation linéaire est une relation homogene de degré 1.

Corollaire 7.4 (Beukers). On se place dans les conditions et notations
du théoréme 7.2. On suppose de plus que les E-fonctions strictes
Fi(2),...,F,(2) sont linéairement indépendantes sur Q(z).

Alors pour tout o € Q tel que aT(a) # 0, les nombres

Fi(a),...,Fy(a)

sont linéairement indépendants sur Q.

Ce résultat est celui évoqué dans la note de bas de page annoncée
avant le théoreme 5.20, ce dernier étant le meilleur résultat d’indé-
pendance linéaire connu auparavant (mais il porte sur les F-fonctions
au sens large).
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La condition oT'(«) # 0 est optimale dans le corollaire. En effet,
si a = 0, les nombres Fj(a), ..., F,(a) sont tous algébriques donc
liés sur Q. Si par ailleurs T'(a) = 0, la relation

0= Zlgrcly T(2)Y'(2) = Zlgrcly T(2)A(2)Y (2)

implique que les nombres Fi(a),..., F,(a) sont également liés sur Q
puisque la matrice lim,_,, T'(2)A(2) € My, xn(Q) n’est pas identique-
ment nulle.

Aussi puissants soient-ils, les énoncés des théoremes de Siegel-
Shidlovskii et de Beukers ne permettent pas toujours de décider
la transcendance des valeurs de E-fonctions strictes. Etant donnés
a € Q et Fy(2) une E-fonction, supposons en effet que nous désirions
savoir si Fi(«) est transcendant ou pas. Il y a deux obstructions
immédiates.

(1) Injectons Fy(z) dans un vecteur Y (z) = Y(Fi(2),...,Fn(2))
satisfaisant a un certain systeme différentiel.

« Si deg trg, Q(2)(F1(2),...,Fy(2)) = n, le théoréme 5.10
assure en particulier que Fj(a) ¢ Q pour tout o € Q tel que
aT'(a) # 0.

« En revanche, si m := deg trg, Q) (F1(2),- .., Fu(2)) < n,
alors il existe m nombres transcendants parmi les n nombres
Fi(a), F3(a), ..., F,(a) mais rien ne dit que Fj(«) lui-méme soit
transcendant.

(2) Dans la méme situation que précédemment, le théoreme 5.10
ne dit rien sur la nature des nombres Fy(«a) (k = 1,...,n) lorsque
T (o) = 0.

Peut-on quand méme déterminer la nature arithmétique de F; () ?
Adamczewski et Pauteur [2] ont apporté la réponse suivante a cette
question.

Théoreme 7.5 (Adamczewski-R.). Il existe un algorithme qui réalise
les taches suivantes.

Etant donnée une E-fonction stricte F(z) en entrée, il commence
par déterminer si F(z) est transcendante sur Q(z) ou pas. Si elle ne
Uest pas, il affiche le polynome F(z) en sortie. Si elle l'est, il poursuit
et affiche en sortie la liste finie des o € Q tels que F(a) € Q, ainsi
que la liste correspondante des valeurs F'(a).
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Afficher un nombre algébrique « signifie : expliciter un polyndéme
P(X) € Z|X] tel que P(a) = 0 et donner une approximation numé-
rique de a permettant de le distinguer des autres racines complexes
de P. Sans rentrer dans les détails, indiquons que la démonstration de
ce résultat utilise la borne de Grigoriev [80] ou celle de [32] sur le degré
en z des facteurs a droite des opérateurs de Q(z)[d/dz], un « lemme
de zéros » de Bertrand-Beukers [17](26), une procédure algorithmique
de désingularisation des systémes différentiels®” et le corollaire 7.4
de Beukers énoncé ci-dessus.

André [10, p.6, Cor.1.7.1] a étendu le théoréme de relevement
de Beukers au cas des E-fonctions au sens large (et méme dans un
cadre encore plus général), obtenant ainsi un raffinement optimal du
théoreme de Siegel-Shidlovskii homogene.

Théoreme 7.6 (André). On se place dans les hypothéses et notations
du théoréme 7.1.

Alors la conclusion du théoréme 7.1 a lieu avec S = {a € Q :
aT'(a) = 0}, ot T'(z) est un dénominateur commun des coefficients
de la matrice A(z), de degré minimal.

Les corollaires 7.3 et 7.4 s’étendent donc aux FE-fonctions au sens
large. La démonstration du théoreme 7.6 n’utilise pas la théorie des
E-opérateurs comme 'avait fait Beukers mais des arguments tres
généraux relevant de la théorie de Galois différentielle. Citons en-
fin Darticle de Fischler et l'auteur [66] qui présente un algorithme
permettant de déterminer les valeurs algébriquement liées sur Q des
valeurs (en des points algébriques) de E-fonctions algébriquement
indépendantes sur Q(z).

(26)Dans la situation du théoréme de Siegel-Shidlovskii, si ’on se donne des

polynémes Pi,..., P, € C[z], ce lemme produit un entier explicite N tel que si
l'on vérifie que 'ordre en z = 0 de R(z) := }>"_, P;j(2)F;(2) est > N, alors on est
assuré que R(z) est identiquement nul.

@MPartant d'un systéme Y'(z) = A(2)Y(z) avec A(z) € Mnxn(C(2)), cette
procédure détermine un systéme différentiel « équivalent » Y'(z) = B(2)Y(2)
avec B(z) € Muxn(C(z)) dont aucun péle des coefficients n’est une singularité
apparente.
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7.2. Retour sur les valeurs des G-fonctions

On a énoncé dans la partie 4.6 le théoreme 4.27 qui affirme que
pour tout entier ¢ et tout entier s > 1 tels que |q| > 682, les nom-
bres 1,Li;(1/q),...,Lis(1/q) sont linéairement indépendants sur Q.
Plus généralement, étant donné un rationnel a/b # 0, les nombres
1,Liy(a/b),...,Lis(a/b) sont linéairement indépendants sur Q pourvu
que |b| soit beaucoup plus grand que |a| (cette condition dépendant
de s). En particulier, |a/b| est alors beaucoup plus petit que 1, le
rayon de convergence des séries Li;.

Plus récemment, des résultats d’'une nature différente ont été
obtenus. Le point de vue est en quelque sorte dual du précé-
dent : on perd l'indépendance linéaire sur Q de tous les nombres
1,Lii(a/b),...,Lis(a/b) mais on gagne le fait que a/b est un ration-
nel quelconque satisfaisant a 0 < |a/b| < 1. On peut méme remplacer
a/b par un nombre algébrique.

Théoréme 7.7 (Marcovecchio [111]). Soit o € Q tel que 0 < |af < 1.
Lorsque s — +00, on a

(7.8)  dimg(a)Vectga) (1, Lit(a), . . ., Lig(a))
< 1+0(1)
~ [Q(e) : QJ1n(2¢)

L’auteur [135] avait obtenu le méme énoncé mais avec I’hypothese

In(s).

supplémentaire que & € QN R. La démonstration de ce dernier résul-
tat utilise la série

k—1)(k—-2)---(k—rn
5.5 =3 k;s(k)i- 0 & (k(+ n)* L kin = p (s,

k=1
ou r,s,n sont des entiers positifs. En décomposant en éléments
simples la fraction rationnelle (k —rn).,/(k); 1, on montre aisément
qu'il existe des polynémes (explicitables) Py, Pin, ..., Psn € Q[2],
de degré au plus n, tels que

Sn(2) = Pon(2) + Y Pin(2)Lij(2).
j=1

La série Sy, (z) produit donc des approximants ezplicites de type Padé
de type I pour les polylogarithmes. Grace aux formules explicites,
on sait contrdler finement, en fonction de r et s, la croissance des
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|Pjn(a)| et la décroissance de |Sy ()| lorsque n — +oo. Lorsque
a € Q, le critere d’indépendance linéaire sur Q donné par la proposi-
tion 4.3 dans la partie 4.1 permet alors de minorer le rang sur Q de la
famille (1, Lij (), ..., Lis(«)) en fonction de r et A; le choix optimal
r = [s/In(s)?] produit alors la minoration (7.8). On utilise un cri-
tere similaire dans le cas général « € Q NR (voir par exemple [63]).
La démonstration du théoréme 7.7 est un raffinement de l’esquisse
précédente. La principale difficulté est alors de prouver la non-nullité
de Sp(«), ce que 'on fait en construisant plusieurs séries similaires
a S, et en concluant par une méthode proche de celle de Siegel et
Shidlovskii pour les E-fonctions.

Le théoréme 7.7 a trés récemment été généralisé de la fagon sui-
vante. Soient K un corps de nombres et F(z) = > 7% arz’ € K[2]
une G-fonction dont le rayon de convergence est R > 0. Pour tous
entiers n > 1 et s > 0, on définit les G-fonctions

FTLS] (2) := 9k kn,
= (F+m)

Pour tout S > 0 et tout a € K tel que 0 < |a| < R, posons
Q.5 = VectK(FT[f](a);n >1,0<s<8S).

Si F' est polynome, alors ®, ¢ C K.

Théoreme 7.9 (Fischler-R. [63]). Supposons que F ne soit pas un poly-
nome. Il existe une constante ¢ > 0 et des entiers explicitables
co,c3 = 1 (dépendant de F uniquement) tels que pour tout a € K,
0 < lao| <R,

1+o0(1)

——=log(S) < dimg(Png) < 2S5 + c3,
oK Q g(S) K(Pa,s) < 2 3

ot le o(1) est lorsque S — +oo.

On retrouve le théoreme 7.7 avec F(z) = 1/(1 — z). Dans [64],
ce résultat a méme été généralisé en des points av € Q pour lesquels
les séries ne convergent pas et en utilisant a la place le prolongement
analytique des G-fonctions F,[;S](z) pour définir Fr[f](a). Mentionnons
que le théoréeme 6.8 d’André, Chudnovsky et Katz sur la structure
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des G-opérateurs est crucial pour parvenir & montrer que la série

> (k—rn . "
Th(z) := Z (ks) apzt
k=1 ( )n+1

permet de construire des approximants explicites de type Padé de
type 1 des fonctions jaly (2) (1 < s < 5) et des dérivées de F.
La preuve du théoréme 7.9 suit alors la trame de celle du théoreme 7.7
mais elle est techniquement beaucoup plus compliquée, en particulier
parce qu’elle nécessite d’appliquer la méthode du col & une représen-
tation intégrale de T, (z) pour en estimer le comportement asympto-
tique quand n — +4o0.

Ce théoreme admet l'intéressant corollaire suivant, qui est un cas
ou ¢y = 1.

Corollaire 7.10. Fizons ai,...,ap+1 € Q et by,...,b, € Q tels que
a; € Z~ {1} et b; & Z<o pour tout i, j.

Alors, pour tout o € Q tel que 0 < |a| < 1, une infinité des valeurs
hypergéométriques
k

seN,

S (a1)k(ag)k - (apy1)r @
2 (Drb)g -~ (bp)r (K +1)5

sont linéairement indépendantes sur Q(«).

k=0

On connait trés peu de valeurs de G-fonctions évaluées en un point
algébrique qui soient transcendantes. On connait la transcendance des
valeurs de la G-fonction log(1 — 2) wia I’étude de sa « réciproque »,
la E-fonction exp(z), mais pas par une étude directe. La méthode de
Siegel, Galochkin, Bombieri et Chudnovsky pour les G-fonctions n’est
pas assez forte pour produire une seule valeur transcendante d’une
G-fonction. Toutefois, André [5] a réussi & introduire un ingrédient
supplémentaire dans cette méthode (qu’il a appelé « uniformisation
adélique simultanée »), ce qui lui a permis de démontrer en 1996 le

Théoréeme 7.11 (André). Soit o € Q tel que 0 < |a] < 1. Les nombres

(7.12) o F) [1/2’11/2 ; a] et oF) {_1/3’ 1/2 ; a}

sont algébriqguement indépendants sur Q.
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Sur cet exemple, la mise en ceuvre de l'uniformisation adélique
simultanée exploite le lien profond entre ces deux séries hypergéo-
métriques, les périodes de courbes elliptiques et les formes modu-
laires (voir (7.13) ci-dessous). Malheureusement, aucun autre exemple
d’application fondamentalement différent n’a été découvert depuis.
Notons qu’André a aussi démontré une version p-adique du théo-
reme 7.11.

Un corollaire du théoreme 7.11 est 'indépendance algébrique sur Q
des nombres 7 et I'(1/4)*, qui est aussi une conséquence d'un théo-
réeme de Chudnovsky [38] sur les fonctions elliptiques démontré en
1980 par une méthode de transcendance sans rapport direct avec
les G-fonctions. A la connaissance de auteur, on ne connait pas a
ce jour trois nombres algébriquement indépendants sur Q qui soient
des valeurs de G-fonctions en des points algébriques. Le contraste
avec le théoreme de Siegel-Shidlovskii sur les valeurs de E-fonctions
est frappant. On peut d’ailleurs construire des exemples simples qui
montrent que ’analogue exact pour les G-fonctions du théoréeme de
Siegel-Shidlovskii est faux, voir [138]. Des séries hypergéométriques
transcendantes peuvent également prendre des valeurs algébriques en
des points algébriques :

2F1[1/3,2/3.27] 8 2FI[1/6,1/2_125} _tys

5/6 32| 5’ 2/3 '128| 3
1/12,5/12 1323] 3,
F L0 = VT
2 1[ 1/2 ’1331] 47
1/12,5/12 392 2 4
F . 2 (44372 — 1 = Z41/21 4 20V/3.
2 1[ iy | omgg (4437 767\/5)} 3 +20V/3

Ces évaluations sont difficilement prévisibles a priori puisqu’une
légere variation des parametres peut produire un nombre transcen-
dant, tel que

3/2 1331

7/12,11/12 13237  117/417(1/4)*
2 b ; = 5
336

Ces évaluations exotiques, parmi beaucoup d’autres [21, 90], décou-
lent essentiellement du lien entre formes modulaires et certaines séries
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hypergéométriques. Considérons par exemple les séries d’Eisenstein

a— nqn o nSqn
Eg(q):1—24zl_ _, E4(q):1+24ozl_ _,
n=0 q n=0
o 5. n
n°q
E =1-504
6(q) Z%l—qn’

I'invariant modulaire J(q) =1728 F4(q)?/(E4(q)*— Es(q)?) (pour g€ C
tel que 0 < |¢q| < 1) et la G-fonction

1/12,5/12 1? 1/12,1/6,5/6
F(z):ngl[/ 1/ ;2} :3F2|:/ 1/1 /;z].

En notant z(q) = 1728/J(q) et en supposant |q| assez proche de 0
pour que |2(¢)] < 1, on a

Es(q) = /1 —2(q) (F(2(q)) +62(¢9)F'(2(q))) ,
Ei(q) = F(2(0))’,  Esla) = V1 2(@)F(x(a)".

Les identités pour Ey et Eg sont démontrées dans [163], tandis que

celle pour E; l'est dans [126]. Les évaluations exotiques ci-dessus pro-
2i7TT)

(7.13)

viennent d’identités similaires a (7.13) et de ce que j(7) := J(e
est un entier algébrique pour tout nombre quadratique 7 tel que
Im(7) > 0 (voir [153] pour les propriétés diophantiennes de j).
Il existe également des G-fonctions transcendantes qui prennent des
valeurs algébriques sur un ensemble dense de nombres algébriques
dans leur disque de convergence [165].

Compte tenu de la conjecture de Bombieri-Dwork liant G-fonctions
et périodes, il est en fait probable que les relations polynomiales sur Q
entre valeurs de G-fonctions aux points algébriques soient décrites par
la conjecture des périodes de Grothendieck, qui est largement ouverte.
Voir [9, Chap. 23] pour la présentation de cette conjecture au moyen
du groupe de Galois motivique absolu, qui étend aux périodes 'action
de Gal(Q/Q) sur les nombres algébriques.
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7.3. Mesures d’irrationalité de valeurs de E- et G-fonctions

Comme avec les approximants explicites, les approximants de
Padé inexplicites permettent de déterminer des mesures d’irrationa-
lité, d’indépendance linéaire ou de transcendance le cas échéant des
valeurs de E- ou G-fonctions. Voir par exemple [157, Chap. 11 & 13]
pour les E-fonctions. Comme l'indique Shidlovskii [157, p.405], ces
mesures ont longtemps souffert d’une certaine réputation d’ineffec-
tivité®®)) due a celle de la méthode originelle de Shidlovskii. Cette
réputation n’a maintenant plus lieu d’étre car cette méthode a été
rendue effective a la suite de divers travaux d’André, Bertrand,
Beukers, Chirskii, Chudnovsky, Osgood, Yebbou [4, 17, 18, 123]
entre autres. De ce fait, toutes les constantes qui apparaissent dans
les trois énoncés ci-dessous pourraient étre explicitées.

Zudilin a obtenu des mesures d’irrationalité aussi bien des valeurs
de E-fonctions que de G-fonctions.

Théoréme 7.14 (Zudilin [167]). Soit Y (z) = Y(Fi(2),...,F.(2)) un
vecteur de E-fonctions de Q[z] solution du systéme différentiel
Y'(z) = A(2)Y (2) + B(z), ot A(z) et B(z) € Muxn(Q(2)). Suppo-
sons que Fi(z),...,F,(z) soient algébriquement indépendantes sur
C(z). Soit a/b € Q* qui n'est pas un pdle des matrices A(z) et B(z).

Alors il existe deux constantes @,k > 0, qui dépendent de Y et
a/b, telles que pour tout entier ¢ > @Q et tout p € Z on ait

1 .
2 tr-(Inln(g)) -+ J

(7.15) ‘Fj(a/b) —S’ > —1,...,n.
q

Théoréme 7.16 (Zudilin [168]). Soit

Y(2) ="F1(2),...,Fu(2))
un vecteur de G-fonctions de Q[z] solution du systéme différentiel
Y'(z2) = A(2)Y (2)+ B(2), ot A(2) et B(z) € Myuxn(Q(2)). Supposons
soit que n =2 et que 1, F1(z), Fa(z) sont linéairement indépendantes
sur C(z), soit que n > 3 et Fi(z),...,F,(z) sont algébriquement
indépendantes sur C(z). Soite >0 et a € Z, a # 0.

(28) st -a-dire qu’on ne sait pas calculer toutes les constantes qui apparaissent.
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Il existe deuz constantes B(e,a,Y) >0 et Q(e,Y) = 0 satisfaisant
aux propriétés suivantes. Soit b € Z tel que b > B(e,a,Y). Alors
Fj(a/b) ¢ Q et pour tout p € Z et tout entier ¢ > Q(e,Y), on a

p 1 .

Bien que superficiellement similaires, les mesures (7.15) et (7.17)
sont tres différentes. En effet, pour s’approcher de 2 dans (7.17),
il faut prendre b et ¢ de plus en plus grands. En revanche, le 2 dans
(7.15) ne dépend essentiellement pas de a et b fixés, au sens ou 'on
s’en approche en prenant seulement ¢ de plus en plus grand. C’est
une illustration de I’état trés avancé de la théorie diophantienne des
valeurs de E-fonctions alors que celle des valeurs de G-fonctions est
trés incomplete ; voir les remarques a la fin de la partie 7.2.

Il est également intéressant de mesurer I’écart entre un irration-
nel a donné et des nombres rationnels d’une forme spécifique. En par-
ticulier, on utilise souvent les rationnels b-adiques, c’est-a-dire de
la forme n/b™, car une telle « mesure d’approximation restreinte »
donne des renseignements sur la répartition des chiffres du dévelop-
pement de « en base b. On dispose d’un résultat pour les G-fonctions.

Théoréme 7.18 (Fischler-R. [62]). Soit F(z) € Q[z] une G-fonction

telle que F(z) ¢ Q(z). Soit e > 0 et a € Z, a # 0. Il existe deux

constantes B(e,a, F) > 1 et M (e, F) > 0 satisfaisant aux propriétés

sutvantes.

Soit b € Z tel que b > B(e,a,Y). Alors F(a/b) € Q et pour tous
neZetm>=M(EF), ona
n 1

F(a/b) — | (e

Le principal défaut des théoremes 7.16 et 7.18 est de ne pas s’ap-
pliquer a tous les rationnels a/b en lesquels les nombres F'(a/b) et
Fj(a/b) sont définis. Par exemple, on ne connait ainsi pas de G-fonc-
tion F' et de rationnel a/b tels que I'un ou lautre de ces théorémes
s’applique a F(a/b) = 7.

Les démonstrations de ces trois théoremes utilisent des approxi-
mants inexplicites de type Padé de type II non diagonaux auxquels on
applique le schéma de démonstration donné apres la proposition 4.34
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de la partie 4.7. La principale difficulté est d’assurer la non-nullité
des approximations ainsi construites, ce qui découle d’arguments a la
Siegel-Shidlovskii. Il existe des résultats plus fins pour les fonctions
(1 —2)° et log(1 — z), qui ont été obtenus par Bennett [15], Beukers
[19] et auteur [136] entre autres en utilisant les approximants de
Padé explicites non diagonaux de ces fonctions.

8. Quelques problémes

En plus des conjectures classiques déja mentionnées dans le texte,
nous donnons quelques probléemes ouverts autour des E- et G-fonc-
tions. Ils ont presque tous déja été mentionnés dans des articles parus.

Probleme 1. La notion de « quasi-FE-fonctions » a été définie dans
[146] en affaiblissant la définition 5.1 des E-fonctions de la maniere
suivante : on garde (i) et (iii) mais on remplace (ii) par une condi-
tion (ii)’ ot l'on demande seulement que |a,| < n!® pour tout
e > 0 et tout n > N(g), et 'on oublie les autres automorphismes
galoisiens. Donner un exemple de quasi-E-fonction qui ne soit pas
une FE-fonction. Notons qu’une quasi-FE-fonction a coefficients dans
un corps quadratique (galoisien) imaginaire K = Q(iv/d) est une
E-fonction, ou d > 1 entier sans facteur carré. En effet, donnons-
nous F(z) => " ja,z"/n! € K[z] une quasi-E-fonction : comme
Gal(K/Q) = {identité, conjugaison complexe}, on a |o(ay)| = |ay,|
pour tout n > 0 et tout o € Gal(K/Q), et F est donc une E-fonction.
En revanche, le probléeme est ouvert pour les quasi-F-fonctions a
coefficients dans un corps quadratique réel, tel que Q(ﬁ)

On définit de fagon similaire les notions de « quasi- E-fonctions au
sens strict », de « quasi-G-fonctions » et de « quasi-G-fonctions au
sens large », pour lesquelles le méme probleme se pose.

Probléme 2. On reprend les notations utilisées lorsque nous avons
évoqué la condition de Galochkin dans la partie 5.4. Celle-ci demande
qu'une suite d’entiers (Qg)x>1 liée & une matrice A(z) € Myxn(Q(2))
satisfait a 1 < Qp < Cck pour tout entier £ > 1. Définissons la
constante de Galochkin de A (ou taille de A) par

o(A) := limsup % In(Qx),

k—+o00
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qui est donc finie. Le théoréme 6.5 de Chudnovsky permet en fait
de borner treés explicitement o(A) a partir de la connaissance d’un
vecteur de G-fonctions indépendantes sur C(z) et solution du systéme
(voir [51, p.299]). Est-il quand méme possible de borner directement
o(A) si l’on ne connait pas explicitement un tel vecteur ?

Probléme 3. 1l est facile de créer une E-fonction transcendante pre-
nant des valeurs algébriques données en des valeurs algébriques don-
nées : il suffit de considérer p(2)+q(z)e? ot p(2), q(z) € Q[2] sont bien
choisis. Notons que ’exponentielle est « purement transcendante » au
sens ou elle ne prend que des valeurs transcendantes aux points algé-
briques non nuls. Ce type de représentation est en fait général. Beu-
kers [23] a montré qu’étant donnés une E-fonction stricte F(z) € Q2]
et a € Q tels que F(a) € Q, la fonction (F(z2) — F(a))/(z — a) est
encore une F-fonction. Ce fait est I'un des ingrédients de son théo-
reme 7.2 de relevement. En le combinant au corollaire 7.4 dans la
partie 7.1, on peut en déduire la propriété suivante (voir les détails
dans [139)]).

Proposition 8.1. Pour toute E-fonction stricte F(z), il existe des poly-
nomes p(z),q(z) € Q[z] et une E-fonction stricte f(z) purement
transcendante tels que F(z) = p(z) + q(2) f(2).

Peut-on estimer le nombre de E-fonctions strictes purement trans-
cendantes parmi toutes les E-fonctions strictes solutions des opéra-
teur de Q[z][d/dz] de degré et ordre donnés ? Par ailleurs, on sait que
le coefficient dominant d’un E-opérateur est de la forme 2 : peut-
on déterminer la nature des E-fonctions solutions d’un E-opérateur
pour les petites valeurs de I'entier b > 07

Probléme 4. André a esquissé dans [7] la théorie des G-opérateurs au
sens large. 11 a montré qu'un tel opérateur L € Q(z)[d/dz] est fuch-
sien avec des exposants rationnels. Des arguments standard montrent
qu’en tout point ordinaire, il existe une C-base locale composée de
G-fonctions au sens large. Peut-on compléter son étude aux points sin-
guliers de fagon a obtenir un analogue complet du théoréme 6.8 d’An-
dré, Chudnovsky et Katz? Quelles conséquences peut-on en déduire
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pour la théorie sous-jacente des E-opérateurs au sens large ainsi que
pour les propriétés diophantiennes des E-fonctions?

Probléme 5. Curieusement, un analogue du théoreme 7.18 n’est connu
pour aucune valeur de E-fonctions aux rationnels, pas méme pour le
nombre e. Les conditions de (dé)croissance en C™ ou C~™ des suites
d’approximants simultanés de type Padé de type I ou II des G-fonc-
tions sont tres bien adaptées pour déterminer une mesure d’approxi-
mation restreinte avec des fractions de la forme n/b™. En revanche,
il a été remarqué dans [62] que les conditions de (dé)croissance en n!
ou 1/n!® des suites d’approximants simultanés de type Padé de type I
ou II des E-fonctions ne permettent pas de déterminer une mesure
d’approximation restreinte avec les fractions n/b™ qui soit meilleure
que celle déduite de la mesure d’irrationalité donnée par le théoreme
7.14 de Zudilin avec p/q = n/b™. Peut-on prouver au moins pour le
nombre e que, pour tout € > 0 et tous entiers n € Z et m assez grand,
on a |e —n/b™| > 1/bm1+e) ?

Probléme 6. Fischler et I'auteur ont défini dans [59] I’ensemble des
E-valeurs, noté E, comme ’ensemble de toutes les valeurs des E-fonc-
tions au sens strict en des points algébriques. Il est facile de montrer
que E est un sous-anneau dénombrable de C et que le groupe E* des
unités de E contient les nombres ae? (o € Q' Be Q). L’ensemble
de ces nombres est évidemment un sous-groupe multiplicatif de E*,
que 'on note e. Est-ce que e = E*? Cette question est a mettre en
regard du résultat d’André qui affirme que les unités de ’anneau des
E-fonctions sont exactement de la forme ae?? avec o € @*, B e Q.
Le théoreme 7.2 de relevement de Beukers pourrait étre utile ici,
comme le montre le résultat partiel en direction de I'égalité e = E*
obtenu dans [143].

Probléme 7. Les mémes auteurs ont également défini dans [58] I'en-
semble des G-valeurs, noté G, comme l’ensemble de toutes les va-
leurs des prolongements analytiques des G-fonctions en des points
algébriques. G est aussi un sous-anneau dénombrable de C mais c’est
beaucoup moins facile & montrer que pour E. Le groupe G* des unités
de G contient Q" mais aussi les valeurs de la fonction Béta B(z,y)
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aux points x,y € Q en lesquels elle est définie; on note g le sous-
groupe multiplicatif de G* engendré par ces nombres. En particulier

= B(1/2,1/2) =T(1/2)% € g, comme on le voit avec cette identité
de Ramanujan [131] :

42n +5)
(8.2) P Z 212n+4 )

ou la série a droite est la somme de deux G-fonctions hypergéomé-
triques. Plus généralement, 'identité

b—1
I(a/b)’ = (a— 1) ][ B(a/b, ja/b)
j=1

montre que I'(a/b)® € g pour tous entiers a,b > 1. Est-ce que
g = G* 7 Rappelons qu’André a montré que les unités de ’anneau
des G-fonctions sont exactement les fonctions algébriques sur Q(z)
holomorphes en z = 0. Il y a donc une importante différence entre le
groupe des unités fonctionnelles et le groupe des unités numériques,
qui contient des nombres transcendants.

Probléme 8. Etant donnée une FE-fonction stricte explicite F(z)
d’ordre différentiel > 3, on peut se demander si elle est de la forme
demandée dans le probléme de Siegel (énoncé apres le théoreme 5.7
dans la partie 5.2) ou si elle peut en étre un contre-exemple. Une
approche possible serait de « comparer » F'(z) et les polynémes en les
fonctions hypergéométriques ,F}, au moyen de leurs développements
asymptotiques a l'infini. Il a été montré dans [59] que les coefficients
de ces développements appartiennent au G[y]-module S engendré
par tous les nombres I'(a/b), a/b € Q \ Zgo. La comparaison de ces
développements asymptotiques donnera donc des relations polyno-
miales sur Q entre éléments de S qui peuvent étre ou ne pas étre
compatibles (au besoin modulo certaines conjectures diophantiennes,
dont celle de Rohrlich-Lang sur les valeurs de la fonction Gamma ou
celle faite dans [59, p.34]). La question se pose par exemple pour

S ()
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solution de

229" (2) + (32 — 112%)y"(2) + (1 — 222 — 22)y/(2) — (3 + 2)y(2) = 0.

Probléme 9. Un nombre de Liouville [106] est un réel £ pour lequel
on peut trouver une suite des rationnels (p, /¢, )n et une suite de réels
(Sn)n tels que s, — +o00 et 0 < [€—pp/qn] < 1/¢5". Un tel nombre est
transcendant. Dans les conditions du théoreme 7.14, respectivement
du théoréme 7.16, la conclusion assure en particulier que les nombres
Fj(a/b) € E, respectivement Fj(a/b) € G, ne sont pas de Liouville.
Il est conjecturé dans [58] qu’aucun élément de G n’est de Liouville et
on peut formuler la méme conjecture pour les éléments de E. Répon-
dre positivement a 'une ou l'autre de ces conjectures ne nécessite
pas forcément de montrer au préalable qu'une valeur donnée de E
ou de G est irrationnelle car les nombres rationnels ne sont pas de
Liouville non plus.

Probléeme 10. On a vu que la théorie des G-fonctions permet d’étu-
dier finement les E-fonctions strictes grace aux propriétés spéciales
des E-opérateurs construits a partir des G-opérateurs. Réciproque-
ment, on peut se demander si la théorie des E-fonctions strictes peut
apporter de nouvelles informations sur les G-fonctions. Il existe déja
un lien entre G et « valeurs » de E-fonctions. En effet, les proprié-
tés des F-opérateurs a U'infini (que nous n’avons pas exposées, voir
[6, 59]) permettent de montrer la

Proposition 8.3 (R. [140]). L’ensemble G coincide avec l’ensemble des
valeurs des intégrales convergentes fooo F(z)dz ou F est une E-fonc-
tion stricte. De maniére équivalente, G coincide avec I’ensemble des
limites finies des E-fonctions strictes dans des directions quelconques
vers l'infind.

L’équivalence résulte simplement du fait que foz F(x)dx est une
E-fonction stricte si et seulement si F'(z) l'est. Par exemple, sin(z)/z
étant une E-fonction stricte, on a que

+00 o3
[,
2 Jo

x
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ce que l'on savait déja. Mais c’est parfois moins évident, comme le
montre l'identité (voir [29, p.6] et [76])

/+OO Jo(iz) e 3% dx = 96\/63 ['(1/24)T(5/24)T(7/24) T'(11/24).
0 Y

Le membre de droite est donc de facto dans G puisque Jo(iz)3e 3% est
une E-fonction stricte. Voir également [35] pour d’autres intégrales
impliquant des fonctions de Bessel et dont la valeur est dans G.

Est-il possible d’adapter les diverses méthodes diophantiennes
d’André, Beukers, Chudnovsky, Siegel, Shidlovskii, etc, pour démon-
trer de nouveaux résultats sur les valeurs finies de FE-fonctions
strictes a l'infini, c’est-a-dire sur les éléments de G 7 Rappelons que
I'on connait relativement « peu » de nombres prouvés transcendants
dans G'; parmi ceux-ci, il y a les logarithmes de nombres algébriques,
7w = T(1/2)2, et aussi I'(1/3)3, T'(1/4)%, T'(1/6)° et les valeurs des
séries (7.12). On sait qu’au moins un des nombres I'(1/5)® ou I'(2/5)°
est transcendant [81, p. 52, Th. 3.3.5] mais on ne sait pas lequel. Pour
k = 3 ou 4, on sait que 7 et I'(1/k)* sont algébriquement indé-
pendants sur Q mais on ne connait pas trois valeurs de G qui le
soient.

On pourrait méme espérer déterminer la nature arithmétique des
intégrales convergentes de la forme [ R(x)F(z)dz ot F(x) est une
E-fonction (stricte ou large) et R(z) € Q(z). L’intérét de cette géné-
ralisation est justifié par les identités

/Jroo R dr =7 et /+Oo cos(e) do = —.
0 z(1+ ) 0

Enfin, on conjecture que E NG = Q, qui est analogue au fait
(prouvé) que l'intersection des E-fonctions et des G-fonctions est ré-
duite & Q[z]. Cette conjecture contient plusieurs problémes classiques
encore ouverts, dont la transcendance de e + m et de ew puisque

1

e,e " € E et m € G. Les questions abordées dans ce probleme 10

sont bien slir tres ambitieuses et le lecteur peut penser a juste titre
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qu’elles relevent de la science-fiction a ce jour.(29) Tout nouveau ré-
sultat dans ces directions, méme modeste, serait intéressant.

9. Ajout sur les épreuves

Depuis la premiere version de ce survol écrite en 2019, plusieurs
résultats ont été démontrés qui répondent & des questions du texte
ou bien améliorent certains des énoncés présentés.

« Dans [56], Fischler a significativement amélioré le point (i) du
théoreme 4.29 en montrant que 'on peut remplacer le membre de
droite par 0,214/s/In(s).

« Dans [166], Zeilberger et Zudilin ont amélioré la majoration de
Pexposant d’irrationalité de 7 obtenue par Salikhov (voir la par-
tie 4.7). Ils ont montré que cet exposant est majoré par 7,1033.

« Dans [69], Fresan et Jossen ont montré que le probléme de Siegel
énoncé dans la partie 5.2 admet une réponse négative en produisant
une E-fonction explicite qui ne peut pas s’écrire comme un polynoéme
en des E-fonctions hypergéométriques de la forme demandée.

« Le théoreme 6.20 a été généralisé par 'auteur dans [141].

« L’algorithme décrit dans le théoreme 7.5 a été modifié dans I’ar-
ticle [33] afin qu’il soit plus rapide; cette nouvelle version a été im-
plémentée sous Maple. Les méthodes de cet article ont également
permis d’obtenir de nouveaux exemples d’évaluations algébriques de
fonctions hypergéométriques o F1 en des points algébriques et qui ne
semblent pas « provenir » des formes modulaires (comme les exemples
pages 279 et 281).

« Le probleme 4 de la partie 8 a été completement résolu par Le-
petit dans [103].

(29)Siegel [159, p.84] a remarqué que I'exemple de la transcendance de o
(pour a,8 € Q, a # 0,1 et 3 ¢ Q), conjecturée par Hilbert [86] qui en regar-
dait la démonstration future comme extrémement difficile, montre qu’il est tres
délicat d’estimer la difficulté d’un probleme mathématique avant de I'avoir résolu.
Deux preuves relativement courtes en ont été données en 1934 par Gel’fond [75]
et Schneider [153] indépendamment ; voir également [122, 159]. Leurs méthodes
étaient dans le droit fil de celle de Siegel sur les F-fonctions, qui était trés novatrice
a I’époque.
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