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VALEURS ZÊTA MULTIPLES

par

Clément Dupont

Résumé. Les valeurs zêta multiples forment une famille de constantes
mathématiques fondamentales qui contient notamment les valeurs
aux entiers de la fonction zêta de Riemann. Si Euler leur a consacré
des travaux, c’est seulement à la fin du xxe siècle que mathéma-
ticiens et physiciens ont réalisé l’importance de ces nombres qui
apparaissent naturellement dans des situations variées. Des travaux
récents (Goncharov, Deligne, Brown. . .) ont mis en évidence une
structure cachée qui est révélée par la géométrie : une théorie de Ga-
lois des valeurs zêta multiples. L’étude de cette structure a permis
de prouver des résultats spectaculaires sur les relations algébriques
satisfaites par ces nombres, que nous présenterons. Nous discute-
rons enfin de l’apparition des valeurs zêta multiples en physique des
particules à travers le calcul d’intégrales de Feynman.
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1. Introduction

Les valeurs zêta multiples sont les sommes des séries multiples

(1.1) ζ(n1, . . . , nr) =
∑

1⩽k1<···<kr

1

kn1
1 · · · k

nr
r

où les ni sont des nombres entiers supérieurs ou égaux à 1 et nr ⩾ 2,
cette dernière condition assurant la convergence de la série. Pour
r = 1 on retrouve les valeurs zêta simples

(1.2) ζ(n) =

∞∑
k=1

1

kn

qui sont les valeurs aux entiers de la fonction zêta de Riemann. Ces
nombres ont été étudiés, notamment par Euler, bien avant que Rie-
mann étudie ζ(s) comme fonction d’une variable s complexe, et ses
liens avec la répartition des nombres premiers (voir à ce sujet les actes
des Journées X-UPS 2002 [BS03]). Les valeurs zêta simples, et plus
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généralement les valeurs zêta multiples, ont une richesse arithmétique
d’un autre ordre et jouent le rôle de constantes fondamentales. Elles se
manifestent en effet dans de nombreux domaines des mathématiques
et de la physique, notamment par le biais des intégrales de Feynman
qui gouvernent les interactions entre particules élémentaires.

Il y a donc un intérêt pratique à organiser la famille des valeurs
zêta multiples et à comprendre les liens qu’elles entretiennent entre
elles et avec d’autres constantes. C’est cette question, réactivée il y a
à peine 30 ans, que nous abordons dans un premier temps par l’expé-
rimentation en partant de l’étude entreprise par Euler des valeurs zêta
simples. De manière surprenante, il en ressort des réponses incroya-
blement structurées, qui trouvent leurs explications dans le domaine
de la géométrie algébrique. Les valeurs zêta multiples s’avèrent alors
être les incarnations tangibles de phénomènes profonds liés à la théo-
rie des motifs, une théorie de l’obstruction universelle pour les va-
riétés algébriques pensée par Grothendieck dans les années 1960.
Nous nous efforcerons dans un second temps d’introduire ces idées
modernes en mettant l’accent sur leurs implications arithmétiques.

Ces résultats sont un premier témoignage de la puissance de l’étude
géométrique de certains nombres transcendants : les périodes, qui
sont les valeurs des intégrales définies par des formules algébriques.
Une idée centrale qu’on développera est que la théorie de Galois
classique, qui organise la famille des nombres algébriques, devrait
se généraliser à toutes les périodes et révéler des symétries cachées
dans les constantes mathématiques. On décrira des résultats récents
qui montrent que ces symétries se révèlent aussi dans les constantes
physiques qui apparaissent dans le calcul des intégrales de Feynman.

Remerciements. L’auteur souhaite remercier Michel Alessandri pour
sa relecture attentive d’une première version de ce texte.

2. Valeurs zêta simples

2.1. Le problème de Bâle
Dans la deuxième moitié du xviie siècle se développent des tech-

niques permettant de calculer des sommes de séries infinies. La quête
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d’une formule de forme fermée pour ζ(2), c’est-à-dire la somme des
inverses des carrés des nombres entiers, est connue sous le nom de
problème de Bâle, du nom de la ville des frères Bernoulli qui ont
popularisé le problème (pourtant posé dès 1644 par Mengoli, origi-
naire de Bologne). C’est Euler, un autre bâlois, qui en donnera la
solution en 1735 [Eul40] :

ζ(2) =
π2

6
·

Plus généralement, Euler montre que les valeurs zêta paires sont des
multiples rationnels de puissances de π :

(2.1) ζ(2n) =
|B2n|
2(2n)!

(2π)2n,

où les B2n sont les nombres de Bernoulli, définis par leur série géné-
ratrice exponentielle ∑

n⩾0

Bn
tn

n!
=

t

et − 1
·

Le première preuve donnée par Euler consiste à identifier les coeffi-
cients du développement en produit infini de la fonction sinus(1) :

sin(πx)

πx
=

∞∏
k=1

(
1− x2

k2

)
.

Quelques années plus tôt, en 1731, Euler avait déjà accompli un
exploit mathématique en calculant une valeur approchée de ζ(2) avec
20 chiffres significatifs, qui lui a permis de vérifier sa solution au pro-
blème de Bâle(2). La série définissant ζ(2) convergeant très lentement
(son reste est équivalent à 1/n), elle donne lieu à des approximations
médiocres de sa somme et Euler a dû inventer pour l’occasion ce
qu’on appelle aujourd’hui la formule d’Euler-Maclaurin pour estimer

(1)Cette formule peut être prouvée par des méthodes d’analyse complexe
[Rud87, Chap. 15, Exer. 4], dont Euler ne disposait pas.

(2)Stirling avait obtenu la même approximation par d’autres méthodes en 1730
[Sti30, p. 55].
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la suite du développement asymptotique [Eul38]. Il obtient l’approxi-
mation suivante, dont l’erreur est majorée par (10n11)−1 :

n∑
k=1

1

k2
∼ ζ(2)− 1

n
+

1

2n2
− 1

6n3
+

1

30n5
− 1

42n7
+

1

30n9
·

En calculant seulement n = 100 termes on obtient donc l’approxima-
tion souhaitée :

ζ(2) ≃ 1.6449340668482264364724076,

qui est bien valable à 10−23 près :
π2

6
≃ 1.6449340668482264364724152.

Notons pour conclure que la formule (2.1) implique que les valeurs
zêta paires sont des nombres transcendants, c’est-à-dire ne sont raci-
nes d’aucun polynôme non nul à coefficients rationnels. Cela résulte
en effet de la transcendance de π, qui a été prouvée par Lindemann
en 1882 [Lin82].

2.2. Valeurs zêta impaires
La recherche de formules de forme fermée pour les valeurs zêta

impaires ζ(2n + 1) fut moins fructueuse. Il est aujourd’hui commu-
nément admis que, contrairement aux valeurs zêta paires, elles ne
s’expriment probablement pas de manière algébrique en fonction de π

et ne satisfont même probablement pas de relations algébriques entre
elles : elles forment une nouvelle famille de constantes mathématiques.
Plus explicitement, on a la conjecture suivante :

Conjecture 2.1. Les nombres π et ζ(2n+1), pour n ⩾ 1, sont algébri-
quement indépendants sur Q.

Cette conjecture implique notamment que les valeurs zêta impaires
sont des nombres transcendants. Aucun progrès n’a été fait dans la
direction de cette conjecture avant Apéry, qui a montré l’irrationalité
de ζ(3) en 1979 (voir aussi la jolie preuve alternative par Beukers du
théorème d’Apéry [Beu79]) :

Théorème 2.2 (Apéry [Apé79]). ζ(3) /∈ Q.
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En 2001, Ball et Rivoal ont montré qu’une infinité de valeurs zêta
impaires sont irrationnelles. Plus précisément :

Théorème 2.3 (Ball-Rivoal [Riv00, BR01]). Pour n ⩾ 1, les nombres 1,
ζ(3), ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(2n+1) engendrent un sous-Q-espace vectoriel
de R de dimension au moins 1

3 log(2n + 1). En particulier, il existe
une infinité de valeurs zêta impaires irrationnelles.

Comme 1
3 log(2n+ 1) ⩾ 3 pour 2n+ 1 ⩾ 8105, il existe une valeur

zêta impaire Q-linéairement indépendante de 1 et ζ(3), et donc irra-
tionnelle, parmi ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(8105). Les bornes plus précises de
Ball-Rivoal permettent d’arrêter cette liste à ζ(169). Le record de ce
genre de résultat est détenu par Zudilin :

Théorème 2.4 (Zudilin [Zud01]). Il existe au moins un irrationnel
parmi les nombres ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11).

Nous renvoyons le lecteur au texte de Tanguy Rivoal [Riv19] dans
ce volume pour une discussion des techniques employées dans les
preuves de tels énoncés, et à l’exposé au séminaire Bourbaki de
Fischler [Fis04] pour plus de détails. L’irrationalité de ζ(5) ou de
ζ(3)/π3, ou encore la transcendance de ζ(3), sont des problèmes
ouverts.

C’est l’expérimentation qui permet de donner du poids à la conjec-
ture 2.1. Une relation algébrique entre des nombres réels étant une
relation linéaire entre des monômes formés de ces nombres, la conjec-
ture revient à montrer qu’il n’existe aucune relation linéaire à coef-
ficients entiers entre ces monômes. Les algorithmes de détection de
relations entières comme PSLQ [BF91] permettent de trouver des
combinaisons linéaires « petites » de certains nombres réels calculés
avec une précision suffisante. Ils peuvent être utilisés de deux ma-
nières :

(1) pour découvrir des relations entre ces nombres, qu’on peut en-
suite essayer de démontrer mathématiquement (par exemple, trouver
le polynôme minimal d’un nombre algébrique calculé avec une préci-
sion suffisante) ;
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(2) pour se convaincre de l’inexistence de relations en donnant des
bornes inférieures sur la taille (degré et valeur absolue des coefficients)
de relations potentielles entre ces nombres.
On trouvera une application de cette dernière stratégie au test de
la transcendance de ζ(3) dans [BF89]. Nous verrons plus loin que
la conjecture 2.1 est impliquée par une conjecture très générale, la
conjecture des périodes de Grothendieck, ce qui constitue une autre
source, cette fois plus théorique, de certitude.

3. L’algèbre des valeurs zêta multiples

3.1. Des valeurs zêta simples aux valeurs zêta multiples
La conjecture 2.1 traite de relations algébriques entre valeurs zêta

simples et nécessite donc de considérer des produits de tels nombres.
On remarque alors que ces produits peuvent s’exprimer comme des
combinaisons linéaires de valeurs zêta multiples, par exemple :

(3.1) ζ(m)ζ(n) = ζ(m,n) + ζ(n,m) + ζ(m+ n).

Cette égalité se prouve aisément en décomposant le domaine de som-
mation :

(3.2)
( ∞∑

k=1

1

km

)( ∞∑
ℓ=1

1

ℓn

)
=

( ∑
1⩽k<ℓ

+
∑

1⩽ℓ<k

+
∑

1⩽k=ℓ

)
1

kmℓn
·

Ce calcul montre que l’étude des relations algébriques entre valeurs
zêta simples est contenue dans l’étude de relations linéaires entre
valeurs zêta multiples. Autre observation importante : le membre de
droite de (3.1) fait intervenir trois valeurs zêta multiples dont les
indices somment à m+ n. Cela justifie la définition suivante :

Définition 3.1. Le poids d’une valeur zêta multiple (1.1) est la somme
des indices n1 + · · ·+ nr.

Le calcul (3.1) a la généralisation suivante qu’on conseille au lecteur
de prouver en anticipant le paragraphe 4 :

Proposition 3.2. Le produit de deux valeurs zêta multiples de poids m

et n peut s’écrire comme une combinaison Z-linéaire de valeurs zêta
multiples de poids m+ n.
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Les 2n−2 valeurs zêta multiples de poids n ne sont pas linéairement
indépendantes sur Q, comme le montre l’égalité des deux valeurs zêta
multiples de poids 3, déjà connue d’Euler :

ζ(1, 2) = ζ(3).

De même, les quatre valeurs zêta multiples de poids 4 sont colinéaires
sur Q :

ζ(1, 1, 2) = ζ(4) , ζ(1, 3) =
1

4
ζ(4) , ζ(2, 2) =

3

4
ζ(4).

Nous verrons au paragraphe 4 une manière systématique de produire
des relations linéaires entre valeurs zêta multiples. Contentons-nous
pour l’instant d’estimer le nombre de relations entre valeurs zêta mul-
tiples d’un poids donné. Pour cela, introduisons le sous-Q-espace vec-
toriel Zn ⊂ R engendré par les valeurs zêta multiples de poids n.
Il est commode de poser ζ( ) = 1 dans le cas r = n = 0, de sorte
que Z0 = Q. Soit Z le sous-Q-espace vectoriel de R engendré par
toutes les valeurs zêta multiples ; c’est la somme des Zn pour n ⩾ 0.
La proposition 3.2 implique que Z est une sous-Q-algèbre de R.

Définition 3.3. On appelle Z l’algèbre des valeurs zêta multiples.

C’est la structure de cette algèbre qu’on souhaite étudier afin
d’organiser les constantes mathématiques fondamentales que sont
les valeurs zêta multiples.

3.2. Dimensions des espaces de valeurs zêta multiples
En calculant des approximations suffisamment précises de toutes

les valeurs zêta multiples de poids ⩽ 12 et en s’appuyant sur un
algorithme de détection de relations entières, Zagier est arrivé à la
conjecture suivante :

Conjecture 3.4 (Zagier [Zag94]).

(1) On a une décomposition en somme directe :

Z =
⊕
n⩾0
Zn.
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Dit autrement, Z est graduée par le poids : il n’y a pas de relations
Q-linéaires non triviales entre valeurs zêta multiples de poids diffé-
rents.

(2) On a pour tout entier n :

dimQ(Zn) = dn,

où (dn) est la suite définie par récurrence par{
d0 = 1 , d1 = 0 , d2 = 1 ;

dn = dn−2 + dn−3 (n ⩾ 3).

La suite (dn) est une variante « cubique » de la suite de Fibonacci
et a un comportement asymptotique donné par dn ∼ Cαn, où C

est une constante et α ≃ 1, 3247 est la racine réelle du polynôme
caractéristique X3 −X − 1. Elle est donc bien inférieure au nombre
2n−2 de valeurs zêta multiples en poids n, ce qui suggère un grand
nombre de relations linéaires entre valeurs zêta multiples d’un poids
donné.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

dn 1 0 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16

2n−2 − − 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

L’égalité dimQ(Zn) = dn n’est connue que pour n ⩽ 4. Pour n = 5

on peut prouver (par exemple en utilisant les relations de double
mélange présentées au paragraphe 4) que les 8 valeurs zêta mul-
tiples de poids 5 sont toutes des combinaisons Q-linéaires de ζ(2, 3) et
ζ(3, 2). On ne sait cependant pas si le quotient de ces deux nombres
est irrationnel.

Un autre enseignement de ces calculs expérimentaux est qu’il y
a conjecturalement bien plus dans l’algèbre des valeurs zêta mul-
tiples que des polynômes en les valeurs zêta simples ζ(n), qui ne
contribuent au comptage des dimensions que par un facteur sous-
exponentiel. La première occurrence d’une valeur zêta multiple qui
ne s’exprime pas conjecturalement en fonction de valeurs zêta simples
est en poids 8 : l’expérimentation suggère par exemple que ζ(3, 5) et
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ζ(5, 3) ne sont pas des combinaisons Q-linéaires de ζ(2)3, ζ(3)2 et
ζ(3)ζ(5) — même si leur somme l’est par (3.1).

La borne supérieure dans la conjecture 3.4 a été prouvée indépen-
damment par Goncharov et Terasoma :

Théorème 3.5 (Goncharov [Gon01c], Terasoma [Ter02])
On a pour tout entier n :

dimQ(Zn) ⩽ dn.

De manière surprenante, la preuve de ce résultat ne consiste pas
à produire suffisamment de relations Q-linéaires entre valeurs zêta
multiples, et ignore même complètement l’existence de familles remar-
quables de telles relations ! Elle s’appuie plutôt sur des idées venant
de la géométrie algébrique et que nous introduirons dans la suite de
ce texte, voir le paragraphe 3.4.

La conjecture suivante, due à Hoffman, propose une base conjec-
turale de l’espace des valeurs zêta multiples.

Conjecture 3.6 (Hoffman [Hof97])
Les valeurs zêta multiples ζ(n1, . . . , nr) avec ni ∈ {2, 3} forment

une base du Q-espace vectoriel Z.

Elle implique la formule de dimension de Zagier (conjecture 3.4)
puisque dn est le nombre de mots (n1, . . . , nr) de longueur quelconque
formés de 2 et de 3 et satisfaisant à n1 + · · · + nr = n. Brown a
montré que les « valeurs zêta multiples de Hoffman » (celles dont les
arguments sont des 2 et des 3) engendrent l’espace des valeurs zêta
multiples :

Théorème 3.7 (Brown [Bro12a])
Les valeurs zêta multiples ζ(n1, . . . , nr) avec ni ∈ {2, 3} engen-

drent le Q-espace vectoriel Z.

À l’instar du théorème 3.5 de Goncharov et Terasoma, ce résultat
est prouvé par des techniques sophistiquées issues de la géométrie
algébrique. Remarquons que le théorème de Brown n’est pas effectif :
il ne donne pas de formule, ni même d’algorithme, pour écrire une
valeur zêta multiple comme combinaison Q-linéaire des valeurs zêta
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multiples de Hoffman. Cependant, les coefficients de telles combinai-
sons linéaires sont « petits » en pratique et peuvent être découverts
expérimentalement. Mieux, la preuve du théorème de Brown permet
de découvrir ces coefficients « un par un » en quelque sorte, c’est-à-
dire en reconnaissant à chaque étape un seul nombre rationnel connu
avec une grande précision. Ce théorème est donc effectif « en pra-
tique » et donne un outil pour écrire les valeurs zêta multiples dans
la base de Hoffman, ou dans toute autre base (voir [Bro12b]).

3.3. La structure de l’algèbre des valeurs zêta multiples
La structure d’algèbre de Z est conjecturalement très simple. Intro-

duisons des symboles formels fn pour n ⩾ 3 impair et l’espace

A = Q⟨f3, f5, f7, f9, . . . ⟩

des polynômes non commutatifs en ces symboles, dont une base est
donné par les mots dans l’alphabet {f3, f5, f7, f9, . . . }. On définit
sur A le produit de mélange qui consiste comme son nom l’indi-
que à mélanger les mots comme deux paquets de cartes, en gardant
l’ordre des lettres dans chaque mot(3). Par exemple : f3 (f5f7) =

f3f5f7 + f5f3f7 + f5f7f3. La formule générale est :

(3.3) (fi1 · · · fir) (fir+1 · · · fir+s) =
∑

σ∈ (r,s)

fiσ−1(1)
· · · fiσ−1(r+s)

,

où (r, s) est l’ensemble des permutations σ ∈ Sr+s qui sont stricte-
ment croissantes sur les r premiers indices et les s derniers indices.
Ce produit fait de l’espace A une algèbre commutative [Reu93]. Enfin,
on introduit un nouveau symbole formel f2 et on considère l’algèbre

F = A[f2]

des polynômes en f2 avec coefficients dans l’algèbre de mélange A.
Une base de F est donnée par les monômes fk

2 fi1 · · · fir avec les ij ⩾ 3

impairs. On introduit un degré sur F en décrétant qu’un symbole fn
a degré n pour n = 2 ou n ⩾ 3 impair. Cela fait de F une algèbre
graduée.

(3)En anglais, mélange se dit shuffle, d’où le choix de la lettre de l’alphabet
cyrillique, qui se prononce sha.
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Conjecture 3.8. L’algèbre Z est graduée par le poids et on a un iso-
morphisme d’algèbres graduées :

Z ≃ F .

Un isomorphisme prédit par la conjecture n’a pas de raison d’être
unique, mais il est naturel de le normaliser afin que ζ(n) corresponde
au symbole fn. Notons que cette conjecture implique la conjecture 3.4
de Zagier puisque le nombre de monômes de poids n dans F est
exactement dn. En effet, la série génératrice correspondante est∑
n⩾0

dimQ(Fn) t
n =

1

1− t2
1

1− (t3 + t5 + t7 + t9 + · · · )
=

1

1− t2 − t3
,

où l’on reconnaît la série génératrice de la suite (dn).
La conjecture 3.8 pourrait faire croire à une base « simple » de

l’algèbre des valeurs zêta multiples, qui correspondrait à la base des
monômes de F et serait donnée par les

ζ(2)k ζ(i1, . . . , ir)

avec les ij ⩾ 3 impairs. Mais ces éléments ne sont pas linéairement
indépendants, comme le montre la relation suivante en poids 12 :

28 ζ(3, 9) + 150 ζ(5, 7) + 168 ζ(7, 5) =
5197

691
ζ(12) =

332 608

875 875
ζ(2)6.

Cette relation est la première d’une famille infinie de relations décou-
verte par Gangl-Kaneko-Zagier et indexée par les formes modulaires
cuspidales pour le groupe modulaire SL2(Z) [GKZ06].

3.4. Valeurs zêta multiples motiviques et théorie de Galois
Un des ingrédients principaux dans les preuves des théorèmes 3.5

et 3.7 est la notion de valeur zêta multiple motivique que nous décri-
vons dès maintenant afin d’éclairer les liens entre les conjectures et
les résultats dont il a été question jusqu’ici — pour plus de détails,
voir les paragraphes 5, 6, 7. Les valeurs zêta multiples motiviques
sont des éléments

ζmot(n1, . . . , nr) ∈ Pmot
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d’une Q-algèbre Pmot dont les éléments sont appelés périodes moti-
viques. Cette algèbre n’est pas constituée de nombres à proprement
parler mais possède un morphisme de Q-algèbres

per : Pmot −→ C,

appelé le morphisme de période, qui est tel que
per(ζmot(n1, . . . , nr)) = ζ(n1, . . . , nr).

Les valeurs zêta multiples motiviques sont donc vues comme un relè-
vement des valeurs zêta multiples « ordinaires ». Une conjecture cen-
trale, due à Grothendieck, veut que ces deux versions contiennent
exactement la même information :

Conjecture 3.9 (Conjecture des périodes, cas particulier)
Le morphisme per est injectif.

Cette conjecture affirme que toute relation algébrique entre valeurs
zêta multiples est aussi satisfaite par les valeurs zêta multiples moti-
viques : il ne devrait donc pas y avoir de différence entre l’algèbre Z et
la sous-algèbre Zmot ⊂ Pmot engendrée par les valeurs zêta multiples
motiviques. Une grande force des idées motiviques est que contraire-
ment à Z, on sait dire beaucoup de choses sur la structure de Zmot :

(a) L’algèbre Pmot et sa sous-algèbre Zmot sont naturellement gra-
duées et ζmot(n1, . . . , nr) est dans la partie homogène de degré n =

n1 + · · ·+ nr.
(b) On a un isomorphisme d’algèbres graduées Pmot ≃ F , qui peut

être choisi de telle sorte à faire correspondre ζmot(n) avec fn pour
n = 2 ou n ⩾ 3 impair.

La partie (a) implique que la deuxième partie de la conjecture 3.4
de Zagier est connue pour les valeurs zêta multiples motiviques.
La partie (b) prouve le théorème 3.5 de Goncharov et Terasoma
grâce aux d’inégalités :

dimQ(Zn) ⩽ dimQ(Zmot
n ) ⩽ dimQ(Pmot

n ) = dimQ(Fn) = dn.

Inspiré par la conjecture 3.6 de Hoffman, Brown prouve :

Théorème 3.10 (Brown [Bro12a]). Les valeurs zêta multiples moti-
viques ζmot(n1, . . . , nr) avec ni ∈ {2, 3} sont linéairement indépen-
dantes dans Pmot.
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Un argument de dimension montre alors que les valeurs zêta mul-
tiples motiviques de Hoffman forment une base de Zmot = Pmot.
En appliquant le morphisme de période on obtient donc le théo-
rème 3.7. De plus, l’algèbre graduée Zmot est isomorphe à l’algèbre
abstraite F et il résulte que la conjecture 3.4 de Zagier, la conjec-
ture 3.6 de Hoffman et la conjecture 3.8 sur la structure de l’al-
gèbre Z sont toutes les trois satisfaites au niveau des valeurs zêta
multiples motiviques. Elles sont donc logiquement équivalentes à la
conjecture 3.9 des périodes, qui affirme que le morphisme des périodes
induit un isomorphisme

Zmot ?≃ Z.

Notons au passage que la conjecture des périodes implique la conjec-
ture 2.1 sur les valeurs zêta impaires puisque celle-ci est vraie pour
les valeurs zêta motiviques (en effet, dans l’algèbre F , les éléments
f2, f3, f5, f7, etc. sont algébriquement indépendants).

La preuve du théorème 3.10 utilise une structure fine de l’algèbre
des valeurs zêta multiples motiviques :

(c) Il existe une action très riche d’un groupe, le groupe de Galois
motivique, sur l’algèbre Pmot, dont l’effet sur les valeurs zêta multiples
motiviques ζmot(n1, . . . , nr) peut être calculé explicitement.

Cet ingrédient doit être vu comme une théorie de Galois des valeurs
zêta multiples motiviques, qui est analogue à la théorie de Galois
classique des nombres algébriques, où les groupes de Galois finis sont
remplacés par des groupes de matrices sur Q. La différence est que le
groupe de Galois motivique n’agit pas sur l’algèbre des valeurs zêta
multiples Z mais sur sa variante motivique Zmot — qui est la même
chose si on croit à la conjecture 3.9. Il s’agit d’une instance de l’idée
générale d’une théorie de Galois des périodes, développée par André
[And09, And17] d’après la philosophie des motifs de Grothendieck.

4. Relations de double mélange

Comme promis, nous décrivons ici une manière systématique
et combinatoirement très riche de produire des relations linéaires
(conjecturalement toutes les relations linéaires) entre valeurs zêta
multiples.
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4.1. Produit de quasi-mélange
Commençons par expliciter la structure combinatoire derrière le

calcul du produit (3.1) et la proposition 3.2. On considère sur l’espace

Y = Q⟨y1, y2, y3, . . . ⟩

des polynômes non commutatifs en une infinité de variables for-
melles yi un produit ∗, dit produit de quasi-mélange, qui satisfait à
α ∗ 1 = 1 ∗ α = α pour tout monôme α, et la formule de récurrence
(sur le degré des monômes) :

(α ym) ∗ (β yn) = ((α ym) ∗ β) yn + (α ∗ (β yn)) ym + (α ∗ β) ym+n,

où α et β sont des monômes. Par exemple, on vérifie qu’on a la formule
suivante, censée rappeler (3.1) :

ym ∗ yn = ymyn + ynym + ym+n.

Le produit ∗ consiste donc à mélanger les mots comme dans le produit
de mélange de la section précédente, puis à fusionner certaines paires
de lettres consécutives en ajoutant leurs indices(4). Il fait de Y une
Q-algèbre commutative, appelée algèbre de quasi-mélange, introduite
par Hoffman [Hof00].

Associons un monôme dans Y à un multi-indice par la correspon-
dance :

n = (n1, . . . , nr) ←→ Yn = yn1 · · · ynr .

Appelons n ou Yn convergent si r = 0 ou nr ⩾ 2. Les monômes
convergents forment une base d’une sous-algèbre Y0 ⊂ Y. Écrivons
les coefficients du produit de quasi-mélange dans cette base sous la
forme :

Ym ∗ Yn =
∑
p

v
p
m,n Yp (v

p
m,n ∈ N).

(4)Dans la littérature anglo-saxonne on trouve parfois l’expression stuffle pour
le produit de quasi-mélange, qui est un mot-valise formé sur shuffle (mélange) et
stuff (choses) : le quasi-mélange, c’est « le mélange, plus des choses ».
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Proposition 4.1. On a la formule de produit de quasi-mélange des
valeurs zêta multiples, pour m et n convergents :

ζ(m)ζ(n) =
∑
p

v
p
m,n ζ(p).

Démonstration. La preuve de cette formule consiste à remarquer que
le découpage du domaine de sommation dans un produit de séries
multiples du type (1.1) est précisément modélisé par le produit de
quasi-mélange, comme dans le cas particulier (3.2). □

Dit autrement, l’application Yn 7→ ζ(n) définit un morphisme
d’algèbres de (Y0, ∗) vers R. On peut montrer qu’il existe une
unique manière de l’étendre en un morphisme sur l’algèbre (Y, ∗)
tout entière qui s’annule sur y1 (cela revient à poser ζ(1) = 0). Ce
processus s’appelle la régularisation de quasi-mélange des valeurs
zêta multiples.

4.2. Une formule intégrale pour les valeurs zêta multiples
Si les valeurs zêta multiples sont définies comme des sommes de

séries multiples (1.1), il est avantageux de les interpréter comme des
valeurs d’intégrales multiples. Pour cela introduisons deux formes dif-
férentielles :

ω0(x) =
dx

x
et ω1(x) =

dx

1− x
·

À un mot (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n on associe l’intégrale itérée :

(4.1) I(a1, . . . , an) =

∫
∆n

ωa1(t1) · · ·ωan(tn),

où ∆n = {0 ⩽ t1 ⩽ · · · ⩽ tn ⩽ 1} est le simplexe standard de
dimension n. On remarque que l’intégrale (4.1) converge exactement
quand a1 ̸= 0 et an ̸= 1. La proposition suivante est attribuée à
Kontsevich, où l’on utilise la notation {0}r pour une suite de r zéros
consécutifs.

Proposition 4.2. On a

ζ(n1, . . . , nr) = I(1, {0}n1−1, . . . , 1, {0}nr−1).
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Démonstration. On fait apparaître des séries géométriques dans l’in-
tégrale itérée par le développement :

ω1(t) =
∑
n⩾0

tn dt,

puis on échange les sommes et les intégrales, et on calcule les inté-
grales dans l’ordre croissant des indices. Par exemple :

I(1, 0) =

∫∫
0⩽x⩽y⩽1

dx

1− x

dy

y
=

∑
k⩾0

∫ 1

0

(∫ y

0
xkdx

)
dy

y

=
∑
k⩾0

1

k + 1

∫ 1

0
yk+1dy

y
=

∑
k⩾0

1

(k + 1)2
=

∞∑
k=1

1

k2
= ζ(2). □

Cette proposition montre que les valeurs zêta multiples sont des
périodes au sens de Kontsevich-Zagier :

Définition 4.3 (Kontsevich-Zagier [KZ01]). Une période (effective) est
un nombre complexe dont les parties réelle et imaginaire peuvent
s’écrire comme des intégrales absolument convergentes de fractions
rationnelles sur Q sur des domaines de Rn définis par des inégalités
entre polynômes sur Q.

Nous renvoyons le lecteur au texte de Javier Fresán dans ce volume
pour une discussion de la notion de période.

Les valeurs zêta multiples ont d’autres représentations intégrales
utiles : par exemple, le changement de variables ti = xi · · ·xn, pour
i = 1, . . . , n, permet d’écrire une intégrale itérée (4.1) comme une
intégrale sur l’hypercube [0, 1]n, sur le modèle de :

ζ(2) =

∫∫
[0,1]2

dx dy

1− xy
·

4.3. Produit de mélange
Les intégrales itérées (4.1) ont une structure multiplicative remar-

quable. Nous la modélisons de manière parallèle au produit de quasi-
mélange en introduisant l’espace

X = Q⟨x0, x1⟩
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des polynômes non commutatifs en deux variables x0, x1. Le produit
de mélange sur X a déjà été introduit plus haut dans un autre
contexte (3.3), et fait de X une Q-algèbre commutative. Par exemple,
on a :

(4.2) x1x0 x1x0 = 2x1x0x1x0 + 4x1x1x0x0.

Inspirés par la proposition 4.2, associons un monôme dans X à un
multi-indice par la correspondance :

n = (n1, . . . , nr) ←→ Xn = x1x
n1−1
0 · · ·x1xnr−1

0 .

Les monômes Xn pour n convergent forment une base d’une sous-
algèbre X0 ⊂ X . Écrivons les coefficients du produit de mélange dans
cette base sous la forme :

Xm Xn =
∑
p

u
p
m,nXp,

où les coefficients u
p
m,n sont des entiers naturels.

Proposition 4.4. On a la formule de produit de mélange des valeurs
zêta multiples, pour m et n convergents :

ζ(m)ζ(n) =
∑
p

u
p
m,n ζ(p).

Démonstration. On écrit les valeurs zêta multiples comme des inté-
grales itérées (proposition 4.2) et on utilise le théorème de Fubini
pour calculer un produit de telles intégrales :

I(a1, . . . , ar) I(ar+1, . . . , ar+s) =

∫
∆r×∆s

ωa1(t1) · · ·ωar+s(tr+s).

Le produit de simplexes ∆r ×∆s est le polytope de Rr+s défini par
les inégalités 0 ⩽ t1 ⩽ · · · ⩽ tr ⩽ 1 et 0 ⩽ tr+1 ⩽ · · · ⩽ tr+s ⩽ 1.
Il peut donc être triangulé par des simplexes

0 ⩽ tσ(1) ⩽ · · · ⩽ tσ(r+s) ⩽ 1,

où σ ∈ Sr+s est une permutation qui est strictement croissante sur
les r premiers indices et sur les s derniers indices, c’est-à-dire un
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élément de (r, s). Comme ces simplexes s’intersectent le long de
sous-ensembles de mesure nulle, l’intégrale se décompose en

I(a1, . . . , ar) I(ar+1, . . . , ar+s) =
∑

σ∈ (r,s)

I(aσ−1(1), . . . , aσ−1(r+s)),

ce qui correspond bien au produit shuffle des monômes Xn. □

Dit autrement, l’application Xn 7→ ζ(n) définit un morphisme d’al-
gèbres de (X0, ) vers R. On peut montrer qu’il existe une unique ma-
nière de l’étendre en un morphisme sur l’algèbre (X , ) tout entière
qui s’annule en x0 et x1 (cela revient à poser ζ(1) = 0). Ce processus
s’appelle la régularisation de mélange des valeurs zêta multiples.

4.4. Relations de double mélange
La comparaison des deux manières de calculer le produit de deux

valeurs zêta multiples (propositions 4.1 et 4.4) donne lieu à des rela-
tions linéaires :

Proposition 4.5. Si m et n sont des multi-indices convergents on a
l’égalité :

(4.3)
∑
p

(u
p
m,n − v

p
m,n) ζ(p) = 0.

Ces relations, dites relations de double mélange, sont en général non
triviales ; par exemple, pour m = n = (2), l’égalité entre le produit
de mélange (4.2) et le produit de quasi-mélange (3.1) donne :

4 ζ(1, 3) = ζ(4).

Si m = (1) et n est un multi-indice convergent, le lecteur remar-
quera que le membre de gauche de (4.3) ne fait intervenir que des
multi-indices convergents (les deux occurrences de la valeur zêta mul-
tiple divergente ζ(n, 1) se compensent), et on peut montrer que la
relation correspondante est bien satisfaite. Dans le cas n = (2) on
retrouve l’égalité ζ(1, 2) = ζ(3). (Celle-ci peut aussi se déduire de la
représentation de ζ(3) comme intégrale itérée en dimension 3 et du
changement de variable ti ↔ 1− ti dans l’intégrale.) Ces relations de
double mélange qui font intervenir des multi-indices potentiellement
divergents s’appellent relations de double mélange étendu et ont été
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introduites et étudiées par Ihara-Kaneko-Zagier [IKZ06]. On conjec-
ture qu’elles contiennent toute l’information sur les relations linéaires
entre valeurs zêta multiples :

Conjecture 4.6. Les relations de double mélange étendu engendrent
toutes les relations Q-linéaires entre valeurs zêta multiples.

Comme les relations de double mélange sont satisfaites par les
valeurs zêta multiples motiviques, cette conjecture implique la conjec-
ture des périodes (conjecture 3.9). On ne connaît cependant pas de
preuve élémentaire du fait qu’elle implique la formule de dimension
de Zagier (conjecture 3.4). La compatibilité entre la conjecture 4.6 et
les conjectures du paragraphe 3 a été vérifiée expérimentalement en
bas poids (voir par exemple [HJPO99] et [BBV10]).

5. Périodes, cohomologie, motifs

Ce paragraphe constitue un aparté introductif aux idées nécessaires
pour comprendre la notion de valeur zêta multiple motivique. Nous
renvoyons le lecteur à l’exposé de Javier Fresán dans ce volume pour
plus de détails sur ces idées.

5.1. Logarithme complexe, intégrales elliptiques, et périodes
C’est un fait classique qu’il n’existe pas de fonction logarithme

complexe, c’est-à-dire que l’équation différentielle

f ′(z) =
1

z

n’a pas de solution dans l’espace des fonctions holomorphes f :C∗→C.
La preuve consiste à calculer une intégrale le long du chemin γ :

[0, 1]→ C∗ parcourant le cercle unité dans le sens positif, c’est-à-dire
donné par γ(t) = exp(2iπt) :

(5.1)
∫
γ

dz

z
=

∫ 1

0

γ′(t) dt

γ(t)
=

∫ 1

0
2iπ dt = 2iπ.
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Or le théorème de Stokes implique que l’intégrale d’une dérivée le
long du chemin fermé γ doit s’annuler :∫

γ
f ′(z) dz =

∫ 1

0
f ′(γ(t))γ′(t) dt =

∫ 1

0
d(f(γ(t)))

= f(γ(1))− f(γ(0)) = 0.

Dit autrement, la formule

log(z) =

∫ z

1

dx

x

définit une fonction holomorphe multivaluée de la variable complexe
z ∈ C∗, dont la valeur dépend du choix de chemin d’intégration
entre 1 et z ; si on change le chemin en ajoutant un tour de 0 dans le
sens positif, on rajoute 2iπ à la valeur de la fonction.

La théorie des résidus de Cauchy explique que ce phénomène est la
seule obstruction au calcul de primitives de fonctions méromorphes
avec singularité en z = 0. Parallèlement, la théorie des résidus est un
énoncé sur la topologie de C∗ : un lacet (chemin continu fermé) tracé
dans C∗ est contractile (c’est-à-dire peut être continûment contracté
sur un point) si et seulement si l’intégrale de dz/z sur ce chemin
est nulle : le cercle unité représente donc la seule obstruction à la
déformation de lacets tracés dans C∗. Remarquons que le nombre 2iπ

qui apparaît dans la comparaison entre ces deux notions d’obstruction
via la formule (5.1) est une période au sens de la définition 4.3. C’est
aussi la période, au sens usuel, de la fonction exponentielle complexe,
ce qui est une autre manière d’exprimer l’obstruction à l’existence
d’un logarithme complexe.

Des considérations analogues sont au coeur de la théorie des inté-
grales elliptiques(5), de la forme

F (z) =

∫ z

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

,

où k est une constante. Elles apparaissent au xviiie siècle dans le
calcul de la période du pendule simple, ou encore dans le calcul du
périmètre des ellipses (d’où elles tirent leur nom). On les interprète

(5)Il s’agit ici d’intégrales elliptiques dites de première espèce.
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de manière moderne comme des intégrales sur la courbe elliptique(6)

E = {(x, y) ∈ C2 | y2 = (1− x2)(1− k2x2)}.

La fonction F (z) est alors une fonction multivaluée sur E, car elle
dépend du choix d’un chemin d’intégration. Comme une courbe ellip-
tique s’identifie topologiquement à la surface d’un tore, il y a à défor-
mation près deux contours d’intégration fermés indépendants γ1 et γ2
sur E. Les intégrales de la forme différentielle dx/y le long de γ1
et γ2 s’appellent les périodes de E jouent le même rôle que 2iπ dans
la théorie des résidus. (Ce sont des périodes, au sens usuel, de la
réciproque de F (z), qu’on appelle une fonction elliptique et qui joue
le même rôle que la fonction exponentielle au paragraphe précédent.
C’est dans ce contexte que s’est cristallisée l’utilisation du terme de
« période » au sens plus général de la définition 4.3.)

5.2. Cohomologie et périodes
Les discussions du paragraphe précédent s’interprètent dans le lan-

gage moderne comme une comparaison entre deux théories d’obstruc-
tion associées à une variété algébrique X définie par des équations
polynomiales à coefficients dans un sous-corps K ⊂ C. Dans le cas de
la théorie des résidus, X = C∗ correspond aux solutions de l’équation
xy = 1 dans C2 et on peut prendre K = Q. Dans le cas des inté-
grales elliptiques, X = E et K est un sous-corps de C qui contient le
paramètre k2.

(1) D’une part on peut mesurer l’obstruction analytique à calculer
des primitives de formes différentielles sur X, mesurée par des groupes
de cohomologie de de Rham Hn

dR(X), où n est le degré des formes
différentielles. Une découverte importante de Grothendieck est que
toutes ces obstructions viennent de formes différentielles algébriques :
les groupes de cohomologie de de Rham sont donc des espaces vecto-
riels définis sur le corps K [Gro66].

(2) D’autre part on peut mesurer l’obstruction topologique à
déformer des domaines tracées continûment sur X, mesurée par des

(6)Le lecteur avisé notera qu’il s’agit en fait d’une courbe elliptique privée du
point à l’infini, qui apparaît en compactifiant E dans le plan projectif P2(C).
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groupes de cohomologie de Betti (ou singulière) Hn
B(X), où n est la

dimension des domaines. Ce sont des espaces vectoriels définis sur Q.
La comparaison entre ces deux théories se fait par intégration des
formes différentielles sur les domaines et donne lieu à l’isomorphisme
suivant qui combine l’isomorphisme de de Rham [DR31] et la com-
paraison, établie par Grothendieck, entre cohomologie de de Rham
analytique et algébrique :

(5.2)
∫

: Hn
dR(X)⊗K C ≃−→ Hn

B(X)⊗Q C.

On l’appelle l’isomorphisme des périodes et une matrice correspon-
dante (relative à une K-base de Hn

dR(X) et une Q-base de Hn
B(X))

une matrice des périodes. Ses coefficients sont certaines intégrales de
formes différentielles algébriques sur des domaines tracés sur X et
sont des périodes au sens de la définition 4.3 si K est un corps de
nombres (une extension finie de Q). Réciproquement, on peut montrer
que si on s’autorise à considérer des groupes de cohomologie relative
associés à des paires de variétés (X,Y ), toute période au sens de la
définition 4.3 apparaît dans une matrice des périodes pour une paire
définie sur un corps de nombres [HMS17].

Les exemples étudiés au paragraphe précédent concernent des inté-
grales le long de chemins, c’est-à-dire le cas n = 1. La théorie des
résidus nous apprend que les groupes de cohomologie H1

dR/B(C
∗)

sont de dimension 1. La matrice des périodes contient la constante∫
γ dz/z = 2iπ. Dans le cas d’une courbe elliptique, les groupes de

cohomologie H1
dR/B(E) sont de dimension 2. La matrice des périodes

contient notamment les intégrales de dx/y le long des chemins γ1
et γ2

(7).

5.3. La philosophie des motifs
L’isomorphisme des périodes (5.2) est un phénomène intriguant

puisqu’il fait le lien entre deux notions d’obstruction a priori très

(7)Elle contient aussi deux autres périodes appelées intégrales elliptiques de
seconde espèce, ou quasi-périodes de E.
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différentes. D’autres théories cohomologiques, mesurant d’autres obs-
tructions encore, ont été définies au cours du xxe siècle et s’avèrent
être toutes comparables entre elles au sens où elles sont reliées par
des isomorphismes canoniques sur le modèle de (5.2). La cohomolo-
gie étale, qui joue un rôle important dans la preuve des conjectures
de Weil par Grothendieck et Deligne, en est un exemple important
[Wei49, Gro68, Del74, Del80]. Dans ce cas, la comparaison avec la
cohomologie singulière permet de relier le comptage des solutions à
un système d’équations polynomiales sur des corps finis à la topologie
de la variété complexe correspondante.

Ces « coïncidences » ont poussé Grothendieck à considérer la pos-
sibilité que les différentes cohomologies associées à une variété algé-
brique X n’étaient que des « projections » d’un objet plus primitif,
le motif de X. Contrairement à la cohomologie, ce motif n’est pas un
objet algébrique comme un espace vectoriel, mais se manipule essen-
tiellement de la même manière (par exemple, on peut parler de noyau
ou d’image d’un morphisme entre motifs, prendre des produits car-
tésiens ou tensoriels, etc.)(8). Les différentes théories de cohomologie
sont alors vues comme des opérateurs(9) qui permettent d’associer un
espace vectoriel à un motif, par exemple

M 7−→MdR et M 7−→MB

pour la cohomologie de de Rham et la cohomologie de Betti. Une dis-
tinction fondamentale est qu’un morphisme entre motifs est toujours
« d’origine géométrique » (par exemple induit par un morphisme entre
variétés algébriques, ou plus généralement par des cycles algébriques).

La mise en place de la théorie des motifs rêvée par Grothendieck
a occupé les mathématiciens depuis maintenant un demi-siècle et les
outils et techniques qu’ils ont mis en place à cette fin ont indéniable-
ment bouleversé la géométrie algébrique et arithmétique. La théorie
des valeurs zêta multiples motiviques dont il est question ici n’en est
qu’une des nombreuses manifestations. Il y a plusieurs approches à la

(8)Les motifs sont, selon l’idée de Grothendieck, des objets d’une catégorie
tannakienne.

(9)Ces opérateurs sont appelées des foncteurs de réalisation.
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théorie des motifs et nous renvoyons le lecteur aux livres [And04] et
[HMS17] pour plus de détails sur les développements récents. Dans la
suite de ce texte, nous nous affranchirons de ces difficultés en suppo-
sant fixée une théorie des motifs avec les propriétés attendues. Nous
serons particulièrement intéressés par la famille de motifs qui s’ob-
tiennent (en un sens précis) à partir du motif correspondant au groupe
de cohomologie H1(C∗), qui est noté Q(−1) et est appelé le motif de
Lefschetz. Ces motifs sont dits de Tate mixtes et constituent une par-
tie minuscule, mais déjà extrêmement riche, de la théorie des motifs.

5.4. Périodes motiviques
On peut maintenant donner une définition (à faible degré d’impré-

cision) d’une période motivique :

Définition 5.1. Une période motivique est un triplet (M,φ, ω) avec
• M un motif,
• ω ∈MdR un élément de sa réalisation de de Rham et
• φ ∈M∨

B une forme linéaire sur sa réalisation de Betti.
On considère que deux périodes motiviques (M,φ, ω) et (M ′, φ′, ω′)

sont égales s’il existe un morphisme de motifs f : M → M ′ tel que
fdR(ω) = ω′ et f∨

B(φ
′) = φ.

La période associée à (M,φ, ω) est le nombre complexe

per(M,φ, ω) = ⟨φ,
∫

ω⟩,

où
∫

est l’isomorphisme de comparaison (5.2).

Les périodes motiviques forment une algèbre(10) P̃mot et on a alors
un morphisme d’algèbres, appelée le morphisme de période :
(5.3) per : P̃mot −→ C.

En pratique, M est le motif d’une variété X (ou plus généralement
d’une paire de variétés), ω est la classe d’une forme différentielle algé-
brique sur X et φ est la classe d’un domaine tracé sur X. La période
correspondante est alors tout simplement l’intégrale de ω sur φ. Il est

(10)On utilise ici un symbole tilde pour éviter la confusion avec l’algèbre Pmot

définie plus haut dans ce texte, qui est une sous-algèbre de P̃mot.
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donc aisé de construire des périodes motiviques correspondant à des
périodes concrètes données, comme 2iπ ou les intégrales elliptiques
étudiées plus haut. Par exemple, la version motivique de 2iπ est

(2iπ)mot = (Q(−1), [γ], [dx/x]).

Une classe de morphismes entre motifs est donnée par les morphismes
entre variétés algébriques, auquel cas l’égalité entre périodes moti-
viques prévue par la définition est une version abstraite de la formule
de changement de variables du calcul intégral.

Une première intuition est donc qu’une période motivique est
l’ingrédient géométrique derrière une période. Une distinction fonda-
mentale est que par définition, les relations entre périodes motiviques
sont toutes de nature géométrique car contrôlées par des morphismes
entre motifs. La conjecture des périodes de Grothendieck affirme que
c’est aussi le cas pour les périodes :

Conjecture 5.2 (Conjecture des périodes de Grothendieck, cas général)
Le morphisme de période (5.3) est injectif.

C’est une conjecture très forte : elle affirme essentiellement que
toute relation algébrique entre périodes peut être démontrée en n’uti-
lisant que des outils algébriques. Dit autrement, il ne devrait faire
aucune différence de travailler avec les périodes ou leurs versions mo-
tiviques. La conjecture 5.2 est du même goût que la conjecture plus
explicite suivante(11) :

Conjecture 5.3 (Conjecture de Kontsevich-Zagier, [KZ01])
Toutes les relations linéaires entre périodes sont des consé-

quences de :
(1) la bilinéarité de l’intégration ;
(2) la formule de changement de variable ;
(3) la formule de Stokes.

(11)La conjecture de Kontsevich-Zagier est essentiellement équivalente à la
conjecture des périodes pour l’approche de la théorie des motifs due à Nori
[HMS17]. On ne sait pas si cette approche donne la même théorie que d’autres ap-
proches, dont celle, due à Voevodsky, avec laquelle nous travaillons implicitement
dans ce texte [Voe00].
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Remarquons que les relations de double mélange entre valeurs zêta
multiples ne sont pas directement de nature géométrique puisque
le produit de quasi-mélange résulte de la manipulation de séries.
On peut cependant les démontrer en ne manipulant que des inté-
grales [Sou10], ce qui montre qu’elles vérifient les prédictions des deux
conjectures ci-dessus.

6. Intégrales itérées et groupe fondamental de P1∖{0,1,∞}

On a vu à la proposition 4.2 que les valeurs zêta multiples ont des
représentations intégrales. Nous développons maintenant cette idée en
faisant intervenir le groupe fondamental de l’espace P1 ∖ {0, 1,∞}.
C’est ce point de vue géométrique qui permet de définir et manipuler
les valeurs zêta multiples motiviques.

6.1. Intégrales itérées et polylogarithmes
On étudie l’espace X = P1(C)∖{0, 1,∞} = C∖{0, 1}. On rappelle

les deux formes différentielles élémentaires de degré 1 sur X :

ω0 =
dx

x
et ω1 =

dx

1− x
·

Pour deux points-base a, b ∈ X, considérons des chemins continus
γ : [0, 1] → X tels que γ(0) = a et γ(1) = b. L’ensemble de tels
chemins modulo la relation d’homotopie (qui identifie deux chemins
qui peuvent être déformés continûment l’un en l’autre) est noté
π1(X, a, b). La composition des chemins induit une application

(6.1) π1(X, a, b)× π1(X, b, c) −→ π1(X, a, c).

Cela fait notamment de π1(X, a, a) =: π1(X, a) un groupe, appelé le
groupe fondamental de X basé en a. Plus généralement, la collection
de tous les ensembles π1(X, a, b) munie des opérations de composi-
tion (6.1) forme le groupoïde fondamental de X. On montre facilement
que le groupe fondamental ne dépend pas du point-base et est iso-
morphe à un groupe libre sur deux générateurs γ0 et γ1, qui sont les
(classes des) lacets autour de 0 et 1 respectivement. Par exemple, pour
a = 1/2 on peut choisir γ0(t) = 1

2 exp(2iπt) et γ1(t) = 1− 1
2 exp(2iπt).



182 CLÉMENT DUPONT

Pour un chemin γ : [0, 1]→ X tel que γ(0) = a et γ(1) = b, et pour
tout mot ωi1 · · ·ωin avec ik ∈ {0, 1}, on peut considérer l’intégrale
itérée

(6.2)
∫
γ
ωi1 · · ·ωin =

∫
0⩽t1⩽···⩽tn⩽1

ωi1(γ(t1)) · · ·ωin(γ(tn)).

Pour n = 1 ce sont simplement des intégrales de 1-formes le long de
chemins, et on obtient des valeurs spéciales de la fonction logarithme :∫

γ
ω0 = log(b/a).

Un exemple d’intégrale itérée de longueur n = 2 est :∫
γ
ω0ω1 =

∫
γ

dx

1− x
log(x/a).

Après changement de variable, elle peut s’exprimer en fonction d’une
valeur spéciale de la fonction dilogarithme :

Li2(z) =
∞∑
k=1

zk

k2
= −

∫ z

0

dx

x
log(1− x).

Cette fonction est bien définie sur le disque unité {|z| < 1} et s’étend
en une fonction multivaluée sur X. Les intégrales itérées de longueur
quelconque contiennent des valeurs spéciales des fonctions polyloga-
rithmes

Lin(z) =

∞∑
k=1

zk

kn
=

∫ z

0

dx

x
Lin−1(z),

et plus généralement des polylogarithmes multiples :

(6.3) Lin1,...,nr(z1, . . . , zr) =
∑

1⩽k1<···<kr

zk11 · · · zkrr
kn1
1 · · · k

nr
r
·

6.2. L’isomorphisme de Chen
La théorie des intégrales itérées de Chen suit la même philosophie

que les travaux de de Rham [DR31] sur l’homologie singulière ayant
mené à l’isomorphisme des périodes (5.2) : elle vise à comprendre
le groupe fondamental de X en termes de formes différentielles
via les intégrales itérées. Le groupe fondamental étant un objet
profondément « non abélien », la théorie de Chen ne concerne
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qu’une approximation linéaire du groupe fondamental, appelée sa
complétion pro-unipotente ou complétion de Malcev. Pour la définir,
notons G = π1(X, a) et soit C[G] son algèbre de groupe, dont une
base est donnée par l’ensemble G et la multiplication est donnée
par l’extension linéaire de la loi de groupe. On a un idéal I ⊂ C[G],
l’idéal d’augmentation, engendré par les différences de deux éléments
de G. On considère ses puissances In+1, qui sont des idéaux de
plus en plus petits dans C[G]. Quitte à choisir un chemin de a

vers b, on a une bijection π1(X, a) ≃ π1(X, a, b) et on peut voir
les idéaux In+1 comme des sous-espaces vectoriels de l’espace vec-
toriel C[π1(X, a, b)](12). Les quotients C[π1(X, a, b)]/In+1 sont des
approximations linéaires de plus en plus fidèles de π1(X, a, b).

Notons C⟨ω0, ω1⟩ l’espace des polynômes non commutatifs en les
symboles ω0, ω1, et C⟨ω0, ω1⟩⩽n le sous-espace des polynômes de degré
⩽ n, engendré par les mots (monômes) de longueur ⩽ n. L’intégrale
itérée (6.2) est invariante par homotopie et induit donc, pour chacun
de ces mots, une forme linéaire sur l’espace C[π1(X, a, b)], dont on
peut montrer qu’elle s’annule sur le sous-espace In+1.

Théorème 6.1 (Chen [Che77]). Les intégrales itérées induisent un iso-
morphisme de C-espaces vectoriels :

(6.4)
∫

: C⟨ω0, ω1⟩⩽n
≃−→

(
C[π1(X, a, b)]/In+1

)∨
.

Dans la version la plus générale du théorème, X peut être rem-
placé par n’importe quelle variété différentielle. Le terme de gauche
de l’isomorphisme de Chen doit être alors remplacé par un objet qui
sélectionne les intégrales itérées qui sont invariantes par homotopie
(cette condition est automatiquement satisfaite dans le cas qu’on étu-
die ici).

(12)Ces sous-espaces vectoriels ne dépendent pas du choix du chemin de a

vers b.
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6.3. Groupe fondamental motivique et valeurs zêta mul-
tiples motiviques

L’isomorphisme de Chen (6.4) est d’apparence analogue à l’iso-
morphisme des périodes (5.2) puisqu’il compare un espace vectoriel
de formes différentielles algébriques à un invariant topologique de X.
Cette analogie peut être rendue précise par un théorème attribué par
Goncharov à Beilinson [Gon01b, Th. 4.1], qui affirme que l’isomor-
phisme de Chen est un cas particulier de l’isomorphisme des périodes
pour un certain groupe de cohomologie (relative). On peut alors consi-
dérer le motif qui correspond à ce groupe de cohomologie puis faire
tendre n vers +∞ ; l’objet obtenu est abusivement appelé le groupe
fondamental motivique de X avec points base a, b. Le slogan est
donc : les intégrales itérées sont les périodes du groupe fondamental
motivique. La théorie des groupes fondamentaux motiviques a été
développée par Deligne et Goncharov [Del89, Gon01a, Gon05, DG05]
et fait écho à des travaux plus anciens de Hain et Hain-Zucker sur
les structures de Hodge sur le groupe fondamental [Hai86, Hai87a,
Hai87b, HZ87].

Afin d’étudier les valeurs zêta multiples, il faut d’après la proposi-
tion 4.2 considérer des intégrales itérées (6.2) pour le choix de chemin
γ = [0, 1]. Or les extrémités de ce chemin ne sont pas contenues dans
X = P1(C) ∖ {0, 1,∞} et la théorie que nous venons d’esquisser ne
s’applique pas. On a alors besoin d’une variante où les points-base a

et b ne sont plus des points de X mais des points-base tangentiels à
l’infini, c’est-à-dire des directions tangentes en un point 0, 1 ou ∞
qui est « à l’infini » du point de vue de l’espace X. Les intégrales
itérées peuvent alors être divergentes et pour donner un sens à l’iso-
morphisme de Chen (6.4) il faut les régulariser : on retrouve alors la
régularisation de mélange déjà évoquée au paragraphe 4.3.

Une fois ces constructions réalisées, on est alors muni d’un motif M
satisfaisant à :

• la réalisation de de Rham de M est l’espace MdR = C⟨ω0, ω1⟩.
On a pour tout multi-indice n = (n1, . . . , nr), convergent ou non, un
élément

Ωn = ω1ω
n1−1
0 · · ·ω1ω

nr−1
0 ∈MdR ;
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• la réalisation de Betti MB est l’espace des fonctions sur le com-
plété pro-unipotent du groupe fondamental de X avec les points-base
tangentiels adéquats en 0 et en 1. Le segment unité définit un élément

[0, 1] ∈M∨
B.

En suivant la recette du paragraphe 5.4, on peut alors donner la
définition des valeurs zêta multiples motiviques :

Définition 6.2. On définit la valeur zêta multiple motivique

ζmot(n1, . . . , nr) = (M, [0, 1],Ωn) ∈ P̃mot.

La période associée à ζmot(n1, . . . , nr) est par définition l’intégrale
itérée de Ωn entre 0 et 1, c’est-à-dire le nombre ζ(n1, . . . , nr) par la
proposition 4.2. Dans le cas où n est un multi-indice divergent, ce
nombre s’interprète via la régularisation de mélange.

L’image du segment unité [0, 1] ∈M∨
B par l’isomorphisme de com-

paraison de M s’appelle l’associateur de Drinfel’d. C’est une série
formelle en deux variables dont les coefficients sont toutes les valeurs
zêta multiples, qui est un des points de départ de la théorie (pro-
unipotente) de Grothendieck-Teichmüller [Dri91].

7. Applications des valeurs zêta multiples motiviques

Nous expliquons maintenant comment les idées motiviques per-
mettent de prouver le théorème 3.5 de Goncharov et Terasoma et le
théorème 3.7 de Brown.

7.1. Des nombres algébriques aux périodes
Les nombres algébriques sont des périodes particulières au sens de

la définition 4.3, par exemple on peut écrire
√
2 =

∫
x2⩽2

1
2dx. D’un

point de vue plus cohomologique, une racine d’un polynôme irréduc-
tible f(x) ∈ Q[x] apparaît dans la matrice des périodes du groupe de
cohomologie H0(X) avec X = {x ∈ C | f(x) = 0}. La cohomologie
de de Rham est simplement l’espace des fonctions Q[x]/(f(x)) et la
cohomologie de Betti a pour base les points de X. Une matrice des
périodes est donc la matrice de Vandermonde associée aux racines



186 CLÉMENT DUPONT

de f . En résumé, les nombres algébriques sont les périodes des varié-
tés algébriques sur Q qui sont de dimension 0.

La théorie de Galois étudie les symétries des équations polyno-
miales en une variable. Au corps de nombres K = Q[x]/(f(x)) est
associé son groupe de Galois G qui est par définition le groupe des
automorphismes du corps K. C’est un groupe fini qui se plonge dans
le groupe des permutations de l’ensemble des racines complexes de f .
Un élément de G est uniquement déterminé par son action sur le
générateur x et le cardinal de G est au plus le degré de l’extension
[K : Q] = deg(f). On dit que l’extension est galoisienne si on a l’éga-
lité |G| = [K : Q]. Dans ce cas, la correspondance de Galois établit
une bijection entre les sous-corps de K et les sous-groupes de G.

Une partie de cette théorie se généralise (conjecturalement) aux pé-
riodes de la manière suivante [And09]. Pour un motif quelconque M

on peut définir un groupe GM , dit groupe de Galois motivique, dont
les éléments sont les automorphismes linéaires de l’espace vectoriel
MdR qui « respectent toutes les constructions algébriques entre mo-
tifs »(13). On montre que c’est un groupe algébrique, c’est-à-dire un
groupe de matrices carrées défini par des équations algébriques. Il agit
sur les périodes motiviques de M par la formule

g · (M,φ, ω) = (M,φ, g · ω),

dit autrement il agit « par multiplication à droite de la matrice
des périodes ». Si on croit à la conjecture des périodes de Grothen-
dieck (conjecture 5.2), alors cette action descend à une action sur les
périodes de M . Sans cette conjecture, on n’a accès qu’à une théorie
de Galois des périodes motiviques. Notons qu’une reformulation de
la conjecture des périodes est que la dimension de GM est égale au
degré de transcendance de l’algèbre engendrée par les périodes de M .

Toute l’intuition liée aux nombres algébriques ne se transfère pas au
cas des périodes, mais notons tout de même deux principes généraux
que nous revisiterons par la suite :

(13)On a besoin du formalisme tannakien pour donner un vrai sens mathéma-
tique à l’expression entre guillemets.
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• Principe de finitude. Soit K un sous-corps de C engendré par un
nombre fini de nombres algébriques. Alors K est de dimension finie
sur Q.

• Principe de reconnaissance. Supposons que l’extension K/Q est
galoisienne et soit G son groupe de Galois. Si x ∈ K est un point fixe
de l’action de G, alors x ∈ Q.

Le premier principe est essentiellement tautologique puisqu’un
nombre est algébrique exactement quand ses puissances engendrent
un espace vectoriel de dimension finie sur Q. Une application triviale
mais parlante du second principe est la suivante : considérons le
corps Q(

√
2) constitué des nombres a + b

√
2 avec a, b ∈ Q. C’est

une extension galoisienne de Q dont le groupe de Galois est Z/2Z,
engendré par la « conjugaison » τ : a + b

√
2 7→ a − b

√
2. Comme τ

est un morphisme de corps, il respecte somme et produit et agit
trivialement sur le nombre xn = (1+

√
2)n+(1−

√
2)n. On en déduit,

sans faire aucun calcul, que xn est un nombre rationnel.

7.2. Le principe de finitude et la borne de Goncharov-
Terasoma

L’application du principe de finitude au cas des valeurs zêta mul-
tiples permet de prouver le théorème 3.5 de Goncharov et Terasoma.
Soit M le motif défini au paragraphe 6.3 dont les périodes contiennent
les valeurs zêta multiples. Il fait partie d’une famille de motifs qui
s’appellent motifs de Tate mixtes sur Z et qui sont très particuliers
pour deux raisons :

(1) Ils peuvent tous s’obtenir (en un sens précis) à partir du motif
de Lefschetz Q(−1). Cela exclut les motifs des courbes elliptiques,
par exemple.

(2) Ils sont à bonne réduction en chaque nombre premier p, c’est-
à-dire que la réduction modulo p ne change pas la géométrie sous-
jacente au motif. Cela exclut les groupes fondamentaux motiviques
de P1∖{0, 1,∞} à points-base finis ; par exemple, le point-base a = 2

se comporte mal vis-à-vis de la réduction modulo p = 2.
Ces contraintes fortes impliquent une borne sur la taille de cette

famille. Concrètement, les périodes motiviques de ces motifs vivent
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dans une sous-algèbre Pmot de l’algèbre P̃mot de toutes les périodes
motiviques, qui est petite au sens où elle est de dimension finie en tout
poids. On peut quantifier sa taille et même sa structure abstraite
grâce à des résultats profonds, notamment le calcul par Borel de
la K-théorie rationnelle de l’anneau des entiers [Bor77]. On obtient
l’isomorphisme

Pmot ≃ F

promis au paragraphe 3.4, qui donne les dimensions de Pmot en tout
poids, et le théorème 3.5 après application du morphisme de pé-
riode(14).

7.3. Le principe de reconnaissance et le théorème de Brown
L’action du groupe de Galois motivique GM sur les valeurs zêta

multiples motiviques est étonnamment simple à calculer explicite-
ment par une formule combinatoire due à Goncharov [Gon05] et raffi-
née par Brown [Bro12a]. Les valeurs zêta (motiviques) simples jouent
un rôle spécial vis-à-vis de cette action au sens où elles ont un espace
de conjugués minimal. Plus précisément on a la formule, pour n ⩾ 2 :

g · ζmot(n) = a(n)g ζmot(n) + b(n)g

où a
(n)
g et b

(n)
g sont des fonctions sur GM et b

(n)
g = 0 pour n pair.

(Cette annulation est une manifestation de la solution d’Euler au
problème de Bâle qui dit que les valeurs zêta paires sont des multiples
rationnels de puissances de π.) Une remarque importante est que cette
formule caractérise les valeurs zêta (motiviques) simples, ce qui est
une variante du principe de reconnaissance :

Proposition 7.1. Soit ξ ∈ Pmot une période motivique de poids n ⩾ 2

telle que G ·ξ ⊂ Qξ⊕Q. Alors ξ est un multiple rationnel de ζmot(n).

(14)Stricto sensu, ce qu’on note Pmot est l’algèbre des périodes motiviques
effectives et réelles de la catégorie des motifs de Tate mixtes sur Z.
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Une découverte de Brown est que cette remarque permet de mon-
trer l’existence de relations entre valeurs zêta multiples par voie galoi-
sienne [Bro12b]. Par exemple, partant de la formule

g · ζmot(2, 3) = a(5)g ζmot(2, 3) + 3 a(2)g b(3)g ζmot(2) + c(5)g

pour la théorie de Galois de ζmot(2, 3), on déduit que la combinaison
linéaire

ζmot(2, 3)− 3 ζmot(2)ζmot(3)

satisfait aux hypothèses de la proposition 7.1 et est donc un multiple
rationnel de ζmot(5) :

ζmot(2, 3)− 3 ζmot(2)ζmot(3) = λ ζmot(5) (λ ∈ Q).

Le coefficient de proportionnalité exact ne peut pas être déterminé
par cette méthode mais peut être calculé empiriquement en appli-
quant le morphisme de période :

λ =
ζ(2, 3)− 3 ζ(2)ζ(3)

ζ(5)
,

qui peut se calculer avec une précision arbitraire(15). Cette stratégie
est au centre de la preuve des théorèmes 3.7 et 3.10 de Brown.

8. Les valeurs zêta multiples comme amplitudes
en physique

8.1. Amplitudes et intégrales de Feynman
À la fin des années 1940, Feynman révolutionne la physique en

introduisant une méthode pour calculer l’amplitude de probabilité
des interactions entre particules élémentaires, qui a très rapidement
fait ses preuves et est encore utilisée aujourd’hui. Ces amplitudes
se calculent comme des séries entières dont le paramètre est appelé
constante de couplage, et dont les coefficients sont des intégrales
(de Feynman) indexées par des graphes (de Feynman). Chaque
graphe témoigne d’un scénario de collision, où les arêtes représentent
des particules et les sommets des interactions. La précision du

(15)On trouve alors λ ≃ −11/2. Dans ce cas simple, on peut évidemment
montrer la relation en question grâce aux relations de double mélange.
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résultat augmente au fur et à mesure que l’on calcule des intégrales
de Feynman associées à des graphes de plus en plus complexes.
(La complexité est mesurée par le nombre de cycles indépendants
dans le graphe.) On peut alors vérifier que ces calculs décrivent
fidèlement la réalité en comparant leurs prédictions aux mesures
issues des accélérateurs de particules, par exemple le LHC (Large
Hadron Collider ou Grand collisionneur de hadrons, gigantesque
accélérateur du CERN situé sous la frontière franco-suisse). Les
intégrales de Feynman sont notoirement difficiles à calculer, même
dans le cas d’interactions simples, mais dans les cas abordables,
décrivent la réalité de manière suprenamment bonne.

Un de ces cas est la théorie ϕ4 non massive, qui correspond à des
graphes (au sens usuel) où chaque sommet est adjacent à au plus 4

arêtes. Pour un tel graphe G, supposé connexe, soient e1, . . . , eNG
ses

arêtes et définissons un polynôme

ΨG =
∑
T

∏
e/∈T

xe,

où la somme est prise sur les arbres couvrants T de G (ensembles
d’arêtes maximaux sans cycles), et où xe est une variable formelle
(appelée paramètre de Schwinger) associée à chaque arête e. Ce poly-
nôme est d’abord apparu dans les travaux de Kirchhoff sur les circuits
électriques. On définit alors une intégrale

(8.1) IG =

∫
σ

ΩG

Ψ2
G

,

où σ est le domaine {xe ⩾ 0 (∀e)} de l’espace projectif PNG−1 et

ΩG =

NG∑
i=1

(−1)ixi dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxNG

est la forme volume canonique. Il est facile de caractériser les graphes,
appelés log-divergents primitifs, pour lesquels l’intégrale ci-dessus
converge. Dans ce cas sa valeur est une période au sens de la défi-
nition 4.3 et est une contribution à une amplitude de la théorie ϕ4.
On ne sait essentiellement pas calculer les intégrales (8.1) pour des
graphes avec plus de 12 cycles indépendants.
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L’étude géométrique des amplitudes (8.1) a été initiée par Bloch-
Esnault-Kreimer [BEK06], qui associent à G un groupe de cohomolo-
gie relative dont la matrice des périodes contient IG. La compréhen-
sion de ce groupe de cohomologie passe par l’étude de l’hypersurface
de graphe XG = {ΨG = 0} et relève notamment de la théorie des
singularités.

8.2. Apparition des valeurs zêta multiples
Les intégrales (8.1) ont été calculées de manière systématique dans

les années 1990, notamment par Broadhurst et ses collaborateurs,
voir par exemple Broadhurst-Kreimer [BK97]. Pour certains graphes,
les amplitudes s’expriment en termes de valeurs zêta simples :

6 ζ(3) 20 ζ(5) 36 ζ(3)2

On trouve aussi des valeurs zêta multiples qui (conjecturalement)
ne sont pas des polynômes en les valeurs zêta simples :

27
5 ζ(5, 3) +

45
4 ζ(5)ζ(3)−

261
20 ζ(8)

Des variantes cyclotomiques des valeurs zêta multiples apparaissent
aussi ; ce sont les évaluations aux racines de l’unité des polyloga-
rithmes multiples (6.3). On ne sait pas quelles classes de périodes
apparaissent comme des amplitudes de la forme (8.1) mais il est au-
jourd’hui communément admis que contrairement à ce que montrent
les calculs pour des petits graphes, la géométrie sous-jacente à ces
amplitudes peut être « aussi compliquée que possible » [BB03, BS12].
On s’attend donc à rencontrer des périodes de plus en plus riches à
mesure que les techniques de calcul se développeront.
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8.3. Vers une théorie de Galois cosmique
Il est notable que les amplitudes de la théorie ϕ4 qui sont des

combinaisons linéaires de valeurs zêta multiples engendrent un petit
sous-espace Zϕ4 de l’algèbre Z. Par exemple, on est amené à penser
que ni ζ(2) ni aucun produit ζ(2)ζ(2n + 1) n’appartient à ce sous-
espace. Il y a donc une tension entre la richesse de ces amplitudes
que nous venons d’évoquer et leur rareté. Ce phénomène reste encore
mystérieux mais pourrait avoir une origine galoisienne. En effet, les
calculs de Panzer-Schnetz suggèrent que la version motivique Zmot

ϕ4

est stable par l’action du groupe de Galois motivique des valeurs zêta
multiples [PS16]. Plus ambitieusement, Panzer et Schnetz proposent
la conjecture suivante, qui va bien au-delà du cadre des valeurs zêta
multiples :

Conjecture 8.1 (Conjecture de coaction). L’espace engendré par toutes
les amplitudes (motiviques) de la théorie ϕ4 est stable par l’action du
groupe de Galois motivique.

Cette conjecture affirme que les contraintes sur les périodes qui
apparaissent en théorie ϕ4 se propagent par l’action du groupe de
Galois motivique(16). Elle suggère donc des symétries cachées dans
les calculs d’amplitudes en physique des particules et donne du poids
à l’idée, popularisée par Cartier, d’une « théorie de Galois cosmique »
de certaines constantes physiques [Car01].

Pour aller plus loin. L’étude des valeurs zêta multiples est à l’inter-
section de nombreux domaines des mathématiques et de la physique.
Nous ne pouvions donc aborder que certains des aspects de la théo-
rie et laisser de côté des sujets aussi passionnants que les liens avec
les associateurs et la théorie de Grothendieck-Teichmüller, ou encore
les développements récents liés aux phénomène modulaires dans les
valeurs zêta multiples. Le lecteur curieux pourra trouver des pistes
de réflexion et une bibliographie plus étoffée dans le livre de référence
[BGF].

(16)Reste encore à prouver que des contraintes existent, ce qui peut se faire
par un nombre fini de calculs d’après le principe des petits graphes de Brown
[Bro17], qui affirme que des périodes de poids « petit » doivent apparaître comme
des amplitudes de graphes « petits ».
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