o MATHE@
O,

Q)
QQQQQQQ y g 2
QS INSTITUT g </ 2
, = POLYTECHNIQUE @] ]
2 @. DE PARIS .
bEg ¥ (
ECOLE Voln’ \QV%&
POLYTECHNIQUE ENT S

Journées mathématiques X-UPS
Année 2019

Périodes et transcendance

Javier FRESAN

Une introduction aux périodes
Journées mathématiques X-UPS (2019), p. 1-154.
https://doi.org/10.5802/xups.2019-01

© Les auteurs, 2019.
[cOEXM| Cet article est mis a disposition selon les termes de la licence

LICENCE INTERNATIONALE D’ ATTRIBUTION CREATIVE COMMONS BY 4.0.
https://creativecommons.org/licenses /by /4.0/

Les Editions de 1’Ecole polytechnique Centre de mathématiques Laurent Schwartz
Route de Saclay CMLS, Ecole polytechnique, CNRS,
F-91128 PALAISEAU CEDEX Institut polytechnique de Paris
https://www.editions.polytechnique.fr  F-91128 PALAISEAU CEDEX
https://portail.polytechnique.edu/cmls/

<
>

MERSENNE

Publication membre du
Centre Mersenne pour ’édition scientifique ouverte
WWWw.centre-mersenne.org


https://doi.org/10.5802/xups.2019-01
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://www.editions.polytechnique.fr
https://portail.polytechnique.edu/cmls/
http://www.centre-mersenne.org/
http://www.centre-mersenne.org

Journées mathématiques X-UPS
2019, p.1-154 doi: 10.5802/xups.2019-01

UNE INTRODUCTION AUX PERIODES

par

Javier Fresan

Résumé. Les périodes sont des nombres complexes dont la partie
réelle et la partie imaginaire s’écrivent comme des intégrales d’une
fonction rationnelle sur un domaine défini par des inégalités poly-
nomiales, le tout & coefficients rationnels. Selon une conjecture de
Kontsevich et Zagier, n’importe quelle relation algébrique entre ces
nombres devrait pouvoir se déduire des régles évidentes du calcul
intégral : 'additivité, le changement de variables et la formule de
Stokes. Dans un premier temps, j’explique la définition des périodes
et quelques propriétés élémentaires qui s’ensuivent, en les illustrant
par maints exemples. Ensuite, je me dirige doucement vers 'inter-
prétation de ces nombres comme les coefficients de I’accouplement
d’intégration entre la cohomologie de de Rham algébrique et ’homo-
logie singuliere des variétés algébriques définies sur Q, point de vue
qui est a l'origine de toutes les percées récentes dans leur étude.
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1. Un peu d’histoire

Il sera question dans ces notes d’une classe de nombres, les périodes,
dont l'origine remonte aux premieres heures du calcul intégral, car
avant de devenir objets du désir des arithméticiens ce furent surtout
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les périodes de révolution des planetes ou le temps que met un pendule
a revenir a sa position initiale...

1.1. Les ovales de Newton

On prendra pour point de départ le lemme XXVIII du premier
livre des Principia de Newton, qui s’énonce ainsi dans la traduction
francaise de la marquise du Chéatelet [54] :

Les parties quelconques de toute figure ovale, détermi-
nées par les coordonnées ou par d’autres droites tirées a
volonté, ne peuvent jamais étre trouvées par aucune équa-
tion d’un nombre fini de termes et de dimensions.

Autrement dit : si I'on se donne un ovale dans le plan, l'aire S(a, b, ¢)
du segment délimité par une droite d’équation ax + by = ¢ n’est pas
une fonction algébrique des parametres, en ce sens qu’il n’existe pas de
polynoéme non nul a coefficients complexes en quatre variables P satis-
faisant a ’égalité P(a,b,c, S(a,b,c)) = 0 pour toutes valeurs a, b, c.

ax +by = ¢

FIGURE 1 — Aires d’'un segment et d’un secteur d’ovale

Il revient au méme de dire que l'aire du secteur coupé par deux
demi-droites quelconques émanant d’'un point a 'intérieur de 1’ovale
n’est pas une fonction algébrique des données : comme le montre la
figure 1, on peut passer de I'une a I’autre en retranchant un triangle
dont 'aire s’exprime algébriquement en fonction des parametres.

Par I'intermédiaire des lois de Kepler, selon lesquelles les planétes
tracent des orbites elliptiques autour du soleil en balayant des aires
égales dans des temps égaux, Newton en déduit que leur position ne
peut pas étre déterminée algébriquement en fonction du temps :
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16 PRINCIPES MATHEMATIQUES

_ LEMME XXVIIL

oo
30'CoNss. Les pardies quelconques de toute figure ovale, diserminkes par ls
""" coordonnes ou par d'autres droites tirkes d volonté , ne peavens ja-

mais &re trowvées par aucune dquation d'un nombre fini de sermes &
de dimenfions. ‘

Soit donné dans Tovale un point quelconque: autour duquel,

comme pole, tourne perpétucllement un ligne droite d’un mou-
vement uniforme , & foit imaginé cn méme temps fur cere li-
gne un point mobile allant toujours depuis le pole avec une
vitee qui foit comme le quarré de la partic de cene ligne rea-
fermée dans Fovale , ce point décrira alors unc fpirale compofée
dane infinité de Spires. Or fi la portion d'aire ovale , coupée
par cette droite , peut étre trouvée par une équation d'un nombre
fini de termes, on aura aufli, par k méme équation, le rayon
de la fpiralequi eft proportionnel 4 cette aire. Ainfi on pourra
trouver par une équation finic tous les points dune fpirale, &
par conféquent on pourra trouver aufli interfe@tion d'une droite
quelconque donnée de pofition , & d'une fpirale par une équa-
tion finie 5 mais toute droite prolongéc infiniment coupe une
fpirale en une infinité de points, & toute équation qui donne
Tinterfe@tion quelconque de deux lignes doit donner toutes leurs
interfe@ions par autant de racines, & doit avoir par conféquent
autant de dimentions qu'il y a dinterfections. Car on fgait que
deux cercles fe coupant en deux points, on ne -peut avoir une
de leurs interfe@ions que par une équation du fecond degré
qui doanc en méme temps Fautre point: & que deux fe@ions
coniques pouvaat fe couper en quatre points , on ne f{gauroit
avoir une de ces interfe@tions que par une équation du quatrié-
me degré , qui donnc en méme temps les trois autres , puifque fi
on cherche chacune des interfetions 2 part, le calcul fondé fur
les mémes conditions fera le méme, & donnera toujotrs un méme
réfultat qui renfermera toutes les interfeions, & les donnera

DE LA PHILOSOPHIE NATURELLE: 17
indifiéremment. De méme, les fections coniques. & les courbes
du troifiéme degré pouvaht fe couperen fix points, leurs inter-
fetions fe trouvent toutes 4 la fois par des équations de fix di-
menfions , & les interfections de deux courbes du troifiéme degré
pouvant étrcau nombre de neuf, elles fe trouvent toutes en méme
temps par des équations de neuf dimenfions. Si cela n'arrivoic
pas néceflairement, on pourroit réduire tous les Problémes foli-
des aux Problémes plans, & les furfolides aux Problémes folides.
Je parle ici des courbes dont le degré cft irréduétible. Car fi
I'équarion qui exprime une courbe , peut dtre réduite 3 un degré
inférieur, la courbe ne fera pas unique , mais clle fera compofe
de deux ou pluficurs courbes dont on peut trouver les interfec~
tions (éparément par difiércnts calculs. Les deux interfections des
droites & des coniques {c trouvent auffi toujours par des équa-
tions de deux dimenfions, les trois interfc@ions des droites & des
courbes irréductibles du troifiéme degré, par des équations de
trois dimenfions , & les quatre interfections des.droites & des
courbes irrédudibles du quatriéme degré, par des équations de
quatre dimenfions, & ainfi 3 linfini.

Or, la fpirale étant unc courbe fimple & qu'on ne peute
décompofer ea pluficars courbes , le nombre infini de fes inter-
fedtions avec uac ligne droite ne fera exprimé que par une
équation d'un nombre infini de dimenfions .& de racines, qui
donnera toutes ces interfections 4 la fois, puifque c'eltla méme
loi & le méme calcul pour toutes. Car fi du pole on abaiffe
une perpendiculaire fur la droite coupante, & que cette perpea-
diculire fe meuve avec la droite coupante autour du pole, les
interfe@ions de la fpirale pafferont mutuellement entrelles, celle
qui éwit la premicre ou la plus proche, fera aprés une révolu-
tion la feconde , aprés deux révolutions clle fera la troifiéme,
& ainfi de fuite; & cependant I'équation ne changera point, 3
moins que la grandeur des quantités qui déterminent la pofition
de la coupaate ne change : or, comme ces quaatités aprds chaque

F1GURE 2 — Lemme XXVIII des Principia de Newton

De 1a on voit que laire elliptique décrite autour du foyer

ne peut pas étre exprimée dans un temps donné par une

équation finie [...]
Son lemme de transcendance lui sert ainsi a justifier que la solution
qu’il apporte au probléme de « trouver pour un temps donné le lieu
d’un corps qui se meut dans une trajectoire elliptique donnée » ne
soit pas ce qu’il appelle une courbe « géométriquement rationnelle »,
c’est-a-dire algébrique dans la terminologie actuelle, mais « géométri-
quement irrationnelle », c’est-a-dire transcendanteV.

Fixons un point O a I'intérieur de I'ovale et une demi-droite I’ayant
pour origine. Il s’agit de voir que la fonction S(¢) qui, & une autre
demi-droite ¢ partant de ce méme point, associe ’aire du secteur
qu’elles découpent sous l'ovale est transcendante : si 'on exprime

WA savoir, la cycloide. Et « comme la description de cette courbe est difficile »,
il invente dans la foulée la méthode d’approximation... de Newton !
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tout en termes de l'angle 6 décrivant le secteur, les fonctions S(6)
et tan(f) ne satisfont & aucune relation polynomiale non triviale.

Ficure 3 - Partie de 'ovale délimitée par deux demi-
droites

Voici la démonstration que propose Newton. Faisons tourner « per-
pétuellement d’un mouvement uniforme » la demi-droite ¢ et consi-
dérons sur elle « un point mobile allant toujours depuis le pole avec
une vitesse qui soit comme le carré de la partie de cette ligne renfer-
mée dans 'ovale ». La premiere condition signifie que l'angle 6(¢) est
proportionnel au temps ¢ (on les supposera égaux pour simplifier) et
la seconde se traduit par I’équation différentielle

dR 9

a9 ="
ou R(0) désigne la position du point qui bouge et r(6) la longueur de
la partie de la droite renfermée dans I'ovale. « Ce point décrira alors
une spirale composée d’une infinité de spires ». Par exemple, si I’ovale
est un cercle de centre O, alors la fonction r(f) est constante et
I'équation différentielle décrit une spirale d’Archimede R = 726 + cst.
Par ailleurs, comme l’aire d’un triangle rectangle d’hypoténuse r et
d’angle infinitésimal df vaut r2df/2 a l'ordre un, la fonction S(f)
satisfait a ’équation différentielle

ds r?

do 27
Les fonctions R(0) et 25(0) different donc par une constante : si I'une
est algébrique, I'autre aussi. Or, la spirale n’est pas une courbe algé-

brique car elle coupe toute droite en une infinité de points(®.

@)« Orsila portion d’aire ovale, coupée par cette droite, peut étre trouvée par
une équation d’un nombre fini de termes, on aura aussi, par la méme équation, le
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Ficure 4 — Toute droite coupe une infinité de fois la
spirale décrite par le point mobile

Aussi convaincant que ce raisonnement puisse paraitre au premier
abord, on y trouve plusieurs sources d’ambiguité qui, ne passant pas
inapercues aux lecteurs contemporains, donneérent lieu a une polé-
mique qui ne serait étouffée que trois cent ans apres la publication des
Principia [58]. Qu’entend Newton par « figure ovale » 7 Qu’entend-il
par « jamais » 7 Jakob Bernoulli accepte la démonstration d’emblée

rayon de la spirale qui est proportionnel & cette aire. Ainsi on pourra trouver par
une équation finie tous les points d’une spirale, et par conséquent on pourra trou-
ver aussi 'intersection d’une droite quelconque donnée de position, et d’une spirale
par une équation finie; mais toute droite prolongée infiniment coupe une spirale
en une infinité de points, et toute équation qui donne I'intersection quelconque de
deux lignes doit donner toutes leurs intersections par autant de racines, et doit
avoir par conséquent autant de dimensions qu’il y a d’intersections ». La discus-
sion qui suit ce passage chez Newton laisse entendre qu’il connaissait une forme
faible du théoréme de Bézout, notamment I’énoncé que deux courbes planes de de-
grés m et n sans composante commune s’intersectent en au plus mn points (pour
une reconstitution de la preuve qu’il aurait pu donner, voir [8, note (48), p. 116]).
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et s’en inspire pour ses travaux sur la spirale logarithmique. Leib-
niz et Huygens n’y croient pas et se lancent dans un va-et-vient de
contre-exemples dans leur correspondance. Voici ce que Huygens écrit
a Leibniz dans une lettre datée a La Haye le 5 mai 1691 :

Je ne vois pas qu’on puisse accorder sa proposition
pag. 105 a Mr. Newton, parce que, ne considérant aucune-
ment la nature de ce qu’il appelle ovale, mais seulement
que c’est une ligne fermée tout au tour, il n’exclut pas
méme le carré ou le triangle®.

En effet, si les carrés ont droit de cité parmi les ovales, l'aire du
secteur décrit par un angle  peut dépendre algébriquement de sa
tangente (par exemple, elle vaut tan(f)/2 pour le carré de coté 2
centré en 'origine lorsque 6 est compris entre 0 et 7/4), et de méme
pour le triangle. Ces potentiels contre-exemples venaient s’ajouter a

1 tan(6)
2 /3tan(6) + 3

S(0) = %tan(Q) S(6)

FIGURE 5 — Le lemme de Newton ne vaut ni pour le
carré ni pour le triangle

un autre, 'ovale délimité par les paraboles y = z2—1 et y = 1—22, que
Huygens avait déja évoqué dans une lettre du 26 mars. Et a Leibniz
d’objecter, dans sa réponse envoyée le 20 avril depuis Hanovre :

G)Cette lettre et celles qui suivent sont accessibles sur le site de la bi-
bliotheque numérique des lettres néerlandaises https://www.dbnl.org/tekst/
huyg003oeuv10_01/, ou elles sont numérotées 2664 (2 mars 1691), 2667 (26
mars 1691), 2676 (20 avril 1691) et 2680 (5 mai 1691). J’ai modernisé la gra-
phie et la ponctuation.


https://www.dbnl.org/tekst/huyg003oeuv10_01/
https://www.dbnl.org/tekst/huyg003oeuv10_01/
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Considérez [...] si contre votre instance des deux portions
égales de parabole sur une méme base, Monsieur Newton
pour soutenir I'impossibilité de la quadrature des ovales ne
pourrait répondre qu’une telle ovale serait fausse et non pas
composée d’une méme ligne recourante, comme il semble
que son raisonnement demande, puisqu’une parabole conti-
nuée ne tombe pas dans l'autre.

Ficure 6 — La double parabole et la lemniscate de
Huygens

Par contre, Leibniz ne voit pas d’obstruction a inclure la lemniscate
d’équation y? = 2?(1 — 22), dont Huygens lui avait parlé dans des
lettres précédentes, parmi les contre-exemples :

Mais votre ligne qui fait 8™ est véritablement recou-
rante, et son raisonnement y est applicable, quoiqu’elle n’ait
pas justement la forme d’une ovale, et selon lui, elle ne
devrait pas étre généralement quadrable. Il serait bon de
considérer son raisonnement en lui méme, pour voir ou git
le manquement.

En effet, étant donné un angle € [0, 7/4) et posant ¢ = tan(§) pour
abréger la notation, la droite y = tx intersecte la lemniscate au point
d’abscisse V1 — t2, et 1'aire du secteur décrit par 6 est la somme de
laire d’un triangle rectangle de base v/1 — t2 et de hauteur tv/1 — ¢2

(4)Comme on peut le voir dans sa lettre 2667, Huygens considére plutét la
courbe d’équation 2% = y2(1 — y2), qui est celle de la figure 6 tournée de 90
degrés ; cette courbe est aussi connue sous le nom de lemniscate de Gerono.
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et de l'aire sous la fonction y = 2v/1 — 22 entre x = V1 — t2 et x = 1,

ce qui résulte en I'expression algébrique

1 ! 1,1
t(1t2)+/ 21 —22de =t — = 3.
2 Vi@ 2 6

11 doit bien avoir une faute dans le raisonnement du maitre ! Leibniz
écrit « error » a c6té du lemme dans sa copie des Prz'ncipz'a(5), ce qui
ne 'empéchera pas de faire un compliment extraordinaire a Newton
le 2 mars 1691 lorsqu’il le compare implicitement a Homere en citant
I’ Art poétique d’Horace :

Puisque la premiere achevée retourne en elle méme, en
forme de 8, on en peut juger que le théoreme de Mr. New-
ton p. 105, qui pretend qu’il n’y a point de courbe recou-
rante (de la géométrie ordinaire) indéfiniment quadrable,
ne saurait subsister, et qu’il y a quelque faute dans sa dé-
monstration. Mais je ne I’en estime pas moins; Opere in
longo fas est obrepere somnum.

Newton, a-t-il cédé au sommeil dans son long ouvrage? De fait,
ses arguments s’appliquent aussi au carré, au triangle et a la lemnis-
cate ; quelque soit la définition d’un ovale, ils montrent que 'aire des
secteurs découpés ne peut pas étre donnée par une fonction globale
des parametres, pour la simple raison qu’une fonction algébrique non
constante n’est jamais périodique. C’était sans doute clair pour Leib-
niz, qui en avait lui-méme déduit quelque peu avant, et c’est a cette
occasion qu’il a introduit le terme, que les fonctions trigonométriques
sont transcendantes. Dans le cas du carré, I’expression algébrique que
nous avons trouvée ne décrit ’aire que pour des angles compris entre 0
et w/4; lorsque l'on dépasse le premier sommet, il faut la remplacer
par une autre. La vraie question qui se pose est donc celle de I’algé-
bricité locale : un angle 8y étant donné, existe-t-il un intervalle ouvert
autour de 6y sur lequel l'aire S(6) est une fonction algébrique de la

(5)L’exemplaire annoté de la main de Leibniz fait partie des collections de la
Fondation Martin Bodmer et a été numérisé : bodmerlab.unige.ch. Je remercie
Morgane Cariou, Rosa Navarro Durdn et José Antonio Pascual de leur aide a
déchiffrer les marginalia de Leibniz.


https://bodmerlab.unige.ch/fr/constellations/early-modern-english-books/mirador/1072068344?page=002
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tangente de 8 7 C’est la possibilité que la fonction change avec 1’angle
qui donne tout son sel au lemme de Newton. ..

Partant du principe que le sens du mot ovale est celui courant a
cette époque, a savoir une courbe plane, fermée, connexe et convexe
contenue dans le lieu des zéros d’un polynéme réel en deux variables,
la réponse dépend alors de la régularité des ovales. Si I’on impose pour
seule restriction qu’ils puissent étre tracés de facon continue, on peut
sans peine construire des exemples ou 'aire est une fonction locale-
ment (mais non globalement) algébrique des parameétres, on I’a vu.
On dira qu'une courbe plane est de classe ¥° si, dans un petit disque
autour de chacun de ses points, elle est définie par le graphe d’une
fonction indéfiniment dérivable. Aucun des contre-exemples proposés
par Huygens et Leibniz n’est un ovale de classe 4°°, puisqu’ils pos-
sedent tous des points singuliers en lesquels la dérivée n’existe pas.

Théoreme 1.1 (Newton). L’aire des segments tracés sur un ovale de
classe € n’est pas une fonction localement algébrique.

Comme Dexplique Arnold [8], cette assertion bien plus forte
résulte de la non-algébricité globale en utilisant le fait qu'un ovale
de classe €°° est analytique, c’est-a-dire qu’il est défini autour de
chaque point par une fonction développable en série entiere®). En ef-
fet, supposons par ’absurde que l’aire est une fonction localement,
mais non globalement, algébrique des parametres; il existe alors un
point sur l'ovale tel que deux expressions algébriques distinctes sont
nécessaires pour décrire 'aire d’un c6té et de 'autre de ce point. Or,
I’analyticité de ’ovale implique que l'aire est une fonction analytique
des parametres; en développant en série entiere, on voit que les
deux expressions coincident sur un petit ouvert et sont donc par-
tout égales. L’aire serait ainsi une fonction globalement algébrique,
contradiction.

(G)L’hypothése que les ovales sont contenus dans le lieu des zéros d’un polynéme
réel en deux variables exclut les exemples classiques de fonctions de classe €
qui ne sont pas développables en série entiere. L’analyticité est alors une consé-
quence d’un autre théoreme de Newton : 'existence des développements en série
de Puiseux y = alxl/” + a2x2/" + - -+ pour les branches des courbes algébriques.
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Revenons maintenant sur le sens du mot « jamais », en nous ap-
puyant sur un autre extrait de la lettre de Leibniz écrite 8 Hanovre
entre le 10 et le 20 avril 1691 :

Quant au cercle et a l'ellipse, I'impossibilité de leur quad-
rature générale est assez démontrée, mais je n’ai pas encore
vu qu’on ait donné aucune démonstration pour prouver que
le cercle entier, ou quelque portion déterminée, n’est pas
quadrable.

Les fonctions trigonométriques sont transcendantes en tant que fonc-
tions, mais qu’en est-il de leurs valeurs, par exemple le nombre 7 7
Peut-on démontrer que l'aire d’une partie donnée d’une figure ovale
est un nombre transcendant, c’est-a-dire qu’il n’est pas racine d’un
polynéme non nul a coefficients rationnels? Il s’agit la de deux
exemples de périodes, un terme qui s’est petit a petit écarté de
son sens historique initial de « période d’une fonction périodique »
(les fonctions trigonométriques, les fonctions elliptiques, etc.) pour
englober tous les nombres qui apparaissent comme des intégrales
de fonctions algébriques sur des domaines définis par des inégalités
polynomiales; n’importe quel premier cours d’analyse en est plein.
En un sens, ce sont les nombres accessibles par des méthodes géomé-
triques. Affranchis de leur lien avec la physique (aires balayées par
des planétes, périodes d’un pendule, etc.) et des fonctions dont ils
sont des valeurs spéciales ou des périodes, ils sont devenus un objet
d’étude a part entiere, avec pour horizon inaccessible la question de
décrire toutes les relations algébriques entre eux. Bien plus difficile

7

u ui pour nction roblem met néanmoins un
e cel our les fonctions! , ce probleme admet néanmoins une

solution conjecturale étonnamment simple. En lisant entre les lignes,

(M) Comme le témoigne, par exemple, le fait qu’il ait fallu attendre jusqu’en 1882
pour que la question de Leibniz sur la transcendance de 7 trouve une réponse chez
Lindemann. Les fonctions hypergéométriques constituent un bel exemple de cette
dichotomie entre la transcendance d’une fonction et celle de ses valeurs spéciales.
Soient a, b, c des nombres rationnels qui ne sont pas des entiers négatifs ou nuls.
La fonction hypergéométrique de parametres a, b, c est définie par la série entiere

ab | z) ab ala+1)b(b+1) i

P ( -1+
e + c at clc+1) 2!
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il est tentant d’imaginer Leibniz conjecturant que les périodes ont
tendance a étre transcendantes et qu’il n’y a en général d’autres
relations algébriques parmi elles que celles qui s’expliquent par les
propriétés formelles de I'intégration. Le but de ces notes est d’expli-
quer deux manieres de rendre cette intuition rigoureuse, la conjecture
de Kontsevich-Zagier et la conjecture des périodes de Grothendieck,
et comment, en les supposant vraies, il est possible d’étendre aux
périodes la théorie de Galois pour les nombres algébriques.

1.2. La période d’un pendule

Considérons un pendule de longueur ¢ et de masse m qui oscille
sans frottement dans le plan vertical, sa position étant repérée
par langle #. Son mouvement est décrit par la deuxieme loi de
Newton F = ma reliant la force F' et 'accélération tangentielle a,
ce qui donne dans ce cas a = —gsin#f, ou g désigne ’accélération de
la pesanteur a ’endroit de ’expérience. En exprimant ’accélération
comme la dérivée seconde de la longueur d’arc £6, on trouve par suite

qui converge absolument dans le cercle unité |z| < 1. Ces fonctions peuvent étre
algébriques, comme le montre ’exemple

1 1 _
2F1(a1 \z):l—f—az—&-%fﬁ-”':(l—z) ¢

quel que soit ’entier a, mais mis a part une liste de cas exceptionnels, elles sont en
général transcendantes. Néanmoins, ces fonctions transcendantes prennent parfois
des valeurs algébriques en des nombres algébriques; c’est le cas des valeurs
(1.1) F (712 i 71323) = 3910, ,F (le’ iz | 6400 )= 2 /253

‘ UL T3 T U 2 Taa009) T3
trouvées par Beukers et Wolfart [18]. Les valeurs des fonctions hypergéométriques

en des nombres algébriques sont reliées aux périodes par le biais de la représenta-
tion intégrale d’Euler

ab‘ ) Jote T L=t TN (1 — t2) dt
z) =

F
’ 1( Jta=1(1 — t)e—a—1dt

. (c>a>0),
qui montre qu’elles sont des quotients d’intégrales le long d’un chemin de formes
différentielles sur une courbe algébrique. Des identités telles que (1.1) fournissent
donc une relation non triviale entre périodes.
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Ficure 7 — Un pendule de longueur ¢ et de masse m

I’équation différentielle de second ordre

d%0
+ I sing = 0,

1.2 —
(12) dtz2 ¢

qui n’admet pas de solution en termes de fonctions élémentaires. Si
I'on ne s’intéresse qu’aux oscillations de petite amplitude, c’est-a-dire
aux solutions dont la valeur initiale 6y en ¢ = 0 est petite en module,
on peut remplacer sin @ par son développement limité 6 a 'ordre 1;
I’équation qui en résulte a alors pour solution 6 = 6 cos(Mt),
d’ou la valeur approchée T = 277\/5/79 pour la période du pendule.
Pour calculer la valeur exacte de T', une possibilité consiste & mul-
tiplier (1.2) par df/dt, puis intégrer par parties. On trouve I’équation

do 2g
= \/6(6039 — cosbp)

qui, par inversion, permet d’exprimer la période du pendule comme

)
T4 5/ @
2g Jo +/cosO — cos b

¢ (b de
a 2\/;/0 /5in2(60/2) — sin?(0/2)

ott 'on a utilisé I'identité trigonométrique cos = 1-2sin?(6/2). Intro-
duisant le module elliptique k = sin(fp/2), on aboutit a 'intégrale
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elliptique de premiére espéce

w/2
T4 5/ P
1 —k2sin® ¢
_4 /
\/> \/1—:1:2 — k222)

par les changements de variable sin(0/2) = ksin¢g et z = sin¢.
Si k est un nombre algébrique, c’est un exemple paradigmatique de
période au sens de la théorie des nombres.

Guide de lecture

Ces notes reprennent les deux exposés que j’ai donnés aux Jour-
nées X-UPS Périodes et transcendance le 15 et le 16 avril 2019. Je n’ai
pas su résister la tentation d’aller bien au-dela de mon cahier des
charges et d’écrire le texte que, rétrospectivement, j’aurais voulu avoir
eu a ma disposition quand je m’initiais dans le domaine il y a dix ans.
En fonction des connaissances préalables et de I’énergie que 'on est
prét a y investir, il admet plusieurs niveaux de lecture :

o Les sections 2 et 3, demandant le moins de pré-requis, intro-
duisent la notion de période et la conjecture de Kontsevich-Zagier ;
I’accent est surtout mis sur les exemples. Vers la fin, j’énonce quelques
théoremes récents dans la direction de cette conjecture et j’esquisse
les contours que pourrait prendre une théorie de Galois pour les pério-
des.

o Ceux qui souhaitent approfondir ce dernier point de vue sont
alors invités a continuer la lecture par la section 4, au moins jusqu’a
I'exemple 4.6, les trois premiers numéros de la section 5 et le début
de la section 6, jusqu’a ’exemple 6.3. Le matériel ici demande une
certaine aisance avec les espaces topologiques et les anneaux. Dans un
premier temps, de I'introduction aux variétés algébriques on pourra
ne retenir que ’anneau des fonctions et la définition de lissité.

« Il y a alors deux possibilités pour continuer la lecture : ou bien
aborder les variantes de l'interprétation cohomologique des périodes
présentées dans la sections 7, au moins jusqu’a ’exemple 7.3, et la
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section 8; ou bien se concentrer sur les périodes des courbes ellip-
tiques, en étudiant le reste des sections 4 et 5, puis les deux derniers
numéros de la section 6 (ceux qui souhaitent encore rallonger le che-
min pourront ensuite lire les sections 9 et 10.5). Dans les deux cas,
un peu de familiarité avec ces objets de base de I’algebre homolo-
gique (complexes, suites exactes, etc.) est supposée; en ce sens, les
passages les plus exigeants sont ’exemple 7.4 et les dernieres pages
de la section 5. Pour comprendre les constructions faisant intervenir
des variétés projectives, il est aussi utile d’avoir en téte la notion de
carte d’une variété différentielle.

« La section 10 est enfin de nature plus avancée. Je 'ai écrite en
imaginant ce que je répondrais & la question « sur quoi je travaille 7 »
a des étudiants de M2 en théorie des nombres et géométrie algébrique
ou a des collegues dans des sujets plus éloignés, s’ils avaient une heure
a m’accorder et qu’ils n’avaient pas peur de ne pas tout comprendre.

Remerciements

Je tiens a remercier les organisateurs et les participants de ces
rencontres de m’avoir permis de porter un regard frais sur ma recher-
che. Ma vision des périodes a été enrichie par les échanges que j’ai
eu la chance d’avoir, au cours des années, avec Yves André, Joseph
Ayoub, Jean-Benoit Bost, Francis Brown, José Ignacio Burgos Gil,
Clément Dupont et Peter Jossen; qu’ils soient tous ici remerciés!
C’est notamment Yves André qui m’a parlé en premier du lemme de
Newton, Peter Jossen qui m’a appris la preuve du théoréme 10.13, et
avec Clément Dupont que j’ai souvent discuté du dilogarithme. Merci
enfin a Olivier Benoist, Clément Dupont, Tiago Jardim da Fonseca
et Marco Maculan pour leurs commentaires sur des versions préli-
minaires de ce texte, et a Peter Jossen, Marco Maculan et Claude
Sabbah pour leur aide dans la préparation des figures 'illustrant.

2. Définition et exemples

Dans cette section, on présente une définition élémentaire de la
notion de période qui a été dégagée par Kontsevich et Zagier [48]
au tournant du siecle dernier et on en déduit quelques conséquences
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immédiates, comme le fait que les périodes forment un sous-anneau
dénombrable de celui des nombres complexes. On donne ensuite plu-
sieurs exemples de périodes (les nombres algébriques, le nombre T,
les logarithmes des nombres rationnels, les intégrales elliptiques,
les valeurs zéta multiples...) sur lesquels on reviendra au fur et a
mesure que ’on disposera d’outils plus sophistiqués pour les étudier.
Conjecturalement, des nombres tels que e, la racine carrée de ™ ou
la constante v d’Euler n’en font pas partie, mais il est néanmoins
possible de les traiter sur le méme pied que les périodes en en
assouplissant la définition ; on arrive de cette maniére a la notion de
période exponentielle, aussi évoquée par Kontsevich et Zagier a la
fin de leur article. On conclut en discutant briévement la question de
trouver des exemples de nombres qui ne sont pas des périodes.

2.1. Définition et premiéres propriétés

Soit n > 1 un entier. Une fonction rationnelle a coeflicients ration-
nels en n variables est un quotient f = P/Q de polynémes P et Q
dans Q[x1,...,zy], avec @ non nul. On dit qu'un sous-ensemble
S C R™ est Q-semi-algébrique s’il est de la forme

S={(z1,...,2n) € R" | P(x1,...,2,) = 0}

pour un polynéme P € Q[x1,...,xy,], ou s’il peut étre obtenu a partir
de ceux-ci en itérant un nombre fini de fois les opérations réunion,
intersection et complémentaire. Par exemple, tous les sous-ensembles
de R"™ définis par un nombre fini d’équations et d’inéquations

B(ml,...,xn):o, Qj(.rl,...,.%'n)ZO,

avec P; et Q; des polynomes a coefficients rationnels en n variables
sont Q-semi-algébriques. Comme on le verra dans I'exemple 2.2, les
sous-ensembles Q-semi-algébriques de R sont les réunions finies de
points algébriques réels et d’intervalles ouverts a bornes algébriques
réelles ou infinies. La dimension d’un ensemble Q-semi-algébrique
non vide S C R" est le plus grand entier d > 0 tel que .S contient un
ouvert homéomorphe & une boule dans R? (par exemple, S C R est
de dimension 1 s’il contient un intervalle ouvert et de dimension 0
sinon). D’aprés un théoreme de Tarski et Seidenberg [20, Th. 2.2.1],



UNE INTRODUCTION AUX PERIODES 17

I'image d’un sous-ensemble Q-semi-algébrique de R™*! par la pro-
jection vers les n premieres coordonnées est un sous-ensemble Q-
semi-algébrique de R". Par exemple, I'image par la projection vers
la premiére coordonnée du sous-ensemble de R? défini par I’équation
x = y? est 'ensemble {x > 0} des nombres réels positifs.

Définition 2.1 (Kontsevich-Zagier). Une période est un nombre com-
plexe dont la partie réelle et la partie imaginaire peuvent s’écrire
comme des intégrales absolument convergentes

/f(xl,...,xn)dxl---d:):n,
S

ou f est une fonction rationnelle & coefficients rationnels en n varia-
bles et S C R™ est un ensemble Q-semi-algébrique.

Comme tant 'intégrande que le domaine d’intégration sont obte-
nus a partir de polynémes a coefficients rationnels, les périodes
forment un sous-ensemble dénombrable de celui des nombres com-
plexes; un nombre complexe « pris au hasard » n’est donc pas une
période. Cependant, on verra plus tard que beaucoup de constantes
de ce qui pourrait étre appelé la vie mathématique courante sont des
périodes.

Lemme 2.1. Les périodes sont les nombres complexes dont la partie
réelle et la partie imaginaire peuvent s’écrire comme des différences

VOl(Sl) — VOI(SQ),

ot S1 et Sy sont des ensembles Q-semi-algébriques de volume fini.
Démonstration. Soit fS f(x1,...,2p)dxy - - - dx), une période. En dé-
composant le domaine d’intégration S comme la réunion des sous-

ensembles S et S_ ou f prend, respectivement, des valeurs positives
et négatives, on peut récrire

S s,

/ —f(z1, ..., xp)dzy - - - dxy.
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Comme lintégrale de départ est supposée absolument convergente,
les deux dernieres intégrales sont des nombres réels positifs. Afin de
les écrire comme des volumes, on introduit une nouvelle variable ¢ et
on considére les sous-ensembles de R™+! définis par

51:{(x1,...,xn,t)€S+ xR\Ogtéf(xl,...,a;n)},
So={(z1,...,2n,t) ES_XR|0=t > f(x1,...,20)}

Il s’agit d’ensembles Q-semi-algébriques car f est une fonction ration-
nelle; en posant f = P/Q, on peut par exemple écrire S; comme
I'intersection de la demi-droite {0 < ¢} avec I’ensemble

({tQ - P<0}n{Q >0} U{tQ - P>0}N{Q <0}).

Par construction, le volume de S; est égal a
vol(S1) = / dxy - - dx,dt = flxy, ..., xp)dxy - - - dxy,
S Sy

et de méme pour Sy en remplacant Sy par S_ et f par —f. On a
donc écrit la période de départ sous la forme vol(Si) — vol(Ss).
Le fait, aussi simple, que n’importe quelle différence de volumes
d’ensembles Q-semi-algébriques est une période est laissé en exer-
cice. (]

Avec plus de travail, on peut en fait démontrer que toute période
est, au signe pres, le volume d’un ensemble Q-semi-algébrique (autre-
ment dit, qu'une différence positive de tels volumes est encore un tel
volume), que l'on peut de surcroit supposer compact [65].

Lemme 2.2. Les périodes forment un sous-anneau de celui des nombres
complexes contenant les nombres rationnels.

Démonstration. En écrivant r dr our = dx selon

= f0<$<7‘ fr<z<0
que 7 est positif ou négatif, on voit que tout nombre rationnel r est
une période. Il suffit donc de démontrer que ’ensemble des périodes
est stable par addition et par multiplication. Dans le deuxiéme cas,

il s’agit d’une application immédiate du théoréeme de Fubini



UNE INTRODUCTION AUX PERIODES 19

</Sf(x1,...,xn)dxl...dxn> : (/Tg(yljm,ym)dyl...ym>

= flze, . oy 20)9(ya, -y Ym)dxy -+ - depdyy - - - Ay,
SxT

car un produit de fonctions rationnelles est une fonction rationnelle
et un produit de sous-ensembles Q-semi-algébriques en est un aussi.
Pour démontrer que les périodes sont stables par addition, on peut
supposer sans perte de généralité que les deux intégrales ont méme
nombre de variables. En effet, si I'on avait disons m < n, il suffirait
de voir g comme une fonction de n variables et d’utiliser I'identité

/ g(lL‘l, v ,Zﬂm)dl‘l .. d;L‘m = / g($1’ .. 7xn)dx1 .. d$n
T

Tx[0,1]7=m
pour ramener l'intégrale a un sous-ensemble de R™. Supposons donc
que les deux périodes sont données par des intégrales faisant inter-
venir des fonctions de n variables. Apres les avoir écrites comme des
différences de volumes (lemme 2.1), il suffit de voir que

(2.3) VO](Sl) -+ VOI(Tl) — VOI(SQ) — VOI(TQ)

est encore une différence de volumes. Or, en choisissant des intervalles
disjoints I, Is, I3, I; C R de longueur 1 et d’extrémités rationnelles,
pour qu’ils soient Q-semi-algébriques, on peut récrire (2.3) comme

VOl((Sl X Il) U (Tl X IQ)) — VOI((SQ X Ig) U (T2 X 14))

La somme de deux périodes est donc une période. O

2.2. Exemples

On vient de voir que les nombres rationnels sont des périodes. Voici
quelques exemples plus intéressants :

Exemple 2.2 (les nombres algébriques). On dit qu'un nombre complexe
« est algébrique s’il existe un polyndéme non nul a coefficients ration-
nels P € QJz] dont « est racine : P(«) = 0. Le seul polynéme unitaire
et irréductible ayant cette propriété est alors appelé le polynéme mi-
nimal de «, et son degré le degré de . La partie réelle et la partie
imaginaire d’un nombre algébrique étant des réels algébriques, pour
démontrer que « est une période il suffit de traiter le cas ou « est réel
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strictement positif. Soient donc o > 0 un nombre algébrique et P son
polynéme minimal. Pour voir que o = foa dx est une période, il suf-
fit de démontrer que l’ensemble {0 < z < a} est Q-semi-algébrique.
Comme « est une racine simple de P, il existe des nombres rationnels
0 <r < a < s tels que la fonction P soit strictement monotone dans
I'intervalle [r, s]. L’écriture

{0<z<a}={0<z<r}U({r <z <spn{eP(z) <0}),

avec € = 1 si P est croissante et ¢ = —1 si P est décroissante, permet
alors de conclure. De la, on déduit également que les sous-ensembles
Q-semi-algébriques de R sont les réunions finies de points algébriques
et d’intervalles ouverts & bornes algébriques ou infinies.

Exemple 2.3 (e nombre 7). La définition de m comme l'aire du cercle
unité montre qu’il s’agit d’une période :

= / dxdy.
z24+942<1

Comme ce nombre est transcendant d’apres un théoreme de Linde-
mann [51], 'ensemble des périodes est strictement inclus entre celui
des nombres algébriques et celui de tous les nombres complexes.
On aurait pu choisir maintes autres formules intégrales, par exemple

[ dx [ 2dx
= T+22 ), 1+22
—00 0

ce qui met en évidence le fait qu’il existe en général beaucoup de
facons différentes de représenter un méme nombre comme période.
Selon la conjecture de Kontsevich-Zagier (section 3), on devrait pou-
voir naviguer a travers toutes ces représentations avec pour seule
boussole les regles élémentaires du calcul différentiel, a savoir ’ad-
ditivité des intégrales, le changement de variables et la formule de
Stokes.

Remarque 2.4 (périodes « non effectives »). Comme les périodes sont
stables par produit, toutes les puissances positives de 7 sont des pério-
des. En revanche, on conjecture que le nombre 1/7 n’en est pas une.
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Pour des raisons qui deviendront plus claires dans ’approche coho-
mologique des périodes, il peut étre convenable de considérer le sous-
anneau de C formé des nombres complexes de la forme z /7™ ou z est
une période et n > 0 un entier. Le mot « période » est parfois aussi
employé pour désigner cette classe a priori plus large de nombres;
quand on veut mettre ’accent sur cette distinction, on appelle pério-
des effectives les nombres de la définition 2.1.

Exemple 2.5 (logarithmes). Soit ¢ > 1 un nombre rationnel. La repré-
sentation intégrale
1 dx

log(q) = T
montre que le logarithme réel de g est une période. Il en va de méme
pour toutes les déterminations du logarithme d’un nombre algébrique
non nul a, c¢’est-a-dire pour n’importe quel nombre complexe (3 satis-
faisant a exp(f8) = a. D’aprés le théoréme d’Hermite-Lindemann
(exemple 2.9), un tel 8 non nul est transcendant. Ce résultat a
été renforcé de facon spectaculaire par Baker en 1967, lorsqu’il
a démontré qu’une combinaison linéaire a coefficients algébriques
de logarithmes de nombres algébriques non nuls est transcendante
pourvu qu’elle ne soit pas nulle, voir par exemple [12, Ch. 2].

Exemple 2.6 (valeurs zéta). Les valeurs spéciales

(24) ()=
k=1

de la fonction zéta de Riemann aux entiers n > 2 sont également des
périodes. En effet, ces nombres admettent la représentation intégrale

dzy---dz,
R
[071]71 — 1T Tp

comme on le voit en développant 'intégrande comme série géomé-
trique, puis en intégrant terme a terme n fois.

Pour n pair, on sait depuis Euler (1734) que {(n) est un multiple
rationnel de 7™ ; en voici les premieéres valeurs :
2 o 6

€(2)=— <<4):%, C(G):%, etc.
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Il s’ensuit que ces nombres sont transcendants. On conjecture que
c’est aussi le cas pour les valeurs de la fonction zéta aux entiers im-
pairs et méme que, contrairement a ce qui précede, celles-ci ne sont
pas algébriquement reliées au nombre 7. Tres peu de résultats sont
connus dans cette direction, hormis 'irrationalité de ((3), démontrée
par Apéry [6] en 1978, et l'existence d’une infinité de nombres irra-
tionnels parmi ¢(5),((7), ..., obtenue par Ball et Rivoal [14] en 2001
et qui a déja fait objet de l'exposé [27] aux Journées X-UPS.

Plus généralement, étant donnés un entier ¢ > 1 et des en-

tiers ny,...,ng > 1 avec n; > 2 (cette derniere condition assurant la
convergence de la série ci-dessous), la valeur zéta multiple
(25) g ) :
. niy...,Ny) = i T ns
kit kgt

k1>ko>-->ke>1

est une période. En effet, si I'on considére les polyndémes

Py(x) =z, P(x)=1—z

et on associe & un n-uplet (a,...,a,) € {0,1}" l'intégrale
dxy -+ -dxy,
2.6 I(ai,...,a :/ ,
(26) (o ) 12213 >2,20 Lar (¥1) -+ Pa,, (Tn)

qui converge si et seulement si a; = 0 et a, = 1, alors la valeur zéta
multiple (2.5) est égale a

¢(ny,y...,ng)=1(0,...,0,1,0,...,0,...,0,...,0,1).
—— N — N——
ni—1 no—1 ng—1
Il est conjecturé que la dimension d; du Q-espace vectoriel engen-
dré par les valeurs zéta multiples ((n,...,ng) avec ny +---+mny =k
est donnée par la série génératrice

> 1

k _
det T — 2 437
k=0

avec la convention dy = 1 et d; = 0. L’interprétation de ces nombres
comme périodes et les progrés en théorie des motifs ont permis a
Deligne-Goncharov [31] et a Terasoma [64] de prouver que le coté
droit de cette égalité conjecturale fournit une borne supérieure pour
les dimensions, puis & Brown [22] que toute valeur zéta multiple peut
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s’écrire comme une combinaison Q-linéaire de celles ou les n; ne
prennent que les valeurs 2 et 3. Je renvoie a [23] ou a lexposé de
Dupont dans ce volume [34] pour beaucoup plus sur ces nombres.

2.3. Plus de souplesse : intégrales de fonctions algébriques

Dans la définition 2.1, il n’est question que d’intégrales de formes
différentielles de degré maximal, c’est-a-dire égal au nombre de varia-
bles. L’ensemble des périodes reste inchangé si I’on admet également
des intégrales de la forme

/f(aq,...,xn)dxil eeday,
S

ou le domaine d’intégration est un sous-ensemble Q-semi-algébrique
orienté S C R™ de dimension d, c’est-a-dire muni d’une orientation
du sous-ensemble de S dont les points admettent un voisinage ou-
vert U dans R” tel que SNU soit une variété différentielle de dimen-
sion d. Une conséquence immédiate est que 'on peut remplacer, dans
la définition de Kontsevich-Zagier, les coefficients rationnels par des
coefficients algébriques et les fonctions rationnelles par des fonctions
algébriques sans changer la classe des périodes. Par exemple, pour
tout nombre rationnel A distinct de 0 et 1, I'intégrale elliptique

! dx
/o Vol —1)(z —N)

n’est pas & premiere vue une période au sens de la définition 2.1 car
I'intégrande n’est pas un quotient de polynémes, mais en introduisant
une nouvelle variable y on peut la récrire comme

[ da
2_1‘ xr— xr—
L e

(intégrale d’une forme de degré 1 sur un sous-ensemble de R?).
D’apres un théoreme de Schneider [61], ces nombres sont transcen-
dants. De méme, pour voir que les valeurs de la fonction béta

(2.7)  B(a,b) = /Dlta—lu —t)7tdt  (Re(a) > 0, Re(b) > 0)
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sont des périodes lorsque a et b sont rationnels, on pose a = r/d
et b = s/d et on récrit B(a,b) comme 'intégrale

r—1, s—d
(2.8) dﬁd+yd1x y* Ydx

0<x<1

par le biais du changement de variables z = t'/ et y = (1—t)"/%. Dans
un travail ultérieur [61], Schneider a aussi démontré la transcendance
des valeurs béta deés que a et b ne sont pas des entiers.

Lemme 2.7. Les sous-ensembles S C R"™ définis par un nombre fini
d’équations et d’inéquations polynomiales d coefficients algébriques
sont Q-semi-algébriques.

Démonstration. L’argument est une variante de celui de ’exemple 2.2.
Il suffit de traiter le cas ou S est défini par des inéquations
Pi(z1,...,2,) > 0, avec des polynomes P; a coefficients dans une
extension finie L de Q. Notons d son degré. Par le théoreme de 1’é1é-
ment primitif, il existe un nombre algébrique « tel que 1, ¢, ..., a% "
soit une base de L sur Q. En écrivant les coefficients des P; dans
cette base, on trouve des polynomes P, € Qlz1, ..., Ty, t] satisfaisant
a ]Bi(xl,...,xn,a) = Pi(z1,...,x,). Soit f le polyndme minimal
de a. Comme dans 'exemple 2.2, on peut trouver un intervalle a
bornes rationnelles r < «a < s sur lequel f n’a pas d’autre racine
que «. L’ensemble S est alors l'image par la projection vers les n
premieres coordonnées de I’ensemble Q-semi-algébrique

{(z1,...,2n,t) eER"F(t) =0, r <t <s, Pi(x1,...,2,,t) >0}

et il est donc lui-méme Q-semi-algébrique par le théoreme de Tarski
et Seidenberg énoncé au début de cette section. U

2.4. Les périodes exponentielles

Conjecturalement, le nombre e, la constante v d’Euler ou les
valeurs spéciales de la fonction gamma ne sont pas des périodes :
si ces nombres avaient une représentation intégrale comme il faut,
on le saurait depuis longtemps! On peut pourtant les traiter sur un
méme pied que les périodes a condition d’élargir la définition comme
suit.
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Définition 2.8 (Kontsevich-Zagier). Une période exponentielle est un
nombre complexe dont la partie réelle et la partie imaginaire peuvent
s’écrire comme des intégrales absolument convergentes de la forme

/ ef(gcl""’w”)g(acl, ey xp)dzy - day,
S

ou f et g sont des fonctions rationnelles a coefficients rationnels en n
variables et S C R" est un ensemble Q-semi-algébrique.

En choisissant pour f la fonction identiquement nulle, on voit que
les périodes sont aussi des périodes exponentielles; pour les distin-
guer, on les appellera parfois « usuelles » ou « classiques ». Quitte
a peut-étre restreindre légerement les domaines d’intégration per-
mis dans la définition, on peut démontrer [28] que la partie réelle et
la partie imaginaire d’une période exponentielle sont des différences
de volumes de sous-ensembles de R™ définissables par des formules
faisant intervenir la fonction exponentielle réelle et la restriction de
la fonction sinus a l'intervalle [0,1]; c’est 'analogue du lemme 2.1,
a ’exception pres que 'on ne s’attend pas a ce qu’'un tel volume soit
toujours une période exponentielle.

Exemple 2.9 (exponentielles). Si o est un nombre algébrique non nul,

e* = / e’dx
rla

montre que e* est une période exponentielle. Les résultats de trans-

la représentation intégrale

cendance sur ces nombres remontent & Hermite, qui a prouvé la trans-
cendance de e dans quatre notes aux Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences [40] publiées en 1873. En établissant la transcendance
de 7 neuf ans plus tard, Lindemann a expliqué comment son argument
permettait plus généralement de démontrer ce qui est connu aujour-
d’hui comme le théoréme d’Hermite-Lindemann : la transcendance
de e® quel que soit le nombre algébrique non nul « (compte tenu de
l'identité '™ = —1, la transcendance de 7 en est un cas particulier).
Il énonce aussi, sous une autre forme, ce qui est maintenant appelé le
théoreme de Lindemann-Weierstrass : si aq, ..., a, sont des nombres
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algébriques linéairement indépendants sur Q, alors leurs exponen-
tielles et ..., e%" sont des nombres algébriquement indépendants.
On s’attend méme a ce que les nombres e® soient transcendants sur

le corps engendré par toutes les périodes usuelles.

Exemple 2.10 (1a racine carrée de 7). L’intégrale de Gauss

/ e dr = /7

—0o0
est une période exponentielle. Indiquons la preuve de cette identité.

Comme l'intégrale est positive, il suffit de montrer que son carré
vaut 7, ce qui revient a calculer

oo o0 9 2
(2.9) / / e Y dxdy

par le théoreme de Fubini. Or, en passant en coordonnées polaires
(z,y) = (rcosf,rsinf), cette intégrale se récrit

e’} 27 0
/ / e rdrdf = 7['/ ore " dr = .
0o Jo 0 d(;"_rz)

Cet exemple montre que des périodes a priori exponentielles telles
que (2.9) peuvent en fait étre égales a des périodes classiques.

Exemple 2.11 (valeurs gamma). Plus généralement, les valeurs de la
fonction gamma en des nombres rationnels sont des périodes expo-
nentielles. Cette fonction est définie, pour tout nombre complexe s
de partie réelle strictement positive, par 'intégrale convergente

F(S):/ t5~ e tdt,
0

Elle est holomorphe sur le domaine {Re(s) > 0} ; en intégrant par
parties, on obtient I'identité I'(s+1) = sI'(s) qui permet de la prolon-
ger en une fonction méromorphe sur tout le plan complexe, dont les
poles se trouvent aux entiers s = 0, —1,... On en déduit que gamma
prend la valeur I'(n) = (n — 1)! pour tout entier n > 1.

Les valeurs en des arguments s € Q — Z sont plus intéressantes.
Pour les comprendre, on se raméne immédiatement au cas ou s est
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strictement positif, et méme compris entre 0 et 1. Pour un tel s = a/n,
avec n > 2 ne divisant pas a, la représentation intégrale

I‘(a/n):/o ta/"_le_tdt:/o ne ® % tdx

montre que I'(a/n) est une période exponentielle. A nouveau, on ne
croit pas que ces nombres soient des périodes au sens classique, mais
contrairement & ce qui est attendu pour e® (exemple 2.9), leurs puis-
sances n-iemes le sont : grace a la formule d’Euler

(2.10) L(r)I'(s) =T(r+ s)B(r,s)

reliant la fonction gamma et la fonction béta, on peut les écrire comme
le produit télescopique

n—1
T(a/n)" = (a — 1)! ][ Bla/n, ak/n),
k=1

ou chaque facteur est une période d’apres la formule (2.8).

On conjecture que ces valeurs de la fonction gamma sont toutes des
nombres transcendants, mais ceci n’est connu que pour(S) n=23,4
(section 10.3). Lang et Rohrlich [1, Ch. 24] ont conjecturé que, le déno-
minateur n étant fixé, toutes les relations algébriques entre les I'(a/n)
découlent des trois relations fonctionnelles

I'(s+1) = sI'(s),
P(s)I(1—5) = ——,
(2.11) sin(ms)

n—1 (n—1)/2

H I'(s+a/n) = % ['(ns).

a=0
Ces relations entrainent une borne supérieure pour le nombre d’élé-
ments algébriquement indépendants dans le corps engendré par 2me
etlesI'(a/n) : pour tout n > 3, il y en a au plus 1+¢(n)/2, ot p est la
fonction indicatrice d’Euler. D’apres la conjecture de Lang-Rohrlich,
il y en aurait exactement autant.

(&) par contre, comme les valeurs spéciales de la fonction béta sont transcen-
dantes d’aprés le théoréme de Schneider, 'identité (2.10) entraine qu’au moins
I'un des nombres I'(a/n) et I'(2a/n) est transcendant.
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Exemple 2.12 (1a constante v d’Euler). La constante v d’Euler est d’ha-
bitude définie comme la limite
. 1 1
7:n11_>r210<1+§+---+ﬁ—10g(n)>

des écarts entre les sommes partielles de la série harmonique et le
logarithme, mais ce point de vue n’est guére utile pour démontrer
qu’il s’agit d’une période exponentielle, comme Belkale et Brosnan
l’ont observé en premier [15]. En revanche, 7 est aussi 'opposé de la
dérivée de la fonction gamma en s = 1, d’ou la représentation

+o00
v=-T"(1) = / e “log(x)dx.
0

Le logarithme n’est pas une fonction algébrique, mais la substitution
log(z) = flx dy/y et un changement de variables ménent & I’expression

1 1 00 00
(2.12) ~ :/ / e Ydxdy —/ / e"dxdy,
0o Jo 1 N1

qui est clairement une période exponentielle! On conjecture que la
constante d’Euler est un nombre transcendant, mais & ’heure actuelle
on ne sait méme pas s’il est irrationnel®.

2.5. Et des nombres qui ne sont pas des périodes 7

Avant de nous lancer & la recherche de nombres qui ne sont pas
des périodes, faisons un pas en arriere et examinons la question, par
certains cotés analogue, de l'existence de nombres transcendants [66].
De nos jours, la preuve la plus rapide repose sur la non-dénombrabilité
des nombres réels, et a fortiori des nombres complexes, établie par
Cantor [24, 25] pour la premiere fois en 1874, puis en 1891 a aide
de I'argument diagonal®®. Comme les nombres algébriques forment
un sous-ensemble dénombrable de celui des nombres complexes, non

9)par contre, il résulte du théoreme de Siegel-Shidlovskii, tel qu’il est par
exemple expliqué dans la contribution de Rivoal [59] & ce volume, que la premiére
intégrale dans I’expression de v comme période exponentielle est un nombre trans-
cendant : c’est la valeur en z = 1 de la fonction 3, - (—1)"2"/(n+1)(n+1)!, qui
est une fonction F satisfaisant a une équation différentielle non singuliére en z = 1.

(10)Contrairement & une idée recue, ces démonstrations de Cantor sont
constructives : partant d’une énumération explicite des nombres algébriques, elles
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seulement il y a des nombres transcendants mais en fait la plupart des
nombres complexes le sont. Cependant, d’un point de vue historique
cet argument est postérieur de trente ans a la premiere démonstra-
tion de 'existence des nombres transcendants par Liouville, et méme
a celle d’Hermite de la transcendance du nombre e, publiée un an
avant. En 1844, Liouville démontre que tout nombre réel algébrique
irrationnel est mal approché par les rationnels, au sens suivant :

Théoreme 2.13 (Liouville). Soit o un nombre réel algébrique de degré d.
Il existe un nombre réel C'(a) > 0 tel que l'inégalité
C(a)

qd
soit vraie pour tout rationnel p/q distinct de o, avec p et q des entiers
premiers entre euzx et ¢ > 0.

(2.14) ‘a—g‘ >
q

Démonstration. 11 n’y a rien a démontrer si |a — p/q| > 1 > 1/¢%
Supposons donc |a — p/q| < 1 et soit P € Z[X] un polynéme irré-
ductible de degré d annulant a. Posant M = max,e(q—1,a41] [P (2)],
le théoreme des accroissements finis donne I'inégalité

|P(p/q)| < M | —p/ql.

Vu que p/q est différent de o et que P est irréductible, ¢*P(p/q) est
un entier non nul, d’ott [¢*P(p/q)| > 1. L’inégalité |a — p/q| > 1/Mq?
est donc vraie et I'énoncé vaut avec C(a) = min{1, M ~'}. O

Pour construire un nombre transcendant, il suffit ainsi d’exhiber
un nombre réel avec des approximations rationnelles violant I'inéga-
lité (2.14), et Liouville donne I’exemple du nombre

oo

(215)  z =107 = 0,11000100000000000000000100. . .
k=1

n!—k!

En effet, en posant p, = > ;_, 10 et ¢, = 10™, Pinégalité

o0
1
0<az—r= %" 107 <107 < —
n - n
=n—+1

fournissent des algorithmes pour écrire des nombres transcendants en base binaire
avec autant de précision que voulu [36].
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est satisfaite pour tout n, ce qui serait en contradiction, pour n assez
grand, avec l'inégalité |z — p,/qn| > C(a)/q% si x était algébrique de
degré d. Plus généralement, les nombres de Liouville sont les réels x
tels qu'il existe une suite de nombres rationnels (p,/qy) satisfaisant a

1
Qn qn

Par exemple, le nombre k>0 £,2™ est de Liouville quelle que soit

la suite (¢,) de 0 et de 1 contenant une infinité de 1. Il ne cofite
rien de se poser la question suivante, dont la réponse devrait tres
vraisemblablement étre négative(!?) :

Question 2.16. Est-ce qu’il y a des nombres de Liouville parmi les
périodes ou, plus généralement, parmi les périodes exponentielles 7

Comme les nombres rationnels sont denses dans R, tout réel posi-
tif o peut s’écrire comme une limite
. Gnp,
lim ,
n—+o0 b, + 1

ou (ay) et (b,) sont des suites d’entiers naturels (mettre b, + 1 au

o=

dénominateur est juste un moyen de garantir sa non-annulation). Une
classe & de fonctions de N dans N étant fixée, on dit que a est cal-
culable par rapport a & si une telle limite peut étre réalisée par des
fonctions dans la classe &, en ce sens précis qu’il existe des fonc-
tions a, b, c € & telles que, pour tout entier m, l'inégalité

a(n) 1
Cb(n)+1| T m

b(n) +1

soit satisfaite deés que n > ¢(m). Pour construire des nombres qui

ne sont pas des périodes, Yoshinaga [71] a eu 'idée de démontrer
que toutes les périodes réelles sont calculables par rapport a la classe
des fonctions élémentaires. 1l s’agit des fonctions d’une variable dans
la plus petite classe de fonctions {f: N” — N |r > 1} contenant les

(1Dpour le méme prix, on pourrait conjecturer que la mesure d’irrationalité
(c’est-a-~dire linfimum p(z) de ensemble des nombres réels p pour lesquels il
existe C' > 0 tel que I'égalité |x — p/q| > C/q" soit vraie pour tout p/q distinct
de z) de toute période exponentielle réelle x vaut 2. Les nombres de Liouville sont
les nombres réels & mesure d’irrationalité infinie.
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fonctions constantes, la fonction successeur x — x + 1, la soustraction
modifiée (x,y) — max(x — y,0) et les projections (z1,...,z,) — x;,
et qui soit stable par les opérations de composition et de somme et
produit bornés : les fonctions qui & (n,z1,...,z,) € N™"! associent

n

Zf(i,ml,...,:cr) et Hf(i,ml,...,:cr)
i=0

1=0

sont élémentaires si f l'est. Tent et Ziegler [63] ont ensuite démontré
que 'on pouvait se passer du produit borné; on appelle fonctions
élémentaires inférieures celles dans cette classe restreinte.

Théoréme 2.17 (Yoshinaga, Tent-Ziegler). La partie réelle et la partie
imaginaire d’une période sont des nombres calculables par rapport a
la classe des fonctions élémentaires inférieures.

A partir d’une énumération explicite de I’ensemble des fonctions
élémentaires, Yoshinaga démontre que le nombre

0, 388832221773824641256243009581 . . .

n’est pas une période par une variante de I'argument diagonal de
Cantor. En revanche, le nombre de Liouville (2.15) est calculable(1),

3. La conjecture de Kontsevich-Zagier

La méme période peut admettre, on ’a vu, de nombreuses repré-
sentations intégrales. Aprés avoir formalisé la notion de période,
Kontsevich et Zagier énoncent la conjecture qu’il est toujours pos-
sible de passer d’une représentation a une autre par une combinaison
des trois relations élémentaires suivantes :

(12)1,6 seul résultat dans la direction de la question 2.16 que je connaisse est un

théoréme récent de Lairez et Sert6z, qui montrent que le nombre Zn>0(2 11 3n) !
n’est pas le quotient de deux périodes sur une surface lisse dans P? définie par un
polynéme homogene de degré 4 & coefficients rationnels [49]. La notation 2 11 3n
désigne ici une tour de 3n puissances de 2.
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(i) Additivité : pour f et g des fonctions rationnelles et S et T des
domaines Q-semi-algébriques disjoints, on a les relations

Jova=[r+ o [ 1=[r+]s

(ii) Changement de variables : pour tout changement de variables
algébrique ¢, on a la relation

/f($17-~-7$n>dx1...d$n
S
:/ f((p(yl)w"790(yn))|J<p|dy1...dym
0~ 1(S)

ou J, désigne le jacobien de ¢, c’est-a-dire le déterminant de la
matrice des dérivées partielles de cette fonction.

(iii) Formule de Stokes : pour toute sous-variété différentielle a
bord orientée S de R"™ et pour toute forme différentielle w a coeffi-
cients des fonctions rationnelles sur S, on a la relation

/dw:/ w,
S as

ou 05 désigne le bord de S, muni de 'orientation induite par celle
de S, et dw la dérivée extérieure de la forme w.

Conjecture 3.1 (Kontsevich-Zagier). Toutes les relations linéaires en-
tre périodes découlent de l'additivité, du changement de variables et
de la formule de Stokes.

Bien que I’énoncé ci-dessus ne concerne a priori que les relations
linéaires, il s’agit en fait d’une conjecture sur toutes les relations
algébriques : comme les périodes forment un sous-anneau de C qui
contient celui des nombres algébriques, toute relation polynomiale a
coefficients algébriques donne lieu a une relation linéaire.

Exemple 3.2. Revenons a 'exemple 2.3 et voyons comment les repré-
sentations intégrales de la période 7 qui s’y trouvent sont reliées entre
elles. Appliquée & la sous-variété S = {z? + y?> < 1} de R%? et a la
forme différentielle w = xdy, la formule de Stokes donne

1
7r:/ dxdy:/ xdyzZ/ V1—22dz,
z24+y2<1 x24y2=1 -1
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ou la derniere égalité découle de la relation d’additivité en écrivant le
cercle 95, avec son orientation anti-horaire induite par celle de S,

comme la réunion des demi-cercles paramétrés par r = /1 — 32
et = —+/1 — 92 pour —1 < y < 1. Par additivité et changement de

variables, I'intégrale ainsi obtenue est égale a

1 0 1
/ \/1—x2dx+/ \/1—m2d$—|—/ V1—22dx
-1 -1 0
1 _ 2 1
S VY N S VR -
1V1—1¢2 1V1—1¢2 0 1—752 \/1—752
(on a posé x = —v/1 — t? dans la deuxiéme intégrale et x = /1 — ¢2
dans la troisieéme). De la on obtient enfin

! O d Loodt
—_— J— + P —
/—1 V1 — 2 /_1 V1 —t2 /0 V1 —t2
B / Y du n / < du / * du
o L+u? o 14u? oo L+ u?’
par la relation d’additivité et les changements de variables
1 1
b= ——— et = —
V1—u? V1 — u?
sur la premiére et la deuxieme intégrale respectivement.

Exemple 3.3. Soient a,b > 1 des nombres rationnels. Au vu de
Pexemple 2.5, 'identité log(ab) = log(a) + log(b) est une relation
entre périodes qui devrait, selon la conjecture de Kontsevich-Zagier,
découler des regles ci-dessus. Voici comment :

ab
d
log(ab) :/1 ?ac

a ab
= / o, / do (additivité)

d bd
/ :E =l (changement de variables z = ay)

= log(a) + log(b)
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Exemple 3.4. Soient m,n > 2 des entiers. La représentation comme
série (2.4) des valeurs spéciales de la fonction zéta de Riemann donne
lieu a I'identité de périodes

(3.1) ¢(m)¢(n) = ¢(m,n) + ((n,m) + ((n+m),

comme on le voit en décomposant le domaine de sommation dans
le produit ((m)((n) = >k, k,>1 k1 "ky " selon que ky est supérieur,
inférieur ou égal a ko. Il n’est pas a priori évident que cette relation
puisse se déduire des régles ci-dessus, comme le prédit la conjecture de
Kontsevich-Zagier, car elle est obtenue a partir d’'une représentation
comme série plutdét que comme intégrale.

Néanmoins, le changement de variables x; = t1 - - - t; transforme le
domaine d’intégration dans la formule (2.6) en '’hypercube [0, 1]
et fournit les représentations alternatives

dty---dtpim
C(m)C(n —/
( ) ( ) [0,1]+m (1 —tl"’tm)(l _tm+1"'t"+m)
B tltmdtldtn""m
lmn) = /[0,1]n+m (=t tm) (1= t1- - tngm)

C(TL m) = / b1 tmtn dby -+ dbpgm
’ [0,1]ntm (1 — tm+1 . tm+n)(1 —t1--- tn+m)

dt1 - dtpim
()= [
[071]n+m 1 - tl R tn+m
a partir desquelles la relation (3.1) découle par additivité de I'identité
1 a b 1
= - -
(1-a)1-0b) (1-a)(1—ab) (1-0b(1—ab) 1—ab

appliquée a a =ty -ty et b=1tmi1- tign.

3.1. Une version précisée

L’énoncé de la conjecture 3.1 est certes un peu flou, surtout en
ce qui concerne la maniere d’obtenir une relation entre périodes a
partir des trois régles du calcul intégral. Le but de cette section est
de donner une version beaucoup plus précise de la conjecture suivant
les travaux d’Ayoub [9, 10, 11]. Pour chaque entier n > 0, notons

D" = {(z1,...,2,) € C" | |2| <1 pour tout i = 1,...,n}
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le polydisque fermé dans C" et ¢(D") I'anneau des séries entiéres
F= ) g ay
Jise-sdn20

qui ont poly-rayon de convergence > 1, c’est-a-dire qui convergent
partout sur un voisinage ouvert de D". Soit 0Q-alg (ﬁn) le sous-anneau
de 0(D") des séries entieres qui sont algébriques sur Q(z1,. .., 2p),
c’est-a-dire qui satisfont a une équation polynomiale dont les coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles & coefficients rationnels. En re-
gardant une fonction de n variables comme fonction de n+1 variables,
on obtient des inclusions

=n —=n+1
0Qaig(D") C OQualg(D” ).

On désigne par ﬁQ_alg(@m) la réunion de tous les ﬁQ_alg(ﬁn). A un
12 w7 . . ,
élément f € Oq.aig(D") on peut associer son intégrale

/ f(z1,. . 2n)dzy .. dzy,
[0,1]"

qui est une période au sens de Kontsevich-Zagier (section 2.3).
Comme la valeur de cette intégrale ne change pas si ’on regarde f
comme une fonction de n + 1 variables et on integre sur [0, 1]"*,

on dispose d’une application Q-linéaire
(3.2) /[ | : ﬁQ_alg(ﬁoo) — C.
0,1]

On peut démontrer (mais ce n’est pas facile!) que I'image de cette
application coincide avec I’anneau des périodes.

Conjecture 3.5. Le noyau de lapplication (3.2) est le Q-sous-espace

vectoriel de ﬁQ_alg(]D)oo) engendré par les éléments de la forme
o9
622' g

ot g est une fonction dans Oq (D) et i > 1 est un entier.

(3'3) |Z¢=1 + g|2i:07

Remarque 3.6. Comme 'explique Ayoub [10, Rem. 1.2], si a la place
des fonctions algébriques on considére toutes les fonctions holomor-
phes, on voit sans peine que le noyau de ’application

/ . 6" — C
0117
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est le C-espace vectoriel engendré par les 9g/0z; — g|s,=1 + 9|z —o-
Raisonnons par récurrence sur n. Le cas n = 0 est évident. Prenons
donc n > 1 et un élément f = f(z1,...,2,) du noyau. Considérons
une primitive g de f par rapport a la derniere variable, c’est-a-dire une
fonction g € O(D") satisfaisant & dg/dz, = f (elle existe toujours,
vu que le poly-rayon de la série entiére obtenue en intégrant terme a
terme par rapport a z, est encore > 1). Alors la fonction

h=f—(99/9zn = glzp=1 + glzn=0)
appartient au noyau et ne dépend que des variables zj,...,2z,—1.
On peut donc la voir comme un élément dans & (ﬁn_l) et, par hypo-
theése de récurrence, 1’écrire comme une combinaison linéaire d’élé-
ments de la forme (3.3); il s’ensuit que f l'est également. Ce raison-
nement, cela va sans dire, est voué a ’échec dans le cas algébrique
car une fonction algébrique n’admet pas en général de primitive al-
gébrique; c’est déja le cas pour la fonction 1/(2 —2) = > - (2/2)".

Remarque 3.7. Un des aspects les plus frappants de la conjecture 3.5
est que les relations de changement de variables ont disparu de
I’énoncé, qui ne garde finalement qu’une forme simple de la formule
de Stokes. Ayoub explique comment les retrouver en une variable
[10, Rem. 1.5]. Etant donnés fi, fo € Oqae(D™), écrivons fi = fa
si fi — fo appartient a l'espace vectoriel engendré par les éléments
de la forme (3.3). Soit u un changement de variables satisfaisant &
u(0) =0 et u(1l) = 1. En dérivant la fonction

g(z1,2) = (W (21)22 + 1 — 22) f(u(z1) 22 + 21(1 — 22))
par rapport a la variable zo, on trouve la relation
W' (z21) f(u(21)) = fz1) = (u'(21) = 1) fu(z1)22 + 21(1 = 22))
+ (W' (z1)22 + 1 = 22) f'(u(21) 22 + 21(1 = 22)) (u(21) — 21),
dont le coté droit est égal & Oh/0z1 — h|;, =1 + h|;, =0 pour la fonction
h(z1,22) = (u(z1) — 21) f(u(z1)22 + 21 (1 — 22)).

La relation de changement de variables fol f(z)dz = fol u'(2) f(u(z))dz
découle donc de la formule de Stokes, mais pour le démontrer on a
eu besoin d’introduire une nouvelle variable.
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3.2. Ce qui est connu

J’aurais du mal a imaginer une conjecture plus désespérément hors
de portée que celle de Kontsevich et Zagier ; il faut donc s’attendre a
un paragraphe court... Quand il s’agit d’intégrales de fonctions algé-
briques d’une variable, on peut relier les périodes aux groupes algé-
briques et utiliser des techniques poussées en théorie de la transcen-
dance, notamment le théoreme du sous-groupe analytique de Wiis-
tholz [13], pour déterminer toutes les relations linéaires entre ces
nombres. Mais, contrairement a la conjecture générale, ceci ne suf-
fit pas a controler les relations algébriques car les périodes en une
variable ne sont pas stables par multiplication.

Théoreme 3.4 (Huber-Wiistholz). La conjecture de Kontsevich-Zagier
vaut pour les périodes en une variable™?).

Ce résultat est démontré dans [44]. Les auteurs en tirent une carac-
térisation des périodes algébriques en une variable, que I’on peut esti-
mer étre une réponse compleéte a la question de Leibniz dans sa lettre
a Huygens [70]. Tous les termes intervenant dans 1’énoncé ci-dessous
seront expliqués en détail dans les sections suivantes.

Théoreme 3.5 (Huber-Wiistholz). Soit X une courbe affine lisse défi-
nie sur Q. Pour toute 1-forme différentielle w et toute combinaison
linéaire v de chemins [0,1] — X(C) de classe €°° dont les points
initiauz et finauz sont dans X(Q), la période fvw est algébrique si et
seulement s’il existe une fonction f et une 1-forme différentielle W’
sur X satisfaisant auz égalités w = df + ' et f,y W' =0.

Si v n’a pas de bord, I'intégrale f7 df est nulle par la formule de
Stokes ; la période fv w est donc ou bien nulle ou bien transcendante.
Ce cas, qui comprend entre autre les théoréemes de Schneider sur la
transcendance des intégrales elliptiques et des valeurs de la fonction

(13)Dans le langage de la section 7, on peut rendre « scientifique » cette notion
en considérant I’ensemble des nombres qui apparaissent comme des coefficients
de I'accouplement de périodes entre la cohomologie de de Rham HéR(X, D) et

I’homologie de Betti HP (X, D) d’une courbe affine X relatives & un ensemble fini
de points D C X, tout étant défini par des équations a coefficients algébriques.
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béta en des arguments rationnels, avait été démontré par Wiistholz a
la fin des années 80 comme corollaire de son théoréme du sous-groupe
analytique [69]. La principale contribution de [44] est de mener &
bien les dévissages géométriques nécessaires pour pouvoir appliquer
le théoreme du sous-groupe analytique également quand ~ a un bord.

Exemple 3.8. Examinons les implications de ce théoréme pour les inté-
grales des fonctions rationnelles en une variable, un cas pour lequel
le théoreme de Baker sur les combinaisons linéaires de logarithmes
(exemple 2.5) est en fait suffisant [56]. Soient P, @ € QJx] des poly-
noémes sans facteur commun et soit

Q(w) = q(a; — 041)"1 - (x _ ae)’ng

la factorisation de @ dans Cl[z]|. La fraction rationnelle P/Q) admet
la, décomposition en éléments simples

P - T r r

j ;2 i,ni

3.6 L { U +m+44g;ﬁ
(3.6) Q ; r—ao; (v—a4)? (x — ;)i
ou T est le quotient de la division euclidienne de P par Q) et tous
les nombres 74,75 2,... sont algébriques (par exemple, r; est le résidu
de P/@Q au point z = ;). Comme T et tous les termes faisant inter-

venir des poles d’ordre > 2 sont la dérivée d’une fonction rationnelle,
le théoréme 3.5 est dans ce cas 1’énoncé :

Corollaire 3.9. La période f7 P(x)/Q(x)dz est algébrique si et seule-
ment si 1’égalité Y " | r; f7 dx/(x — a;) = 0 est satisfaite.

En particulier, lorsque le degré de P est strictement inférieur
a celui de @ et que les zéros de () sont tous distincts, seuls les
termes r;/(x — «;) apparaissent dans la décomposition (3.6), et il
s’ensuit que lintégrale f,y P(z)/Q(x)dx est ou bien zéro ou bien
transcendante. Un exemple célebre est la période

1 d 1 _
/0 ﬁ’il:;/o (m—li-l_xzaixi—1>dx:§<10g2+\7/%>’

dont on ne savait méme pas si elle était irrationnelle quand Siegel a
publié son livre [62] sur les nombres transcendants en 1949.
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Dans une autre direction, Ayoub [10] a récemment démontré une
variante « géométrique » de la conjecture de Kontsevich-Zagier, sous
la forme précisée du numéro précédent, ou les périodes sont rempla-
cées par des séries de périodes. Pour I’énoncer, considérons ’anneau

o'(D") = 6(D")(1)
des séries de Laurent formelles
F = Z filz1, ..., 2zt
i>—00
dont les coefficients sont des fonctions f; € ¢(D"), ainsi que le sous-

anneau ﬁé_ (ﬁn) formé de celles qui sont algébriques sur le corps

alg
C(z1,...,2n,t). Posons ﬁé_alg(ﬂ)oo) = Uno ﬁé_alg(ﬁn) et considé-
rons l'application C-linéaire

O s (D) — C((1)

(3.7) Z fitt —s Z (/[071}00 fi>ti_

1>>—00 1>>—00
Si, dans ce qui précede, on remplacait les nombres complexes par les
nombres rationnels, les coefficients f[o 1o fi seraient des périodes.

Théoréme 3.8 (Ayoub). Le noyau de (3.7) est le C-sous-espace vecto-
riel de ﬁé_alg(ﬁoo) engendré par les éléments suivants :

(1) tous les éléments de la forme

OF
7_Fz-: FZ':7
9= |zi=1 + Flz=0

ot F est une fonction dans ﬁé_alg(ﬁoo) eti>1 est un entier;

(2) tous les éléments de la forme

(g—/ g) - F,
[0,1]°

oug,F € ﬁllg(ﬁm) sont des fonctions satisfaisant

9 _, 99 OF _

ot ’ 0z; 0z
(dit autrement, g ne dépend pas de l'indéterminée t et F et g ne
dépendent pas simultanément d’une méme variable z;).

(i>1)
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3.3. Vers une théorie de Galois pour les périodes

Reprenons I'exemple 2.2, ot 'on a vu qu’un nombre algébrique est
une période a l’aide de son polyndéme minimal. Les autres racines de ce
polynoéme sont appelés les conjugués du nombre algébrique; d’apres
Galois, on peut leur associer un groupe de permutations qui constitue
depuis les débuts de la théorie un des outils les plus puissants pour
les étudier [3]. Voici une maniére d’y penser.

Soit P un polynome de degré n > 1 a coefficients rationnels. Si P
est irréductible, ’équation P(x) = 0 admet exactement n solutions
complexes. On voudrait les numéroter aj, ..., a,, mais comme il n’y
a pas de moyen naturel de distinguer les unes des autres, cela requiert
un choix ; 'ambiguité dans ce choix est encodée dans le groupe symé-
trique &,, permutant les ;. Certaines relations algébriques entre les
racines (par exemple, celles exprimant les coefficients de P comme
des fonctions symétriques en les ;) sont préservées par toutes les
permutations, mais il se peut que d’autres relations ne le soient pas.
Par exemple, les racines du polynéme

x® =1

(3.9) 41 = l
T —

sont les racines primitives cinquiemes de 1'unité et, si I'on choisit la
numérotation a; = ¢4 avec ¢ = exp(2mi/5) pour 1 < j < 4, les seules
permutations qui respectent les relations a; = a{ sont celles dans le
sous-groupe engendré par le 4-cycle (1243), qui envoie ¢ sur ¢2.

On est ainsi amené a définir le groupe de Galois de P comme le
sous-groupe Gp C &, formé des permutations g préservant toutes
les relations algébriques entre les racines, c¢’est-a-dire satisfaisant a

Qg(a1),...,g(an)) =0

quel que soit le polynéme Q € Qz1,...,z,] avec Q(aq,...,ay) = 0.
C’est ce qu’il faut pour que 'action de Gp sur le sous-anneau

(3.10) Qlaa,...,an] ={Q(a1,...,an) | Q € Q[z1,...,z,]} CC

soit bien définie, c’est-a-dire indépendante de la maniere de représen-
ter ses éléments comme des polynomes en les «;.
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Que le groupe de Galois soit grand, par exemple &,, en entier, veut
alors dire qu’il y a peu de relations entre les racines, par exemple
seulement celles « évidentes » ; c’est le cas pour la plupart des poly-
noémes P. Que le groupe de Galois soit petit, par exemple le groupe
cyclique d’ordre 4 par opposition & &4 pour le polynéme (3.9), veut
dire qu’il y a beaucoup de relations entre les racines. On peut néan-
moins démontrer que Gp contient toujours assez d’éléments pour
permuter transitivement les racines et pour qu'une expression poly-
nomiale en les o soit invariante par tout le groupe si et seulement s’il
s’agit d’'un nombre rationnel. Ces intuitions sont quantifiées par une
égalité entre la dimension de (3.10) et 'ordre du groupe de Galois :

(3.11) dimq Qlax, ..., an] = |Gp|.

Deux questions, a premiere vue indépendantes, se posent lorsque
I’on essaie d’étendre ces idées au-dela des nombres algébriques :

« quels seraient les conjugués d’un nombre transcendant(') ?
« peut-on associer des groupes de Galois aux polynémes en plu-
sieurs variables ?

On verra que le réve de Grothendieck d’une théorie des motifs four-
nit de nos jours une réponse inconditionnelle & la seconde question;
supposant connue la conjecture de Kontsevich-Zagier, elle permet de
donner un sens aux conjugués des périodes.

Comme l'explique André [2], il semblerait que I’on dispose d’heuris-
tiques pour deviner les conjugués de certains nombres transcendants.
Par exemple, bien que 7 ne soit racine d’aucun polynéme non nul a

coefficients rationnels, il I’est du « polynéme » de degré infini
2 4

I1 (1—1):Sinx:1—£+x—+---eQ[[:n]].

nmw x 6 120
neZ-{0}

(14)@alois a lui-méme envisagé ce genre des questions a la fin de sa lettre-

testament : « Mes principales méditations depuis quelque temps étaient dirigées
sur I’application a I’analyse transcendante de la théorie de 'ambiguité. Il s’agissait
de voir a priori dans une relation entre quantités ou fonctions transcendantes quels
échanges on pouvait faire, quelles quantités on pouvait substituer aux quantités
données sans que la relation piit cesser d’avoir lieu. Cela fait reconnaitre tout de
suite I'impossibilité de beaucoup d’expressions que 1’on pouvait chercher. »
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Cela suggere que les conjugués de 7 devraient étre ses multiples en-
tiers non nuls, ou plut6ét rationnels si I'on vise a une action transi-
tive du groupe de Galois, qui serait donc le groupe multiplicatif Q*.
Comme dire que 7 est transcendant revient a dire que ’espace vecto-
riel Q[n] est de dimension infinie sur Q, le fait de trouver un groupe
de Galois infini laisse la porte ouverte a une généralisation de (3.11).

Cette intuition est pourtant trompeuse en général : d’aprés un
théoreme d’Hurwitz [45], tout nombre complexe est zéro d’une infinité
non dénombrable de séries entieres a coefficients rationnels, et il n’y
a pas moyen d’en choisir une « minimale ». Pire : on peut toujours
trouver de telles séries qui ne s’annulent que sur le nombre en question
et sur son conjugué complexe, et des séries qui s’annulent également
sur n’importe quel autre nombre donné.

Une meilleure heuristique, cette fois-ci pour les logarithmes, pro-
vient de la monodromie, c’est-a-dire de I'ambiguité dans le choix d’un
chemin d’intégration dans la représentation log(q) = [} dz/x. Si, & la
place de la droite allant de 1 a g, on choisit un chemin qui tourne au-
tour de 0, le résultat change par un multiple de 27i. Cela suggere que
les conjugués de log(q) devraient au moins contenir log(q) + (277)Q.

Quant aux polynémes en plusieurs variables, on se heurte d’abord a
la difficulté que les solutions dans C" des équations qu’ils définissent
ne forment plus un ensemble fini, ni méme discret, mais continu.
Par exemple, I’équation xy — 1 = 0 admet pour solutions tous les
couples (x,7y) € C? avec x non nul et y son inverse ; on a donc affaire
au plan complexe épointé C* plongé dans C? comme une hyperbole,
un des premiers exemples de variété algébrigue. Une théorie de Galois
en plusieurs variables doit tenir compte de la géométrie de ces espaces.

Suivant Grothendieck, le réle du groupe de permutations de I’en-
semble fini de racines sera joué par des groupes de matrices agissant
sur des Q-espaces vectoriels de dimension finie, & savoir les groupes
d’homologie singuliére Hg’ (X) des variétés algébriques X. Ces espaces
vectoriels sont des invariants de nature topologique, dont les éléments
sont représentés par des applications continues o: AP — X que 'on
appelle des cycles. Par exemple, le premier groupe d’homologie sin-
guliere de C* est le Q-espace vectoriel de dimension 1 engendré par
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le lacet v qui tourne une fois autour de l'origine dans le sens anti-
horaire. Dans ce cas, il y a aussi une facon algébrique de détecter
le point manquant : le fait que la forme différentielle dz/z n’admet
pas de primitive algébrique, c’est-a-dire ne soit pas la dérivée d’un
polynoéme en x et 1/x. En général, les obstructions de cette nature
donnent lieu a d’autres Q-espaces vectoriels de dimension finie : les
groupes de cohomologie de de Rham Hi (X), dont les éléments sont
représentés par des formes différentielles algébriques w.

Grothendieck [38] a relié ces deux espaces en démontrant que !'in-
tégration fournit un accouplement parfait

HEL (X) x H};”(X) —C
3.12
(312 (], [o]) — / w,

c’est-a-dire que Hi, (X) et HE (X) ont méme dimension et que, quelles
que soient les bases {[w;|} et {[o;]} de ces espaces, la matrice

(L)

est inversible. Comme on peut démontrer que tous les coefficients
de ces matrices sont des périodes, il est coutume d’appeler (3.12)
Iaccouplement de périodes. Par exemple, pour X = C*, il s’agit de
la matrice de taille 1 ayant pour coefficient fﬂ/ dx/x = 2mi. La donnée
des espaces vectoriels Hip (X) et Hg’ (X) et de leur accouplement de
périodes est une premiere approximation de la notion de motif.
Réciproquement, le point de vue plus sophistiqué sur les périodes
évoqué a plusieurs reprises consiste a réinterpréter le domaine d’inté-
gration dans la définition 2.1 comme la classe d’un cycle en homologie
singuliére sur une certaine variété algébrique ; 'intégrande, comme la
classe d’une forme différentielle en cohomologie de de Rham sur cette
méme variété; et le processus d’intégration, comme ’accouplement
entre ces deux espaces. On verra que c’est toujours possible, a condi-
tion d’élargir un peu le cadre ci-dessus. Partant d’une seule période,
on obtient alors d’autres périodes qu’il aurait été impossible de devi-
ner en gardant le point de vue élémentaire : tous les coefficients de
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toutes les matrices de 'accouplement par rapport a tous les choix pos-
sibles de bases. C’est parmi celles-ci que se trouveront les conjugués
que 'on souhaite définir pour la période de départ.

Si 'ambiguité dans le choix d’'une numérotation des racines faisait
naturellement surgir le groupe symétrique, celle dans le choix de bases
suggere que 1’on considere des groupes d’automorphismes linéaires,
disons du Q-espace vectoriel HE(X ). On voudrait faire agir un tel
automorphisme ¢ sur les périodes par le biais de la formule

(3.13) g-/w—/ w,
o 9(o)

mais pour que cette action soit bien définie il faudrait savoir que le
nombre de droite ne dépend pas de la représentation intégrale de la
période fa w. D’apres la conjecture de Kontsevich-Zagier, toutes les
relations algébriques entre périodes devraient découler de I’additivité,
du changement de variables et de la formule de Stokes.

Ce sont toutes les trois des relations d’« origine géométrique ». Par
exemple, on peut penser a un changement de variables comme & un
morphisme ¢: X — Y entre variétés algébriques. Un tel morphisme
induit, par composition et tiré en arriere, des applications linéaires

oo BE(X) S TB(Y) et s W (¥) — ()

en homologie singuliere et en cohomologie de de Rham, et la relation
de changement de variables exprime leur compatibilité

L e / ()

avec l'accouplement de périodes. On définit alors, simultanément
pour toutes les variétés algébriques, des groupes de Galois motiviques

GX C GL(H}(X))

comme les sous-groupes des automorphismes linéaires compatibles
aux contraintes imposées par ’additivité, le changement de variables
et la formule de Stokes, par exemple satisfaisant a

Px0g =hoop,
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pour tout morphisme ¢p: X — Y et pour tous g € Gf et h e GZ. Bien
que nous ayons ¢été guidés par la conjecture de Kontsevich-Zagier,
cette définition du groupe de Galois motivique est inconditionnelle.

Comme les groupes de Galois motiviques sont en général infinis,
leur taille doit étre interprétée comme une dimension. Celle-ci est
la différence entre la dimension du groupe ambiant GL(HE(X )) et
le nombre d’équations nécessaires pour le définir. Qu’un groupe de
Galois motivique soit de grande dimension suggere qu’il y a peu de
relations entre les périodes; qu’il soit de petite dimension, qu’il y en
a beaucoup. Pour rendre cette idée plus précise, fixons une variété X
et un entier p et considérons le sous-anneau

(3.14) Q [( /Uj “i)m,jgn] <¢

engendré par les coefficients de la matrices de I'accouplement (3.12),
ol n désigne la dimension de HE’(X ); contrairement aux périodes
elles-mémes, ce sous-anneau ne dépend pas du choix des bases. Plutét
qu’a sa dimension sur Q, en général infinie, on s’intéresse a son degré
de transcendance. Il s’agit d’un entier compris entre 0 et n?, qui est
égal & r si 'on peut trouver r éléments algébriquement indépendants
parmi les faj w; mais n’importe quels r + 1 éléments sont reliés par
une équation algébrique a coefficients dans Q. L’analogue de (3.11)
est alors une conjecture dont l'origine remonte & une note de bas de
page dans larticle fondateur [38] de Grothendieck.

Conjecture 3.10 (de périodes de Grothendieck). Le degré de transcen-
dance du sous-anneau (3.14) de C coincide avec la dimension du
groupe de Galois motivique Gl)f.

Avec les définitions données, cette conjecture s’avere étre équiva-
lente & celle de Kontsevich-Zagier. La supposant vraie, action (3.13)
du groupe de Galois sur les périodes est bien définie. A la différence
des nombres algébriques, cette action n’est plus transitive en géné-
ral. Les conjugués d’une période faw sont alors les éléments de son
orbite sous 'action du groupe de Galois motivique, c’est-a-dire tous
les périodes de la forme g - fgw. On verra vers la fin de ces notes
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(exemples 10.2 et 10.3) que ce point de vue est compatible avec les
premiéres tentatives de réponse pour les conjugués de 7 et de log(q).

4. Homologie singuliere

Le but de cette section et les suivantes est de rendre précis le point
de vue sur les périodes évoqué ci-dessus. Cette approche plus sophis-
tiquée, qui est a ’origine de tous les progres récents vers la conjecture
de Kontsevich-Zagier, nous permettra notamment d’associer de ma-
niere rigoureuse a une période d’autres périodes parmi lesquelles se
trouvent les analogues des conjugués d’un nombre algébrique.

4.1. Définition et premiers exemples
Soit p > 0 un entier. Le p-simplexe AP est ’ensemble
AP = {(xg,...,xp) ERPT |2, >0, 20 +--- + 2, = 1}
muni de la topologie de sous-espace de RPT!. Comme le montre la
figure 8, le O-simplexe A® est réduit & un point, le 1-simplexe Al
est homéomorphe a Uintervalle [0, 1] par Papplication ¢ — (1 — ¢, 1),
le 2-simplexe A2 est un triangle dans le plan zg + 21 + 22 = 1, etc.

Al est homéomorphe &
A% est un point lintervalle [0, 1] A? est un triangle

FIGURE 8 — Premiers exemples de p-simplexes

Lorsque p varie, les p-simplexes sont reliés par des applications
face &0 AP — AP+ définies pour i = 0,...,p + 1 par la formule

5;(x0,...,xp) = (20,...,%i-1,0,24,...,2p).
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Les faces encodent les différentes maniéres de plonger un p-simplexe
dans le bord d'un (p + 1)-simplexe. Par exemple, on peut voir le
point AY comme I'une des deux extrémités du segment A® et celui-ci,
a son tour, comme 'un des trois cotés du triangle AZ.

Soit M un espace topologique. Un p-simplexe singulier dans M
est une application continue o: AP — M et une p-chaine singu-
liére dans M est une combinaison linéaire a coefficients entiers d’'un
nombre fini de p-simplexes singuliers. Comme la seule contrainte im-
posée aux applications o est d’étre continues, leurs images dans M
peuvent par exemple avoir des auto-intersections et sont en général
loin d’étre lisses, d’oul le nom « singulier » (voir figure 9). Le groupe
des p-chaines singulieres dans M est noté

Co(M)= @ Zo.
o: AP—M
Par exemple, Co(M) et C1 (M) sont les groupes abéliens libres engen-
drés, respectivement, par les points de M et par les chemins joignant
des points, distincts ou pas, de M.

M

Ficure 9 — Un 1-simplexe singulier

En s’appuyant sur les faces, on définit pour chaque entier p > 1
I’application bord comme ’homomorphisme

(4.1) 8y Cp(M) — Cp 1 (M)
oY (~1)i(cod ).
=0

Ces applications sont bien définies car la composition

005;)_1: APTL S AP M,
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dont Deffet est de restreindre o au sous-espace {x; = 0} de AP, est
un (p — 1)-simplexe singulier dans M. Par exemple, le bord d'un
chemin o: [0,1] — M est la différence (1) —0o(0) entre son point final
et son point initial ; le bord d’un 2-simplexe singulier o: A% — M est
la somme alternée des chemins obtenus en restreignant o a chacun
des trois c6tés du triangle, et ainsi de suite.

Gréce aux signes alternés dans la définition du bord (4.1), on vérifie
par un calcul direct I’égalité

8p 08p+1 =0

pour tout entier p > 0. Par exemple, en calculant deux fois le bord
d’un 2-simplexe singulier o: A2 — M, on trouve :

01(020) = 01(0 068 — g 06} 4 0 06?)
=008006)—008)o0dl —c0dlos
+008{ 00 +0006708) — 006708}
=0(0,0,1) —0(0,1,0) — 0(0,0,1)
+0(1,0,0) +¢(0,1,0) — o(1,0,0)
=0.

I s’ensuit que I'image de 'application 0,1, qui est un sous-groupe
du groupe abélien Cp(M), est contenue dans le noyau de 'appli-
cation J,; on peut donc prendre le quotient. Pour avoir des nota-
tions uniformes dans la suite, il est utile de poser C,(M) = 0 pour
tout p < 0 et 9, = 0 pour tout p < 0. La suite des (Cp(M),d,) est
appelée le complexe(15) des chaines singulieres de M.

Définition 4.1. Le groupe d’homologie singuliére en degré p de I'espace
topologique M est le quotient

H,(M, Z) = ker(8),) /im(9p1).

(15)plus généralement, un compleze (homologique) de groupes abéliens est une

suite (Ap, Op)pez de groupes abéliens A, et d’homomorphismes 9p: A, — Ap_1
tels que la composition 9, o Op+1 est nulle pour tout entier p.
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Les p-chaines singulieres dans le noyau de 0, s’appellent des cycles
et les éléments dans I'image de 0p41 des bords; avec cette terminolo-
gie, ’homologie singuliere est le groupe des cycles modulo les bords.
On notera [o] la classe d’'un cycle o dans le quotient Hy(M,Z). Par
exemple, un chemin o: [0,1] — M définit un cycle si et seulement
si son point initial et son point final coincident. Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, on omettra le sous-indice p dans ’application bord.

Exemple 4.2 (homologie en degré 0). Calculons I’homologie singu-
liere en degré 0 d’un espace topologique M, c’est-a-dire le quotient
Co(M)/im(01). Le groupe Co(M) est engendré par les points de M,
et deux points P, () € M représentent la méme classe dans le quotient
si et seulement si P — @) est le bord d’une 1-chaine singuliere. C’est
le cas si et seulement si P et () appartiennent a la méme composante
connexe par arcs, d’ou un isomorphisme
Ho(M,Z)~ &P Z,
mo (M)

ou mo(M) désigne 'ensemble de ces composantes. En particulier, si M
est connexe par arcs, le groupe Hy(M, Z) est isomorphe a Z.

Exemple 4.3 (homologie d’un point). Soit M 1’espace topologique ré-
duit & un point. L’exemple 4.2 donne un isomorphisme Hy (M, Z) ~ Z.
Le groupe Cp(M) est lui-méme isomorphe a Z pour tout p > 0, car
il n’y a qu'un seul p-simplexe singulier o,: AP — M, a savoir I'ap-
plication constante de valeur le seul point de M. Pour p > 1, les
applications bord sont donc déterminées par

Op(op) = Z(‘l)iap—l =

1=0

P op—1 Sip est pair,
0 si p est impair.

I1 vient que le noyau de 0, est ou bien zéro ou bien égal a I'image
de Op41, et dans le deux cas Hy(M, Z) = ker(0p)/im(0p+1) s’annule.

Soient M et M’ des espaces topologiques et f: M — M’ une ap-
plication continue entre eux. En associant a chaque p-simplexe o
dans M le p-simplexe f o o dans M’, on obtient un homomorphi-
sme fo: Cp(M) — Cp(M’). On vérifie sans peine que f, commute
aux applications bord (c’est-a-dire que I'égalité 0, o f, = fi 0 0 est
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vraie pour tout p) et induit ainsi un homomorphisme entre les groupes
d’homologie singuliére, encore noté

ot Hy(M, Z) — Hy (M, Z).

Par construction, 'application identité sur M induit l'identité en
homologie et ces homomorphismes sont compatibles avec la compo-
sition au sens suivant : si f: M — M’ et g: M/ — M" sont des
applications continues, alors I’égalité (g o f). = g« o fi est vraie. Cela
se résume en disant que Hy(—,Z) est un foncteur de la catégorie des
espaces topologiques vers la catégorie des groupes abéliens ou, de ma-
niere plus informelle, que I’homologie singuliere est fonctorielle par
rapport aux applications continues entre espaces topologiques.

On se placera plus tard dans le cadre ou ’espace topologique M
est muni d’une structure de variété différentielle et on voudra inté-
grer des formes différentielles sur des chaines singulieres. Il ne suffira
pas alors de travailler avec des applications continues o: AP — M,
comme on I’a fait dans ce numéro, mais il faudra imposer des condi-
tions de lissité pour que les intégrales existent, par exemple que o
s’étende en une fonction de classe €°° sur un voisinage ouvert de AP
dans RPTL. On peut démontrer que tout élément de H, (M, Z) admet
un tel représentant [50, Th. 18.13].

Par ailleurs, en remplacant Z par Q dans tout ce qui précede on
aboutit a I’homologie singuliere a coefficients rationnels H,(M, Q),
qui est un Q-espace vectoriel. Pour certains propos tels que construire
des produits (section 9), c’est son dual qui a des meilleures propriétés,
d’ot I'intérét de la définition suivante.

Définition 4.4. Soit M un espace topologique. La cohomologie singu-
liere a coeflicients rationnels de M en degré p est le dual linéaire de
I’homologie singuliere, c’est-a-dire le Q-espace vectoriel

Hp(Mv Q) = Hom(Hp(Ma Q)7 Q)

formé des applications linéaires H, (M, Q) — Q.

Ecrire le degré en exposant, plutét qu’en indice, est une facon d’in-
diquer que la cohomologie singuliere est contravariante, c’est-a-dire
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qu'une application continue f: M — M’ entre espaces topologiques
induit pour tout p une application linéaire

froHP(M', Q) — HP(M, Q),

a savoir le dual de I’application f, induite en homologie. On dispose
également d’une notion de cohomologie singuliere a coeflicients en-
tiers, mais pour la définir il faut passer par le dual du complexe de
chaines singuliéres au lieu de simplement celui de I’homologie.

4.2. Invariance par homotopie et suite de Mayer-Vietoris

Pour aller plus loin dans les exemples, il est fort utile de connaitre
deux propriétés de I'homologie singuliére, I'invariance par homoto-
pie et la suite exacte de Mayer-Vietoris, qui permettent de calculer
I’homologie d’un espace en le décomposant en morceaux plus simples,
comme les exemples 4.6 et 4.7 du numéro suivant l'illustreront.

Invariance par homotopie. On dit que deux applications continues
fo, fi: M — M’ sont homotopes si I'on peut déformer contintiment
I'une en l'autre, c’est-a-dire s’il existe une application continue
H: M x [0,1] — M’ satisfaisant aux conditions
H(z,0) = fo(x) et H(z,1)= fi(x)

pour tout z € M. Une application continue f: M — M’ est une équi-
valence d’homotopie s’il existe une application continue g: M’ — M
telle que g o f et f o g soient homotopes, respectivement, aux appli-
cations identité sur M et sur M’; on dit dans ce cas que g est un

inverse homotopique de f et que les espaces M et M’ ont méme type
d’homotopie, ou encore qu’ils sont homotopiquement équivalents.

Proposition 4.5. Si f: M — M’ est une équivalence d’homotopie,
alors fy: Hy(M,Z) — Hy(M',Z) est un isomorphisme de groupes.

Un cas particulier important est celui ou M a le méme type
d’homotopie que ’espace topologique réduit a un seul point; on dit
alors que M est contractile. Au vu du calcul de I’homologie du
point (exemple 4.3), il résulte de la proposition ci-dessus que tout
espace contractile M a pour groupes d’homologie Ho(M,Z) ~ Z
et Hy(M,Z) =0 pour tout p > 1. Pour établir la proposition, on
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démontre que deux applications homotopes induisent le méme homo-
morphisme en homologie; comme l'identité induit l’identité, cela
implique que f, admet pour inverse l'application g, induite par un
inverse homotopique g de f et est donc un isomorphisme. On renvoie
le lecteur a [39, Th.2.10] pour la preuve du premier énoncé.

Suite exacte de Mayer-Vietoris. Si M = U UV est la réunion de deux
sous-espaces ouverts U et V', on peut calculer I’homologie singuliere
de M en fonction de celles de U, de V et de l'intersection U NV. Plus
précisément, on dispose d’une suite exacte longue

-~~—>H2(M,Z)j

QHl(Uﬂ V,Z) -2 H, (U, Z) & Hy(V, Z) ﬂHl(M, Z) j

Q Ho(U NV, Z) -2 Hy(U, Z) ® Hy(V, Z) A, Ho(M,Z) — 0.

Ci-dessus, les applications « et § sont construites a partir des inclu-
sions entre les différents ouverts : si tyny, désigne I'inclusion de UNV
dans U, et de méme pour d’autres paires, on pose

a = (=(wnvp)s (tonvv)s) et B = (wn)s + (v,mr)«

le signe garantissant que la composition 5 o v est nulle. La fleche
connectant le dernier terme d’une ligne avec le premier terme de la
ligne suivante est définie comme suit : soit [o] € Hp(M,Z) la classe
d’homologie représentée par une p-chaine singuliére o dans M. Par
un processus de subdivision barycentm’que(w), on peut I’écrire comme

o=o0y+ovy,
ou oy et oy sont des p-chaines singulieres dans U et dans V. Comme
le bord de o est nul, I'égalité J,0 = —0,0y est satisfaite, et on voit
ainsi que d,0p n’est pas seulement une chaine dans U, mais aussi
dans V' puisqu’elle coincide avec —0,0y. Autrement dit, 0,01 est

(16) s’agit de voir le p-simplexe AP comme une p-chaine singuliére en le divi-

sant en de plus petites parties homéomorphes & AP, par exemple en écrivant le
triangle A? comme la réunion des trois triangles tracés depuis son barycentre.
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une (p — 1)-chaine singuliere dans l'intersection U NV, et on peut
alors considérer 'application

(4.2) H,(M,Z) — H, .(UNV,Z).
[U] — [apO'U]

Observons que celle-ci n’est pas toujours nulle : bien que 9,01 soit
le bord d’une chaine dans U, il n’y a pas de raison pour que ce soit
également le bord d’une chaine dans U NV.

Dire que le diagramme ci-dessus est une suite exacte longue est une
maniere concise d’exprimer le fait que n’importe quels trois termes
conséeutifs A 1> B —%+ C satisfont & la relation ker(g) = im(f).
En particulier, si A est nul, "application g est injective; si C est nul,
I’application f est surjective; si A et C' sont nuls, B doit I’étre aussi.

4.3. Plus d’exemples

Armés de ces outils, nous sommes maintenant en état de calculer
I’homologie du plan complexe épointé et des tores complexes.

Exemple 4.6 (le plan complexe épointé). Soit M = C* le plan com-
plexe épointé. Cet espace topologique étant connexe par arcs, il y a
un isomorphisme Ho(M,Z) ~ Z. Par ailleurs, 'inclusion

Sl={zeC||s|=1} > M

du cercle unité est une équivalence d’homotopie, car l'applica-
tion M — S qui envoie un nombre complexe non nul z vers z/|z|
en est un inverse homotopique. Au vu de la proposition 4.5, il suffit
donc de calculer I’homologie singuliere de S'. Pour ce faire, on
écrit S comme la réunion de deux arcs de cercle U et V tels que les
montre la figure 10. Puisque les ouverts U et V, ainsi que les deux
composantes connexes de U NV, sont contractiles, la suite exacte de
Mayer-Vietoris implique Pannulation H,(S1,Z) = 0 pour tout p > 2.
En effet, comme les termes a gauche et a droite dans la suite

H,(U,Z) ® H,(V,Z) — H,(S',Z) — H, 1(UNV,Z)
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U |4 unv

FIGURE 10 — Recouvrement de S!' par deux ouverts
contractiles

sont nuls pour p > 2, celui du milieu doit ’étre aussi. De plus, ’ho-
mologie en degré 1 s’inscrit dans la suite exacte longue

04>H1(51,Z)j

Q Ho(UNV,Z) -2 Hy(U, Z) ® Hy(V, Z) 4, Hy(S1,Z) — 0,
Il I I
VASY/ VASY/ Z
ou l'application « est donnée par la matrice (‘11 _11) et I'applica-
tion 8 est donnée par (z,y) — x + y. Comme la fleche connectante
est injective car le terme précédent s’annule, le groupe Hi(S!, Z) est
isomorphe au noyau de «, qui est le groupe libre de rang 1 engendré
par la classe de P — @), ou P et () sont n’importe quels deux points
dans des composantes connexes distinctes de U N'V. On a donc

H,(M,Z) ~H,(5',Z) ~ Z.

Un générateur explicite est donné par un lacet o: [0,1] — St ¢ M
tel que l'application (4.2) envoie [o] sur [P — @], par exemple le
cercle lui-méme, parcouru une seule fois dans le sens anti-horaire.
Tout compte fait, le premier groupe d’homologie singuliere de C* est
le groupe abélien libre engendré par le lacet ¢ — exp(2mit).

Exemple 4.7 (les tores complexes). Soient wy,ws € C* deux nombres
complexes non nuls qui ne sont pas R-proportionnels, c’est-a-dire
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FIGURE 11 — Un générateur de H'(C*, Z)

dont le quotient wj/wy n’est pas réel, et soit A = Zw; ® Zws le ré-
seau du plan complexe qu’ils engendrent. Le groupe A agit par trans-
lation sur C et cette action est libre et proprement discontinue (tout
élément non nul de A agit sans point fixe et la préimage d’une par-
tie compacte de C par 'action A x C — C est compacte); le quo-
tient M = C/A est alors un espace topologique séparé. On 'appelle
tore compleze, car il est en méme temps homéomorphe au produit
de deux cercles R?/Z? ~ S x S' et muni d'une structure de variété
complexe(m. Le parallélogramme

F ={aw1 +ywr |z,y € R, 0< z,y <1}

est presque un domaine fondamental pour ’action de A sur C; I’es-
pace topologique M est obtenu en recollant deux a deux les cotés
opposés de son bord, comme on le voit dans la figure 12.

Ces tores complexes étant connexes par arcs, on a un isomor-
phisme Hy(M,Z) ~ Z. Pour calculer ’homologie en degré supérieur,
on écrit M comme la réunion de deux coudes U et V tels que les
montre la figure 13, et on utilise la suite exacte de Mayer-Vietoris.
Comme les ouverts U, V et les deux composantes connexes de U NV
ont méme type d’homotopie qu'un cercle, dont ’homologie vient
d’étre calculée dans I'exemple 4.6, les groupes Hy,(M,Z) s’annulent
pour p > 3 par le méme argument qu’avant. Les groupes restant

(A7)En tant qu’espace topologique, M est donc indépendant du choix de w; et

w2, mais sa structure de variété complexe en dépend.
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FIGURE 12 — Le tore complexe M = C/A

e

FIGURE 13 — Recouvrement d’un tore complexe par
deux ouverts avec méme type d’homotopie que S*

s’inscrivent dans la suite exacte longue

0—————+mm4m—>

C_>I_Il((]ﬁ‘/az) i>I_Il([]? Z) @HI(V7 Z) £>I_Il(]\4a Z)
Il Il
AN/ YACY/

Cﬂ%wnmzyﬁﬂdam@Hammiimmmm—ea
Il I I
77 yACY/ y/
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L’application « est encore donnée, tant en degré 0 qu’en degré 1,
par la matrice (_11 _11) ; son noyau et son image sont donc libres de
rang 1, d’ott un isomorphisme Ha (M, C) ~ Z. Enfin, comme ker(/3)
et im(«) sont égaux dans une suite exacte longue, ainsi que ker(«) et
I’image de la fleche connectante, on dispose de la suite exacte

0— (Hi(U,Z) ® Hi(V, Z))/im(«x) i Hi(M,Z) — ker(a) — 0.
I I
Z Z
De la on trouve un isomorphisme H; (M, C) ~ Z & Z. Explicitement,
ce groupe est engendré par les images dans M des applications
0;: [O, 1] — F

i=1,2),
t— tw; ( )

qui sont représentées dans la figure 14.

FIGURE 14 — Homologie du tore Hy (M, C) = Z[o1] &
Z[O’Q]

On aura aussi besoin de connaitre I’homologie d’un tore auquel on
a Oté un point ; notons-le M*. Cet espace a le méme type d’homoto-
pie que le quotient du bord du parallélogramme .%# par I'action de A
identifiant les c6tés opposés, qui n’est rien d’autre que la réunion
du cercle rouge et du cercle vert de la figure 12. On est ainsi ré-
duit au calcul de I’homologie singuliere d’un bouquet de deux cercles.
Ecrivons-le comme la réunion de deux ouverts U et V, chacun com-
posé d’un des cercles en entier et de deux petits arcs sur I’autre cercle,
de sorte que U et V aient le type d’homotopie d’un cercle, tandis
que U NV soit contractile. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne
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alors I'annulation de Hy,(M™*,Z) pour tout p > 2, par opposition au
cas du tore complet, dont I’homologie en degré 2 était isomorphe a Z.
En revanche, le premier groupe d’homologie reste inchangé, comme
le montre la suite exacte

0—H1(U,Z)®Hy(V,Z) ﬁ>H1(M*,Z)
I
VYASY/

Q Ho(UNV,Z) -2 Ho(U, Z) & Hy(V, Z) — Ho(M*, Z) — 0.
Il
Z Z5Z y/

En effet, comme « est 'application injective z — (—z,z), le mor-
phisme connectant est nul, d’ott un isomorphisme Hy (M*,Z) ~ Z&Z.
Pour trouver des représentants explicites, il suffit de déformer les che-
mins o1 et o2 jusqu’a ce qu’ils ne rencontrent pas le point 6té.

5. Cohomologie de de Rham algébrique

Sur les espaces topologiques sous-jacents aux variétés différen-
tielles, on l’a dit, toute classe d’homologie singuliere peut étre
représentée par une chaine de classe ¥°°. En intégrant des formes
différentielles le long de ces chaines, on obtient un accouplement
a valeurs réelles entre I’homologie singuliére et la cohomologie de
de Rham; c’est un accouplement parfait d’apreés un théoreme di
a de Rham lui-méme. On pourrait avoir 1'idée de définir les pério-
des comme les coefficients de cet accouplement par rapport a des
bases quelconques de I’homologie singuliére et de la cohomologie de
de Rham, mais dans ce cas tout nombre réel serait une période, car
la cohomologie de de Rham d’une variété différentielle n’a en général
plus de structure que celle d’'un R-espace vectoriel. De maniere un
peu surprenante, lorsque la variété en question est définie par des
équations polynomiales, toute classe de cohomologie de de Rham
admet comme représentant une forme différentielle algébrique. L’es-
pace de ces formes étant défini sur le méme corps que les équations
de la variété, on obtient un pendant algébrique de la cohomologie
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de de Rham, encore en accouplement parfait avec I’homologie sin-
guliére ; c’est celui-la qui nous permettra de donner dans ce qui suit
une interprétation cohomologique des périodes.

5.1. Variétés algébriques affines

Soient n > 1 un entier et A" 'espace affine de dimension n. On va
s’intéresser aux variétés algébriques affines X C A™ définies par ’an-
nulation d’une famille de polynémes

fl,...,fmGQ[fEl,...,CEn].

Pour les propos de ce texte, il nous suffira la plupart du temps d’y
penser comme les ensembles de leurs points complexes

X(C) ={(z1,...,2n) € C"| fj(z1,...,2n) = 0 pour tout j},

sans oublier les équations les définissant, notamment le fait qu’elles
sont toutes a coefficients rationnels. On appelle ces variétés algé-
briques car les f; sont des polynoémes, par opposition a une variété
disons différentielle, ou l'on regarderait les zéros de fonctions de
classe € sur R" a la place; on les appelle affines car on cherche
les solutions aux équations f; = 0 dans l’espace affine C™ plutét que
dans l'espace projectif P"(C), auquel cas il faudrait supposer que
les f; sont homogenes et on parlerait de variétés projectives.
Comme deux polyndémes a coeflicients rationnels prennent les
mémes valeurs sur l'ensemble X (C) si leur différence est de la
forme fiPy+ -+ fmPm, pour des P; € Q[z1,...,x,], il est naturel
de définir ’anneau des fonctions sur la variété X comme le quotient

(5.1) A=Qlzy,...,zn]/(f15-- -5 fm)

des fonctions sur ’espace affine A" par I’idéal engendré par les poly-
némes définissant X. Alors X (C) s’identifie canoniquement & ’en-
semble de morphismes d’anneaux de A dans C :

(5.2) X (C) =Hom(A4,C).

En effet, pour tout point complexe (z1, ..., 2,) € X(C), le morphisme
d’anneaux Q[z1,...,z,] — C qui envoie x; sur z; passe au quotient
par I'idéal engendré par les f; et définit donc un morphisme A — C.
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Réciproquement, comme les classes des x; dans A satisfont aux équa-
tions polynomiales f; = 0, il en va de méme pour leurs images par tout
morphisme d’anneaux & valeurs dans C, d’ott un élément de X (C).

D’apres le théoreme des zéros (Nullstellensatz) de Hilbert, si deux
polynémes P, Q € Q[z1,...,x,] prennent les mémes valeurs partout
sur X (C), alors il existe un entier r > 1 tel que (P — Q)" appartienne
alidéal (fi1,..., fm). Vu que les polynémes constants 1 et 0 prennent
les mémes valeurs sur I’ensemble vide, une conséquence remarquable
de ce théoreme est que, bien que les équations fj(x1,...,2,) = 0
puissent ne pas avoir de solutions rationnelles ou réelles, elles admet-
tent toujours des solutions complexes des que ’on exclut le cas trivial
ou lidéal (fi,..., fm) est égal a Panneau Q[xz1,...,z,] tout entier
[55, Ch.1, §4]. Par exemple, le polynome 22 + 1 n’a pas de racines
réelles, mais I’ensemble X (C) = {i, —i} des points complexes de la
variété X C Al qu’il définit est non vide.

Soit Y C A" une variété algébrique affine, définie par 'annulation
d’une famille de polynémes gi1,...,9s € Qy1, ..., yr], et soit

B=Qy1, -,y )/ (g1, 9s)

son anneau de fonctions. Un morphisme de variétés h: X — Y est
une application h: X(C) — Y(C) dont les composantes

hl,...,hT:X(C)—>C

sont les restrictions a X (C) de polynémes dans Q[z1,...,z,], vus
comme des fonctions sur C". Concrétement, en choisissant de tels
polyndémes, encore notés hy, ..., h, € Q[z1,...,z,] par un léger abus,
on peut penser au morphisme h: X — Y comme la donnée de r
polyndémes satisfaisant aux équations

(5.3) gi(h1(z1, ... xn), .., he(x1,. .. 2p)) =0
pour tout i = 1,...,s et pour tout n-uplet (x1,...,x,) dans le
lieu des zéros des polynoémes f;. Une autre telle donnée A}, ..., A

définit le méme morphisme de variétés si et seulement si les diffé-
rences h — h; appartiennent a l'idéal (fi,..., fm,) pour tout i. Par
exemple, si X = Al est la droite affine et Y C A? est la parabole
d’équation y = 2, application h(z) = (z,2%) est un morphisme de
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variétés h: X — Y. De méme, si Z C A? est définie par 3% = 22, 'ap-
plication m(z) = (22, 23) est un morphisme de variétés m: X — Z.

On dit qu'un morphisme h: X — Y est un isomorphisme de
variétés s'il existe un morphisme de variétés u: Y — X tel que
u o h et h ow soient, respectivement, 'identité sur X et sur Y. Par
exemple, h(z) = (z,2%) ci-dessus est un isomorphisme de variétés,
d’inverse la projection sur la premieére coordonnée u(x,y) = x; par
contre, m n’est pas un isomorphisme de variétés, bien que 'applica-
tion m: X(C) — Z(C) soit bijective (pourquoi?).

Par le biais de la bijection (5.2), un morphisme hA: X — Y équivaut
a la donnée d’un morphisme d’anneaux h*: B — A, a savoir celui qui
envoie la classe de y; dans B sur la classe du polynéme h; dans A.
L’inversion des roles de A et B en passant des variétés a leurs anneaux
des fonctions reflete I'intuition qu’'une fonction sur Y (C) donne lieu
a une fonction sur X (C) par précomposition avec h. Un morphisme
de variétés h est un isomorphisme si et seulement si le morphisme
d’anneaux associé h* est un isomorphisme.

Définition 5.1. Soit ¢ un entier entre 0 et n. On dit qu’'une variété
algébrique affine X C A" définie par des polynoémes fi, ..., f;, comme
ci-dessus est lisse de dimension n — ¢ si, pour tout point P € X(C),
il existe un polydisque

D(Pe)={z€C" ||z - P| <&}
centré en P et de rayon suffisamment petit € > 0 tel que I'intersection
D(P,e)N X(C)

soit le lieu des zéros de c polynémes parmi les f; (disons fi,..., fe,
quitte a les réordonner) et que la matrice jacobienne

Ofi
Oxj ) 1<i<e

1<jsn

soit de rang c. Lorsque cette condition n’est pas satisfaite, on dit que
la variété X est singuliere en P.
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En particulier, une variété X C A™ définie par une seule équation
non nulle f est lisse de dimension n—1 si et seulement si les polynémes
of of
Pz B
n’ont pas de racine commune sur les nombres complexes. La condi-
tion de lissité dépend des équations définissant X et pas seulement
de I'ensemble X (C). Par exemple, les polynomes z et 22 ont le méme
lieu des zéros dans C, mais seulement le premier définit une variété
variété lisse X C Al. Cet exemple illustre aussi le fait que, pour les
variétés lisses, I'ensemble des polynomes s’annulant sur X (C) coin-
cide exactement avec l'idéal (fi,..., fm), c’est-a-dire que 'on peut
prendre » = 1 dans le théoreme des zéros de Hilbert.

Exemple 5.2 (croisements normaux). La variété X C A2 définie par
le polynéme f(z,y) = zy est singuliére car le point (0,0) est un
zéro commun de f et de ses dérivées 0f /0x =y et Of /Oy = x. Cette
variété est la réunion des lieux des zéros des polyndémes z et y, qui sont
chacun des variétés lisses de dimension 1 s’intersectant au point (0, 0),
lui-méme une variété lisse de dimension 0. C’est un exemple paradig-
matique de diviseur d croisements normaux, qui est plus généralement
défini comme une réunion finie de variétés X; C A" lisses de dimen-
sion n — 1, appelées les composantes irréductibles, qui s’intersectent
transversalement en des variétés lisses de la dimension « attendue »,
c’est-a-dire telles que toute intersection de m composantes irréduc-
tibles est lisse de dimension n —m. Par exemple, trois droites dans A2
forment un diviseur a croisements normaux si et seulement si elles ne
contiennent pas de point d’intersection triple. La condition de trans-
versalité signifie qu’en tout point P dans l'intersection des points
complexes de deux composantes irréductibles X; et X, la somme des
espaces vectoriels tangents TpX;(C) et TpX;(C) est égale a C". Cela
permet de définir algébriquement I'intersection comme le lieu des zé-
ros X; N X; C A" de la réunion des polynomes définissant X; et X,
en excluant des situations, comme celle de deux courbes tangentes, ou
cette définition naive ne donne pas lieu a une bonne théorie de I'inter-
section (par exemple, au théoreme de Bézout). Grace a un théoréeme
de Hironaka connu sous le nom de résolution des singularités [47],
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on peut souvent réduire a I’étude des diviseurs a croisements nor-
maux des questions ayant trait aux variétés algébriques singulieres.

Remarque 5.3. Pour 1’étude des périodes, on pourrait considérer plus
généralement le corps des nombres algébriques Q et des variétés algé-
briques affines X définies par une famille de polynémes a coefficients
dans Q. Pour la plupart de nos besoins, c¢’est commode mais pas stric-
tement nécessaire : on peut toujours se ramener a des variétés définies
sur QQ par un processus, appelé restriction de Weil, similaire a celui
qui permet d’identifier C & R? en prenant des parties réelles et ima-
ginaires, puis des conditions algébriques complexes du type « z € C
est non nul » a des conditions algébriques réelles du type « la paire
(x,y) € R? est telle que 22 + 32 est non nul ».

Il n’a été question jusqu’a la que des points complexes d’une
variété. Plus généralement, pour toute Q-algebre (c’est-a-dire pour
tout anneau commutatif avec unité R contenant Q), on peut évaluer
les polynomes f; en un point de R" puisque les seules opérations
requises pour ce faire sont la multiplication et 'addition, présentes
dans un anneau quelconque, et la multiplication par les coefficients
des fj, qui a un sens car R contient Q. Les R-points de X sont alors
définis comme le lieu des zéros dans R" des polynémes f;, a savoir

X(R) ={(#1,...,2n) € R"| fj(21,...,2,) = 0 pour tout j}.

Ces ensembles sont reliés entre eux comme suit : si ¢: R — S est
un morphisme de Q-algebres, c’est-a-dire un morphisme d’anneaux
entre Q-algebres, et si (z1,...,2,) € R" appartient a X (R), 1’égalité

filp(x), ..., 0(zn)) = o(fij(z1,. .., 20)) =0
est vraie pour tout j. Le point (p(z1),...,¢(z,)) € S™ appartient
donc & X (), d’ou une application p,: X(R) — X (S).
Avec ces notations, il y a encore une identification canonique
(5.4) X(R) = Hom(A, R)

et la donnée de tous les ensembles X (R) et de toutes les appli-
cations ¢, permet de retrouver 'anneau A & isomorphisme pres.
Un point de vue plus puissant sur les variétés affines consiste alors a
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les définir par leurs anneaux de fonctions, sans mettre ’accent sur le
plongement dans un espace affine donné A™.

5.2. Cohomologie de de Rham algébrique

On dispose, sur 'anneau des polynémes a n variables, des régles
usuelles du calcul différentiel, notamment de I'application Q-linéaire

d: Qlxy,...,zn] — Q[z1,...,xp|dx1 & - ® Qlz1, ..., 24)dxy

(5.5) g—dg = zn:(gg >da:i

i=1 t

qui a un polynéme ¢ associe sa différentielle dg. Cette application
satisfait a la regle de Leibniz

(5.6) d(gh) = gdh + hdg.

Pour qu’elle passe au quotient par l'idéal engendré par les polyno-
mes f1,..., fm et définisse donc une application sur 'anneau A des
fonctions sur la variété X correspondante, il faudrait que les relations
obtenues en dérivant les fi,..., fi, soient encore valables dans ’es-
pace d’arrivée, ce qui bien siir ne sera pas le cas sauf si on les force a
I’étre. On est ainsi amené a définir les 1-formes différentielles sur la
variété algébrique affine X comme le A-module

QY = (Adxy @ - @ Adxy,) /(dfy, ..., dfp),

c’est-a-dire comme le quotient du A-module libre ayant pour base les
symboles dx1,...,dx, par le sous-module engendré par les différen-
tielles des polynomes f;. Une 1-forme différentielle sur X est donc
représentée par une combinaison linéaire

(5.7) W= Zaidxi,
i=1

ou les a; € A sont des fonctions sur X, et deux telles expressions
représentent la méme 1-forme différentielle si et seulement si leur
différence appartient a 'idéal engendré par les df;. Par construction,
la différentielle (5.5) induit une application Q-linéaire encore notée

d: A— QL.
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On peut ensuite définir des formes différentielles de degré supérieur

en considérant, pour chaque p > 1, la p-éme puissance extérieure
Q= NPy
du A-module 9}4. Concrétement, QZ‘ est le A-module formé des com-
binaisons linéaires a coefficients dans A de symboles
Wi A Awp, oU wj 6(234 pour tout 5 =1,...,p,
et ces combinaisons linéaires sont soumises aux relations de bilinéarité
WA+ A (aw; + a'w)) A+ Awp
=wi A Aawi A Awp Fwi A Adwi A Awy
pour tous a,a’ € A, ainsi qu’a la relation wq A+ -+ Aw, =0 dés qu’il y
a deux 1-formes différentielles égales parmi les w;. De ces contraintes
on déduit aisément 1’égalité
We (1) VAR /\wg(p) = s(a)wl ANERAN

pour toute permutation o de 'ensemble {1,...,p} de signature (o).
ey . /12 P
On appelle p-formes différentielles sur X les éléments de (2.
Par récurrence, la différentielle d: A — 9}4 s’étend de maniere
unique en des applications Q-linéaires

. Op p+1
ar: Q) — QY
satisfaisant aux relations
Fod =0 et daAB)=daAB+ (-1 and B
pour tout p et pour tous a € QY et 8 € Qi’fi (pour avoir des notations
uniformes, on pose Q2 = A et d° = d, ainsi que QP = 0 et d? = 0 pour

tout p < 0). Notons que la seconde de ces relations généralise la regle
de Leibniz (5.6). En effet, pour construire d” on pose d’abord

n
d'w = Z da; N dx;
i=1
pour des 1-formes différentielles comme dans (5.7), puis

P
(Wi A Awp) = Z(—l)”lwl A ANdrwp A A wp,
i=1
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et on vérifie que ces formules sont compatibles aux relations définis-
sant QF. On obtient ainsi le compleze'® de de Rham algébrique

d d* o d?

0
(5.8) QY —— QY 04

Quand on voudra souligner les aspects géométriques plutot qu’algé-
briques de la cohomologie de de Rham, on écrira Qg( a la place de O ;
ces deux notations sont entierement synonymes dans ces notes.

Méme si tous les termes dans ce complexe sont des A-modules, les
différentielles sont seulement Q-linéaires et pas A-linéaires au vu de
la régle de Leibniz. L’égalité dP o dP~! = 0 implique, comme on l'a
vu pour I'homologie singuliere, que I'image de la différentielle dP~"
est un sous-espace vectoriel du noyau de dP. Il serait donc naturel de
définir la cohomologie de de Rham en degré de p de X comme l'es-
pace quotient ker(dP)/im(dP~!). Il se trouve que cette définition n’est
raisonnable(!?) que si la variété X est lisse (définition 5.1), auquel cas
on peut démontrer que le A-module Q}4 est localement libre de rang
la dimension de X (c’est le pendant algébrique de la notion de fibré
vectoriel sur une variété différentielle). En particulier, le complexe de
de Rham est nul au-dela de cette dimension.

Définition 5.4. Soit X C A" une variété algébrique affine lisse. La coho-
mologie de de Rham algébrique en degré p de X est le quotient
1
ker(dP: QF — Q5
im(dr=1: Q51— O4)

HiR(X) =

Les éléments dans le noyau de la différentielle s’appellent des
formes fermées et celles dans son image des formes ezactes; la coho-
mologie de de Rham est donc ’espace des formes fermées modulo les

(18)Un compleze (cohomologique) d’espaces vectoriels est une suite (AP, dP)pez

d’espaces vectoriels AP et d’applications linéaires dP: AP — APT! telles que la
composition dP odP~! est nulle pour tout entier p. La cohomologie en degré p d’un
tel complexe est alors définie comme le quotient ker(dP)/im(d?~").

(19)Sinon, la dimension de ce quotient peut étre différente de celle de la cohomo-
logie singuliére des points complexes X (C); d’aprés [7], c’est le cas par exemple
pour le lieu des zéros X C A? du polynéme z° + 4° + z?32. 1l n’y a donc pas

d’isomorphisme de comparaison comme celui de la section 6 avec cette définition.
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formes exactes. On notera [w] la classe d’'une p-forme différentielle
w € O dans HgR(X ). La plupart du temps, on omettra I’exposant
et on écrira d au lieu de dP. Bien que les termes dans le complexe de
de Rham algébrique soient, sauf dans des cas trés particuliers comme
celui de ’exemple 5.5, des Q-espaces vectoriels de dimension infinie,
on peut démontrer par divers moyens (par exemple, en utilisant
I’accouplement parfait du théoreme 6.1 et le fait que I’homologie
singuliere d’'un CW-complexe de type fini est de dimension finie)
que HA, (X) est toujours de dimension finie.

La cohomologie de de Rham algébrique est fonctorielle (contrava-
riante) par rapport aux morphismes de variétés affines lisses. Gardant
les notations du numéro précédent, soient X et Y des telles variétés,
d’anneaux de fonctions A et B, et soit h: X — Y un morphisme
de variétés représenté par des polynomes hi, ..., h,. Le morphisme
d’anneaux h*: B — A donne lieu & une application Q-linéaire

h*: QL — QY
déduite de 'application
Bdy, @ - -- ® Bdy, — QY4
bdy; — h*(b)dh;

en observant que celle-ci factorise a travers le quotient par le sous-
module engendré par les différentielles dgi,...,dgs. En effet, cette
application envoie dg; sur I’élément

s 8g
; ayji (hl(xl, ces @)y he (2, ,xr))dhi,

qui est nul dans QY par la condition (5.3) dans la définition de mor-
phisme de variétés algébriques (en effet, comme le co6té gauche de
Péquation dans loc. cit. s’annule sur tous les points complexes X (C),
il est de la forme f1 P + -+ 4+ fim P, et sa dérivée, donnée par 'ex-
pression ci-dessus par la regle de la chaine, est donc nulle dans 9}4
au vu des relations f; = 0 dans A et df; = 0 dans Q). L’application
ainsi obtenue s’étend, en prenant des puissances extérieures, en des
applications Q-linéaires h*: Qf, — QF pour tout p; elles commutent
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aux différentielles, d’otl une application Q-linéaire
h*: HﬁR(Y) — HSR(X)

de la cohomologie de de Rham algébrique de Y vers celle de X.

5.3. Premiers exemples

En guise d’illustration, on reprend d’un point de vue algébrique les
exemples 4.3 et 4.6 de la section précédente. On vérifie également que
la cohomologie de la droite affine est concentrée en degré 0, en accord
avec le fait que I'espace topologique C est contractile.

Exemple 5.5 (les variétés de dimension 0). Soient f € Q[z] un poly-
noéme irréductible de degré d > 1 et X C Al la variété algébrique
affine définie par 'annulation de f; c’est une variété lisse de dimen-
sion 0 car f n’a pas de racine double. Les points complexes de X sont
les racines de f dans C. L’anneau des fonctions sur X est égal a

A =Qlz]/(f),

qui est un corps car l'idéal engendré par un polynoéme irréductible
est maximal. Ce corps est une extension finie de Q, ayant pour base
les fonctions 1,z,...,xz% 1. Par définition, le A-module des formes
différentielles sur X est le quotient QY = Adz/(df). Or, au vu de
Pégalité df = f'dx et du fait que f’ est inversible dans A par 'identité
de Bézout, la relation df = 0 entraine dx = 0 et donc Qf, = 0 pour
tout p > 1 en prenant des puissances extérieures. Le complexe de
de Rham algébrique de X est ainsi réduit a A et son seul groupe de
cohomologie non nul est HY, (X) = A, vu comme Q-espace vectoriel.

Exemple 5.6 (1a droite affine). Considérons le cas ou X = Al est la
droite affine toute entiére, c’est-a-dire qu’aucun polyndéme ne s’an-
nule. Le complexe de de Rham algébrique est alors donné par

d: Q[z] — Qlz|dz
2" — na" tdx
et on doit calculer le noyau et le conoyau de cette fleche :

HYp(X) = ker(d),  Hip(X) = Qlalde/im(d).
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Comme seuls les polynémes constants ont une dérivée nulle, en de-
gré 0 on trouve Hg (X) = Q, et comme tout élément dans Q[z] y ad-
met une primitive, la cohomologie en degré 1 s’annule : Hl (X) = 0.
Ce résultat se généralise a 1'espace affine de dimension n, dont le seul
espace de cohomologie de Rham non nul est & nouveau Hj, (A") = Q.

Exemple 5.7 (1a droite affine épointée). Soit X C A? le lieu des zéros du
polynéme xy—1. L’égalité xy = 1 est une facon algébrique d’exprimer
le fait que x n’est pas nul. Etant son inverse, y est alors uniquement
déterminé par x, de sorte que X n’est rien d’autre que la droite affine
épointée G,, = A! — {0}, plongée dans le plan affine comme une
hyperbole. 11 s’agit d’'une variété lisse de dimension 1 dont I’anneau
des fonctions est I’anneau des polynoémes de Laurent

A= Qlr,y)/(zy —1) ~ Qlz,z7]
et le A-module des formes différentielles est donné par
QY = (Adx © Ady)/(xdy + ydz) ~ Q[z, 2 ]dx.

En effet, les relations zy = 1 dans A et zdy = —ydx dans Q) en-
trainent dy = —x2dx et la différentielle dz suffit donc pour engen-
drer 9}4. On en déduit que Q’;‘ est nul pour tout p > 2 du fait qu'un
produit extérieur de deux formes égales s’annule. Le complexe de
de Rham algébrique est donc le complexe a deux termes

d: Qz,z7'] — Qz,z Ydx
2" — na" tdx
et on doit calculer le noyau et le conoyau de la différentielle :
HYp(X) = ker(d),  Hlp(X) = Qlz,a VJda/im(d).

La cohomologie en degré 0 est réduite aux fonctions constantes. Quant
au premier groupe de cohomologie, I'image de d est 1’espace vectoriel
engendré par les formes 2™ dx pour tout n # —1; seule la forme diffé-
rentielle dx/x, dont la primitive n’est pas un polynéme de Laurent,
survit dans le quotient. On a donc des isomorphismes

Hir(X) = Q,  Hig(X) =~ Q[dz/a].
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5.4. Des variétés affines aux variétés projectives

Soit n > 1 un entier. L’espace projectif complexe de dimension n
est le quotient P*(C) de C"*! — {0} par I’action de C* par homo-
thétie, c’est-a-dire par la relation d’équivalence

(0, ..y xn) ~ (20, ..., 20,) < il existe A € C* tel que 2} = \z;.

On note [zg: ---: x| la classe de (zp,...,x,) dans ce quotient. On
peut écrire P"(C) comme la réunion des n 4 1 sous-ensembles

Ui =1{[zo: - : 2] € PY(C) |2 £ 0} (i=0,...,n),

qui sont chacun en bijection avec C" par les cartes

0 U — C"
Zo T Tn
[To: «+: xp) — (—,...,—,...,—),

ou le chapeau indique que le terme x;/x; est omis. Pour ¢ # j, notons
(Y0, - Yis---,Yn) les coordonnées sur ¢;(U;). Le sous-ensemble

ei(U;NnU;) c C"

est alors formé des points ot y; n’est pas nul et I'application ;o <pi_1
fournit une bijection, dite changement de cartes,

(pi(Ui ﬂUj) = (,Oj(Ui N Uj)
o 1y n)

(Y05 s Yis oo s Yjs - Yn) ( ey Ty ey
Yj Yj Yj Yj

En notant (zg,...,%j,...,2y) les coordonnées sur ¢;(Uj), ce change-

ment de cartes permet d’identifier zj, & yi/y; pour k # i et z; a 1/y;

sur le sous-espace ¢;(U; N Uj) défini par la condition z; # 0.

Comme C" est I’ensemble des points complexes de ’espace af-
fine A", il est naturel de définir ’espace projectif P™ sur Q comme la
variété algébrique obtenue en recollant n + 1 copies de A™ : partant
de deux telles cartes affines, d’anneaux de fonctions

Q[yOV"ag//\ia'-')yn] et Q[Z()’"')?ja"'azn]?
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on identifie les variétés affines définies par la non-annulation de y; et
de z; par le biais de I’isomorphisme de variétés

A% G, x A7 5 AT X G, x AP

(Y0 s Yis o3 Yjr o> Yn) > (Yow, ..., W, ..., G0, .., Yw),
AR AR A NGRS et SRS AN
j—1 n—j i—1 n—i

ou w désigne l'inverse de y;. Sur les anneaux de fonctions, cet iso-
morphisme correspond a ’application

Qlz0,. -, 25,y zn, ]/ (zit—1) — Qlyo, -, Ui - - -, Yn, W]/ (yjw — 1)

qui envoie z sur ypw pour k # i et z; sur w.
Plus généralement, le lieu des zéros d’une famille de polynoémes

(20) § coefficients rationnels

fl,...,meQ[l'o,...,xn]

définit une wvariété algébrique projective X C P™, a laquelle on peut
penser comme le résultat du recollement des n + 1 cartes affines
X,; C A™ définies par 'annulation des polynoémes

homogenes

fj(l’o, ey Lj—1, 171'1'—&—17 e ,1'”).
Les points complexes de X sont donnés par
X(C)=A{[zo: - : ) € P(C)| fj(z0,...,2n) = 0 pour tout j}.

Comme tout point P € X(C) appartient & une des cartes affines, la
définition 5.1 permet d’étendre la notion de variété lisse aux variétés
projectives. Par exemple, le lieu des zéros X C P™ d’un polyndéme
homogene non nul f est une variété projective lisse de dimension n—1
si la seule racine commune des polynomes

of of

Oxo’ " Oz,
(20)La valeur d’un polynéme en un point de I’espace projectif n’est pas bien dé-
finie, car (zo,...,zn) et (Azo, ..., Az, ) représentent le méme point. Par contre, si

f est un polynéme homogene de degré d, alors f(Axo, ..., A\zn) = A f(xo,...,Tn)
pour tout A et on peut donc parler du lieu des zéros de f.
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dans C"*! est le point (0, ...,0); contrairement au cas affine, ’annu-
lation de f est alors automatique compte tenu de la relation d’Euler
af af
de =xo5—+ t+ T —.

5.5. Cohomologie de de Rham d’une variété projective

Soit X C P™ une variété projective lisse. Si ’on disposait d’une défi-
nition de la cohomologie de de Rham algébrique de X pour laquelle
il y aurait une suite exacte longue de Mayer-Vietoris, on pourrait la
calculer a partir des cohomologies des cartes affines X; C A" et de
leurs intersections. Une idée naturelle est alors de la définir de sorte
que Mayer-Vietoris soit satisfaite. Pour réduire les notations au mini-
mum, on se contentera de traiter le cas ou X peut étre recouverte par
deux cartes affines U et V. C’est notamment le cas si la variété X est
de dimension 1. Pour les courbes planes X C P?, on peut le démontrer
en observant que la réunion de deux cartes affines de P? recouvre tout
lespace sauf un point ott deux coordonnées s’annulent. Si X (C) ne
contient pas 'un des points [1: 0: 0], [0: 1: 0] ou [0: 0: 1], on prend
pour recouvrement les traces sur X des deux cartes en question ; dans
le cas contraire, on se ramene a cette situation par une translation.
Pour une courbe générale, on peut choisir une fonction méromorphe
non constante et prendre pour cartes le lieu ou cette fonction n’a pas
de poles et le lieu ou elle ne s’annule pas.

Partant des complexes de de Rham algébriques sur U, sur V et
sur U NV, on est amené a considérer un compleze doubleV).

2D)Un complexe double d’espaces vectoriels est la donnée d’une famille

(AP?), .>0 d’espaces vectoriels et d’applications linéaires
dPa. AP APatL o gPa . AP APtha
ver * hor * ’

les différentielles verticales et les différentielles horizontales, commutant entre elles
et telles que les compositions d%2 ™! o db:d et dP % 0 d?% soient nulles pour tous p
et ¢ (autrement dit, chaque ligne et chaque colonne forme un complexe cohomolo-

gique). Le complexe total associé & un complexe double est obtenu en considérant
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C’est le complexe suivant :

L

2 2 2
Qp & Oy, — Qpny

I 1

Q& Ay — Qny

I 1

% @2 — %y

en degrés p = 1 et p = 2, ou les fleches verticales sont données par les
différentielles dans les complexes de de Rham algébriques et les fleches
horizontales sont les différences ¢y 1y — tf;ny,, des morphismes in-
duits par les inclusions de U NV dans U et dans V. Le compleze total
associé a ce complexe double est alors égal a

(5.9) WM — QO SNy — W OX &y — -,

avec les signes des différentielles verticales changés une fois sur deux,
c’est-a-dire que toutes les fleches QF, @ QY — QqU+1 D Q“I/H sont af-
fectées d’un signe négatif. Par exemple, les deux premieres fleches
dans (5.9) sont données par les matrices

—d 0 —d! 0 0
0 —d° et 0 —d! 01,
0
L*UﬁV7U _szmv,v L?mv,U _L*UOV,V d

et on vérifie qu’avec ce choix de signes leur composition
d'od® 0
0 d' o d°

0 % * 0 x 0 0 %
d”o tunvu ~ tunvu © d lunv,v © d’—d’o lunv,v

les anti-diagonales, munies des applications

@ A — P A
pt+g=n r+s=n+1

P,q
hor

induites par (—1)Pd%l et par d? sur le facteur AP9. Ce changement de signe

garantit que la composition de deux telles applications successives est nulle.
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est bien nulle, vu que d' o d® I’est et que les applications induites par
les restrictions commutent a la différentielle.

Définition 5.8. Soit X C P" une variété projective lisse obtenue en

recollant deux cartes affines U et V. La cohomologie de de Rham

algébrique de X en degré p est le quotient

k(e e, — W el a0l )

=" -1 -1 -2 —1 "
(@, e e 00— 96 0 & )

Hgr (X)
Par définition, une classe en cohomologie de de Rham peut donc
étre représentée par un triplet
w = (wy,wy,wyny) avec wy € QZ, wy € Q{J/, wyny € Qg}lv
satisfaisant aux relations
dwy = dwy =0,  dwyny + tpave(wo) = vy (wy) =0,

et deux tels représentants définissent la méme classe si et seulement
si leur différence est de la forme

(5.10) (dnu, dnv, dnuev + vy (v) — Gove (o))

pour des éléments ny € Q%_l, ny € Qf,_l et nuay € Q%}ZV
C’est précisément ce qu’il faut pour avoir une suite exacte longue
de Mayer-Vietoris

0 — Hiz(X) £> HiR (U) & HiR (V) - Hiz(UNV) j

Q Hjr (X) ﬂ Hig (U) ® Hig (V) e Hiz(UNV) ?

G
dans laquelle les applications a et 8 sont données par
a=1ynvy — waves  Bllwuwv,wonv]) = (lwol, [wyv])

et la fleche connectante envoie la classe d’une forme fermée w € Q‘?J_mlv
sur la classe du triplet (0,0,w) dans Hip (X).
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Exemple 5.9 (1a droite projective). Dans le cas ot X = P! est la droite
projective, c’est-a-dire qu’aucun polynéme homogene ne s’annule,
on peut choisir comme recouvrement les deux cartes affines standard.
Ecrivons donc P! = U UV, avec

U={lz:y] P [y#0}={[t: 1]t €A},
V={lz:yeP |z#£0}={[1:5]|scAl}.
Ces deux copies de la droite affine s’intersectent le long d’une droite
affine épointée G,,, sur laquelle les coordonnées ¢ et s sont reliées par
l'isomorphisme s — 1/t; c’est ainsi que 1’on recolle les deux cartes.

En choisissant ¢ comme coordonnée sur U NV, on trouve que le com-
plexe total (5.9) est donné dans cet exemple par

Q[t] ® Q[s] - Q[t]dt ® Q[s]ds ® Q[t, t "] N Qlt,t~Ydt,

ol a et b sont les fleches

a(f.g) = (—f'(t)dt, —g'(s)ds, f(t) — g(1/1)),
b(Pdt,Qds, h) = (P(t) + Q(1/t)t™> + K/ (t))dt.

Il s’agit donc de calculer les espaces suivants :

H{r (X) = ker(a), Hjg (X) = ker(b) /im(a),
H3g(X) = Qt, t~'dt/im(b).

Faisons-le d’abord a la main :

« Si(f,9) € Q[t]®Q[s] est dans le noyau de a, alors f et g sont des
polynoémes constants, vu que leurs dérivées sont nulles, qui prennent
la méme valeur, car f(t) = g(1/t). On trouve donc Hiy (X) = Q.

. Si (Pdt,Qds, h) € Q[t]dtDQ[s]ds® Q[t,t '] appartient au noyau
de b, en choisissant pour f une primitive de —P et pour g une pri-
mitive de —@Q, on voit que a(f,g) = (Pdt,Qds,h) en utilisant la
condition P(t) + Q(1/t)t 2+ k' (t) = 0, d’ott Hix(X) = 0.
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« Enfin, 'image de b contient les formes t"dt = b(0,0,t""!/(n + 1))
pour tout n # —1, mais pas la forme dt/t. En effet, ’équation

Pt)+Q(1/t)t ™2+ 1 (t) =1/t
n’admet pas de solution (P, @, k) € Q[t] ® Q[s] ® Q[t,t™1], car aucun
des trois termes dans le membre de gauche ne contient de monomes
de degré —1. On trouve donc H3y (X) = Q[dt/1].

Une fois que I'on connait les cohomologies de A! (exemple 5.6) et
de G,, (exemple 5.7), on peut retrouver ces groupes de cohomologie
sans calcul par le biais de la suite de Mayer-Vietoris

!
0 — HIg (P') — HYz (A1) & HIR (A!) — HYR (Gi)

I I
QaQ Q

Q Hlg (PY) — Hlig (AY) @ Hig (A) — HR (Gh)
0 N0

Q H3g (PY) ——— 0.

En effet, vu que « est 'application (x,y) — y — x et que le second
morphisme connectant est un isomorphisme, on trouve

Hir(P') = Q, Hgp(P') =0, Hig(P') = Q[dt/1].
5.6. L’exemple des courbes elliptiques

Comme on le verra dans la section 6.3, le pendant algébrique des
tores complexes de I'exemple 4.7 sont les courbes planes définies par

une équation de degré 3. Considérons le polynéme(®?)

f(z) =423 — ax — b,

ol a et b sont des nombres rationnels, et la variété affine X C A2
définie par I'annulation de y? — f(z). Les dérivées partielles de ce
(22)Les choix du coefficient dominant 4 et des signes négatifs dans ce polynéme

sont motivés par des raisons historiques, liées & 'uniformisation complexe des
courbes elliptiques présentée dans la section 6.3.
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dernier polynome étant 2y et — f/, la variété X est lisse de dimension 1
si et seulement si f et f’ n’ont pas de racine commune, c’est-a-dire si
le discriminant de f est non nul. On supposera dorénavant que c’est
le cas. En termes des coefficients a et b, cette condition se traduit par
la non-annulation du discriminant a® — 27b? et on dit alors que X est
une courbe elliptique affine. Son anneau de fonctions est donné par

A=Qlz,yl/(y* - f(x)) ~ Qlz] & Qlaly
et son A-module des 1-formes différentielles par
QY = (Adz @ Ady)/(2ydy — f'(z)dx).

Pour calculer la cohomologie de de Rham, on donne d’abord une
présentation plus convenable de 9}4. Comme f et f’ sont premiers
entre eux, par l'identité de Bézout il existe des polynomes P, Q) € Q[x]
satisfaisant & Pf + Qf’ = 1. Regardons la forme différentielle

w = Pydx +2Qdy € Q.

En utilisant les relations y?> = f(z) dans A et 2ydy = f'(z)dx
dans Q}L‘, on trouve

yw = Py*dz + 2yQdy = (Pf + Qf')dx = dx
f'w= Pflyde +2Qf'dy = 2(Py* + Qf')dy = 2dy.

Introduire w est ainsi la fagon algébrique de parler de la forme diffé-
rentielle dz /y, qui ne définirait pas a priori un élément dans 9}4 car la
fonction y n’est pas inversible dans A. Les égalités ci-dessus montrent
que les générateurs dx et dy de 9}4 s’expriment en termes de w et, plus
précisément, que toute 1-forme différentielle s’écrit de maniére unique
comme (R + Sy)w pour certains polynémes R, S € Q[z]. En parti-
culier, Qi s’annule pour tout p > 2 et le complexe de de Rham
algébrique est formé par les deux termes

AL 0L

T+ Uyv— d(T + Uy).
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Il s’agit maintenant de déterminer quels éléments (R + Sy)w € Q4
ne sont pas de la forme

d(T + Uy) = T'da + U'ydz + Udy
= (T'y+ U+ Uf/2)w
=U'f+Uf 24+ Tyw.

En prenant U = 0 et en choisissant pour 1" une primitive de S, on voit
d’abord que tous les éléments de la forme Syw appartiennent a I'image
de d, puis qu’il en va de méme pour tous les Rw avec R un monéme
de degré > 2. En effet, pour T'= 0 et U = 2", le terme dominant
du polynéme qui multiplie w est (4r + 6)z" 2, qui est de degré > 2
car r est un entier. Il s’ensuit que le premier groupe de cohomologie
de de Rham de X est le Q-espace vectoriel de dimension 2 engendré
par les formes w et zw :

dx xdx
() ~ Q|| o 0 7 |
Y Y
Ces deux formes différentielles se distinguent par leur comporte-
ment & l'infini. En général, ce que 'on appelle une courbe elliptique
tout court est le lieu des zéros £ C P? du polyndéme homogene

(5.11) xiry — 4xy — arori — bas

dans le plan projectif de coordonnées [xg: x1: x32], qui s’obtient en
rajoutant a la courbe elliptique affine le point & U'infini O = [0: 1: 0].
Comme on I’a vu pour la droite projective, E est obtenue en recollant
deux cartes affines. Au nom des variables prés, on récupére 1’équation
de départ, et donc la courbe elliptique affine X, en posant xo = 1
dans (5.11). D’un autre c6té, en remplacant z; = 1 et en renommant z
et t les variables xq et x2, on trouve le polyndéme

t— 423 — azt? — bt.

Ce polynéme définit encore une variété affine lisse de dimension 1,
cette fois-ci contenant le point a l'infini O mais pas les trois zéros de
la fonction y. Sur I'intersection de ces cartes affines, qui est donc la
courbe elliptique privée du point & I'infini et des trois zéros de y, les
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deux systémes de coordonnées sont reliées par le changement de carte

(:Uay) = (Z,t) = (m/y,l/y).

Une fonction rationnelle sur la courbe elliptique compléte E a
le méme nombre de zéros que de podles comptés avec multiplicité
[55, Ch. VIII, Prop.2.7]. Comme les fonctions z et y ont, respecti-
vement, deux et trois zéros simples sur X, elles doivent avoir un pole
d’ordre 2 et d’ordre 3 au point a l'infini : en choisissant la variable z
comme coordonnée locale autour de O, il existe des séries entieres

g(z)=co+ciz+--- et h(z)=do+diz+---,

ne s’annulant pas en z = 0 telles que = 2 2g(2) et y = 27 3h(2).
En remplacant ces expressions dans y? = 422 — ax — b on trouve que
les premiers coeflicients satisfont aux relations

(5.12) 4 =d3 et 6cier = dods.

Quitte & renormaliser z, on peut supposer ¢g = 1 et dy = 2. Dans
cette coordonnée locale, la forme différentielle w devient

do _d(z"9(2)) _ ~29() + 2/(2)
y = 0h(2) h(z)

dz = (—l—l----)dz,

ce qui montre qu’elle n’a pas de poéle a 'infini; dans le langage clas-
sique, on dit que w est une différentielle de premiére espéce. Par
contre, la forme zw a un podle double & 'infini, comme le calcul

Jdr _ —29(2)* + 29(2)g'(2)

= dz.
y 22h(2) :

le montre. Son résidu est le coefficient de 1/z dans la série

—29(2) +29(2)9'(2)9(z) _ 1  di—3cil

22h(z) 22 2 L
qui est nul par les relations (5.12) ci-dessus. Ainsi, xzdx/y n’a pas de
résidu ; une telle forme s’appelle une différentielle de deuzieme espéce.
Calculons maintenant la cohomologie de de Rham algébrique de
la courbe elliptique projective E C P? en termes du recouvrement
ci-dessus. On écrit donc E = UUV, avec U = E—{O} et V la
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courbe elliptique privée des trois points [e;: 0: 1] avec f(e;) = 0. Les
anneaux de fonctions sur U, sur V et sur U NV sont égaux a

A= Qlo,y)/(y? - 42° + az +b),

B = Qlz,t]/(t — 423 — azt® — bt?),

C = Qlz,y,w]/(y* — 42° + ax + b,yw — 1),
et avec les notations du numéro précédent, il s’agit de calculer la

cohomologie du complexe
LAv,U
—Unv,v
0 d

—d 0
0 —d
Wavu ~toav,v
: , 1 1 1
- ¢ 7
Qp 8 Qy & Qpny Q-

Le noyau de la premiére fleche est isomorphe a Q, puisque les seules
fonctions a dérivée nulle sur A et B sont les constantes et que leurs
valeurs doivent coincider pour que la paire appartienne au noyau

* * X . . 0 ~
de (f;ny. — v,y on a donc un isomorphisme Hig(E) ~ Q.
Pour déterminer la cohomologie en degré 1, on démontrera 1’ana-

QY o0,

logue du fait que 'homologie singuliere en degré 1 d’un tore ne change
pas en lui 6tant un point (exemple 4.7), & savoir :

Proposition 5.10. L’application
H}iR(E) — Hig(U)

(5:13) (W, wv, guav)] — [wu]

est un isomorphisme.

Démonstration. Sila classe de cohomologie dans Hly (F) représentée
par un triplet (wy,wy, guny) appartient au noyau de cette applica-
tion, alors il existe une fonction hy avec dhy = wy. On déduit alors
de la relation dgunv + ¢jrny (W) — Ay (wv) = 0 que la fonction
oUunv = gunv + L*UﬁV,U(hU) satisfait & dpyny = L*Umv,V(WV)- Par
continuité, la fonction pyny s’étend en une fonction ¢y sur V satis-
faisant a dpy = wy (en effet, si oy avait un pole sur V, il en serait
de méme pour la forme wy ). La classe de départ est donc

(wu,wv, gunv) = (dhy, dov, Ly (ev) = tave (ho))
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et les triplets de cette forme représentent la classe zéro en cohomolo-
gie. On a donc démontré que I’application est injective.

Pour établir la surjectivité, il suffit de démontrer que les généra-
teurs dz/y et zdz/y de Hig (U) sont dans I'image. Comme dz/y n’a
pas de pole a l'infini, on peut considérer le triplet (dx/y, dz/y,0). Ce
n’est plus possible pour la forme xdz/y, car elle a un pole a 'infini,
mais on peut prendre a la place un triplet

(xdx/y,xdx/y — dgunv, gunv)

pour une fonction gyny telle que xdx/y — dguny n’ait pas de pole a
linfini. Par exemple, gyny = 222/y = 1/z + - - - fait 'affaire. O

Il nous reste a calculer la cohomologie en degré 2 ; par analogie avec
I’exemple 4.7, on s’attend a trouver un espace de dimension 1. Vu
que toute classe dans HEIR(E) est représentée par un élément de Qf,,
on commence par expliciter ce module. L’anneau C' est obtenu en
inversant y dans A; tous ses éléments s’écrivent donc de maniére
unique comme (P + Qy)/y*" pour des polynémes P, Q € Q[z] et un
entier n > 0. De méme, une forme différentielle admet une écriture
unique (R + Svy)/y**dz. Par des manipulations similaires & celles qui
nous ont permis de calculer la cohomologie de la courbe elliptique
affine, on obtient alors un isomorphisme

1 L ldx xdz dz xdz r2dx
Har(UNV) _Q{y } @Q[ y ] GBQL/Q] @Q[ y? ] GBQ[ y? }
Parmi ces classes, celles définies par une forme différentielle n’ayant
pas de pole sur U ou sur V ne contribuent pas a HSIR(E), puisqu’elles
sont dans l'image de LEHV’U ou de L;}QKV; c’est le cas, comme on
le sait, pour les deux premieres. Il en va de méme pour les deux
suivantes : en remplacant x = 2~ 2g(2) et y = 273h(2), on voit qu’elles
n’ont pas de pole a linfini. Par contre,

de  —2s—1a(2)3 2 1d
2% 729 49 (E) , _ Ldz

(5-14) yr h(z)? 22

a bien un podle en ce point. L’espace H?iR(E) est, par conséquent,
au plus engendré par la classe de z2dxz/y%. Or, cette classe n’est pas
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nulle, car si la forme pouvait s’écrire comme

dgunv + toav,y (Wv) — tave (W),

alors elle aurait résidu zéro a I'infini. En effet, wy n’a pas de pdle en ce
point, wyr a résidu zéro car elle a au plus un pole et que la somme des
résidus d’une forme différentielle est toujours nulle, et dgyny a résidu
zéro en tout pdle, comme on le voit en dérivant le développement en
série de Laurent de la fonction autour du point en question.

Ces propriétés de la cohomologie de de Rham des courbes ellip-
tiques se généralisent comme suit aux courbes projectives lisses
X C P? définies par l'annulation d’un polynéme homogene f de
degré d > 1. Si U désigne une des cartes affines recouvrant X,
la formule (5.13) définit encore une application injective(3)

(5.15) Hig(X) — Hig (D).

Cette application n’est pas surjective, & moins que U soit obtenue en
otant un seul point & X. En général, D = X —U est une variété lisse
de dimension 0 ; par exemple, si U est la trace sur X de la carte affine
du plan projectif ou x5 est non nul, ce complémentaire s’identifie au
lieu des zéros D C A' du polyndme en une variable f(z, 1,0). A laide
du théoréme de Riemann-Roch [55, Ch. VIII], on peut démontrer que
Pespace HY, (X) est de dimension (d—1)(d—2) et caractériser I'image
de (5.15) comme le sous-espace des classes des formes différentielles
de deuxieme espece, c’est-a-dire les formes sur U dont le résidu en
tout point de D(C) est nul. Parmi ces formes, la « moitié » n’ont
pas de pdles; ce sont les différentielles de premiere espece. L’applica-
tion (5.15) s’inscrit dans une suite exacte longue dite de Gysin

(5.16) 0 — HiR(X) — Hiz(U) — HIR(D) — Hiz(X) — 0,

ou la fleche au milieu envoie la classe d’'une forme différentielle w
sur U vers la fonction qui & un point de D associe le résidu de
w en ce point. Celle-ci n’est pas surjective car la somme des rési-
dus est toujours nulle. Si 'on considére ces variétés comme étant
définies sur le corps des nombres complexes, la fleche de HgR(D)

(23)La démonstration de Iinjectivité est identique a celle de la proposition 5.10,

ou le fait que X soit une courbe elliptique n’était utilisé que pour la surjectivité.
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dans H2; (X) peut étre construite comme suit. On choisit un point
auxiliaire P € X(C) en dehors de D(C). Parmi les conséquences du
théoreme de Riemann-Roch, on trouve le fait que V- = X—{ P} est une
(24) et que, pour n’importe quelle fonction h: D(C) — C,
il existe une 1-forme différentielle wy, sur X n’ayant des pbles qu’en P

courbe affine

et les points de D(C), avec les résidus prescrits par h le long de D.
Prenant U U V' pour recouvrement affine de X, le triplet (0,0,wp)
définit une classe dans H(%R(X ) qui ne dépend pas du choix de P;
c’est 'image de h par Papplication Hg (D) — H3g (X). Enfin, Des-
pace H2; (X) est de dimension 1; comme on le verra dans la remar-
que 6.5, il peut étre identifié canoniquement a Q.

6. L’accouplement de périodes

Ayant construit ’homologie singuliére et la cohomologie de de
Rham algébrique, qui sont le cadre naturel pour le domaine d’in-
tégration et l'intégrande dans la définition des périodes, il ne nous
reste plus qu’a interpréter le processus d’intégration comme un ac-
couplement entre ces deux espaces vectoriels.

6.1. L’isomorphisme de comparaison de Grothendieck

Soit X C A™ une variété affine lisse, définie par 'annulation des
polyndémes a coefficients rationnels fi,..., fi,,- Muni de la topologie
de sous-espace de C', ’ensemble de ses points complexes

X(C)={(z1,...,20) € C"| fj(21,...,25) = 0 pour tout j}

est un espace topologique (méme une variété complexe) auquel on
peut associer des groupes d’homologie singuliere comme dans la sec-
tion 4.1. Ils portent dans ce contexte le nom suivant :

Définition 6.1. 1’homologie de Betti de X est ’homologie singuliere
de X(C) a coefficients rationnels, c’est-a-dire le Q-espace vectoriel

HP(X) = Hy(X(C), Q).

(24 rest plus compliqué que cela n’en a air : bien que X C P? soit une courbe

projective plane, X —{P} se plonge dans un espace affine A" mais on ne peut pas
en général choisir n = 2; il faudrait pour ce faire étre capable de trouver une droite
dans P? qui n’intersecte X qu’au point P, ce qui n’existe que trés rarement...
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De méme, la cohomologie de Betti de X est la cohomologie singuliere
de X(C) a coeflicients rationnels, c’est-a-dire

HY(X) = HP(X(C), Q) = Hom(HE(X), Q).

D’aprés un théoreme de Lojasiewicz [52], espace topologique
X(C) a le type d’homotopie d'un CW-complexe de type fini;
I’homologie et la cohomologie de Betti d’une variété affine lisse X
sont donc des Q-espaces vectoriels de dimension finie.

Rappelons que tous les éléments de HE (X) admettent pour repré-
sentants des n-chaines lisses le long desquelles on peut intégrer des
formes différentielles : pour chaque combinaison linéaire o = > n; f;
d’applications f;: AP — X (C) de classe €°°, on définit

/szzni/mfz‘*w-

L’hypothese de lissité sur f; garantit que le tiré en arriere f;"w est bien
défini et que son intégrale sur le simplexe AP converge. Par exemple,
sur la droite affine épointée X = G,,, le tiré en arriére de la forme
différentielle w = dx/x par un lacet f: [0,1] — X(C) de classe €
est la forme f*w = f(t)/f(t)dt sur [0,1].

Il résulte de la formule de Stokes que la valeur de cette intégrale
ne dépend de o et de w qu’a travers leurs classes en homologie de
Betti et en cohomologie de de Rham. En effet, si I’'on remplace la
forme différentielle w et le cycle o par d’autres représentants w -+ dn
et o + 07 des mémes classes, l'intégrale ne change pas :

[ pison= o [ [+ | o
forfore o
-

Ci-dessus, la deuxieme égalité découle de la formule de Stokes,
et la troisiéme, des annulations do = 0 (car la chaine o est un
cycle), dw = 0 (car la forme w est exacte) et 9% = 0.
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Théoreme 6.1 (Grothendieck). Soit X C A™ une variété affine lisse.
L’intégration induit un accouplement parfait

HAL (X) @ HPY (X) — C

(6.2)
(o) — [ w
Etre parfait signifie que les Q-espaces vectoriels Hi (X) et HE (X)
ont méme dimension et que, quel que soit le choix des bases {[w;]}
de Hi, (X) et {[oj]} de HP(X), la matrice

(L)

est inversible ; on 'appelle matrice des périodes. La donnée d’un tel
accouplement permet d’identifier canoniquement 1’espace vectoriel
complexe HY, (X)®C aux applications Q-linéaires de HE (X) dans C,
c’est-a-dire & I'espace H (X) @ C, au sens ou application

comp: Hi, (X)® C — HR(X) ®

C
(63 ol — (1= [ )

est un isomorphisme de C-espaces vectoriels; on 'appelle 1’isomor-
phisme de comparaison de Grothendieck. Comme les Q-espaces
vectoriels Hip (X) et HR(X) ont méme dimension, ils sont aussi
isomorphes, mais on ne sait écrire un isomorphisme naturel (par
exemple, un qui commute avec les applications induites en cohomo-
logie par tous les morphismes de variétés...) qu’apres avoir étendu
les scalaires aux nombres complexes.

Le théoreme 6.1 combine deux résultats : le premier est le lemme
de Poincaré, originellement di & de Rham [29] pour les variétés diffé-
rentielles et & Dolbeault [33] pour les variétés complexes, qui affirme
que l'intégration fournit un accouplement parfait entre ’lhomologie de
Betti et la cohomologie de de Rham 4*° ou analytique de la variété
complexe X (C), c’est-a-dire celle ou les coefficients des formes diffé-
rentielles ne sont pas des polynémes mais des fonctions de classe €
ou holomorphes quelconques. Le deuxiéme est un théoréme de Gro-
thendieck [38] d’apres lequel la cohomologie de de Rham analytique
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coincide avec la cohomologie de de Rham algébrique telle qu’elle a été
définie dans ces notes. Cela n’a rien d’évident puisque le complexe de
de Rham analytique est bien plus gros. Pour le plan complexe épointé,
par exemple, il s’agit du complexe a deux termes

H(CX) — A#(C¥)dz,

ou (C*) désigne l'espace des fonctions holomorphes sur C*,
c’est-a-dire toutes les séries de Laurent ) _, a,z", par opposition
au complexe de de Rham algébrique qui ne fait intervenir que des
polynoémes de Laurent (celles ou il n’y a qu'un nombre fini de coeffi-
cients en degré négatif). Les deux complexes calculent néanmoins la
méme cohomologie, vu qu’une fonction dont la dérivée s’annule est
constante et que la seule obstruction pour qu’une série de Laurent
admette une autre série de Laurent pour primitive est le terme 1/z.

Exemple 6.2 (Ies nombres algébriques). En degré 0, I’accouplement de
périodes associe a la classe d'une fonction g sur la variété X et a la
classe d'un point complexe P € X(C) la valeur g(P) € C. Le résul-
tat est particulierement intéressant lorsque X C A! est le lieu des
zéros d’un polynoéme irréductible f € Q[z] de degré d. D’un coté, la
cohomologie de de Rham algébrique de X est égale a

Hiz(X) = Qlz]/(f) = Q[ @ Q[z] & --- ® Qz*"],

comme on l’a vu dans 'exemple 5.5. De Pautre, X (C) est 'ensemble
fini {aq,...,aq} formé des d racines distinctes de f, de sorte que
I’homologie de Betti HS(X) est le Q-espace vectoriel de dimension d
engendré par les classes de ces points. On voit déja que les deux
espaces vectoriels ont méme dimension. La matrice de ’accouplement
de périodes par rapport a ces bases est composée des valeurs des

fonctions 1,z, ..., 2% ! aux points aq, ..., aq :
2 d—1
1l oy af --- ozcll
2 -1
1 ay oy -+ ay

2
L ag a - ay
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C’est une matrice de Vandermonde, de déterminant

[T (05—,

1<i<j<d

qui est non nul car toutes les racines sont distinctes ; il s’agit bien d’un
accouplement parfait. Les nombres algébriques sont donc les périodes
des variétés de dimension 0 sur Q; ils ne se montrent pas tous seuls
mais toujours en compagnie de leurs conjugués!

Exemple 6.3 (Ie nombre 27i). Soit X = (,, la droite affine épointée.
Comme on ’a vu dans l'exemple 5.7, la cohomologie de de Rham
algébrique HcllR(X ) est le Q-espace vectoriel de dimension 1 engen-
dré par la classe de la forme différentielle dz/z. Par ailleurs, l'es-
pace des points complexes est le plan complexe épointé X (C) = C*,
dont le premier groupe d’homologie de Betti H]f’(X ) est, d’apres
I’exemple 4.6, le Q-espace vectoriel de dimension 1 engendré par un
lacet o tournant une fois autour de zéro dans le sens anti-horaire. Par
rapport a ces bases, la matrice des périodes a pour seul coefficient

d ld 2mit
/3”:/ ¥:2m’,
o T 0 emt

qui est un nombre transcendant d’apres le théoreme de Lindemann.
Bien que la cohomologie de de Rham et I’homologie de Betti soient
des Q-espaces vectoriels, ’accouplement de périodes (6.2) ne prend
donc pas de valeurs rationnelles, ni méme algébriques.

6.2. Le cas des variétés projectives

La définition de 'accouplement de périodes s’étend aux variétés
projectives lisses X C P". A nouveau, on se contentera d’expliquer
le cas ou X est recouverte par deux cartes affines U et V. On a vu,
apres la définition 5.8, que toute classe en cohomologie de de Rham
est alors représentée par un triplet w = (wy,wy,wyny). De méme,
on peut calculer I’homologie singuliére de 1’espace topologique X (C)
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par le biais du complexe double

C2(U(C)) ® Co(V(C)) «—— C2(U(C) N V(C))

l |

C1U(C)) ® C1(V(C)) «—— C1(U(C) NV (C))

| |

Co(U(C)) ® Co(V(C)) «—— Co(U(C) NV (C)),

ou les fleches verticales sont données par les applications bord dans
les complexes de chaines singuliéres et les fleches horizontales sont les
différences (tynv,v )« — (tunv,v )« des morphismes induits par les inclu-
sions. Apres passage au complexe total, n’importe quelle classe en
homologie de Betti HE (X) peut donc étre représentée par un triplet
o = (oy,ov,0uny) avec

oy € C,(U(C)), oy € Cp(V(C)), ounv € Cp—1(U(C)NV(C))
satisfaisant aux relations
(6.4) doynv =0, 0oy = —(wwnvw)«(ounv),
. doy = (wnv,y)«(ounv),
et deux tels représentants définissent la méme classe d’homologie si
et seulement si leur différence est de la forme
(6.5) (9710 + (Lourvp)«(Tunv), 0Tv — (wav,y )« (Tunv), OTuAv)

pour des chaines singuliere 77 € Cp1(U(C)), v € Cppa1(V(C))
et Tyny € Cp(U(C)NV(C)). Comme d’habitude, on pourra supposer
que toutes les chaines intervenant dans ces formules sont lisses.

En termes de ces représentants, la fleche 3 et la fleche connectante
dans la suite exacte de Mayer-Vietoris

)

QHE(UQV)&HE(U)@HE(V)LHE(X) L

de la section 4.2 sont, respectivement, données par
B(lou,ov]) = [(ov,0v,0)] et par [(ov,0ov,0unv)] = [ounv],

qui sont bien définies grace aux relations (6.4).
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Munis de cette description de I’homologie de Betti d’une variété
projective recouverte par deux cartes affines, on définit 'intégrale
de w = (wy,wy,wyny) le long de o = (o, 0y, 0uny) par la formule

/w—/ wU—l—/ OJV-I-/ wunv -
aunv

Le fait que cette définition ne dépende que de la classe de w en coho-
mologie, c’est-a-dire que 'intégrale d’'un élément du type (5.10) le
long de n’importe quelle classe o soit nulle, résulte du calcul

/ dnu + / dny + / dnunv
oyU oy osunv
+/ v (o) —/ tav,y (v)
oUunv aunv

=/ 77U+/ 77v+/ nunv
doy oy dounv

+/ 77U—/ ny
(twav,v)«(ounv) (twav,v)«(ounv)

ou 'on a utilisé la formule de Stokes, la formule du changement de
variables et les identités (6.4). Un calcul similaire montre que la valeur
de l'intégrale ne dépend de o qu’a travers sa classe en homologie,
c’est-a-dire que l'intégrale de w le long de tout élément du type (6.5)
est nulle, d’oti un accouplement bien défini

HAL (X) @ HY(X) — C

o—)r—>/gw

On peut déduire du théoreéme 6.1 pour les variétés affines que c’est
également un accouplement parfait ; c’est ’approche originale de Gro-
thendieck. En pratique, on procéde souvent a l’inverse : on démontre
que ’accouplement de périodes sur les variétés affines est parfait en
les compactifiant par des variétés projectives.

Exemple 6.4 (périodes de la droite projective). Soit X = P! la droite
projective, recouverte par les cartes U = X — {0} et V = X — {o0}.
D’apres l'exemple 5.9, I'espace H(%R(X ) est engendré par la classe
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du triplet (0,0,dt/t). D’'un autre c6té, comme U(C) et V(C) sont
contractiles et comme leur intersection est C*, I’application

Hy(X(C),Z) — Hy(C*,Z)
[(ov,ov,0unv)] — [ounv]

est un isomorphisme par la suite exacte de Mayer-Vietoris. Notant o
le lacet de la figure 11, la classe du triplet (0,0, 0) est donc un géné-
rateur de Ho(X (C),Z) et a fortiori de 'homologie de Betti HE(X).
Par rapport a ces bases, la période vaut

dt

— = 2ms.
t

(e

Remarque 6.5 (1a classe fondamentale). Soit X C P? une courbe pro-
jective lisse. Comme toute surface topologique compacte, I’espace des
points complexes X (C) peut étre triangulé, par exemple en le réa-
lisant comme le quotient d’un polygone régulier a 4g c6tés par une
relation d’équivalence identifiant des cotes opposés(25)
lant celui-ci depuis son centre [39, Ex. 3.31]. L’orientation de C induit

et en triangu-

une orientation canonique sur chaque triangle par rapport a laquelle
une combinaison linéaire avec des signes bien choisis est une 2-chaine
singuliere sans bord, dont la classe d’homologie ne dépend pas du
choix de la triangulation. Il y a donc une classe canonique dans le
groupe Ha(X(C),Z) que l'on appellera la classe fondamentale ; c’est
celle que 'on considére dans ’exemple 6.4. On peut ensuite choisir le
générateur de H(ZiR(X ) de sorte que l'intégrale le long de cette classe
soit égale a 274, d’ou un isomorphisme canonique HER(X ) ~ Q.

Remargque 6.6 (torsion a la Tate). Soient X C P2 une courbe projective
lisse et U = X — D le complémentaire d’un ensemble fini non vide D.
L’inclusion de U dans X induit une application

HP(U) — HY (X)

qui est surjective (car on peut toujours bouger un 1-cycle dans X (C)
pour qu’il ne rencontre pas D(C) sans changer sa classe d’homologie)

(25)La vidéo https://www.youtube.com/watch?v=ZrQT-I78YPs montre ce re-

collement en action dans le cas d’'un octogone.
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FIGURE 15 — Une triangulation d’un tore complexe

et s’inscrit dans une suite exacte longue
0 — HY(X) — H{(D) — HP (U) — HP(X) — 0,

l’analogue en homologie de Betti de la suite exacte de Gysin (5.16).
Rappelons que ’espace HOB (D) est une somme de copies de Q indexées
par les points de D(C) et qu'une fleche HP(X) — HE(D) est carac-
térisée par I'image de la classe fondamentale de la remarque 6.5, en
'occurrence I'élément (1,...,1). Quant a la fleche H (D) — HE(U),
elle envoie une combinaison linéaire de points de D(C) vers la com-
binaison linéaire correspondante de classes de petits lacets, orientés
positivement, autour de ces points. A ce stade, on constate que les
suites exactes de Gysin en cohomologie de de Rham et en homologie
de Betti ne sont pas compatibles avec ’accouplement de périodes :
application Hig (D) — H3 (X) envoie une fonction h vers la classe
d’une forme différentielle wy, ayant les résidus prescrits par h le long
de D. Or, le théoréeme des résidus de Cauchy donne 1’égalité

/X(C)wh:2m' Z h(z)

z€D(C)

et les deux accouplements difféerent donc par un facteur de 27i! Pour
y remédier, on introduit la torsion d la Tate : les espaces vectoriels
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restent les mémes, mais on écrit H)y (D)(—1) et H(D)(—1) pour se
rappeler que 'accouplement de périodes est multiplié par(%) 274,

6.3. Les intégrales elliptiques
Soit X = E—{O} la courbe elliptique affine d’équation

y? =423 —azx —b.

Le premier groupe de cohomologie de de Rham H}iR(X ) est, d’apres
les calculs de la section 5.6, le Q-espace vectoriel de dimension 2
engendré par les classes des formes différentielles

dx rdr
w=— et n=——,
Yy
dont seule la premiere s’étend en une différentielle sans pole sur la
courbe elliptique compléte E C P2. Ceci signifie que E est une courbe
projective lisse de genre 1 [57]. D’apres le théoréme d’uniformisation
pour les surfaces de Riemann, pour lequel on renvoie au beau livre

collectif [60], le revétement universel de
E(C) = {(z,y) € C*|y* =42® —az — b} UO

est le plan complexe C et on récupére E(C) comme le quotient par
un réseau A = Zw @ Zws. Le premier groupe d’homologie de Betti
de HP(E) est, par conséquent, le Q-espace vectoriel engendré par les
lacets o1 et 09 de 'exemple 4.7 et on trouve la matrice des périodes

(folw . n)
Jouw foum)

Le réseau A ci-dessus est étroitement lié aux périodes de la courbe
elliptique. En effet, étant donné un point P € E(C), on peut considé-

rer 'intégrale fg w € C de la forme différentielle de premiere espece

" est un

le long d’un chemin v joignant le point a l'infini et P. Si
autre tel chemin, la différence 7/ — 7 est une 1-chaine singuliére sans

bord dans E(C) et définit ainsi une classe en homologie H; (E(C), Z).

(26)En termes de lisomorphisme de comparaison (6.3), on change la position

du Q-espace vectoriel comp ! (H% (D)) dans le C-espace vectoriel Hig (D) ® C.
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Or, ce groupe étant le groupe libre de rang 2 engendré par oy et s,
il existe des entiers ni,no € Z tels que
[V =] = nio1 + naos.

Compte tenu de ’égalité

/w:/w—i—m/ w+n2/ w,
ol ¥ o1 o3

pour un autre choix de chemin allant de O & P la valeur de l'intégrale
change par un élément du réseau

o[ <)ol ] )

de sorte que ’application

E(C) — C/A
P dx
P+—>/0 m (mod A)

est bien définie. Il s’agit en fait d’un isomorphisme! Toute fonction
méromorphe sur le tore E(C) se reléeve en une fonction doublement
périodique sur C de périodes foi dx/y.

Pour construire 'application inverse, on commence par associer a

un réseau A de C sa fonction p de Weierstrass, définie par la série

1 1 1

=5+ 2 o)
AeA-{0}

Cette fonction et sa dérivée g’ sont reliées par I’équation algébrique

2

(9)" = 40" — g2(M)p — g3(M),
dont les coefficients sont les nombres complexes
1 1
(66)  g20A)=60 Y 5. ga(A)=140 Y 5
AeA-{0} AEA={0}
On en déduit une application
e: C/A — {(z,y) € C? | y? = 42® — go(A)z — g3(A)} U O.

2 (mod A) s 4 P29 220,
© 2=0.
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Observons que le tiré en arriére par cette application de la diffé-
rentielle de premieére espéce w = dx/y n’est rien d’autre que

e’ (dz/y) = d(p(2))/¢'(2) = dz.

Par conséquent, si ’on choisit pour générateurs oy, 09 € Hi (E(C),Z)
les projections dans C/A des chemins ¢t — wit et t — wot respective-
ment, la formule de changement de variables donne

w1 w2
/w:/ dz = wq, /w:/ dz = wsy.
o1 0 o2 0

Quant a la différentielle de deuxiéme espéce n = xdx/y, son tiré en
arriere par l'application e vaut

e’ (zdx/y) = p(2)d(p(2))/ ¢ (2) = p(2)dz.

Cette forme différentielle ayant un pdle au point a l'infini (qui est la
classe de n’importe quel point du réseau dans le quotient C/A), il faut
choisir pour l'intégrer des représentants de o1 et oo qui I’évitent, par
exemple les projections des chemins

i twr +wa/2 ettt tws + wi/2.

Les égalités suivantes sont alors vraies :

T wi+wz/2
[ o= [ oleds = Cwn/2) — Cen + /)

Yy wa/2
d:L‘ w2+w1/2
[ 2= [ ot = cen2) — gl +en ),
oo Y w1/2

ou ((z) est une primitive de —gp(z). Le choix standard pour cette
primitive est la fonction ¢ de Weierstrass

Il s’agit d’une fonction holomorphe sur C — A, & poles simples de
résidu 1 aux points de A. Puisque 'on peut substituer —\ & A dans
I’expression ci-dessus sans changer la somme, on a affaire a une fonc-
tion impaire. En intégrant la relation de périodicité p(z + A) = p(2)
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pour chaque A € A, on trouve que la fonction ((z) — {(z + A) est
constante. Notant 7(\) sa valeur, il vient

dz / dx
r— =n(wy), r— =n(w).
/0_1 S =), [ =

Les nombres 71 = n(w1) et n2 = n(wz) s’appellent classiquement
les quasi-périodes de la fonction o de Weierstrass, mais ils sont tout
autant des périodes que wq et wo au sens de ces notes.

Proposition 6.7 (relation de Legendre). L ’égalité
win2 — wan = 27

est satisfaite. En particulier, l’accouplement de périodes sur une
courbe elliptique est parfait.

Démonstration. La relation de Legendre résulte du calcul de I'inté-
grale de ((z) le long du parallélogramme de la figure 16. En effet, le

)

B 2

w1 + w2

2 A

g gy S A

FIGURE 16 — Domaine d’intégration pour démontrer la
relation de Legendre

seul pole de ((z) a l'intérieur de ce contour étant z = 0, on a

2mi = /ABCD ((z)dz

:/ C(z)dz—i—/ C(z)dz + ((z)dz + ((2)dz.
AB BC cD DA
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d’aprés le théoreme des résidus. Ces quatre termes sont reliés par les
identités ((z+w;) = ((z) —n;. En prenant garde que l'orientation des
c6tés change, il vient

(z)dz = — ((z+wy)dz = — (z)dz — wam
BC DA DA

et, de méme,

C(z)dz = — ((z4+we)dz = — ¢(2)dz + wino.
CD AB AB
Par conséquent,
2me = winz — wan,
ce que l'on voulait démontrer. O

Remarque 6.8. Comme on ’expliquera dans la section 9, la raison pour
laquelle 277 apparait dans la relation de Legendre est que I'accouple-
ment des périodes entre H3 (E) et HP(E) est donné par 27i dans des
bases bien choisies. Par rapport au recouvrement de E par les cartes
affines U et V' de la section 5.6, la classe fondamentale (remarque 6.5)
dans Hy(E(C), Z) est représentée par le triplet (0,0,0), ol o est un
petit lacet, orienté au sens anti-horaire, autour du point a l'infini qui
n’encercle aucun des trois zéros de la fonction y. En effet, la classe
d’un tel lacet appartient au noyau de la fleche

Hl(U(C) N V(C)v Z) — Hl(U(C)v Z) @ Hl(V(C)’ Z)

et est donc un générateur de Hy(FE(C),Z) par la suite exacte de
Mayer-Vietoris. Par ailleurs, H3z(E) est le Q-espace vectoriel de
dimension 1 engendré par la classe du triplet (0,0, x%dx/y?). Comme
le résidu de cette forme & l'infini est —1/2 d’apres le calcul (5.14),
il est plus naturel de la renormaliser et de choisir —2z2dx/y? comme
générateur. Par le théoreme des résidus, on trouve alors la période

d
/ —22% 5 = 2.
o Y

En général, une fois que l'on sait que la cohomologie de de Rham
en degré 2 d’une courbe projective lisse est un Q-espace vectoriel de
dimension 1, son générateur canonique est la seule forme différentielle
dont l'intégrale le long de la classe fondamentale est 2mi.
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Pour chaque entier k > 2, la série d’Fisenstein
1
6.7 G = -
( ) 2]4:(7_) Z (m—i—m')?k
m,ne”Z
(m,n)7#(0,0)
converge absolument vers une fonction holomorphe sur le demi-plan
de Poincaré h = {7 € C | Im(7) > 0}. C’est une forme modulaire
de poids 2k : pour toute matrice (‘é 2) € SLy(Z), agissant sur b par
transformation de Mdobius, la relation

GQk(aT+b) _ (CT—I—d)Qk Z 1

cr+d [((md + nb) + (mc + na)7)?*

m,ne

(m,n)#(0,0)
(6.8) = (1 + d)**Gai(7)
est satisfaite (la seconde égalité résulte du fait que, pour toute paire

(r,s) € Z?, il existe une et une seule solution (m,n) € Z? aux équa-
tions 7 = md + nb et s = mc+na). Si k =1, la série

=1 > 1

n=1mecZ
converge, mais pas absolument, vers une fonction holomorphe sur b
qui n’est, cette fois-ci, que quasi-modulaire :
at+0b
6.9 Gs
(6.9) Ner+d

Les valeurs de ces fonctions en 7 = wy/w sont reliées aux périodes

) = (er 4+ d)2Gy(7) — 2mic(er + d).

de la courbe elliptique associée au réseau A = Zwi @ Zwsy par

g2(A g3(A
Gar =2 b, Gy = 20 up

Si g2(A) et g3(A) sont des nombres algébriques, ce qui est notre cas,

Gao(T) = —wim.

le corps engendré par les quatre périodes de la courbe elliptique est
donc une extension finie du corps

Q(27Ti, G2 (T)7 G4(7—)7 GG(T))

Pour 7 fixé, on ne sait pas calculer en général le degré de transcen-
dance de ce corps, mais on peut démontrer (théoreme 10.13) que les
fonctions Go(71), G4(T) et Gg(7) sont algébriquement indépendantes
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Exemple 6.9 (valeurs béta). Soit d > 2 un entier. La courbe de Fermat
affine de degré d est la variété X C A? définie par 1’équation
2+ yd = 1.

d—l) dyd—l

Comme les polynoémes dx et 2% 4+ y? — 1 n’ont pas de zéro

commun, c’est une variété lisse de dimension 1, dont 'anneau de
fonctions et le module de 1-formes différentielles sont donnés par

A= Qfz,y)/(z! +y* - 1),
QY = (Adz ® Ady) /(2% *dx + y?dy).

Les relations définissant 9}4 entrainent que I'élément dx est divi-
sible par y?~!, vu que 1’égalité
y Y yde — zdy) = (y? + 2¥)dx = dx
y est satisfaite. Pour des entiers 1 < r,s < d — 1, considérons les

formes différentielles

dx
Wr s = x' 1y8 ly € QA

Le choix de ces formes est motivé par la formule (2.7) pour les valeurs
de la fonction béta en des arguments rationnelles, qui & un multiple
rationnel pres sont leur intégrale le long du chemin

o:[0,1] — X(C)
t—s (14, (1 — 1)1/ ),

les racines d-iémes étant celles réelles positives :

/wrs _/ pr=D/d(q _ py(a=d)/dgp1/d)

i 7"/d1 s/dl
d/ot (1 1)/

1
= &B(r/d,s/d).

Le chemin o ne définit pas une classe en homologie singuliére
puisque ce n’est pas un lacet. Pour en faire un sans trop modifier
les périodes, on se servira du fait que la courbe de Fermat a beau-
coup d’automorphismes. Posons ¢ = exp(27i/d) et notons pq(C) le



UNE INTRODUCTION AUX PERIODES 99

groupe des racines d-iemes de 1'unité, c’est-a-dire le groupe cyclique
d’ordre d engendré par ¢. Les applications f, g: C2 — C? données par

flz,y) = (Cz,y) et g(z,y) = (x,Cy)

laissent le sous-espace X (C) C C? stable. Si I'on consideére la courbe
de Fermat comme étant définie sur le corps cyclotomique Q(¢) plutot
que sur Q, pour pouvoir ainsi multiplier les coordonnées par des
racines d-iemes de l'unité, ce sont méme des automorphismes de la
variété algébrique X. Considérons la chaine singuliere

k=0 — g0 + figs0 — fi0,

ou f, et g, désignent les applications induites par f et g sur C1 (X (C)).
Par exemple, g.o est le chemin ¢t — (/% ¢(1 — t)/9). Les signes
ci-dessus sont choisis pour que le bord de x s’annule :

Par conséquent, x représente une classe en homologie de Betti :
[v] € HY (X).

Les automorphismes f et g n’agissent pas seulement sur les chalnes
singuliéres, mais aussi sur les formes différentielles, et le calcul

i gy (i1 45 \s—1 d(¢'z)
(f °g ) wT‘,S (C .T) (< y) (ij)d_l
= Cir+jswr,s
montre que 'on a affaire & des vecteurs propres pour cette action.
Plus précisément, les éléments (¢%, ¢7) du groupe G = 114(C) x ug(C)
agissent sur X au travers des automorphismes f? o ¢’ et I’action in-
duite sur les formes w, s est la multiplication par le caractére

Xr,s G — Cx’ XT‘,S(Cia C]) = <ir+js'
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Jointe a la formule du changement de variables, cette propriété per-
met de calculer les intégrales sur le lacet « :

/Wr,s = /Wr,s - / Wy s + / Wrs — / Wr s
r gxo f*g*o *0
(610) /Wrs /g Wrs + /f g Wr s /f*wr,s

(1-¢)(-¢)
=S B(r/d, 5/d).

Comme ces périodes sont toutes non nulles, il s’ensuit que [wy 5] est

un élément non nul de Hi (X). De plus, les classes [wys] sont linéai-
rement indépendantes pour 1 < r,s < d — 1 car le groupe G y agit
par multiplication par des caracteres distincts.

Soit X C IP? la complétion projective de la courbe de Fermat affine,

c’est-a-dire la courbe projective plane d’équation

x%%—xf = a:g.

C’est une courbe lisse, reliée a celle de départ par le changement
de coordonnées x = z¢/x2 et y = x1/x2. Le complémentaire de X
dans X est donc la variété affine D de dimension 0 définie par 1’équa-
tion ¢ 4+ y® = 0, dont les points complexes sont les [1: £2: 0], avec
¢ =exp(mi/d) et a=1,3,...,2d — 1. La dimension de Hi (X) étant
égale a (d — 1)(d — 2) par le théoreme de Riemann-Roch, la suite
exacte longue de Gysin
0 — Hir(X) — Hip(X) — Higr(D) — Hip(X) — 0
montre que la cohomologie de de Rham de X est de dimension
dim Hig (X) = dim Hig (X) + dim H}z (D) — dim H3R (X)
=(d-1)(d-2)+d—-1
= (d—1)%

Vu que l'on a trouvé autant de classes de cohomologie linéairement
indépendantes, les [wys] forment une base de Hi (X).

Lesquelles s’étendent & X ? Dans les coordonnées u = x1/xg = y/x
et v =x9/x9 = 1/x, le point a l'infini [1: £*: 0] est donné par u = £*
et v =0, et il s’agit de calculer le résidu de

r—1, s—1 da . dfrfsusfd@
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en ce point. Si r + s < d, la forme n’a pas de pdle (premiere es-
peéce), tandis que si 7+ s > d, elle a un pole de résidu zéro (deuxieme
espece) ; les formes soumis a ces contraintes constituent donc une
base de HéR(Y). Par contre, si 7 + s = d, la forme w, s a pour ré-
sidu £€%° # 0. On remarquera que, pour ces valeurs des parametres, la
formule de réflexion (2.11) pour la fonction gamma implique que les
périodes (6.10) sont des multiples algébriques de 27, & savoir

/w I WP
. TS — d .

7. Une variante relative

L’homologie singuliere, telle qu’elle a été introduite dans la défi-
nition 4.1, ne prend compte que des chaines sans bord, par exemple
les lacets. Or, dans la définition de période on s’autorise également
a intégrer sur des chemins qui joignent deux points distincts; c’est
notamment le cas des logarithmes log(q), représentés par l'intégrale
de la forme différentielle dz:/z le long d’un chemin allant de 1 & ¢. Pour
pouvoir également traiter cette situation, on introduit une variante
relative de 'homologie singuliére et de la cohomologie de de Rham.

7.1. Homologie singuliére relative

Soient M un espace topologique et ¢: N < M l’inclusion d’'un
sous-espace. Les homomorphismes ¢,: Cp(N) — Cp(M) obtenus en
regardant les chaines singulieres dans N comme des chaines singu-
lieres dans l'espace plus grand M sont injectifs pour tout p et com-
mutent aux applications bord, donnant lieu & un compleze double
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Comme d’habitude, on le transforme en un complexe simple en
considérant les applications

Cp(M) & Cpo1(N) — Cpr(M) & Cps(N)
(0,7) ¥ (Op(0) = 14(7), =Op1(7)).
Définition 7.1. L’homologie singuliére de M relative a N en degré p
est le quotient
ker (Cp(M) ® Cp—1(N) = Cp1(M) & Cp_o(N))
i (Cpas (M) & Cy(N) = Cp(M) & Cpr(N))

HP(MaN;Z) =

Les éléments de ce groupe sont représentés par des paires (o, )
ou 7 est un (p — 1)-cycle dans N et o est une p-chaine singuliere
dans M satisfaisant & 0p(0) = ¢4(7). Or, comme les applications ¢
sont injectives, cette condition détermine uniquement 7 ; les classes
d’homologie relative sont dont représentées par des chalnes singu-
lieres 0 dans M dont le bord ne s’annule pas nécessairement mais est
soumis a la contrainte d’étre inclus dans N. Par exemple, des che-
mins qui ne sont pas des lacets peuvent donner lieu a des éléments
dans Hi (M, N;Z), mais il faut alors que les points initiaux et finaux
du chemin appartiennent au sous-espace N.

Ces groupes d’homologie relative sont reliés a I’homologie de M et
de N par une suite exacte longue

(7.1) ---—>H2(M,N;Z)j

C, o 8
Hy(N,Z) -2 Hy (M, Z) —— Hy(M, N; Z) ?

Q Ho(N,Z) -2 Hy(M, Z) N Ho(M,N;Z) — 0,

ou les fleches connectant une ligne avec la suivante sont les applica-
tions bord, a savoir :
H,(M,N;Z) — H,_1(N, Z).
0] > [9p0]
En effet, Opo est, par définition de I'homologie relative H, (M, N;Z),

une (p — 1)-chaine singuliere dans N, et cette chaine est un cycle
car la composition 0,1 o 9, s’annule. Les applications « sont celles
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induites par l'inclusion ¢: N < M et les applications 3 consistent a
regarder les chalnes sans bord dans M comme un cas particulier des
chaines dont le bord prend des valeurs dans N.

Soient (M, N) et (M', N') des paires formées d’un espace topolo-
gique et d’un sous-espace. Un morphisme de paires est une fonction
continue f: M — M’ satisfaisant & f(N) C N’. Un tel morphisme
induit des homomorphismes

For Cp(M) — Cp(M") et fu: Cp(N) — Cy(N')

pour tout p qui commutent aux applications bord. Si le bord de o
appartient & N, le bord de f. (o) appartient donc & N’; d’ott un homo-
morphisme entre groupes d’homologie relative

(7.2) fo: Hy(M,N;Z) —s H,y(M', N'; Z).

Autrement dit, I’homologie relative est fonctorielle par rapport aux
morphismes de paires d’espaces topologiques.

7.2. Cohomologie de de Rham relative

On dispose d'une construction similaire en cohomologie de de Rham.
Soit X C A™ une variété affine lisse définie par 'annulation des poly-
nomes fi,..., fm et soit D C A" une autre variété lisse définie
par ces mémes équations plus d’autres; on dit alors que D est une
sous-variété fermée de X et on note ¢: D — X l’inclusion, qui est
un morphisme de variétés algébriques. Les applications de restriction
v OF — OF se combinent dans un complexe double

(7.3) oL 0l
d| . It

a partir duquel on peut former un complexe simple en considérant
les applications

0% oot — 08 @ )

(w, ) — (dw, " (w) — dn).
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Définition 7.2. Pour X et D comme ci-dessus, la cohomologie de
de Rham de X relative a D en degré p est le quotient

ker(Ql))( e Q%_l — Q?_l e Q%)

H2. (X, D) = .
ar(X, D) im (O @b - 0b @0

Une classe de cohomologie relative est donc représentée par une
forme fermée w sur X dont la restriction a la sous-variété D est exacte
(c’est par exemple le cas pour toute forme de degré la dimension de X)
et par une « primitive » 7 de cette restriction. Comme ’homologie
relative, ces espaces s’inscrivent dans une suite exacte longue

[,*
0— HgR(Xv D) — H?iR(X) — HgR(D) ?

Q H(liR(Xa D) — HcliR(X) L H(liR(D) ?

C%H(%R(X,D)*».-

dans laquelle les fleches Hip (X, D) — Hip(X) envoient la classe
d’une paire (w,n) vers la classe de w, et les morphismes connectants
envoient la classe d’une forme 7 sur D vers celle de la paire (0, 7).

Soient (X, D) et (X', D) des paires formées d’une variété affine et
d’une sous-variété fermée, toutes les deux supposées lisses. Un mor-
phisme de variétés f: X — X' satisfaisant & f(D) C D’ induit, pour
tout p, des applications

[0, — Q% et fo: QF, — Q)

qui commutent & la différentielle. Si la restriction & D’ d’une forme
fermée w’ sur X’ est exacte, la restriction & D de la forme fermée f*w
est donc exacte aussi, d’ou une application linéaire

(7.4) f*HPL (X', D) — HEL (X, D).

Autrement dit, la cohomologie de de Rham relative est fonctorielle
par rapport aux morphismes de paires de variétés affines lisses.
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7.3. L’accouplement de périodes

Par analogie avec le cas déja traité, on définit I’homologie de Betti
relative comme le Q-espace vectoriel

HP (X, D) = H,(X(C), D(C); Q)
et la cohomologie de Betti relative comme son dual
HE (X, D) = Hom(H (X, D), Q).
L’accouplement des périodes s’étend alors en un accouplement parfait

HAL (X, D) @ HY (X, D) — C

(o) — [w+ [

que 'on peut encore réinterpréter comme un isomorphisme

(7.5)

(7.6) comp: Hi (X, D) ® C — HR(X,D) ® C.
Voyons quelques exemples.

Exemple 7.3 (les logarithmes). Soit ¢ > 1 un nombre rationnel. Consi-
dérons la droite affine épointée X = G,, et la sous-variété D C X
formée des points 1 et ¢, c’est-a-dire le lieu des zéros du polyndéme
(r — 1)(x — q) dans Al. C’est une sous-variété lisse de dimension 0
avec anneau de fonctions

B =Qz]/(z = 1)(z —q)
= Q[z]/(x — 1) @ Qz]/(z — q)
=QaQ.

Dans ce cas, le complexe double (7.3) est donné par
Qlx, v~ Ydx
]
Qlz,e7]——QeQ,

ou la fleche verticale est la différentielle et la fleche horizontale envoie
un polynoéme de Laurent g sur la paire (g(1),g(q)) des valeurs qu’il
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prend en 1 et en g. Le complexe simple associé est alors

Qlz,x”'] = Qlz, 2 Jdr © Q& Q
g9+ (¢'(x)dz, g(1),9(q))
et il faut calculer le noyau et le conoyau de cette fleche. Si g est
dans le noyau, on a ¢’(x) = 0, donc g est constant, mais comme cette
valeur constante doit étre égale a g(1) = g(q) = 0, la seule possibilité

est g = 0,d’ou HgR(X , D) = 0. Pour calculer le conoyau, on est amené
a déterminer quels éléments de la base

(z"dx,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

sont linéairement indépendants modulo I'image de a. D’un c6té, les
calculs a(1) = (0,1,1) = (0,1,0) + (0,0,1) et
n+1

1 q
n+1 R )
a(z"/(n+1)) = (x d$,0,0)+n+1(0,1,0)+n+1

pour n # —1 montrent que le conoyau est engendré par (dz/x,0,0)
et (0,1,0). Comme visiblement aucune combinaison linéaire de ces

(0,0,1)

éléments n’est dans I'image de a, ils en forment une base. En calculant
I'image de (x—¢q)/(¢—1) on peut enfin remarquer que (dz/(¢g—1),0,0)
et (0,1,0) définissent la méme classe de cohomologie relative, d’ou la
présentation suivante :
dx dx
Hir(X,D) = — 1.
wxmr=al 2] sal®]

Par ailleurs, comme X (C) est le plan complexe épointé, dont I’ho-
mologie singuliére a été calculée dans 1’exemple 4.6, et comme D(C)
est formé de deux points, 'homologie de Betti relative H}13(X , D) se
déduit de la suite exacte longue

0 —— H,(C*,Z) ﬂHl(CX,{l,q};Z)

[
Z

Q Ho({1,q},Z) -2 Hy(C*, Z) ﬂ Hy(C*,{1,q};Z) — 0,
[l [l

VASY/ Z
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qui montre qu’elle est engendrée par le lacet o1 qui tourne une fois
autour de zéro, comme dans ’exemple 4.6, et par le chemin droit g
allant de 1 & ¢ (c’est pour pouvoir considérer ce dernier que 1'on
a introduit la variante relative). La matrice de l'accouplement de
périodes par rapport a ces bases est donnée par

/ q_% dr dx/z
(7.7) oo 1 log(q)
o1l O 21

On voit que ¢’est un accouplement parfait car le déterminant vaut 27s.

Cette matrice reflete le fait que le logarithme est une fonction mul-
tiforme : pour obtenir un nombre complexe bien déterminé, on n’a
pas défini log(q) comme une fonction de ¢, mais plutdét comme une
fonction d’un chemin ~ allant de 1 vers ¢, a savoir

dz
Yy — [ —.
v T
(L’espace de ces chemins n’est rien d’autre que le revétement univer-
sel de C* pointé en 1.) Un choix standard pour ¢ > 1 consiste a
prendre la ligne droite og entre 1 et ¢, mais on aurait pu aussi bien
choisir n’importe quel autre chemin . Vu que celui-ci définit une
classe d’homologie relative dans H;(C*,{1,q};Z) et que les classes
de op et o1 en forment une base, la classe [y] est une combinaison
linéaire a coefficients entiers de [og] et [01], et on peut montrer que
cette combinaison linéaire est

[v] = [oo] + nloi],
ou n désigne le nombre de fois que v tourne autour de 0. Il vient
d d d
/5“ _ %rn/ % og(q) + n2mi,
Y T oo T oy T
ou l’on voit apparaitre la monodromie du logarithme.

Cette variante relative de 'homologie singuliere et de la cohomo-
logie de de Rham n’est toujours pas suffisante pour engendrer toutes
les périodes de Kontsevich-Zagier, mais on n’en est pas loin! Il faut
s’autoriser a prendre pour D des sous-variétés qui ne sont pas lisses;
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heureusement, les singularités les plus bénignes s’averent suffisantes.
Rappelons que D C X est un diviseur a croisements normaux s’il est
réunion de variétés lisses D1, ..., D,, de codimension 1 dont toutes
les intersections sont lisses de la dimension attendue (exemple 5.2).
On peut alors former le complexe double

R

1 1 1
Qy — D, Qp, — @K]’ QDij

I [ I

Q% — D, QODi B ®i<j QODij —
dans lequel les fleches verticales sont les différentielles dans le com-
plexe de de Rham de chaque composante irréductible D; et les fleches
horizontales sont des sommes alternées des applications induites par
les différentes inclusions. Par exemple, tous les signes sont positifs
dans les premieres fleches Q% — @ QF, , mais Q%j - Qf p, & signe
positif et QF, — QF, | p, & signe négatif dans les deuxiemes. De la on
passe au complexe total
0 — %@, — B e@, 0D ,np, —
1 7 1<

en modifiant, comme d’habitude, une fois sur deux le signe des dif-
férentielles horizontales. La cohomologie de de Rham de X relative
d D est la cohomologie HE (X, D) de ce complexe. Ses éléments sont
donc représentés par une p-forme sur X, des (p — 1)-formes sur les
composantes irréductibles D;, des (p — 2)-formes sur les intersections
doubles D; N Dj, et ainsi de suite. En degré maximal, c’est-a-dire
pour p égal a la dimension de X, toute p-forme sur X définit une classe
de cohomologie relative ; réciproquement, toute classe de cohomologie
relative peut étre représentée par une telle forme [43, Prop. 3.3.19].
On a déja rencontré un exemple de ce phénomene en étudiant les
logarithmes : la classe de cohomologie relative (0,1,0), ou la fonc-
tion constante 1 est vue comme une O-forme sur un point, peut étre
représentée par la 1-forme dz/(¢ — 1) sur X = Gy,.
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Exemple 7.4 (les dilogarithmes). Le dilogarithme est la fonction définie
sur le disque |z| < 1 par la série entiere
X _n

Lig(z) = Z ﬁ’

n=1

N

ou elle converge absolument. La représentation intégrale

. zdxdy
(78) LIQ(Z) = \/[071]2 m

montre que ses valeurs en des arguments algébriques a sont des pério-
des. Supposons, pour simplifier, que « est un rationnel non nul de
module |a| < 1 et étudions la géométrie que cette intégrale suggere.

Soit Z C A? le lieu des zéros du polynéme f(z,y) = 1 — azxy,
c’est-a-dire la droite affine épointée G,,, plongée dans A? comme I’en-
semble des (x,1/ax). Vu que l'intégrande a des poles le long de Z, il
est naturel de considérer comme espace ambiant la variété

X =A>—2Z.

Il s’agit d’une variété affine lisse de dimension 2 sur Q car, quitte a
introduire une nouvelle variable ¢, on peut y penser comme le lieu des
zéros dans A% du polyndme ¢f(x,y) — 1. Son anneau de fonctions est
donc donné par la localisation

A={g/f"|g € Qz,y], n >0}

et toute 2-forme différentielle sur X s’écrit comme (g/f™)dz A dy.
En particulier, I'intégrande définit une classe de cohomologie

(7.9) [w] € H3R(X), w= (a/ f)dx A dy.

Grace a I'hypothése |a| < 1, le domaine d’intégration [0, 1]? est
inclus dans X (C), et on peut le voir comme une 2-chaine singuliére
en découpant le carré en deux triangles. Ce n’est pas un cycle, mais
son bord est contenu dans les points complexes de la sous-variété

D ={zy(l-z)(1-y)=0}NX,

qui est un diviseur a croisements normaux sur X : la réunion de deux
droites affines D et D5 et de deux droites affines épointées D3 et Dy
sans intersection triple, telles que les montre la figure 17.
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Dy

D,

Dy D3

FIGURE 17 — Géométrie suggérée par la représentation
intégrale du dilogarithme

Le domaine d’intégration définit donc une classe en homologie
de Betti relative HY(X, D). Comme la forme w est de degré maxi-
mal, elle définit aussi une classe en cohomologie de de Rham relative
H(%R(X , D), la période associée a ces deux classes étant précisément

/[0 2 W = Lig(a).

Calculons le reste de la matrice des périodes, en commengant par
la cohomologie de X. Comme A? n’a de la cohomologie qu’en degré 0,
on déduit de la suite exacte longue

Res
T H(QiR(Az) — H<21R(X) —5 HtliR(Z)(_l) — HgR(AQ) —

(analogue en dimension supérieure de la suite exacte longue de Gysin
de la section 5.6) que le résidu le long de Z est un isomorphisme

Resz: Hip(X) = Hig(2)(-1).
Il s’ensuit que H3g(X) est de dimension 1 et que la classe (7.9) en
est une base. Pour calculer son résidu, on écrit
adx N dy de df
T _ AL
f z f
en utilisant 1’égalité df = —aydx — axdy et 'annulation de dx A dz,

puis on pose

Resz([w]) = restriction & Z de — [dz/z].
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De méme, on déduit de I'isomorphisme H}y (X) ~ H,(Z)(—1) que
la. cohomologie HéR(X ) est engendrée par la classe de la forme diffé-
rentielle df / f, dont le résidu le long de Z vaut 1.

L’analogue en homologie de Betti du calcul ci-dessus repose sur la
suite exacte longue de Gysin

e HR(A2) — BY(Z)(—1) — HE(X) — HE(A%) — -+

qui induit un isomorphisme
T: H?(Z)(-1) = HY(X).

C’est ’application qui envoie la classe d’un lacet engendrant HIE(Z )
vers la classe de son tube dans X, que l'on peut par exemple repré-
senter par la 2-chaine singuliere

T ={(z,y) € C*||z| > ¢ et |ay — 1/x| > ¢}

pour ¢ > 0 fixé. Comme les suites exactes de Gysin sont compa-
tibles avec l'accouplement de périodes (c’est a cet effet que I'on avait

introduit la torsion a la Tate dans la remarque 6.6), on trouve(?7)

(7.10) /Tw :27rz'/UResZ(w) = 27rz'/o_‘i;C = (2mi)?.

De méme, HP(X) ~ HF(Z)(—1) est I'espace de dimension 1 engen-
dré par le tube d’un point dans 7, c’est-a-dire par un lacet dans X
tournant autour de I’hyperbole pointillée de la figure 17.

Passons maintenant & la cohomologie de D. Puisque les compo-
santes irréductibles de D sont des variétés affines de dimension 1
sans intersection triple, le complexe de de Rham de D est égal a

D, — B, & D Wn,.
) 1 1<)
ou les fleches vers la premiére somme sont —d, I'opposé de la différen-
tielle, et les fleches vers la seconde sont les restrictions des fonctions

27 0on peut aussi calculer directement 'intégrale en faisant le changement de

variables u = z et v = f/x et en appliquant le théoréme de Fubini & 'intégrale de
la 2-forme du/u A dv/v sur le domaine défini par |u| > € et |v| > e.
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avec signe positif si I'on restreint de D; a D; N D; et négatif si I’on res-
treint de D; a D;ND;. Toute classe dans HY, (D) est donc représentée
par un 8-uplet dans

4

@ Hir (Di) ® @ Hag(Di N D;).
i=1 i<j

Comme on lavait fait pour les variétés projectives recouvertes par

deux cartes affines, on en déduit une suite exacte longue

0— HgR(D) — @?:1 HgR(Dl) — ®7L<j HgR(Dz N D])
A .

4
R RETI NUTE—
I

Q2
du type Mayer-Vietoris. Dans cette suite, la fleche Q* — Q* est de
rang 3, car elle s’identifie & (a, b, ¢, d) — (a—b,a—d,b—c,d—c), dont
I'image est contenue dans I’hyperplan r — s +¢ — u = 0. Il s’ensuit
que lespace Hlg (D) est de dimension 3 et qu'il est engendré par les
générateurs de la cohomologie de D3 et de Dy et par n’importe quel
élément de P, _; HIR (D;N Dj) qui n’est pas dans 'image de la fleche
ci-dessus. Les classes des 8-uplets

(07 07 n3, Oa Oa 07 07 0)7 (07 Oa Oa N4, 07 07 07 0)7 (07 07 07 07 07 07 07 1)

avec 13 = dy/(y —a~ ') et ny = dx/(xr —a~!) sont donc des géné-
rateurs ; avec un léger abus, on les notera [ns], [n4] et [g]. De plus,
comme df / f se restreint aux formes 13 et ny sur D3 et sur Dy respec-
tivement, Papplication Hip (X) — Hlg (D) induite par les inclusions
des composantes irréductibles de D dans X est injective. L’homo-
logie de Betti HP(D) est aussi un espace de dimension 3, une base
étant donnée par les classes du bord du carré [0,1]? et des deux la-
cets 73 et 74 autour des points manquants dans D3(C) et D4(C) qui,
rappelons-le, sont tous les deux des plans complexes épointés.
Combiné avec la suite exacte de cohomologie relative

0 — Hap(X) — Hag(D) — Hig(X, D) — Hig(X) — 0,
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ce qui précéde montre que HﬁR(X ,D) est l'espace de dimension 3
ayant pour base les classes [w], [g] et [n3] (comme [n3]+ [n4] appartient
a I'image de HcllR(X ), les classes de 73 et de n4 sont 'opposée 'une
de l'autre dans la cohomologie relative). Comme on l'a dit dans la
discussion générale, on peut trouver des 2-formes sur X représentant
les classes de [g] et de [n3]. Pour ce faire, on considére le diagramme

%

|

(7.11) 0y — @, 2,

]

0 0
D%, — D Qb.np;-

Vu que I'élément (0,0,0, —z) de P, QODl_ s’envoie par restriction sur
'élément (0,0,0,1) de P,;
dans €, Q}Di par 'opposé de la différentielle est la restriction a D4 de
la 1-forme ydx sur X, dont la différentielle vaut —dx A dy, on trouve
que la 2-forme —dx Ady représente la méme classe que g en cohomolo-
gie relative. Un argument similaire, avec I’élément —axdy/(1 — axy)

Q%ij et que son image (0,0,0,dx)

de Qﬁ( a la place, montre que 73 représente la méme classe de coho-
mologie relative que adz Ady/(1—axy)?. Une base de H3; (X, D) est
donc donnée par les classes de

adx A dy adx A dy
(1—azy)?’ 1-—azy’

(7.12) dz A dy,

Par ailleurs, la suite exacte longue d’homologie relative
0 — H}(X) — H}(X, D) — HP(D) — HP(X) — 0

montre que HB(X, D) est de dimension 3 : il est engendré par les
classes du tube T, du carré [0,1]? et d'un troisiétme cycle o dont le
bord intersecte D3(C) et Dy(C) le long des lacets 13 et 74 avec des
orientations opposées. Par rapport aux bases que ’on vient de décrire,
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la matrice des périodes est donnée par

[ |dondy gty gtena

(713) 0,12 1 —log(l—a) Lis(c)
o 0 27i 271 log ()
T 0 0 (27i)?

Il y a divers moyens(28) de calculer le coefficient —log(1 — «), par
exemple en utilisant les identités

d zdx N dy
L. = _—_— —1 1 —
s Li(2) /W T oy = o801 —2)

obtenues en comparant les dérivées terme a terme de la série entiere
3¢ 2"/n? et sous le signe intégral dans la représentation (7.8).
On avait déja calculé le coefficient (27i)? dans (7.10), et les autres
intégrales le long de T sont nulles puisque ce cycle est dans l'image
de HE(X) par la suite exacte longue d’homologie relative et que les
formes différentielles en question ont une image nulle dans H3p (X).
Plutét que calculer les coefficients restant en paramétrant explici-
tement la chaine o, comme il est fait dans [43, Prop. 15,6.3] dans un
cas trés proche, je vais conclure cet exemple en expliquant pourquoi
la matrice des périodes est triangulaire supérieure, avec un bloc de
taille 1 de période 1 et un bloc de taille 2, qui est au facteur 27 pres la
méme matrice des périodes que dans ’exemple 7.3, sur la diagonale.
L’explication repose sur la suite exacte longue de Gysin

-+ — Hig(A?, D) — Hip(X, D) — Hgr(Z, 2N D)(=1) — -,
cette fois-ci en cohomologie relative. Rappelons que Z est isomorphe
a la droite affine épointée G,, par le morphisme (z,y) — (x,y/a) et

(28)Une autre possibilité consiste a observer que l'intégrande est 'image de

73 par la suite exacte longue de cohomologie relative et que le bord du domaine
d’intégration intersecte D3(C) en lintervalle [0, 1], d’ott

1 _ 1
[ [ g () < g1 - ),
[0,1]2( -

L—azy)?  ~ )y y—a

avec un signe + qui dépend des orientations, mais qui doit étre négatif puisque
Pintégrale est un nombre réel positif et que log(1 — «) est négatif pour |a| < 1.
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que lintersection Z N D est formée des points (1,1/a) et (1/a,1),
d’ou des isomorphismes de Q-espaces vectoriels

H (7, Z N\ D) ~ HPp (G, {1, 1/a}).

En particulier, le terme H) (Z, ZN D)(—1) est nul par I'exemple 7.3.
Pour des raisons de dimension, on sait que HgR(AQ, D) s’annule aussi,
et comme ceux-ci sont les termes par lesquels la suite de Gysin conti-
nuerait a gauche et a droite, on trouve en fait une suite exacte courte

0 — H3R (A%, D) — H3g(X, D) — Hig (G, {1,1/a})(—1) — 0.

Un calcul sans malice avec le complexe double analogue de (7.11)
montre que le premier terme est de dimension 1, avec base

H3R (A% D) = Q[dz A dy).

Les deux autres classes dans la base (7.12) de H3 (A%, D) s’envoient
sur les classes®) [dz/(a — 1)] et —[dz/z] dans Hlg (G, {1,1/a}).

L’homologie de Betti relative HF (A2, D) est aussi de dimension 1,
une base étant donnée par la classe du carré [0, 1]?; la matrice des
périodes a donc pour seul coefficient ﬁo’l]g dx ANdy = 1. On peut
ensuite vérifier que les classes o et T' sont, au signe pres, les images
par la premiere fleche dans la suite exacte courte

0 — HP (G, {1,1/a})(~1) — HE(X, D) — HP (A%, D) — 0

des classes [o9] et [01] dans la base standard de I’exemple 7.3. La com-
patibilité de ces deux suites exactes avec ’accouplement de périodes,
pourvu que l'on tienne compte du facteur 274 dans la torsion a la
Tate, explique la forme de la matrice (7.13).

7.4. Comparaison des définitions

Apres avoir étendu la cohomologie de de Rham relative aux divi-
seurs a croisements normaux, on a atteint notre but de donner une
interprétation cohomologique des périodes.

(29)En effet, le deuxiéme élément de la base représente la méme classe que 73,

qui a résidu 0 en 1 et 1 en 1/a, et on sait d’apres 'exemple 7.3 que (0,0,1) et
—dz/(a — 1) représentent la méme classe dans Hig (Gm, {1,1/a}).
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Théoreme 7.5. Le sous-ensemble des mombres complexes qui appa-
raissent comme coefficients de l’accouplement (7.5) coincide avec l’en-
semble des périodes de Kontsevich-Zagier (définition 2.1).

Ce résultat, énoncé en passant au début de l'article de Kontse-
vich et Zagier, est démontré dans [43, Th. 12.2.1]. Pour voir que les
coefficients de I'accouplement sont des périodes au sens élémentaire,
on identifie X(C) C C" a un sous-ensemble de R?" et on utilise
des résultats de Lojasiewicz et de Hironaka [42] pour démontrer que
toute classe en homologie de Betti relative HE’(X , D) peut étre repré-
sentée par un p-simplexe singulier Q-semi-algébrique o: AP — R??,
c’est-a-dire dont le graphe est un sous-ensemble Q-semi-algébrique
de RPT! x R?". Cest en quelque sorte une élaboration du théoréme
d’approximation de Weierstrass

Pour donner une idée d’ou git la difficulté pour obtenir I'inclu-
sion réciproque et de comment la contourner, prenons o = 1 dans
I'exemple 7.4. L’intégrale (7.8) est encore convergente, de valeur

dxdy
2) = ,
=f

mais on ne peut plus la représenter comme période d’un groupe de

cohomologie relative car le bord du domaine d’intégration rencontre le
lieu des poles de 'intégrande au point (1, 1). Un moyen de les séparer
est d’effectuer une construction géométrique appelée éclatement : on
remplace le plan affine A? par la sous-variété Y C A? x P! d’équation

(7.14) (x—1)s = (y — 1),

ol [s: t] désignent les coordonnées homogénes sur P!. Comme cette
équation admet une unique solution pour tout (x,y) distinct de (1, 1)
fixé, la projection sur le premier facteur 7: Y — A? est un isomor-
phisme en dehors de ce point; en revanche, la condition étant vide
pour (z,y) = (1,1), sa préimage consiste en une copie de la droite
projective, que l'on appelle le diviseur exceptionnel et on note FE.
Outre F, la préimage dans Y du lieu des poles de 'intégrande contient
la droite affine F' d’équation s = —yt (en remplacant dans (7.14) on
trouve (1 — z)yt = (y — 1)t, puis xy = 1 car t ne peut pas étre nul)
et leur réunion est un diviseur & croisements normaux. On montre
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ensuite que le tiré en arriere par m de la forme dxdy/(1 — xy) n’a
pas de pdles le long de F et que le bord de la préimage du domaine
d’intégration ne rencontre pas F. Par conséquent, on peut voir l'in-
tégrale de départ comme une période de Y — F' relative au diviseur a
croisement normaux de composantes irréductibles E et les préimages
des composantes du diviseur de départ.

Ficure 18 — Eclatement du point (1,1) dans le plan
affine A2

8. Périodes exponentielles et cohomologie

De méme que 'on peut réaliser les périodes comme les coefficients
de l'accouplement d’intégration entre la cohomologie de de Rham et
I’homologie de Betti d'une variété algébrique, les périodes exponen-
tielles interviennent lorsque I’on compare une cohomologie de nature
algébrique avec une homologie de nature topologique associées a des
variétés munies de la donnée supplémentaire d’une fonction.

Soient donc X C A" une variété affine lisse sur Q et f une fonc-
tion sur X, c’est-a-dire un élément de 'anneau A défini dans (5.1).
Le complexe de de Rham tordu

dy dy

e
QA

d
(8.1) 0 L. ol

est le complexe ayant les mémes termes que le complexe de de Rham
algébrique (5.8), mais dans lequel la différentielle usuelle d a été modi-
fiée tenant compte de la fonction en

df(w) = dw —df Nw.
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Gréce aux propriétés du complexe de de Rham usuel, notamment les

égalités dod = 0 et d(aAB) = daAB—aAdB pour a € QY et B € OF

quelconques et le fait qu’un produit extérieur de deux formes égales

s’annule, le calcul

(dfody)(w) =d(dw —df Nw) —df A (dw —df \w)

=d*w—dfAw+df Ndw —df Adw+df Adf Aw
=0

montre que (8.1) est bien un complexe. Introduire la différentielle d s

est un moyen algébrique de parler de la fonction exponentielle e~/ :

formellement, si & la place de Q% on consideére le module e~/ Q¥ et on

y étend la différentielle en préservant la regle de Leibniz et la formule
usuelle pour la dérivée de e/, il vient

d(e™fw) = e Tdp(w).
Définition 8.1. La cohomologie de de Rham tordue en degré p de la
paire (X, f) est le quotient
ker(dy: QF — QX
im(dyp: Q5 = QF)

HﬁR(X7 f) =

Passons maintenant a ’analogue topologique de cette construc-
tion. En prenant les points complexes, la fonction f donne lieu a une
application f: X(C) — C. Pour chaque réel r > 0, posons

Sy ={z € C|Re(z) > r},

de sorte que f~1(S,) est le sous-espace fermé de X (C) ou f prend
des valeurs de partie réelle supérieure ou égale a 7.

Définition 8.2. L’homologie a décroissance rapide en degré p de la
paire (X, f) est la limite de groupes d’homologie relative
d . -1
(8:2) (X, ) = Tim H,(X(C), [71(5,):2)
Cette formule mérite une explication. D’abord, comme pour tous

réels 7’ > r le sous-espace f~!(S,/) est contenu dans f~1(S,), 'ap-
plication identité induit un morphisme de paires

(X(C), FH(Sm)) — (X(C), f7H(Sn),
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d’ou des applications dites de transition
70 Hy(X(C), f1(Sy); Z) — Hy(X(C), f1(S,); Z)

par fonctorialité de I’homologie relative (7.2). La limite dans la défi-
nition de I’homologie & décroissance rapide est alors le groupe des

o= (07)r>0 € H H,, (X(C), fﬁl(sr% Z)
r=0

qui sont compatibles aux applications de transition, c’est-a-dire qui
satisfont & la condition 77, (o) = o, pour tous r’ > r. Ce n’est pas
une « vraie » limite, en ce sens que ’on peut démontrer que les inclu-
sions f~1(S,/) < f1(S,) sont des équivalences d’homotopie pour r
assez grand et les applications de transition des isomorphismes. Sil’on
se donne une p-chaine singuliére sur X (C) dont le bord est contenu
dans un sous-espace ou la partie réelle de f est trés positive, il y
a donc un seul moyen de la prolonger en une classe d’homologie a
décroissance rapide ; introduire la limite est une maniére de contour-
ner le choix d’un tel sous-espace et de pouvoir parler de cycles non
compacts dans X (C). Comme d’habitude, on pourra représenter les
classes d’homologie a décroissance rapide par des chaines lisses.

Théoreéme 8.3 (Deligne, Bloch-Esnault, Hien-Roucairol)
Soient X C A" une variété affine lisse et f une fonction sur X.
L’intégration induit un accouplement parfait

HAL (X, f) @ HY(X, f) — C

([w], [o]) — lim e lw.

r—-+00 or

Ce théoreme remonte a une lettre de Deligne a Malgrange en 1976,
ou il explique comment le déduire, pour X = Al la droite affine,
de I'exemple 8.3 ci-dessous [32, p.17]; il est dit & Bloch-Esnault [19]
en dimension 1 et & Hien-Roucairol [41] en dimension quelconque.
La définition de I’homologie & décroissance rapide est faite pour que
ces intégrales convergent. Il n’y aurait évidemment pas de probleme
si o était sans bord, mais il n’y a pas en général assez de cycles;
comme le montre I’exemple ci-dessous, la cohomologie H}j, (X, f) peut
étre non triviale méme si X (C) est contractile! Or, comme la partie
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réelle de f est trés positive sur le bord do, la fonction e~/ décroit
plus rapidement que n’importe quel polynéme le long de ce bord; la
forme w étant algébrique, cela assure la convergence. On dispose éga-
lement de variantes relatives de la cohomologie de de Rham tordue et
de 'homologie & décroissance rapide [35], qui sont par exemple néces-
saires pour interpréter cohomologiquement la représentation intégrale
(2.12) de la constante v d’Euler ; avec ces variantes relatives et une
version légerement modifiée de la définition 2.8, Commelin, Habeg-
ger et Huber ont démontré que les coefficients de ’accouplement (8.3)
sont exactement les périodes exponentielles [28].

8.1. Exemples

Si f est la fonction nulle, la cohomologie de de Rham tordue et
I’homologie a décroissance rapide de la paire (X, f) coincident avec la
cohomologie de de Rham et 'homologie singuliére de X vu que, dans
ce cas, df est nul et f~1(S,) est vide pour r assez grand. C’est encore
le cas si f est constante, mais lorsque cette constante est non nulle,
Paccouplement (8.3) est affecté d’un facteur exponentiel ; pour cette
raison, les exponentielles des nombres algébriques sont des périodes
exponentielles de variétés de dimension 0.

Exemple 8.3 (valeurs gamma). Lorsque X = A! est la droite affine,
une fonction f sur X est un élément de anneau A = Q[x], autre-
ment dit un polynoéme a coefficients rationnels. Considérons ’exemple
ou f = 2" pour un entier n > 2. Le complexe de de Rham tordu (8.1)
est dans ce cas le complexe a deux termes

dy: Q[z] — Qx]dx
P+ (P —nz"1P)dx
et il s’agit de calculer le noyau et le conoyau de dy :
HSR(Xv f) = ker(df)v HéR(Xa f) = Q[J}]d{t/lﬂl(df)

Comme ’équation différentielle P’ = nz™ 'P n’a pour solutions
que les fonctions cexp(z™), qui ne sont pas de polynoémes si ¢ est
non nul, I'application d; est injective. Pour calculer son conoyau,
on remarque d’abord qu'un élément dans l'image de d; est de la
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forme QQdx pour un polyndéme ) de degré au moins n — 1; il s’en-
suit que dz,zdz, ..., 2" 2dz définissent des classes linéairement in-
dépendantes dans le conoyau de dy. Il s’agit également d’une famille
génératrice : pour chaque entier m > n — 1, I’égalité

m—n—1

d(—2™ "1 n) = 2" dx — "2 dy

n

montre que la classe de ™ dr modulo I'image de d; est un multiple
de celle de 2™ " 2dx, ce qui par récurrence permet de ’écrire comme
une combinaison linéaire des classes de dz, ..., 2" 2dz. On a donc :

(8.4) Hig (AL, 2") = Q[dz] @ Q[zdz] ® - - - ® Q2" 2dx].

Passons maintenant a ’homologie a décroissance rapide. Pour un
nombre réel r suffisamment grand, le sous-espace de C ou Re(z™) > r
est la réunion de n régions disjointes concentrées autour des de-
mi-droites de pente les racines de I'unité d’ordre n (elles sont dessinées
en bleue pour n = 5 dans la figure 19). Ces régions étant contrac-
tiles, le groupe d’homologie relative intervenant dans la limite (8.2)
est isomorphe a celui du plan complexe relatif a n points. Ce dernier

Ficure 19 — Cycles a décroissance rapide
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peut étre calculé par le biais de la suite exacte longue

Hi(C,Z) — Hy(C,n pts; Z)
I
0

C—) Ho(n pts, Z) — Ho(C,Z) — Ho(C, n pts; Z) — 0,
[ [ [
VAL Z 0
qui montre qu’il est isomorphe & Z" 1. Tl s’ensuit que H'd(A', 27) est
également de dimension n— 1. Posons ¢ = exp(27i/n) et considérons,
pour chaque réel r > 0, les 1-simplexes singuliers
Tir: [0,1] — C

A (i=0,...,n—1),
t— ('tr

dont le bord est (¢'r) — (0). Le bord de la chaine singuliére

Oir = Tiyr — TO,r

)

(dessinée en vert dans la figure 19) est donc contenu dans Re(z") > r,
d’ou des classes d’homologie a décroissance rapide

[o1] = ([oi,0])rz0 € HY' (AT, 2").

A Taide du calcul
¢ (oo
lim e ” ac]_ldw:/ e i dy
r—+00 0 0

:Awéﬁﬂéwf%@%>
= g R i/n=14
/0 € S S

n

= rifm),

n
on trouve que la matrice de I’accouplement de périodes exponentielles
par rapport a la base (8.4) de la cohomologie de de Rham tordue et

aux classes [0;] d’homologie & décroissance rapide est

P =(((¢7=1/m)TG/m) i sens -
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Vérifions par un calcul de déterminant que cette matrice est inver-
sible, ce qui montrera en méme temps que les classes [0;] forment une
base de H}4(A!, 2") et que I'accouplement (8.3) est parfait dans le
cas qui nous occupe :

n—1
e g )
det P =n'""-det (¢V — 1)1@.7]4@171 . H L'(j/n)
j=1
—pl/2—n. (27T)(n—1)/2 . det (gij _ 1)

1<, j<n—1"

ou la seconde égalité découle de la formule de multiplication pour la
fonction gamma (2.11). Pour montrer que le déterminant restant n’est
pas nul, on observe qu’il est égal au déterminant de Vandermonde

g _ i i
det (CZJ)O<i7j<n_1 - H (C C )
0<i<j<n—1
C’est un exercice amusant de calculer sa valeur exacte.
Exemple 8.4 (fonctions de Bessel). Soit X = G,, la droite affine époin-
tée, comme dans I’exemple 5.7; les fonctions sur X sont les polyno-

mes de Laurent f € Q[x, 2~ !]. Prenons f = x4+ 1/x. Le complexe de

de Rham tordu de la paire (X, f) est le complexe a deux termes
®5) dp: Qr,27 Y — Q[z,z™ Ydx
. P+ (P'— P+ P/2?)dx.

La différentielle d; étant injective, comme dans I’exemple précédent,
la seule cohomologie potentiellement non nulle est en degré 1 :

Hir(X, f) = coker(dy).

D'un coté, tout élément de Q[z,r~!]dz peut s’écrire comme une
combinaison linéaire de dx/x et dz modulo 'image de d, car I'égalité

a"dr = na" dx + 2" *dx — dp(z™)

est vraie pour tout entier n. D’un autre coté, les classes de ces deux
formes différentielles sont linéairement indépendantes dans le conoyau
de dy, puisque les seules valeurs a,b € Q pour lesquelles 1'équation

P
Sip=P P+,
x x
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a une solution dans les polynémes de Laurent sont a = b = 0. On a
ainsi trouvé une base :

dx
Hin(X.) = Q| %] © Qlas]

Calculons I'homologie a décroissance rapide. Pour r assez grand,
le sous-espace f~1(S,) C C* consiste en deux régions contractiles
disjointes autour des points 1/r et r sur laxe réel positif. On est
donc réduit a calculer ’homologie du plan complexe épointé relative

a deux points; la suite exacte longue

H;(2 pts,Z) — H(C*,Z) — H1(C*, 2 pts; Z)
Il I
0 Z

Q Ho(2 pts, Z) — Ho(CX, Z) 2o Ho(C*, 2pts: Z) — 0

I I Il
72 Z 0

montre que ce groupe est isomorphe & Z2. On en déduit que H}4 (X, f)
est de dimension 2. Le lacet ¢ engendrant H;(C*,Z) y fournit un
élément, et un autre est donné par la collection des 1-simplexes
Tir: [0,1] — C*
t—rt+(1—1t)/r
pour r > 0, qui est la maniere de regarder la droite réelle positive R~
comme un cycle a décroissance rapide.

Les intégrales le long de o se calculent facilement a I’aide du théo-
reme des résidus :

7{6(+1/)§—7;) — %(m—i—m) ;—27727;)(71!)2

Une maniere de montrer que le déterminant de la matrice des périodes
est non nul consiste a exprimer ses coefficients comme des valeurs




UNE INTRODUCTION AUX PERIODES 125

spéciales des fonctions de Bessel modifiées

0 2n
Io(z) = - j{ S L L Gk

C2mi x = (n!)?

Ko(z) = & / L
0 X

et de leurs dérivées. Ces fonctions sont des solutions C-linéairement
indépendantes de 1’équation différentielle du second ordre

pour une fonction u de la variable z. Par conséquent, leur wronskien
W(z) = Io(2)Kp(2) — To(2) Ko(2)
satisfait a ’équation différentielle
W'(2) = Io(2) K (2) — I (2) Ko(2)
= Io(2)[Ko(2) — 27" Ko(2)'] = [Lo(2) — 2~ " Lo(2)'[Ko(2)

= —%W(z).

I1 s’ensuit qu’il existe un nombre complexe non nul ¢ (non nul car les
solutions sont linéairement indépendantes) tel que W (z) = ¢/z, et en
regardant le développement asymptotique des fonctions de Bessel a
I'infini on trouve que ce nombre vaut ¢ = —1.

En termes des fonctions de Bessel modifiées, la matrice de ’accou-
plement des périodes exponentielles est donnée par

[ | dz/z dx
o |2milp(2) —2mil)(2)
R.o| 2Ko(2) —2K((2)

Seule l'identité faisant intervenir la dérivée de Ky(z) n’est pas évi-
dente : pour la démontrer, on peut par exemple dériver sous le signe
intégral et utiliser le fait que dz et dx/x? définissent la méme classe
en cohomologie de de Rham tordue (prendre P =1 dans (8.5)) :

/ __1 o —Z(z+1/z) l di__} o —Z(z+1/x)
Ky(z) = 1), e 2 (m—i—x)x— 3/, e 2 dx.
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Par conséquent, le déterminant de la matrice des périodes vaut

2mil(2) —2mil)(2) . )
8.6 det = —4miW (2) = 2mi.
I e

C’est I'analogue de la relation de Legendre (proposition 6.7). La trans-
cendance d’aucun des coefficients de cette matrice n’est connue, mais
on sait que le quotient Ip(2)/I}(2) des périodes associées au cycle o
est transcendant d’apres le théoreme de Siegel-Shidlovskii [17].

9. Retour sur la relation de Legendre

Comme on le verra dans la section suivante, munis de l'interpréta-
tion cohomologique des périodes, on peut reformuler la conjecture de
Kontsevich-Zagier en disant que toutes les relations algébriques entre
périodes sont d’origine géométrique. Pour illustrer ce que cela peut
signifier en pratique, on revient suivant Deligne [30, pp. 24-25] sur la
relation de Legendre pour les périodes d’une courbe elliptique. Cette
relation n’étant pas linéaire, on doit d’abord comprendre a quelle
structure sur la cohomologie correspond le produit de périodes.

9.1. Le cup-produit

Soient M et M’ des espaces topologiques et M x M’ leur produit.
Un p-simplexe singulier o: AP — M x M’ donne lieu, par projection,
a des p-simplexes o) et oy dans M et dans M’. Si a et b sont des
entiers positifs avec a + b = p, en composant avec les applications

(toy .- tq) —> (toy- .-, tq,0,...,0) de A® dans AP
(t(),...,tb) — (0,...,0,t0,...,tb) de Ab dans Ap,

on en déduit un a-simplexe %o s dans M (la face avant de o) et un
b-simplexe o4, dans M’ (la face arriére de opy). On vérifie ensuite
que 'application

H,(M x M',Z) — H,(M, Z) ® Hy(M', Z)
o] — [*om] © o]

est bien définie, c’est-a-dire que si le p-simplexe o est un cycle, il en
va de méme pour le a-simplexe “o s et pour le b-simplexe 0?\4,, et que
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les bords 07 sont envoyés sur 0. Par dualité, la cohomologie singuliere
a coefficients rationnels est munie des applications produit externe

(9.1)  HYM,Q) ®@H(M',Q) — H**(M x M',Q).

Théoreme 9.1 (formule de Kiinneth). Pour tout p, les applications pro-
duit externe induisent un isomorphisme

@ HYM,Q) @ H*(M',Q) ~HP(M x M', Q).
a+b=p

Ce théoréme est, par exemple, démontré dans [39, Thm. 3.16]. A
ce stade, un avantage de dualiser pour travailler en cohomologie plu-
tot qu’en homologie est que, dans le cas ou M et M’ sont égaux,
on dispose d’une opération de cup-produit

—: HY(M,Q) ® H'(M, Q) — H*™(M, Q)
définie par composition du produit externe (9.1) avec l’application
diag*: HAT0(M x M, Q) — H**(M, Q)

déduite par fonctorialité de la diagonale diag: M — M x M, qui
envoie un point x de M vers le point diag(z) = (x,x) de M x M.

Théoréme 9.2 (dualité de Poincaré). Si M est une variété complexe
compacte connexe de dimension d, la composition

—: HP(M,Q) ® H**P(M,Q) — Q(—d)

du cup-produit avec ’isomorphisme canonique H?*?(M, Q) ~ Q(—d)
induit par U'analogue de la classe fondamentale (remarque 6.5) en
dimension supérieure est un accouplement parfait pour tout p.

On renvoie a [39, Chap. 3.2] pour la construction de la classe fonda-
mentale et la démonstration de ce théoreme. La dualité de Poincaré
est notamment valable pour les points complexes d’une variété projec-
tive lisse X C P™ pourvu que X (C) soit connexe, et permet d’identi-
fier canoniquement le dual Q-linéaire de Hj(X) = HP(X(C), Q) avec
la cohomologie H2Bd_p (X)(d). La torsion a la Tate est la pour nous
rappeler que, pour que ces identifications soient compatibles a I'iso-

morphisme de comparaison, il faut multiplier les périodes par (27i) .
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Il y a aussi une variante relative de la formule de Kiinneth :

o0s) S? HY(M,N;Q) ® H (M', N'; Q)
. @ =p
~HP(M x M',(N x M"Yu (M x N'); Q),

grace a laquelle on peut étendre la dualité de Poincaré aux points
complexes des variétés affines lisses. Plus précisément, on associe a
toute paire (X, D) formée d’une variété lisse X de dimension d et d'un
diviseur & croisements normaux D sur X une autre paire (X', D') et
un accouplement parfait

(9.3) HE (X, D) @ HEP(X', D) — Q(—d).

Pour ce faire, on utilise le théoreme de résolution des singularités de
Hironaka pour trouver une variété projective lisse X et un morphisme
de variétés j: X — X identifiant X(C) & un ouvert dans X(C)
de complémentaire les points complexes d’un diviseur a croisements
normaux Z C X. Si D est vide, on pose (X',D') = (X,Z); en
général, on considére I'adhérence D C X de D dans X et on pose

(X',D")=(X=D,Z—=(Zn D)),

voir par exemple [43, Thm.2.4.5]. Par le biais de (9.3), le dual de
la cohomologie relative HE(X, D) s’identifie & H%d_p (X', D")(d), ce
qui est encore une forme de dualité de Poincaré pour les variétés
affines. Par exemple, si X = G, est la droite affine épointé, on prend
pour X = P! la droite projective et pour Z le diviseur formé des
points 0 et 0o, et on identifie le dual de H5(G,,) & H5(PL, {0, 00})(1).

Toutes ces constructions ont des analogues en cohomologie de
de Rham algébrique. Soient X C A™ et Y C A" des variétés affines
lisses, d’anneaux de fonctions

A= Q[xlv-"7xn]/(f17'-->fm)a B = Q[:Ulw--’xr]/(gla---795)-

Le produit de X et Y est la variété affine lisse X x Y C A" définie
par I’annulation des polynoémes

filzt, ... zn) et gj(@pg1, ..o Tpgr).
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Son anneau de fonctions s’identifie canoniquement au produit tenso-
riel A ® B et les projections sur chaque facteur

pry: X XY —X et pry: X xY —Y

correspondent aux inclusions a — a ® 1 et b+— 1 ® b. Etant données
des formes différentielles w € Q% sur X et n € Q% sur Y, on obtient
par fonctorialité des formes différentielles

pr}w € Qg{xY et pr*yﬁ € Qg{xY

sur X x Y. Comme I'application pry commute a la différentielle, si les
formes w et 7 sont fermées, alors priw A pry-n l'est aussi, et si w oun
sont exactes, prw A pry-n l'est aussi; I'application

Gr(X) @ Hip(Y) — HYE(X x V)
[w] ® [n] — [priw A prym]

est donc bien définie. Comme dans le cas de la cohomologie singuliere,
si X et Y sont égales, on en déduit un cup-produit

—+ Hip(X) ® Hgg (X) — Hi"(X)

en composant avec diag®. Cette application n’est pas trés intéressante,
il faut I’avouer, pour les variétés affines, car leur cohomologie s’annule
au-dela de la dimension, mais on peut 1’étendre par recollement en
un cup-produit non trivial sur les variétés projectives lisses. On se
contentera d’en donner une recette pour les courbes.

9.2. Le cas des courbes

Soit X C P? une courbe projective lisse. En combinaison avec
Iisomorphisme canonique H3y(X) ~ Q(—1) de la remarque 6.8,
le cup-produit en cohomologie de de Rham fournit un accouplement

—: Hig(X) @ Hig(X) — Q(-1).

Apres avoir représenté les éléments de HYp (X) par des différentielles
de deuxieme espeéce, c’est-a-dire par des formes différentielles sur une
carte affine de X ayant résidu zéro en chaque pole a l'infini, il peut
étre calculé comme suit. Soient w et 7 de telles formes, avec des poles
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dans ’ensemble fini D C X. Dans une coordonnée locale z autour de
chaque point P de D, la forme w s’écrit

a_ a_
w:< T+...+;+a0+alz+'~>dz.

ZT’
Il existe donc une primitive méromorphe de w, bien définie a une

constante prés. En notant [ w n’importe quel choix d’une telle pri-
mitive, le cup-produit est donné par la formule

W — ] = 3 Resp( / Wy,

PeD
qui est indépendante de ces choix car n n’a pas de résidu.

Exemple 9.3. Pour calculer le cup-produit de w = dz/y et n = zdzx/y
sur une courbe elliptique F, le seul pdle a considérer est d’apres la
section 5.6 le point O a l'infini. Au vu des expressions locales

1
autour de ce point, en choisissant la primitive [w = —z + -+ on
trouve le cup-produit

w] — [n]:ResO(%er...) .

D’un autre coté, I’évaluation en la classe fondamentale fournit un
isomorphisme canonique H%(X ) ~ Q(—1), & travers lequel le cup-
produit en cohomologie de Betti donne lieu & une application

(9-4) —: Hp(X) ® Hp(X) — Q(-1)

qui s’avere étre le dual du produit d’intersection topologique : si [o]*
et [7]* sont les duaux des classes de lacets o et 7 dans X(C), on
peut bouger o et 7 dans leur classe d’homologie jusqu’a ce qu'’ils se
rencontrent transversalement et compter le nombre de points d’inter-
section, avec un signe positif ip(o,7) = 1 si autour de ce point o et 7
définissent la méme orientation que 1 et ¢ dans le plan complexe et

négatif ip(o,7) = —1 sinon. Le cup-produit est alors donné par
(9.5) o] — [7]"= Y ip(o,7),
Peont

voir par exemple [21, A.2.3].
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Exemple 9.4. Ecrivons E(C) = C/Zw;i ® Zws et soient oy et oo les
lacets engendrant H; (E(C), Z) décrits dans I'exemple 4.7. Comme la
formule (9.5) définit visiblement une forme bilinéaire alternée, pour
déterminer la matrice du cup-produit il suffit de calculer I’'intersec-
tion topologique de o1 et o2. Supposons que T = wq/wy est dans le
demi-plan de Poincaré. Alors les cycles o1 et oo définissent la méme
orientation que 1 et 7 autour de leur seul point d’intersection et le
cup-produit est donné par la matrice

([01] — [on] [on] — [Uﬂ) 3 < 0 1)

[o2] ~— [o1] [02] ~— [o2] -10

En accord avec la dualité de Poincaré (théoreme 9.2), le déterminant
de cette matrice n’est pas nul.

De plus, les cup-produits en cohomologie de de Rham et en coho-
mologie de Betti sont compatibles avec I’isomorphisme de comparai-
son (6.3), en ce sens que le diagramme

(Hijp(X) ® C) @ (Hjp(X) ® C) ————C

(9.6) l J.gm-

(Hy(X) ® C) ® (Hp(X) ® C) ————— C

déduit par extension des scalaires aux nombres complexes est commu-
tatif. Examinons le contenu de cette commutativité dans le cas ou X
est une courbe elliptique. En composant la premiere fleche horizontale
avec la multiplication par 27 on trouve

2mi ([w] ~— [n]) = 2mi

d’apres 'exemple 9.3. D’un autre c6té, I’isomorphisme de comparai-
son envoie [w] sur wy[o1]*+wa[oa]*, et [n] sur n1[o1]*+n2[o2]*, de sorte
que 'autre maniere de parcourir le diagramme donne

(wilon]* + waloo]®) — (mlo1]” + n2lo2]”) = wine — wam

vu l'exemple 9.4. Par conséquent, cette quantité vaut 27i(30) |

(30)Des constructions similaires, avec la cohomologie a décroissance rapide et

la cohomologie de de Rham tordue, donnent une interprétation géométrique de la
relation (8.6) entre les valeurs spéciales des fonctions de Bessel modifiées.
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10. Vers une théorie de Galois pour les périodes

Si 'on se donne une période par une représentation intégrale a
la Kontsevich-Zagier, la premiere étape pour prédire ses propriétés
de transcendance consiste a trouver une variété algébrique X telle
que la matrice de ’accouplement entre un groupe de cohomologie de
de Rham et un groupe d’homologie de Betti de X, éventuellement
relatives & une sous-variété, contienne la période en question parmi
ses coefficients (c’est toujours possible grace au théoreme 7.5). Ces
espaces vectoriels étant rarement de dimension 1, on trouve d’autres
périodes chemin faisant; pour les nombres algébriques, ces compa-
gnons n’étaient rien d’autre que leurs conjugués au sens de la théo-
rie de Galois, c’est-a-dire les autres racines du polyndéme minimal
(exemple 6.2). Par le biais de la théorie des motifs, on peut asso-
cier aux périodes des groupes de Galois motiviques qui conjectura-
lement permutent ces nombres en respectant toutes leurs relations
algébriques. Puisque les périodes sont en général des nombres trans-
cendants, on doit s’attendre a ce que ces groupes ne soient plus des
groupes finis agissant sur des ensembles finis, comme en théorie de
Galois classique, mais plutot des groupes de matrices agissant sur des
espaces vectoriels : des groupes algébriques linéaires.

10.1. Le groupe de Galois motivique

Soit n > 1 un entier. Le groupe général linéaire GL,, est le lieu des
zéros dans l’espace affine A™*1 de coordonnées T11,T12, - -, T, Y
du polynéme det(z;;)y — 1, qui est la fagon algébrique d’exprimer la
contrainte que la matrice (x;;) soit inversible. C’est une variété affine
lisse de dimension n2, d’anneau des fonctions

A=Q[z11,...,Tpn,y]/(det(zi;)y — 1).

De plus, cette variété est munie d’une structure de groupe algébrique,
notamment des morphismes de variétés

m: GL, xGL,, — GL,, et ¢: GL, — GL,
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le produit et 'inversion des matrices, satisfaisant aux axiomes usuels
dans la définition de groupe. Par exemple, la multiplication corres-
pond au morphisme entre anneaux de fonctions

n
m':A— AR A, xij»—>2xw®xzj, y=yeuy,
(=1
ou l'on reconnait la formule classique pour les coefficients de la
matrice produit et le fait que le déterminant est multiplicatif.

En utilisant le point de vue plus abstrait sur les variétés affines
évoqué a la fin de la section 5.1, on associe & tout Q-espace vectoriel
de dimension finie V' un groupe algébrique affine GLy sur Q; pour
une Q-algebre R, ses R-points sont les automorphismes R-linéaires

VOR—V®R.

Moyennant le choix d’une base de V', on retrouve la description pré-
cédente. Sans ce choix, on peut décrire les fonctions sur GLy comme
la Q-algebre obtenue en inversant le déterminant dans ’anneau en-
gendré par les fonctions constantes et par les coefficients matriciels

[V,v,¢] pourtousveVetypeV*=Hom(V,Q),
modulo les relations de bilinéarité
[V, v + X' o] = A[V, v, 0] + N[V, 0, 4]
Vv, p + X'l = A[V, v, 0] + N[V, v, ]

pour tous A\, \' € Q. Pour ce faire, on interpreéte le coefficient matriciel
associé a v et a ¢ comme la fonction

GLy(R) — R,
g — p(g(v)).

Si I'on identifie GLy a GL,, par le choix d’une base v1,...,v,, les
fonctions x;; correspondent aux symboles [V, v;,vf]. Les coefficients
matriciels [V, v, ] sont donc les polynémes de degré 1 en les x;;.
Pour obtenir des polynoémes de degré supérieur, on remplace 1’es-
pace vectoriel V' dans les coefficients matriciels par des constructions
tensorielles. Si g est un automorphisme de V', alors g ® g est un auto-
morphisme du produit tensoriel V. ® V ; un élément v1 ® vo de VRV
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et un élément 1 @ 2 de (V@ V)* = V* @ V* définissent la fonction
GLy(R) — R,
g #1(g(v1))e(g(v2));

que l'on note [V ®@ V,v1 ® v, ¢1 ® ¢2]. La structure d’anneau sur les
coefficients matriciels est alors donnée par

V,v1,01] - [V v, 02] = [V ® V, 01 ® v2, 01 ® 3]

De ce point de vue, le déterminant est la fonction

[V®”, Z €(0) V(1) ® *++ @ VUg(n), V] ® -+ ® v;:}
ce6,

pour n’importe quel choix de base vi,...,v, de V (le résultat n’en
dépend pas). Cette description n’est pas encore tout a fait satisfai-
sante, parce que ni les fonctions constantes ni l'inverse du détermi-
nant ne sont pour l'instant des coefficients matriciels. Pour traiter
les constantes, on peut faire jouer au symbole [Q, 1, 1], ou le second
1 désigne P'application identité, le réle de la fonction constante de
valeur 1. Pour inverser le déterminant, on recourt au dual. Tout es-
pace vectoriel H est muni d’applications

HoH"—Q e Q— H"®H,

définies par évaluation et en envoyant 1 vers I’élément correspondant
a l'application identité & travers I'isomorphisme H* ® H ~ End(H),
et que ces applications sont duales I'une de 'autre. Il est alors natu-
rel de considérer parmi les coefficients matriciels tous les produits
tensoriels de V' et de V*, et pas seulement de V, et d’imposer aux
symboles obtenus les relations de compatibilité avec les applications
ci-dessus

[H®H*?h®¢>aIdH] = [Qa(p(h)’a]

pour tous h € H,p € H* et a € Q. Par exemple, si I’espace vectoriel
de départ V est de dimension 1 et v est un vecteur non nul, en
combinant la régle du produit avec cette relation on trouve

[V7U’ U*] ' [V*’U*7U] = [V ® V*7U ®U*7v* ®U] = [Q’ ]‘? 1]’

ce qui signifie précisément que la fonction [V, v, v*] est inversible!
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Soient p un entier, X une variété algébrique affine lisse et D C X
un diviseur a croisements normaux (éventuellement vide), tout étant
défini par des polyndémes a coefficients rationnels. Notons

Var = HiR (X, D) et Vg =HL(X,D)

la cohomologie de de Rham et la cohomologie de Betti de X rela-
tives & D. Dans une approximation grossiere, le motif HP(X, D) est
le triplet formé par ces deux espaces vectoriels, que l'on appelle la
réalisation de Betti et la réalisation de de Rham du motif, et par
Iisomorphisme de comparaison comp: Vgr ® C — Vg ® C entre leurs
complexifiés. On dit que deux tels triplets sont isomorphes lorsqu’il
existe des isomorphismes « de nature géométrique » entre les espaces
vectoriels sous-jacents compatibles a I’isomorphisme de comparaison.

Le lego des motifs consiste alors a identifier des briques simples
et a comprendre comment elles se combinent pour donner lieu & des
motifs plus compliqués. La plus simple est sans doute le motif de la
variété X C A de dimension 0 définie par ’équation = = 0, dont la
cohomologie de Betti et la cohomologie de de Rham sont isomorphes
a Q, avec isomorphisme de comparaison 'identité ; on le note Q(0)
et on lappelle le motif trivial. Tout de suite aprés vient le motif de
la droite affine épointée X = G,,,, dont la cohomologie de Betti et la
cohomologie de Rham sont encore isomorphes & Q, mais dont l’iso-
morphisme de comparaison est, cette fois-ci, la multiplication par 273 ;
on le note Q(—1) et on I'appelle le motif de Tate. Ce motif a des nom-
breuses incarnations : il est, par exemple, isomorphe & H'(G,,, {1})
ou & H2(P!) si I'on inclut les variétés projectives dans cette discus-
sion. Pour donner une idée de comment ces motifs se recombinent,
le fait que la matrice des périodes (7.7) soit triangulaire supérieure
avec les nombres 1 et 27i sur la diagonale reflete le fait que le mo-
tif H(G,p, {1,q}) s’insére dans une suite exacte

0 — Q(0) — H' (G, {1,¢}) — Q(-1) — 0,

ou les morphismes proviennent des suites exactes longues de coho-
mologie relative et sont donc de nature géométrique; on dit que le
motif HY(G,,, {1, ¢}) est une extension de Q(—1) par Q(0). De méme,
la discussion & la fin de I’exemple (7.4) montre que le motif H?(X, D)
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issue de la représentation intégrale du dilogarithme est une extension
de HY(G,,, {1,1/a}) par Q(0).

La théorie des motifs permet d’associer & HP(X, D) un groupe de
Galois motivique, qui est un sous-groupe

défini par des équations polynomiales. Plutot que le groupe, on cons-
truit son algebre de fonctions, a partir de laquelle on peut le retrou-
ver grace a la relation (5.4). Comme pour le groupe général linéaire,
outre l'objet HP(X, D), on consideére toutes ses puissances tensorielles
HP(X, D)®*, qui dans la description grossiere correspondent aux es-
paces vectoriels Vd%“ et Vg)a et & 'isomorphisme comp®®. Le point clé
est que cette construction est encore « géométrique », en ce sens que
la formule de Kiinneth (9.2) permet de voir ces espaces comme des
morceaux de la cohomologie d’une variété algébrique; par exemple,
le carré tensoriel est un facteur direct

HP(X,D)®? Cc H?(X x X,D x X UX x D),

De méme, en utilisant la dualité de Poincaré (9.3), on peut donner un
sens géométrique au dual HP(X, D)*, et donc a toutes ses puissances
tensorielles en la combinant avec la formule de Kiinneth. La seule sub-
tilité est que le dual s’identifie & H24"P(X’, D')(d) et qu'il faudrait
savoir interpréter géométriquement cette torsion a la Tate par des
puissances négatives de (27m')*d, ce qui est un peu problématique si
ce nombre, comme on le croit, n’est pas une période effective (remar-
que 2.4). La solution consiste & l'inverser formellement, c’est-a-dire a
« inventer » un motif Q(1) dont les périodes sont les multiples ration-
nels de 1/27i. Plus généralement, on appelle construction tensorielle
sur le motif HP(X, D) toute somme directe finie

@ HP(X, D)®% @ (HP(X, D)*)®"

pour des entiers a;,b; > 0. La théorie des motifs permet alors de
sélectionner une classe ¥ de sous-quotients de ces constructions ten-
sorielles et de morphismes entre eux. Par analogie avec GLy/, on consi-
deére le Q-espace vectoriel engendré par des symboles

[H,v, ],
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ou H est un objet dans ¥ (en particulier, la donnée d’un espace
vectoriel Hp) et v et ¢ sont des vecteurs dans Hg et dans H};, modulo
les relations de bilinéarité et les relations

(10'2) [Havvth(So)] = [H/7fB('U)a(p]

pour tout morphisme f: H — H' dans la classe ¢ (un tel morphisme
est en particulier la donnée d’une application linéaire fp: Hg — Hf
et 'fp: (HR)* — (HL)* désigne sa transposée).

Tout le sel est dans le choix de la classe € : si, par exemple,
% contenait tous les sous-espaces et tous les morphismes entre eux,
la relation (10.2) impliquerait que toute fonction est constante et
on trouverait le groupe trivial. Grosso modo, la solution consiste a
autoriser seulement des constructions d’algebre linéaire (noyau, co-
noyau, dual, etc.) sur des morphismes d’origine géométrique tels que
les applications (7.2) induites par des morphismes de paires de varié-
tés affines ou les duaux des morphismes connectant dans la suite
exacte longue (7.1). Par exemple, le motif d’une variété qui, comme la
courbe de Fermat (exemple 6.9), a beaucoup d’automorphismes aura
un petit groupe de Galois car les relations imposent que ce groupe
soit contenu dans le commutant des matrices induites par tous ces
automorphismes. Un autre exemple de relation, si ’on discutait le
motif d’une courbe projective X C P? de genre g, serait donné par
la compatibilité au cup-produit (9.4), qui implique que les éléments
du groupe de Galois motivique de H'(X) doivent respecter la forme
symplectique standard & un scalaire prés (ce scalaire étant relié au
fait que le diagramme (9.6) n’est commutatif que si 'on multiplie par
271 & droite). Ce groupe est donc contenu dans le groupe

GSpy, = {g € GLag | ‘gJg = p(9)J}

des similitudes symplectiques, avec J = (f}g Ig) la matrice de la

forme symplectique standard et p(g) un scalaire; pour une courbe
générique c’est la seule contrainte.
10.2. La conjecture des périodes de Grothendieck

La dimension du groupe de Galois motivique est déja censée étre
un invariant riche, si 'on croit a cette conjecture de Grothendieck
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qui, comme on l'expliquera & la fin de la section 10.4, est a peu de
choses pres équivalente a celle de Kontsevich-Zagier :

Conjecture 10.1 (Grothendieck). Le degré de transcendance du corps
engendré par les coefficients de l'accouplement de périodes entre la
cohomologie de de Rham Hij, (X, D) et I’homologie de Betti H} (X, D)
est égal a la dimension du groupe de Galois motivique (10.1).

La seule trace de cette conjecture dans les écrits publiés de Gro-
thendieck est une note de bas de page dans I’article [38] ou il démontre
I’isomorphisme entre les cohomologies de de Rham algébrique et ana-
lytique : apres avoir mentionné le théoreme de Schneider sur la trans-
cendance des périodes w; et wy d’une courbe elliptique définie sur Q,
il dit qu’on s’attend a ce que ces deux périodes soient algébriquement
indépendantes si la courbe elliptique n’a pas multiplication complexe
et que cette conjecture s’étend de maniere évidente aux quatre pério-
des et plus généralement aux 4¢> périodes d’une courbe projective
lisse de genre g. Pour un historique de la conjecture, je renvoie le
lecteur a la lettre de André en appendice a [16].

Exemple 10.2 (le groupe de Galois de 27i). Pour X = G,,, la cohomo-
logie H,(X) est de dimension 1. Le groupe de Galois motivique est
donc un sous-groupe de GL1, avec coordonnée la fonction

z = [Hp(X), [0o]", [o]],

ol o est le générateur usuel de I’homologie de C*. Hormis lui-méme,
les seuls sous-groupes algébriques de GL; sont les racines de 'unité
d’un certain ordre, définies par l'annulation du polynéme x™ — 1.
Puisque le produit des fonctions est donné par le produit tensoriel de
motifs et que la fonction 1 correspond au motif trivial, il faut donc dé-
cider si H!(X)®" peut étre isomorphe & Q(0) pour un entier n > 1.
Or, vu que les périodes de H!'(X)®" sont les multiples rationnels
de (2mi)™ et que les périodes de Q(0) sont les nombres rationnels, un
tel isomorphisme impliquerait que (277)™ est rationnel; la transcen-
dance de 7 entraine donc que le groupe de Galois motivique est GLy
en entier. Ce qui rend la théorie intéressante est que 1'on peut s’en
passer pour établir ce fait; dans une approximation plus fine de la
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notion de motif, les espaces Vg et Vyr sont munis d’une filtration par
le poids compatible au produit tensoriel, pour laquelle H'(X) est pur
de poids 2, tandis que Q(0) est pur de poids zéro. Quoi qu’il en soit,
on conclut que le groupe de Galois motivique de H'(X) est GL;;
sa dimension est égale au degré de transcendance du corps Q(27i),
comme le prédit la conjecture de Grothendieck, et ses Q-points sont
GL1(Q) = Q*, en accord avec 'heuristique de la section 3.3.

Exemple 10.3 (les logarithmes). Soit ¢ > 1 un nombre rationnel.
D’apres 'exemple 7.3, le logarithme de ¢ est une période du motif
HY(Gn,{1,q}) de dimension 2; son groupe de Galois motivique
est donc un sous-groupe de GLso. Le fait que ce motif soit une
extension de Q(—1) par Q(0), dont les groupes de Galois motiviques
sont GL; et le groupe trivial respectivement, impose la contrainte
que le groupe consiste en des matrices de la forme ((1)‘;), avec b
non nul. On remarque qu’il n’y a que deux tels groupes : ou bien
a est nul ou bien il prend n’importe quelle valeur. Le premier cas
signifierait que H'(G,,, {1,q}) est isomorphe & la somme directe
de Q(0) et Q(—1) (on dit alors que 'extension est scindée), donc que
log(q) peut s’écrire comme une combinaison linéaire a coefficients
rationnels de 1 et de 27, pour que la matrice des périodes devienne
(§5,) dans une base convenable. Or, comme log(q) est réel et
irrationnel, ce n’est pas possible. Le groupe de Galois de log(q) est
donc le groupe des matrices ((1) %), et ses conjugués devraient étre
les périodes

(59) -log(q) = blog(q) + a2mi,

avec a et b rationnels et b non nul. En accord avec I’heuristique ba-
sée sur la monodromie, on trouve log(q) + n2mi parmi les conjugués
de log(q). Comme le groupe de Galois motivique est de dimension 2,
la conjecture des périodes de Grothendieck prédit que les nombres 27
et log ¢ sont algébriquement indépendants.

10.3. Le cas des courbes elliptiques

Soit E C P? une courbe elliptique d’équation affine

y? = 42® — gow — gs,
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comme dans la section 6.3, sauf qu’on s’autorise & prendre pour go
et g3 des nombres algébriques. L’ensemble des points complexes

E(C)=C/A
est muni de la loi de groupe abélien :
z(mod A) + 2’ (mod A) = z + 2/ (mod A).

On s’intéresse aux applications holomorphes F(C) — E(C) qui sont
aussi des homomorphismes de groupes. Par exemple, si a est un
nombre complexe stabilisant le réseau A, c’est-a-dire pour lequel on
a l'inclusion aA C A, alors la fonction « multiplication par a » de C
dans C induit une telle application sur le quotient. En utilisant que C
est le revétement universel de F(C), on peut montrer qu’elles sont
toutes de cette forme; la question de les caractériser devient ainsi :
quels sont les nombres complexes o € C satisfaisant & aA C A7

Les nombres entiers ont toujours cette propriété; pour la plupart
des réseaux, ce sont les seuls. En effet, écrivons A = Z ® Z7 avec 7
dans le demi-plan de Poincaré et supposons qu’il y existe « € C—7Z
satisfaisant a aA C A, c’est-a-dire tel que a et a7 appartiennent a A.
On peut alors trouver des entiers a, b, c,d € Z tels que

(10.3) a=a+br, at = c+dr,

avec b non nul car autrement « serait entier. De la, en divisant la
seconde égalité par la premiere, il vient que 7 satisfait a ’équation

(10.4) br? + (a —d)T —c =0,

c’est-a-dire qu’il s’agit d’un nombre algébrique de degré 2. Récipro-
quement, si 7 est un tel nombre, le réseau A = Z @ Z7 est stable par
multiplication par 7. Par ailleurs, en remplagant 7 = (o — a)/b dans
la seconde égalité dans (10.3) on obtient

(10.5) o — (a+d)a+ ad — be = 0,

ce qui implique que « lui-méme doit étre un nombre algébrique de
degré 2 et, qui plus est, un entier algébrique (racine d’un polynoéme
unitaire a coefficients entiers). Il n’est pas réel, puisque les équations
quadratiques (10.4) et (10.5) ont méme discriminant et que celui de
la premiére est négatif car 7 n’est pas réel. On dit alors que la courbe
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elliptique E est a multiplication complexe par le corps quadratique
imaginaire Q(7).

Supposons que la courbe elliptique E soit & multiplication com-
plexe et revenons a I’étude de ses périodes. Comme les points com-
plexes E(C) peuvent étre uniformisés par le réseau A = Z & Z7 avec

- fo'Q dz/y _ w2
fal dz/y — wi’

et comme ce quotient est algébrique, les deux périodes ci-dessus sont

(10.6)

algébriquement dépendantes. Masser [53, Lem. 3.1] a remarqué qu’il
y a une deuxieme relation linéaire a coefficients algébriques parmi les
périodes de F, a savoir

(10.7) cne + bt = Bwa

pour les entiers b et ¢ dans (10.3) et un nombre algébrique 8 dans le
méme corps que les coefficients go, g3 de I’équation de E. De plus,
est nul si et seulement si g9 ou g3 est nul.

Théoreme 10.8 (Chudnovsky). Soit E une courbe elliptique définie
sur Q. Le degré de transcendance du corps engendré par les pério-
des de E est au moins 2 :

degtr Q(w1,wa, n1,72) = 2.

En particulier, lorsque la courbe elliptique E est a multiplication com-
plexe, ce degré de transcendance est égal a 2.

Par exemple, la courbe elliptique y? = 423 —4x est & multiplication
complexe par le corps Q(7). D’un point de vue algébrique, la multipli-
cation par i est donnée par le morphisme de variétés (z,y) — (—=z,iy),
dont le carré au sens de la composition est (z,y) — (z, —y), la multi-
plication par —1 pour la loi de groupe sur la courbe. On peut dans ce
cas calculer directement les périodes, en considérant la projection des
cycles o1 et og vers la coordonnée z. En utilisant I'identité (2.10) re-
liant la fonction béta et la fonction gamma et la formule de réflexion
(2.11) pour la fonction gamma, on trouve

o0 dx 1 _ _ F(1/4)2
(109) ey /1 Vars — 4z /o (1-1) 22
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puis wy = iwy. La relation de Legendre et (10.7) montrent alors que
le corps engendré par les périodes est égal a Q(27i,I'(1/4)). Par le
théoreme de Chudnovsky, les nombres 27i et I'(1/4) sont donc algé-
briquement indépendants [67, 68], comme le prédit la conjecture de
Lang-Rohrlich (exemple 2.11). De méme, en considérant la courbe
elliptique y? = 42 — 1, & multiplication complexe par le corps Q(p),
on en déduit I'indépendance algébrique des nombres 27i et I'(1/3).

La formule (10.9) est un cas particulier d'une formule de Lerch-
Chowla-Selberg [37] exprimant les périodes des courbes elliptiques &
multiplication complexe F en termes de valeurs gamma. Pour 1’énon-
cer, on aura besoin de quelques rappels sur 'arithmétique des corps
quadratiques imaginaires. Soit K un corps quadratique imaginaire de
discriminant d et soit Ok I’anneau des entiers de K. Un tel corps est
de la forme K = Q(y/—D) pour un unique entier D > 1 sans facteur
carré, et son discriminant vaut d = D si D est congru a 3 modulo 4
et d = 4D autrement. L’anneau des entiers est égal a

fo — Z]\/—D] si D =1,2 mod 4,
K Z[LVQ_D] si D = 3 mod 4.

On note w le cardinal du groupe des unités &5, qui vaut w = 2 sauf
dans les cas exceptionnels d = 3 (entiers de Gauss) et d = 4 (entiers
d’Eisenstein), pour lesquels on a w = 6 et w = 4 respectivement.
27ri/d)

Le corps K se plonge dans le corps cyclotomique Q(e , d’ott un

homomorphisme de restriction

e: Gal(Q(e*™1)/Q) — Gal(K/Q).

La source et la cible s’identifiant canoniquement & (Z/dZ)* et {£1}
respectivement, on en déduit un caractére de Dirichlet

e: (Z/dZ)* —s {£1}.

Il peut étre calculé en termes des symboles de Legendre [46, p.20];
par exemple, si d est impair et si d = py - - - p, est sa décomposition
en facteurs premiers, € est donné par (p—l) e (pT) On notera encore
e: Z — {£1} Tapplication qui & un entier a associe e(amodd) si a

et d sont premiers entre eux et zéro sinon.
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Par ailleurs, un idéal fractionnaire de K est un sous-ensemble a C K
de la forme 2711, ot « est un élément non nul de K et I est un idéal
de Ok. Deux idéaux fractionnaires non nuls a et b sont dits équi-
valents s’il existe des éléments non nuls a,b € Ok vérifiant aa = bb.
Le produit d’idéaux munit ’ensemble C1(K) des classes d’équivalence
pour cette relation d’une structure de groupe. D’apres un théoreme
fondamental en théorie algébrique des nombres, ce groupe est fini ; son
cardinal h = |C1(K)| s’appelle le nombre de classes de K et mesure
combien la propriété de factorisation unique est mise en défaut dans
Panneau Oy . Par exemple, h vaut 1 pour les corps Q(i) et Q(p),
mais 2 pour le corps Q(v/=5), car I’élément 6 y admet les factorisa-
tions non équivalentes 2 - 3 et (14 +/=5) - (1 — y/=5).

En regardant un idéal fractionnaire a comme un réseau dans le
plan complexe, on peut lui associer I'invariant

A(a) = ga(a)® — 27g3(a)?,

ou ga(a) et gs(a) sont les invariants définis dans (6.6). Le nombre
complexe A(a)A(a~!) ne dépend que de la classe de a dans CI(K),
car si 'on change de représentant A(a) est multiplié par a~'2 pour

un élément non nul a € Ok, et A(a™?t) par a'2.

Théoréme 10.10 (Lerch-Chowla-Selberg). Pour tout corps quadratique
tmaginaire K de discriminant d, ’égalité suivante est vraie :

.\ 12h d—1
[T A@AEh = <2d7”> [T (a/a)=.
) a=1

[a]eCl(K

Examinons maintenant les conséquences de cette formule pour les
périodes des courbes elliptiques. D’apres (10.6), le réseau des périodes
d’une courbe elliptique F a multiplication complexe par K est de la
forme Zw; @ Zws = wia pour un idéal fractionnaire a, et le fait que
ces courbes soient définies sur Q entraine I’algébricité de A(wia). Les
nombres w%Q et A(a) different donc par un multiple algébrique non
nul et on déduit de la formule de Lerch-Chowla-Selberg la relation

d
dzx

el we(a)/4h
7, "a ﬁalzllf(a/d)
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pour toute classe non nulle d’homologie de Betti [0] € HE(E), ot le
symbole ~q* indique que le c6té droit et le coté gauche different par
un multiple algébrique non nul.

Lorsque F est sans multiplication complexe, il n’y a pas de source
évidente de relations algébriques entre les périodes de FE.

Conjecture 10.4. Les quatre périodes d’une courbe elliptique sur Q
sans multiplication complexe sont algébriquement indépendantes.

Le seul résultat connu dans cette direction est un théoreme de
Masser [53], qui dit que le Q-espace vectoriel engendré par

1,0J1,W2, n, 12, 2mi

est de dimension 4 ou 6 selon que la courbe elliptique est a multi-
plication complexe ou pas; il s’agit d’un précurseur du théoreme 3.4
caractérisant toutes les relations linéaires entre périodes d’une varia-
ble. Le théoreme 10.8 et la conjecture 10.4 sont bien des instances
de la conjecture des périodes de Grothendieck puisque le groupe de
Galois motivique de H'(E) est de dimension 2 si E est & multiplica-
Db)
a

tion complexe (il s’agit du groupe de matrices de la forme (a - si

b
K = Q(v—D)) et qu’il est égal & GLy sinon.

10.4. L’anneau des périodes formelles

Il est conjecturé, on I’a dit, que le groupe de Galois motivique agit
sur les périodes en préservant toutes les relations algébriques parmi
ces nombres. Dans leur expression fa w, seul 'accouplement d’inté-
gration [ n’est pas de nature algébrique; en I'oubliant, on arrive & la
notion de période formelle. 11 s’agit d’une variante de la construction
des coeflicients matriciels pour le groupe GLy . Si, a la place d’un seul
espace vectoriel V', on s’en donne deux V' et W, on peut considérer la
variété affine Isomyy - dont les points a valeurs dans une Q-algebre R
sont les isomorphismes R-linéaires

WeR—V®R.
Cette variété est munie d’une action librement transitive

ISOHI[/V,V x GLy — ISOHIWJ/
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donnée par composition sur les R-points; on dit que Isomyyy est un
torseur sous GLy . L’analogue des coefficients matriciels sont les sym-
boles [W, V,w, ¢], avec w € W et ¢ € V*, vus comme des fonctions

ISOmmv(R) — R
fr—=o(f(w)).

L’idée est d’appliquer cette construction au cas ou W et V sont la
réalisation de de Rham et la réalisation de Betti d’un motif H?(X, D),
puis de définir une sous-variété de Isomyyy, le torseur des périodes,
en imposant aux coefficients matriciels des relations de nature géo-
métrique. La conjecture de Kontsevich-Zagier suggere de considérer
le Q-espace vectoriel P défini par des générateurs et des relations
comme suit. Les générateurs sont les symboles

[Hp(X7 D)? w? 0-]7
consistant en

« un motif HP(X, D), ot X est une variété affine lisse et D C X est

un diviseur a croisements normaux (qui peut étre vide) définis sur Q,
. une classe de cohomologie de de Rham relative w € Hiy (X, D),
. une classe d’homologie singuliére relative o € HE‘ (X, D).

Quant aux relations, il y en a de trois types :

(i) Additivité : ces symboles sont bilinéaires en w et o.
(ii) Changement de variables : pour chaque morphisme de variétés
f:+ X — X' tel que f(D) soit contenu dans D’, on a la relation

(10.11) [HP(X, D), ffw,o] = [H?(X', D), w, f.o),

ou f*: Hix(X',D') — HIz(X,D) et f.: H¥(X,D) — HE(X', D)
désignent les applications induites par f en cohomologie de de Rham
relative (7.4) et en homologie singuliere relative (7.2).

(iii) Formule de Stokes : on a la relation

[HP(X, D), dw, o] = [HP~1{(DW, D)), w, o],

ott D) désigne la réunion disjointe des composantes irréductibles D;
de D et D@ < DO la réunion disjointe, indexée par i, des réunions
des intersections D; N D; pour tout j # .
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Exemple 10.5 (retour sur les logarithmes). Soient a,b > 1 des nombres
rationnels et X = G,,. Compte tenu de I'exemple 7.3, le logarithme
de ab correspond & la période formelle

m
log(ab) = [Hl (Xv {17 ab}): diL‘/JJ, [17 ab”
Voici ce que deviennent les relations de ’exemple 3.3 en ces termes.
Comme {1, ab} est contenu dans {1, a,ab}, en appliquant (10.11) au
morphisme identité f: X — X, une représentation équivalente est
m
log(ab) = [H'(X,{1,a, ab}), dx/x, [1,ab]],
I'avantage étant que ’on peut alors écrire la relation
[1,ab] = [1,a] + [a, ab]
dans I’homologie de Betti HP (X, {1, a, ab}). Par bilinéarité, on trouve

log(ab) = [H'(X, {1, a,ab}), dz/z, [1, d]
+ [HY(X, {1,a,ab}),dz/z, [a, ab]]
= [HY(X, {1,a}),dz/z,[1,d]]
+ [HY(X, {a,ab}),dz/z, [a, ab]].
Il ne reste qu’a transformer le dernier terme en log™(b). Pour ce faire,
on applique (10.11) au morphisme f: X — X donné par la multipli-

cation par a : comme f envoie {1,b} sur {a,ab} et qu’il satisfait a
fH(dx/x) = dz/x et & fi[1,b] = [a,ab], on trouve

[H!(X, {a, ab}), da/z, [a, ab]) = [H'(X, {1, b}), d/a, [1,5]
puis, tout compte fait, log™(ab) = log™(a) + log™(b).

Un point central dans 'approche motivique des périodes est que
I’espace vectoriel P est muni d’une structure d’anneau, reflétant le
fait que 'ensemble des vraies périodes est une Q-algebre (lemme 2.2).
La définition du produit repose sur la formule de Kiinneth (9.2) et sa

variante en cohomologie de de Rham relative, qui permettent d’inter-
préter géométriquement des classes de cohomologie ou d’homologie :

[HP(X,D),w,0] - [H” (X', D), o', o]
=HPXx X' ' Dx X' UX xD)weuw,oxd].
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En inversant la version formelle de 27i, comme on l’a fait pour
les périodes non effectives (remarque 2.4), on arrive a l’algebre P.
Comme les intégrales satisfont aux relations (i), (ii), (iii) ci-dessus,
Papplication qui & une période formelle [HP(X, D), w, o] associe le
nombre complexe fgw induit une application Q-linéaire

per: P C.
La conjecture de Kontsevich-Zagier se traduit alors en ’énoncé :
Conjecture 10.6 (Kontsevich-Zagier). L’application per est injective.

Le groupe de Galois motivique de HP(X, D) agit sur les périodes

formelles modelées sur ce motif par(gl)

g+ [H(X,D),w,0] = [HP(X, D),w, ‘g~ (0)].

Si la conjecture de Kontsevich-Zagier était vraie, on obtiendrait une
action bien définie du groupe de Galois motivique sur les vraies pério-
des, c’est-a-dire sur les nombres complexes obtenus a partir du sym-
bole [HP(X, D),w, o] en calculant l'intégrale faw. Sans supposer la
conjecture connue, on peut dans certaines situations exploiter des
calculs explicites de cette action pour déduire des résultats sur les
périodes; c’est par exemple la démarche de Brown pour démontrer
son théoreme sur les valeurs zéta multiples (exemple 2.6).

Expliquons enfin le lien entre la conjecture de Kontsevich-Zagier et
celle de Grothendieck. Pour chaque motif HP(X, D), il y a un point
complexe distingué dans le torseur des périodes, & savoir l’isomor-
phisme de comparaison (7.6) de Grothendieck

(10.12) comp € IsomﬂgR(X,D),H’};(X,D)(C)’

en lequel la fonction [HP(X, D), w, 0] prend la valeur [ w. Dire que
Papplication per est injective (conjecture 10.6) équivaut donc a dire
que I’évaluation des fonctions sur le torseur des périodes en le point

(D1 action est définie comme ‘9= (c), plutét que g(o) comme dans (3.13),

parce que l'on travaille maintenant avec des automorphismes de la cohomologie
de Betti, par opposition & I’homologie. La transposée permet d’agir sur o, qui est

un élément de l'espace vectoriel dual, et 'inverse d’avoir 1’égalité ‘o tg_1 =

‘(hg)~1.
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comp est injective. Sur une variété connexe Y, les points complexes
ayant cette propriété sont ceux qui ne sont pas contenus dans au-
cune sous-variété fermée stricte Z C Y définie par des polynoémes
a coefficients rationnels; on les appelle génériques. Par exemple, les
fonctions sur la droite affine Y = A! sont les polynémes Q[z] et les
points z € Y(C) = C pour lesquels 'application P — P(z) de Q]z]
dans C est injective sont les nombres transcendants, ceux qui ne sont
pas contenus dans des sous-variétés {f = 0} avec f € Q[z]. En-
core une caractérisation équivalente des points génériques consiste a
dire que le degré de transcendance de Q(z) est égal a 1, la dimen-
sion de Y. Dans le cas du point complexe (10.12), le corps engendré
par les coordonnées de comp est précisément le corps engendré par
les coefficients de ’accouplement de périodes entre la cohomologie de
de Rham HYp, (X, D) et 'homologie de Betti H (X, D). Dire que c’est
un point générique équivaut donc a dire que le torseur des périodes
est connexe et que sa dimension est égale au degré de transcendance
de ce corps. Or, comme le groupe de Galois motivique agit librement
transitivement sur le torseur des périodes, les dimensions de ces deux
variétés sont les mémes et on retrouve la conjecture 10.1.

10.5. Transcendance fonctionnelle

Par comparaison avec le théoreme d’Hermite-Lindemann sur la
transcendance des wvaleurs spéciales de ’exponentielle e®, pour un
nombre algébrique non nul «; il est trés simple de voir que la fonction
exponentielle est transcendante. Supposons a contrario qu’il existe
un polynoéme non nul P € CJz,y| satisfaisant a P(z,e*) = 0 pour
tout z € C et choisissons-le de degré minimal en y. Pour aboutir a
une contradiction, une possibilité consiste a dériver par rapport a z
a de multiples reprises, jusqu’a arriver a une relation de plus petit
degré; il s’agit la d’une preuve formelle, en ce sens qu’elle n’utilise
que la définition de e® comme série entiere et les propriétés de la
dérivation. Un autre argument utilise le fait que I’exponentielle est

périodique de période 27i, d’oll en particulier I’égalité e>™™ = 1 pour
tout entier n. Le polyndme en une variable P(x,1) € C[z] ayant une

infinité de racines, il est forcément nul, et P peut donc s’écrire sous la
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forme P = (y — 1)Q avec Q € C[z,y| de degré strictement plus petit
en y. La fonction entiére Q(z,e*) s’annule alors sur 'ouvert du plan
complexe ou e* ne prend pas la valeur 1, d’out Q(z,e*) = 0 pour tout
z € C, contredisant la minimalité de P. Le lecteur averti n’aura pas
manqué de remarquer que cette seconde preuve repose sur le méme
principe que celle du lemme XXVIII : si le graphe de la fonction
exponentielle était une courbe algébrique dans C?2, elle ne pourrait
couper la droite y = 1 qu’en un nombre fini de points!

Encore plus frappant est le cas des périodes d’une courbe ellip-
tique : la conjecture 10.4 est compléetement ouverte a I’heure actuelle,
mais on peut démontrer de maniére élémentaire son analogue pour
les séries d’Eisenstein introduites dans (6.7).

Théoreme 10.13. Les fonctions Ga(71), Ga(T) et Ge(T) sont algébri-
quement indépendantes sur C(T).

Démonstration. Démontrons dans un premier temps que G4 et Gg
sont algébriquement indépendantes, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de
polynéme non nul P € Clzg, z1, x2] satisfaisant a

(10.14) P(1,G4(7),Gg(T)) = 0.

On utilisera la propriété de modularité (6.8). Par I’absurde, suppo-
sons qu'il existe un polynéme non nul satisfaisant a (10.14) et choi-
sissons-en un de degré minimal en zy. Comme les fonctions G4 et Gg
sont invariantes par la translation 7 +— 7 + 1, le polyndéme

P(xo+1,21,22) — P(x0, 21, 22)

satisfait a (10.14) également. Le degré en xg de ce dernier étant stric-
tement plus petit, on en déduit qu’il est nul. Pour x1 et xo fixés, le
polyndéme en une variable P(xzg, z1, z2) prend donc les mémes valeurs
en xg et xg + 1, ce qui implique qu’il est constant ; il s’ensuit que P
ne dépend pas de zg. Par ailleurs, au vu des identités

G4(—1/7’):T4G4(T) et Gﬁ(—l/T):T6G6(T),

on peut supposer que tous les monomes cxixy’ dans P ont le méme
« degré » 3n + 2m (c’est-a-dire que P est homogene si 'on donne
poids 3 & la variable z1 et poids 2 a la variable x2) et le choisir de
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« degré » minimal. Parmi ces monomes, il ne peut pas y avoir de
multiples de z7 : si tel était le cas, on aurait une relation du type

Ga(7)" + Go(1)Q(Ga(7), Ge(T)) = 0,

ce qui n’est pas possible car Gg(i) = 0 mais G4(i) # 0. De méme,
en évaluant en l'argument p = exp(27i/3), pour lequel G4(p) = 0
mais Gg(p) # 0, on voit que P ne contient pas de multiples de z5.
Le polynéme P est ainsi de la forme z1z2R(x1, x2) et on obtient une
relation R(G4(7),Ge¢(7)) = 0 avec R homogene de degré strictement
plus petit que celui de P. Cette contradiction achéve la preuve de
I'indépendance algébrique de G4 et Gg.

Pour démontrer que Go, G4 et Gg sont algébriquement indépen-
dants, supposons qu’il existe P € C[zg, z1, x2, 3] non nul tel que

(10.15) P(r,Ga(7),G4(7),Ge(1)) =0

et choisissons-le de degré minimal en xy parmi ceux de degré mini-
mal en x;. On fera usage de la relation de quasi-modularité (6.9)
satisfaite par Ga. Comme Ga(7 + 1) = G2(7), le méme raisonnement
qu’auparavant montre que P ne dépend pas de xg. Il suffit alors de
voir que P ne dépend pas de x; non plus, car un tel P donnerait lieu
a une relation algébrique non triviale entre G4 et Gg et il n’y en a
pas d’aprés la premiére partie de la preuve. Ecrivons

P =Pyl + Pyga} 4+ Ry,
avec des polynémes P; € C|xg, x3] et P, non nul, et posons
Q= Pn(:z:g,:cg)P(—l/xo,xgxl — 27ria:0,:):éx2, xgxg)
- m%npn(xé:pQ’ IESZL‘g)P(JTO, X1, T2, 1173)~

La relation Gao(—1/7) = Ga(7) — 2miT implique que le polynéme Q
satisfait encore a (10.15), puisque chacun des deux termes s’annule.
Comme deg,, (Q) < deg,, (P), il vient Q = 0. Si n > 1, le calcul des
puissances impaires de xg dans le coefficient de x?_l dans @ donne

. 4 6 2n—1
2minPy, (xa, x3) Py (zg22, Tox3) ;) =0,
en contradiction avec la non-nullité de F,,. On a ainsi n = 0, ce qui

revient a dire que P ne dépend que de x5 et x3. O

Ce théoreme peut aussi étre interprété comme une égalité entre
le degré de transcendance du corps engendré par des fonctions de
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périodes et la dimension d’un groupe algébrique, en l'occurrence le
groupe de Galois différentiel [26, Ch.6] de I’équation différentielle
dont elles sont solution. La raison pour laquelle cette dimension est 3
et pas 4, comme il est attendu pour les nombres, est la relation de
Legendre : du point de vue fonctionnel, la valeur 277 du détermi-
nant de la matrice des périodes est tout autant une constante que
n’importe quel autre nombre complexe et force le groupe de Galois
différentiel a étre égal a SLy. On peut en fait toujours relier le degré
de transcendance du corps engendré par des fonctions de périodes
d’une famille de motifs & un parametre a la dimension du groupe de
Galois de ’équation différentielle a laquelle elles satisfont [4, 5] ; cette
idée joue un role important dans la preuve par Ayoub de la variante
géométrique de la conjecture de Kontsevich-Zagier (théoreme 3.8).
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