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ARBRES ET MARCHES ALÉATOIRES

par

Igor Kortchemski

Résumé. Nous nous intéressons à de grands arbres aléatoires qui
décrivent la généalogie d’une population se reproduisant de ma-
nière asexuée. Ce modèle a été introduit à la fin du xixe siècle
par Bienaymé et Galton & Watson pour prédire l’extinction des
noms nobles en Angleterre. En n’utilisant essentiellement que des
outils au programme des classes préparatoires scientifiques, nous
étudions la géométrie de ces arbres en les codant par des marches
aléatoires conditionnées, que nous analysons à leur tour en utilisant
des arguments combinatoires et analytiques.

Figure 1. Un grand arbre de Bienaymé-Galton-Watson aléatoire.

Publication originelle dans Journées X-UPS 2016. Arbres et marches aléatoires.
Éditions de l’École polytechnique, 2016.



2 IGOR KORTCHEMSKI

Table des matières
1. Introduction et objectifs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2. Historique et motivations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
3. Arbres de Bienaymé-Galton-Watson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.1. Processus de Bienaymé-Galton-Watson. . . . . . . . . . . 10
3.2. Arbres plans enracinés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.3. Arbres aléatoires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4. Codage par des marches aléatoires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.1. Codage par la marche de Łukasiewicz. . . . . . . . . . . . . 22
4.2. Marche de Łukasiewicz d’un BGW arbre. . . . . . . . . . 25

5. Outils pour étudier les marches aléatoires. . . . . . . . . . . . . . 27
5.1. Lemme cyclique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
5.2. Application aux BGW arbres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
5.3. Le théorème local limite. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

6. Applications : quelques propriétés des arbres de Bien-
aymé-Galton-Watson conditionnés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
6.1. Degré de la racine. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
6.2. Concentration du nombre de feuilles . . . . . . . . . . . . . . 43
6.3. Degré maximal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

7. Applications à d’autres modèles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
7.1. Partitions non croisées. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
7.2. Arbres non croisés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
7.3. Dissections. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
7.4. Composantes 2-connexes de cartes planaires aléa-

toires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
Références. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

1. Introduction et objectifs

De manière informelle, considérons l’évolution d’une population
issue d’un ancêtre, où chaque individu meurt en donnant naissance à un
nombre aléatoire d’enfants distribué selon une probabilité fixée � (c’est-
à-dire que la probabilité d’avoir i enfants est �(i)), indépendamment
des autres individus. Le but de ce texte est d’étudier la structure
de l’arbre (planaire et enraciné) généalogique associé, appelé arbre
de Bienaymé-Galton-Watson, en particulier quand celui-ci est grand,
et de donner quelques applications intéressantes. À cet effet, nous
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n’utiliserons essentiellement que des outils au programme des classes
préparatoires scientifiques et n’admettrons pas de résultats délicats.

Par exemple, avec des outils probabilistes, nous démontrerons
(Corollaire 5.7) que pour tout � > 0,

X
n>1

(�n)n�1e��n

n!
=

(
1 si � 6 1

s si � > 1; où s 2 ]0; 1[ vérifie s = e�(s�1):

Nous verrons que dans un arbre généalogique typique (en un sens qui
sera précisé ultérieurement) à n individus, environ la moitié d’individus
n’ont pas d’enfants (théorème 6.2) et le nombre maximal d’enfants est
d’ordre log2(n). Les techniques développées permettront également de
répondre à la Question 809 du numéro 124-1 de la RMS (Exemple 6.4).

Dans le paragraphe 2, nous commençons par présenter un historique
et des motivations. Nous verrons en particulier que ces questions
s’inscrivent dans la théorie plus générale des limites d’échelles de
structures discrètes aléatoires, avec des liens très étroits avec des
thématiques de recherche actuelles.

Le paragraphe 3 donne une définition précise des différents objets
considérés, et commence par donner une condition nécessaire et suf-
fisante sur la loi de reproduction � qui garantit l’extinction presque
sûre de la population.

Le paragraphe 4 introduit la technique la plus importante dans
l’étude des arbres de Bienaymé-Galton-Watson, qui est leur codage
par des marches aléatoires, dont les propriétés sont généralement bien
comprises.

Le paragraphe 5 présente deux outils pour étudier ces marches
aléatoires. Le premier outil, le lemme cyclique (théorème 5.2), est un
joli résultat élémentaire de nature combinatoire. Le deuxième outil, le
théorème local limite (théorème 5.12), est un résultat analytique qui
implique le théorème central limite.

Le paragraphe 6 combine les paragraphes 4 et 5 pour donner des
applications concernant la structure d’arbres de Bienaymé-Galton-
Watson conditionnés à avoir un grand nombre fixe de sommets.

Finalement, le paragraphe 7 présente plusieurs structures discrètes
aléatoires qui se révèlent être intimement liées à des arbres de
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Bienaymé-Galton-Watson, ce qui permet de les étudier en utilisant
des résultats déjà connus sur les arbres.

2. Historique et motivations

Au début furent les processus de Bienaymé-Galton-Watson. Les pré-
mices des processus de Bienaymé-Galton-Watson remontent au milieu
du xixe siècle, où ils sont introduits afin d’estimer la probabilité
d’extinction de noms de familles nobles. En 1875, Galton & Watson
[WG75] proposent une approche fondée sur des méthodes de fonctions
génératrices. Si la méthode est judicieuse, une erreur s’est glissée dans
leur travail (ils concluent que la probabilité d’extinction vaut toujours
1, voir [Bac11, Chap. 9]), et il faut attendre 1930 pour que Steffensen
[Ste30] publie une solution complète.

Cependant, en 1972, Heyde & Seneta [HS72] découvrent une note de
Bienaymé [Bie45] datant de 1845, où Bienaymé énonce correctement
que la probabilité d’extinction vaut 1 si la moyenne de la loi de
reproduction est inférieure à 1, avec quelques explications, mais sans
preuve publiée. Il semble cependant très plausible que Bienaymé ait
également trouvé la preuve en utilisant les fonctions génératrices (voir
[Ken75a] et [Bac11, Chapitre 7] pour une étude historique détaillée).

Dès lors, le comportement asymptotique des processus de branche-
ment en temps grand a suscité de nombreux travaux ; nous renvoyons
aux ouvrages [LP16, § 12] et [AN72] pour un descriptif des résultats
en ce sens.

La naissance de l’arbre brownien. À partir de la deuxième moitié du
xxe siècle, différentes communautés se sont intéressées au compor-
tement asymptotique d’arbres aléatoires tirés uniformément au sein
d’une certaine classe ou bien conditionnés « à être grands », en étudiant
certaines de leurs caractéristiques. Aux frontières de la combinatoire et
de l’informatique, en utilisant des méthodes de fonctions génératrices
et de combinatoire analytique, diverses statistiques de ces arbres
aléatoires ont été considérées, comme le degré maximal, le nombre de
sommets de degré fixé ou encore le profil de l’arbre. Nous renvoyons à
l’ouvrage [Drm09] pour un traitement détaillé.
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Figure 2 . De gauche à droite : un arbre avec6 sommets,
sa fonction de contour associée, puis la fonction de contour
(convenablement renormalisée en temps et en espace) d'un
grand arbre de Bienaymé-Galton-Watson (de loi de repro-
duction critique et de variance �nie), qui converge en loi
vers l'excursion brownienne.

Au début des années 1990, au lieu de n'analyser que des propriétés
spéci�ques, Aldous a eu l'idée d'étudier la convergence de grands
arbres aléatoires (enracinés et ordonnés, voir le paragraphe 3.2 pour
une dé�nition) dans leur globalité. Plus précisément, Aldous [Ald91a] a
expliqué comment voir des arbres aléatoires comme des sous-ensembles
compacts aléatoires de l'espacè1 des suites sommables, et a prouvé
dans ce cadre qu'un arbre de Bienaymé-Galton-Watson dont la loi
de reproduction est une loi de Poisson de paramètre1, conditionné
à avoir n sommets, converge, lorsquen ! 1 , vers un sous-ensemble
compact aléatoire qu'il a appeléContinuum Random Tree, abrégé
en CRT en anglais. Un peu plus tard, Aldous [Ald91b, Ald93], a
proposé une construction simple du CRT à partir de l'excursion
brownienne normaliséee (qui peut être informellement vue comme
le mouvement brownien conditionné à revenir en0 à l'instant 1 et à
rester positif sur [0; 1]), et a démontré que la fonction de contour (voir
�gure 2) renormalisée d'un arbre de Bienaymé-Galton-Watson de loi
de reproduction critique (c'est-à-dire de moyenne1) et de variance
�nie, conditionné à avoir n sommets, converge (en loi, dans l'espace
des fonctions continues de[0; 1] dans R muni de la topologie de la
convergence uniforme), lorsquen ! 1 , vers e. Pour cette raison,
le CRT est généralement appeléarbre brownien, et apparaît ainsi
comme un objet limite universel, en ce sens que desBGW arbres de
lois de reproduction di�érentes convergent vers le même objet continu
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(voir �gure 1 pour une représentation d'un grand arbre de Bienaymé-
Galton-Watson de loi de reproduction critique et de variance �nie).
Précisons que l'hypothèse de variance �nie, réminiscente du théorème
central limite, est cruciale.

En 2003, Evans, Pitman & Winter [EPW06] suggèrent d'utiliser le
formalisme desR-arbres, introduits auparavant à des �ns géométriques
et algébriques (voir par exemple [Pau89]), et de la topologie de Gromov-
Hausdor�, introduite par Gromov [ Gro81] pour démontrer ce qui
est connu sous le nom de théorème de Gromov sur les groupes à
croissance polynomiale. La distance de Gromov-Hausdor� dé�nit
une topologie sur les espaces métriques compacts (vus à isométrie
près), ce qui permet de donner un sens à la notion de convergence
d'espaces métriques compacts. Ce point de vue, consistant à voir des
arbres comme espaces métriques compacts (en équipant simplement
l'ensemble de leurs sommets de la distance de graphe) et à étudier
leurs limites d'échelle, est maintenant largement utilisé et a permis
de donner un cadre naturel et e�cace pour étudier des convergences
abstraites de graphes aléatoires (qui ne sont pas nécessairement codés
par une fonction de type excursion). On parle delimite d'échelle
lorsqu'on s'intéresse aux limites de grands objets discrets dans leur
ensemble après renormalisation.

Arbres de Lévy stables.Un pas important a été franchi dans la généra-
lisation des résultats d'Aldous par Le Gall & Le Jan [LGLJ98] qui ont
entre autres étudié un cas particulier de loi de reproduction� critique
mais de variance in�nie : celui où � est à queue lourde (la probabilité
d'avoir au moins n enfants décroît commen� � lorsque n ! 1 , avec
� 2 (1; 2]). Il a été démontré [DLG02, Duq03, DLG05] que dans ce
cas, un arbre de Bienaymé-Galton-Watson de loi de reproduction� ,
conditionné à avoir n sommets, converge vers un autre arbre continu
limite : l'arbre stable d'indice � , qui possède des sommets de grands
degrés (voir �gure 3 pour des simulations).

Les arbres stables (en particulier d'indice� = 3=2) jouent un rôle
important dans la théorie des limites d'échelle de grandes cartes
planaires aléatoires [Kri05, CK15, MS21], dont une motivation est de
donner un sens à la notion de � surface deux-dimensionnelle canonique �
[LG14] (voir �gure 4).
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Figure 3 . En haut : une simulation d'un arbre stable d'in-
dice � = 1 :1; en bas : une simulation d'un arbre stable
d'indice � = 1 :5 (plus � est petit, plus les individus ont
tendance à avoir davantage d'enfants, ce qui explique l'im-
pression de voir des degrés plus grands lorsque� est plus
petit).

Autres types de conditionnements.Des conditionnements faisant in-
tervenir d'autres quantités que le nombre total de sommets ont été
considérés en vue de di�érentes applications. L'étude asymptotique
d'arbres de Bienaymé-Galton-Watson conditionnés à avoir une hauteur
au moinsn a été initiée par Kesten [Kes86]. Le conditionnement à avoir
une hauteur n, plus délicat, a été étudié dans [GK99, LG10]. D'autres
types de conditionnements faisant intervenir des degrés particuliers
ont récemment fait l'objet de plusieurs travaux. Ainsi, Rizzolo [Riz15]
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