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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
SEMI-CLASSIQUES

par

Clotilde Fermanian Kammerer

Résumé. Le but de ce texte est de reprendre et de développer les
outils évoqués dans celui de Frédéric Faure de cet ouvrage, lesquels
seront utilisés dans celui écrit par Nalini Anantharaman. Il s’agit
tout particulierement d’étudier les opérateurs pseudo-différentiels
semi-classiques et ce sera aussi ’occasion de parler de quelques déve-
loppements de cette théorie. En particulier, nous verrons comment
I’approche semi-classique permet de faire le lien entre mécanique
classique et mécanique quantique.
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Introduction

Le but de ce texte est de reprendre et de développer les outils évo-
qués dans celui de Frédéric Faure de cet ouvrage, lesquels seront uti-
lisés dans celui écrit par Nalini Anantharaman. Il s’agit tout particu-
lierement d’étudier les opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques
et ce sera aussi 'occasion de parler de quelques développements de
cette théorie. En particulier, nous verrons comment ’approche semi-
classique permet de faire le lien entre mécanique classique et méca-
nique quantique.

Les opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques sont les outils
de base de I’analyse semi-classique dont le développement est inti-
mement lié a celui de ’analyse micro-locale. L’analyse micro-locale
(qui utilise le calcul pseudo-différentiel général, c’est-a-dire sans le
petit parametre appelé parametre semi-classique que nous introdui-
rons plus loin) s’est développée en France dans les années 1970, en
particulier autour du séminaire Goulaouic-Schwartz qui avait lieu a
I'Ecole polytechnique. L’idée fondatrice de 'analyse micro-locale est
d’étudier une fonction simultanément dans la variable d’espace, aussi
appelé variable de position, et dans la variable de Fourier ou variable
d’impulsion. En effet, de nombreux phénomenes nécessitent ces deux
approches pour étre bien compris, comme nous le verrons dans la
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suite. Avec un tel point de vue, il est crucial de disposer d’opérateurs
de localisation en variables de position et d’impulsion, c’est le rdle
des opérateurs pseudo-différentiels introduits par Shubin [Shu87] et
systématiquement étudiés par Hérmander [Hor79).

On peut voir I'analyse semi-classique comme étant issue de l'inté-
rét d’une communauté imbibée de techniques micro-locales pour des
questions de physique théorique. Il s’agit alors d’utiliser des tech-
niques micro-locales en présence d’un petit parametre h et d’analy-
ser les propriétés micro-locales des objets a la limite A — 0. Dans
sa « bibliographie commentée » [Hel03] dont nous nous inspirons
ici, Bernard Helffer situe les débuts de ’analyse semi-classique au-
tour de 1977, prenant comme repere la date de la thése d’André
Voros [Vor77] ou l'on voit apparaitre dans un cadre semi-classique
une utilisation du calcul pseudo-différentiel. Le parametre A est tres
souvent lié a la constante de Planck mais il peut aussi résulter d’une
analyse fine de 'ordre de grandeur des quantités physiques mises en
jeu et d’un processus d’adimensionnement. C’est le cas par exemple
en chimie quantique ou l'analyse de la dynamique moléculaire dans
le cadre de l'approximation de Born-Oppenheimer s’est développée
avec une approche semi-classique. Le petit parametre est alors lié au
quotient de la masse de I’électron et de la masse moyenne du noyau
de la molécule étudiée (cf. [BO27] par exemple).

C’est dans le cadre semi-classique que nous nous placerons ici et
nous ne considérerons pas la théorie générale des opérateurs pseudo-
différentiels. Le lecteur intéressé pourra se reporter aux nombreux
excellents ouvrages qui existent sur ce sujet. Nous pensons en parti-
culier aux livres [AG91, DS99, Ler10, Zwo12]. Il faut noter que des
classes d’opérateurs pseudo-différentiels peuvent aussi étre définies
sur des groupes qui ne sont pas commutatifs (& la différence de l'es-
pace euclidien ou du tore), que ce soit sur des groupes de Lie compacts
(cf. [RT07]) ou des groupes de Lie non compacts comme dans ’ar-
ticle [BFKG12] pour le groupe de Heisenberg, ou dans le livre récent
[FR14] pour le cas général des groupes de Lie stratifiés ; cette théorie
est donc encore en plein essor.
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Nous nous intéresserons plus particulierement a ce que peut appor-
ter le calcul pseudo-différentiel semi-classique a la mécanique quan-
tique. Nous avons vu dans le texte de Frédéric Faure (ce volume)
que la mécanique quantique est basée sur la notion de probabilité
de présence et de fonction d’onde. Si cette derniere trouve une inter-
prétation physique dans le cadre de la mécanique bohmienne, initiée
par les physiciens Bohm et De Broglie, ce n’est pas le cas dans le
cadre classique de I’école de Copenhague ou, a la suite de Bohr et de
Heisenberg, par exemple, on considére que la fonction d’onde n’a pas
réellement de signification physique. C’est son module au carré qui
s’interprete en terme de densité de probabilité de présence.

Dans un espace de configuration M, la fonction d’onde 1" est un
élément de norme 1 dans I'espace L?(M) des fonctions de carré inté-
grable. Cette fonction dépend d’un parametre h € R* qui dépend des
constantes de la physique, en particulier de la constante de Planck et
que nous supposerons petit. En particulier, nous nous intéresserons
a la limite A — 0. La densité

n(a)dz = ¢ ()| de

est une densité de probabilité sur M et c’est cette densité n” qui per-
met de calculer les probabilités de la mécanique quantique. La varia-
ble x € M décrit une configuration particuliere de la particule étudiée
et si A est une partie mesurable de M, la quantité

P(A):/Anh(x)d:c

donne la probabilité de trouver la particule quantique dans une confi-
guration décrite par un point de la partie A. Dans ce texte, M sera
en général I’espace euclidien de dimension d, R?; mais nous considé-
rerons aussi le cas du tore T de dimension d, ou bien le cas d’une
sous-variété de R<,

Les espaces fonctionnels de la mécanique quantique sont donc
construits sur I’espace de Lebesgue L?(M) des fonctions mesurables
et de carré intégrable sur M. Cet espace muni de la norme

I = (] rf<m>|2d:c)1/2
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est un espace de Hilbert dont nous écrirons le produit scalaire

(f.9)= /M f(@)g(x)dz.

Rappelons en particulier 'inégalité de Cauchy-Schwarz dont nous fe-
rons usage :

vf.g e LX(M), [(f.9)l <IIfllzzlgllzz-

Dans le cas ot M = R? nous allons voir que l'espace vectoriel
L?*(R%) est muni d’un automorphisme donné par la transformée de
Fourier. Pour définir la transformée de Fourier, nous allons utiliser
I'espace S (Rd) des fonctions & décroissance rapide sur R, ¢’est-a-dire
des fonctions f € C®(R?) telles que

(0.1) Va, 8 € N4, dCy3 >0, sup
r€R4

xaaff(ﬂf)‘ < Ca,ﬁ,

ott pour ¥ = (71,...,74) € N%, on pose
7 = x}“--'xgd et 0y =0y -0
On définit alors une application linéaire F sur S(R?) en posant
F(f)=fou
Vi e SEY, VeeR!, F©= [ o)
Rd
Du fait des propriétés :
(02)  Vje{l....d}, 95, (&) =i F(€), 0 f(€) =ix;f (),

I'application F envoie S(R?) dans lui-méme. On peut alors démontrer
la formule d’inversion de Fourier

Vi e S®Y), f(x) = (2m) / e £(€)de,

R4

qui nous dit que F est un isomorphisme de S(R) dans lui-méme, de
bijection réciproque F~! définie par

vge SR, Vo eRL F(o)@) = (2m ! [ ol
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On peut alors utiliser la densité de S(R?) dans L?(R?) pour étendre F
en un automorphisme de I'espace vectoriel L2(R%). On démontre alors
le théoréme de Plancherel, & savoir

(0.3) Vf,g€ L*®RY), (f,9) = 2m)%f.9),

ce qui implique que ’application (27r)*d/ 2F est une transformation
unitaire de L?(R%).

Comme nous 'avons dit plus haut, certains phénomeénes se com-
prennent mieux si on les étudie aussi dans les variables de Fourier.
Pensons par exemple aux obstructions & la convergence forte (ou
convergence en norme) vers 0 dans L%(R?) des familles

04)  wnle) = 20 (@ —z0)/B) et valx) = Ba)e™

oil zg, & € RY et @ € C§°(R??) (C5°(R??) désigne I'espace des fonc-
tions C™ & support compact sur R?). En effet, pour ces deux familles
nous avons

vl L2(ray = llunllL2(ray = 1@l 2 (ray # O

Mais, si 'on multiplie uj; par une fonction ¢, réguliere, bornée, et s’an-
nulant en xg, alors la norme de puy tend vers 0 lorsque A tend vers 0.
Le point zy (qui est un point de concentration de la famille (uy))
est un point d’obstruction & la convergence forte de (uy) vers 0 dans
L? (]Rd). On se convaincra rapidement qu’il n’est pas possible de faire
la méme chose avec la famille (v;,) en travaillant dans les variables x.
Néanmoins, cela devient possible en se plagant dans les variables de
Fourier. En effet, dans ces variables, les oscillations de (vy) s’inter-
pretent comme une concentration sur &y puisque 'on a

R, (¢/h) = 2P (€ - &)/h) -

En Fourier, on voit que c’est le vecteur &y qui constitue I’'obstruction a
la convergence forte de la famille (v;). Pour I’éliminer, il suffit de mul-
tiplier v par une fonction ¢, réguliere et bornée, et s’annulant pres
de &, apres avoir fait une mise a 1’échelle convenable. Pour expliquer
ce point, il est commode d’avoir quelques notations. On associe a la
fonction ¢ un opérateur sur L?(R%) noté ¢(hD) en posant

(0.5) Vf e L*(RY), F($(hD)f)(&) = ¢(h&)F(f)(€).



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS SEMI-CLASSIQUES 65

Un tel opérateur est appelé multiplicateur de Fourier car c’est tout
simplement un opérateur de multiplication dans les variables de Fou-
rier. La fonction de la variable &

F(p(hD)on)(€) = d(hE)F (vn)(E),

tend vers 0 en norme L2, et, par le théoréme de Plancherel (0.3) il en
est de méme pour ¢(hD)vy. L'action de 'opérateur ¢p(hD) a permis
d’éliminer ’obstruction a la convergence forte que constituait le vec-
teur &y. Pour des familles possédant simultanément des phénomenes
de concentration et d’oscillation, on a besoin de disposer d’opérateurs
permettant de jouer simultanément sur les variables usuelles et les
variables de Fourier, c’est le role des opérateurs pseudo-différentiels.

Dans I'exemple ci-dessus, on a vu apparaitre la hA-transformée de
Fourier, que nous noterons Fj et que 'on définit par

Vi € X(RY, VEER', F(f)©) =l (E/h).

Rappelons que le parametre h appartient a RY ; les quantités in-
troduites ci-dessus sont donc bien définies. I application (27)~%2F,
est un automorphisme unitaire de L?(R?). Avec cette transformée
de Fourier, on peut étudier la fonction f en variable de Fourier a
Péchelle 1/h. Traditionnellement, et & cause des relations (0.2), on
interprete la variable de Fourier £ comme la variable d’impulsion et
on définit la densité en impulsion par

2
nh(€)dg = (2mh)~ | Fa(v"(©)] de.

L’espace des positions-impulsions (x, £) est appelé I'espace des phases
et c’est dans cet espace que 'on veut travailler. Nous avons déja vu
dans la section 1 du texte de Frédéric Faure (ce volume, [Faul4]),
et nous reverrons plus loin, comment cet espace s’interprete comme
I’espace cotangent & R? et comment on peut généraliser ces notions
dans le cas d’une variété M.

Pour étudier les densités en impulsion et en position, on les teste
contre des fonctions de C§°(R?). On peut représenter ces deux tests
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comme l'action d’un opérateur sur la fonction d’onde :

Ve CE®Y. [ pwn' @i = (0 o(e)s") e

o€ CFRY, [ HOnME)E = (0" S(hD)Y") 12ga),

ou 'opérateur ¢(z) est 'opérateur de multiplication par p(z) et 'opé-
rateur ¢(AD) est le multiplicateur de Fourier défini sur L?(R%) par
la relation (0.5). On appelle observables les fonctions p(z) et ¢(&),
on leur a associé des opérateurs dont ’action sur les fonctions d’onde
renseigne sur la valeur moyenne des observables p(x) et ¢(§) pour
le systeme étudié. Comme nous I'avons déja dit, 'intérét des opéra-
teurs pseudo-différentiels est de concilier les points de vue position et
impulsion en permettant de considérer des observables qui soient des
fonctions des deux variables x et &. Il s’agit donc de construire une
algebre d’opérateurs contenant les opérateurs de multiplication en
variable de position ainsi que les multiplicateurs de Fourier, c’est-a-
dire de trouver un processus de quantification associant a une fonction
a € C3°(R??) un opérateur Opy,(a) défini sur L2(R?). On demandera
a ce processus de quantification que dans le cas ot a ne dépend que
de z, l'opérateur obtenu est l'opérateur de multiplication par a(z)
tandis que si a ne dépend que de £, on retrouve l'opérateur a(hD).

Un point de vue équivalent consiste a dire que 'on va remplacer
les densités n'(x) et nfi(¢) par une densité généralisée w’(x, €) dont
les densités n(x) et nf(£) seront les marginales en & et en z res-
pectivement, c’est-a-dire qu’on les retrouvera en projetant wh(x,ﬁ)
sur l'espace des z ou ’espace des £ respectivement. Plus précisément,
pour toute fonction ¢, ¢ € C§°(RY), on aura

xnhx T = a:whx X
/Rso() (2)d /so<> (, €)d de,

d RQd
/ o) (2, €)de = / o(E) (z, €)dar de.
Rd R2d

Cette idée remonte aux travaux du physicien théoricien Eugene Paul
Wigner [Wig32]. Celui-ci partagea avec deux autres physiciens le prix
Nobel de physique 1963 pour ses contributions a la théorie du noyau
atomique [Wigh9]. L’utilisation de la transformée de Wigner permet
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de profiter d’un cadre de travail tres confortable méme si cela se
fait au prix d’une légére perte de structure car la fonction w”, que
I'on appelle alors transformée de Wigner de la famille 4", n’est pas
une densité, tout simplement parce que ce n’est pas une fonction
positive. Cette fonction w” est dans L?(R??) et son action contre
des observables a(z,£) € C§°(R??) prend son sens le plus achevé
dans le cadre de la théorie des distributions de Laurent Schwartz,
personnalité marquante de 1’'Ecole polytechnique.

Le processus de quantification que nous allons utiliser permet de
transcrire I’action de w” sur une fonction test a en terme d’action de
I'opérateur Opy,(a) sur la fonction d’onde "

| ol 00 @ €)da dg = (67, Opi(a)"

Nous verrons que la positivité « perdue » de la transformée de Wigner
se retrouve en passant a la limite 2 — 0; on peut alors montrer que
toute limite faible (au sens des distributions) de w” est une mesure
positive. C’est la théorie des mesures semi-classiques ou mesures de
Wigner dont I'utilisation a permis par exemple de démontrer d’im-
portants résultats sur les fonctions propres du laplacien sur une sous-
variété (cf. [GL93] et [AM14] par exemple) ainsi que dans d’autres
domaines.

Nous commencerons par donner la définition et les premieres pro-
priétés des opérateurs pseudo-différentiels sur R%. En particulier, nous
nous attacherons & étudier 'action de ces opérateurs sur L*(R%) et
décrirons quelques résultats de calcul symbolique pseudo-différentiel
(formules de composition, inégalité de Garding, calcul fonctionnel,
théoréme d’Egorov). Puis, nous nous intéresserons aux propriétés des
opérateurs pseudo-différentiels liées a des aspects géométriques. Cette
analyse nous permettra d’étudier la structure géométrique de ’espace
des phases et ouvrira la voie a la généralisation du calcul pseudo-dif-
férentiel sur des variétés. Dans un dernier chapitre, nous nous inté-
resserons au cas des opérateurs pseudo-différentiels sur le tore.
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1. Opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques sur R%

1.1. Définitions

Opérateur pseudo-différentiel. Soit a € C§°(R??) et h € ]0, 1] un petit
parametre. On définit I'opérateur pseudo-différentiel semi-classique
de symbole a par son action sur les fonctions a décroissance rapide.
Rappelons que de telles fonctions sont indéfiniment dérivables et
vérifient (0.1). On pose alors

(1.1) Vf e SRY,
Opn(a) (@) = (7)™ [ a(ho +1). ek f(y)dy .
Comme on l'a fait remarquer précédemment, si a = a(z), Opy(a) est

Popérateur de multiplication par a(x). Et si a = a(§), alors Opy(a)
est le multiplicateur de Fourier a(hD) défini en (0.5).

Transformée de Wigner. Soit (¢")p~0 une famille bornée de L?(R?).
La transformée de Wigner de (¢");so est définie par

wh(z,€) = (271')_d/ e E (& + o /2)Y" (x — hw/2)dw.
Rd
On remarquera que la fonction w” est une fonction de L?(R??) avec

" 132 gaay = 2mh) ™" | g

Ce contréle en norme L? de w” n’est pas uniforme en A. Néanmoins
il nous permet de définir la quantité [pq a(z, Owh(z, €)dr dé comme
I'intégrale d’une fonction L'(R??). L’analyse de I'opérateur Opy(a)
sur L2(R?) nous permettra d’établir des contréles uniformes en A.

Le lien entre opérateur pseudo-différentiel et transformée de
Wigner est alors donné par la relation

Va € C3°(R?*), /R N a(z, w'(x, &)dz dé = (Opy(a)y”, ") 2(ga).

1.2. Action sur la classe de Schwartz. Dans cette section, nous
allons étudier 'action des opérateurs pseudo-différentiels dans 1’en-
semble S(R?) des fonctions & décroissance rapide. Nous allons dé-
montrer la proposition suivante.

Proposition 1.1. L’opérateur Opy,(a) envoie S(RY) sur lui-méme.
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Démonstration. 11 faut d’abord remarquer que si f € S(R?), l'inté-
grale (1.1) est convergente a cause de la décroissance rapide de f et
parce que a est & support compact. Le fait que Opy(a)f est dans
S(R?) vient ensuite de deux observations qui sont & la base de I’ana-
lyse des opérateurs pseudo-différentiels. Il s’agit de deux intégrations
par parties extrémement simples. Pour j € {1,...,d}, on remarque
tout d’abord que l'on a

O, [(Opy(a) )] ()

— L@nn) / O, a(L(x + y).£) HEE) () dy
2 R2d

- ) [ (o). 0, (0 oy de

Une intégration par parties permet de transformer le deuxiéme terme
du membre de droite, on écrit

/Rgd a(3(w +9),€) 0, (7€) f(y)dy e
=3 /de Or,a(L(x +),€) ehS @) f(y)dy de
— | a(Y(z +y).€) ert TV, f(y)dy de.
On en déduit
2, [ (Opy(a) f)] (x)
= (2rh)™¢ /R y Ou,a(L(x + ), €) b @) £(y)dy de

e [ alblo+0).) H 0, )y de
= Oy (0) s, £)(2) + 0Py (02, (2)

et ces intégrales sont bien définies puisque 0, a est a support compact
et Oz, f(z) a décroissance rapide. Par ailleurs

z;Opp(a) f(2) . |
= (2nh)~4 = /R% a(%(m +vy), f) Ok, (eég'(w_y))f(y)dy dg

7

+ (2mh) ¢ /de a(L(z +y),€) ers Yy, f(y)dy de.
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Une intégration par parties dans le premier terme du membre de
droite donne

/M a(3(@ +y),€) %, (7<) f(y)dy de

- /R Og,a(3(x +y),€) e f(y)dy de.
On obtient alors

»,0py(0)f(2) |
— ih(2rh) / B a(b(x +9),€) k@) £(y)dy de
R2d
+ (o) /R a(3(x +),€) i Ty, f(y)dy d

= Opy(a)(z; f)(x) + ihOp;(0¢;a) f(z)

et ces intégrales sont bien définies puisque J¢; a est a support compact
et ;f(x) a décroissance rapide. O

On remarquera en passant que ’on a montré des formules de com-
mutation. En effet, si A et B sont deux opérateurs, notons [A, B] leur
commutateur défini par

[A,B] = AB — BA.
Alors le calcul ci-dessus nous donne
[0z,,Ops(a)] = Opy(9x;a) et [zj,0py(a)] = ih Opp(0x;a).

Nous verrons au paragraphe 3 que 'on peut généraliser ces formules
de commutation.

1.3. Autres choix de quantification. On doit au mathématicien
(et physicien théoricien) Hermann Weyl les premiers travaux visant a
associer & une observable a(z, &) un opérateur, c’est-a-dire & « quan-
tifier » l'observable a(z,&). C’est pour cette raison que 'on appelle
quantification de Weyl le procédé donné par 1’équation (1.1) pour
associer a la fonction a 'opérateur Op;(a), procédé qu’il a proposé
dans [Wey27]. D’autres choix de quantification sont possibles et uti-
lisés : on parle de la quantification classique ou quantification gauche
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avec 'opérateur a(z, hD) défini par

VFESRY, a@hD)f(w)=n) ! [ ae.€) ek f(y)dy .

On peut voir la quantification de Weyl et la quantification classique
comme des cas particuliers de la t-quantification définie par

Vf e S(RY),

Oh(a) (@) = (2r1)~" [ a(tw+ (1= )9,) H )y ds.

Le choix de t = 1/2 correspond a la quantification de Weyl tandis
que le choix ¢t = 1 donne la quantification classique. On peut montrer
(et on le verra dans le paragraphe suivant) que les opérateurs associés
au méme symbole a par ces différentes quantifications different d’un
O(h), en tant qu’opérateurs agissant sur L%(R?). L’avantage de la
quantification de Weyl réside dans le fait que 'opérateur ainsi défini
est auto-adjoint des que a est a valeurs réelles, comme nous le verrons
dans la suite. Remarquons aussi que pour des fonctions ne dépendant
que de la variable z ou bien de la variable £, ces quantifications sont
équivalentes.

Remarque. Nous terminons par une remarque mettant en lumiere le
lien entre la définition que nous avons donnée ici et celle donnée dans
la section 1.2 du texte de Frédéric Faure dans ce volume [Fauld]
(cf. ’équation (1.32)). Soit @ la fonction définie via la transformation
de Fourier par

a(z,§) = (27r)_d/’d(%,wg)ei(wI'x’L‘”E'g)dwzdwg,
nous obtenons

Opy(a) f(y) = (27r)d/ a(wx,w§)eiwz'x

(g we)ER2E

X [(27rh)_d/ ei“’ﬁ'ge%f'(m_y)f(y)dydf dwydwe
(y,6)eR2?

= (277)_d/( - a(wx7 wg)eiw“f'xewf'(ﬁD)f(x)dwxdwg,
Wy ,we )€
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d’ou la formule

Opj(a) = (2m)~* /]R2d A(wg, we e e atwe (D) g, dee.

2. Action sur L2(R%)

L’analyse de I’action des opérateurs pseudo-différentiels sur L?(R%)
se fait aisément une fois que 'on a remarqué que Opy(a) est un opé-
rateur a noyau. Rappelons que 'on dit qu’un opérateur P défini sur
un espace fonctionnel adéquat admet comme noyau la fonction k dé-
finie sur R?? si I'image par P d’une fonction f du domaine de P est
donnée par la formule

Pia) = [ )i

Dans le cas de 'opérateur Op;(a), son noyau est la fonction

tntavy) = (b [ oY@t y),€)de

= 'Ka(3(z +y), tH@—y))

(2.1)

ou
KalX.0) = (20) [ eiéa(x,6)de.
Rd
La fonction K, est donc la transformée de Fourier inverse de la fonc-
tion & — a(X,¢). Nous noterons f{la(X,-) cette transformée de
Fourier inverse, afin de rappeler que la variable X est fixée et que
I’aspect Fourier concerne la variable £. On a donc

(2.2)  K.(X,v) = (2m)¢ /

ei?a (X,€) d¢ = F'a(X,v).
R4

Notons qu’on peut retrouver le symbole & partir du noyau grace a la
formule

(2.3) a(I;g) - /Rd eiié.vKa(«T,U)dU,

Pour estimer la norme d’un opérateur a noyau sur L? (Rd), nous al-
lons utiliser le lemme de Schur auquel nous consacrons le paragraphe
suivant.
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2.1. Lemme de Schur. Le lemme de Schur permet d’étudier la nor-
me d’opérateurs a noyau définis sur L?(R?). Nous notons £(L?(R9))
I’ensemble des endomorphismes continus de LQ(Rd) et posons

VP e L(ILARY), |Plege@yy= s [[Pfl2ga).

”fHLZ(]Rd):l

Lemme 2.1. Soit P un opérateur sur L*(R%) de noyau k(x,y) :
Pf@) = [ Kao)iwa.

S’il existe C > 0 tel que

Sup/\k‘(w,y)ldw<0 sup/lk z,y)|dy <

yERA r€R4
alors P est un opérateur borné de L?(RY) dans L*(R?) et

1Pl c(ze(ray) < C.
Démonstration. Soit f € L?(R%). On écrit
1P sy = [ |PF)f e
= [ ble )G )T dy

En utilisant
PG| < 5 (7P +17E)P).

on obtient (en utilisant le théoréme de Fubini pour intervertir les
ordres d’intégration)

1Py < 3 [ ([ illrwPay) ( [ b 2)az ) da
w5 [ ([ nrord) ([ iremi) d

< C?IfI1”. m

Une conséquence immédiate du lemme de Schur est le corollaire
suivant.
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Corollaire 2.2. Soit Py, un opérateur de noyau kp(x,y) de la forme
et tel que la fonction K vérifie
N(K) ::/ sup |K(X,v|dv < +o0.
XeRd

Alors Uopérateur Py est un opérateur borné sur L?(RY) et
1 Prll £(2(rayy < N(K).

Démonstration. Pour x € R%, on a

/kﬁ(x,y)|dy:/|K(xhv/Q,v)ldvg/ sup |K(X,v)|dv.

XcRd
De méme, pour y € R?,
[ e wlds = [ 15 g+ b2 0o < [ sup |1 (X0) o
XeRd

Le corollaire 2.2 est alors une conséquence directe du lemme de Schur.
O

2.2. Application aux opérateurs pseudo-différentiels. Nous
pouvons maintenant étudier I'opérance sur L?(RY) des opérateurs
pseudo-différentiels. En effet, le corollaire 2.2 ci-dessus implique le
résultat suivant.

Théoréme 2.3. Pour a € C°(R*?), la famille d’opérateurs (Opy(a)) ;o
est bornée dans L(L*(R?)) et

R4 X cRd

fgla (X, v)‘ dv.

Si l'on veut estimer la constante C(a) en fonction de normes por-
tant directement sur la fonction a et non sur sa transformée de Fou-
rier, on peut remarquer que pour v € R? et o € N,

va}'g_la (X,v) = fgl((—Dg)o‘a) (X,v),

ott pour o = (e, -+ ,g) € N, on pose

L (1N 1 \™
D&Z(ﬁél) -“(Z-agd) :
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Par conséquent, pour tout n € N,

/ sup ‘]:gla(X,v)‘dv
Rd X €Rd

< [, s |77 (0 D a) (X o) (4 o) "o

R XeRd

<C sup |F! ((1 + |D§|2)"/2a) (X,U)‘/ (1+ |v*)"dv
(X,v)eRd Rd

< sup [+ 10

XeRd
Ainsi, nous avons le corollaire suivant ot ’on utilise la notation
¥y =) ENG Y=t e
Corollaire 2.4. 1l existe une constante ¢ > 0 telle que
(2.4) Va e C&R*™),  [Opy(a)ll £z (may
< c sup sup

BeNE zeRd
|8|<d+1

dala, .)‘

LA(Rd)

On peut remarquer que ce résultat permet de définir des opérateurs
pseudo-différentiels pour des symboles comportant peu de régularité
en x. Il suffit que a soit & support compact et que 8? a soit bornée et
intégrable pour tout multi-indice 3 € N tel que |3| < d + 1.

Ici, on a choisi une estimation de la norme de Opp(a) qui ne
« consomme » que des dérivées en £ mais en nombre conséquent. En
jouant avec la transformée de Fourier, on peut obtenir une estima-
tion analogue ne « consommant » que des dérivées dans la variable .
En effet, si a(z,€) = a(&, x), on a

(f,Opy(a)g) = 2m) Y Fu(f), Opp(a) Fulg)), Vf,g € L*(RY).
On en déduit
10p4(a)l| £er2(ray) = (2m) " OPs(@)]| £(12(ray)
et le corollaire 2.4 donne

(2.5) 10ps(a)|l (L2 (rey) < € sup  sup Hafa(',f)HLl(Rd),
BeENG EeR
|Bl<d+1

pour une constante C' > 0 indépendante de a et de h.
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L’estimation la plus utilisée dans la littérature est celle de Calde-
rén-Vaillancourt [CVT71] : il existe N € N* et C'>0 tel que pour tout
a € C°(R24),

(2.6) 10ps(a)ll z(r2mayy < € sup sup \8?8§a(x,§)|.
la+|BISN (z,6)€R?4

L’avantage de cette estimation est de faire intervenir des nor-
mes L™ et non des normes L' comme dans les estimation (2.4) ou
(2.5). En particulier, si w" est la transformée de Wigner d’une fa-
mille (¢") uniformément bornée dans L?(R%), on obtient le controle :

Ya € C§°(R*),

(2.7)

/ a(w,{)wh(t,x,f)dac d¢|<C sup sup ‘Qﬁﬁga(x,f)‘.
R2d || +[BISN (2,6)eR2d

Cette derniére estimation (2.7) montre que w” définit une distribu-
tion sur R?? car I’estimation (2.7) correspond exactement au contrdle
que doit vérifier une forme linéaire sur C§°(R?4) pour étre une distri-
bution au sens de la théorie développée par Laurent Schwartz (cf. le
paragraphe 2 page 6 du livre [AG91]).

Le lecteur intéressé pourra consulter avec profit larticle [CVT71]
dans lequel est démontrée l'estimation (2.6) et précisé l'entier N ;
il y est montré (dans le cadre de la quantification classique) que le
controle des dérivées du symbole est seulement nécessaire pour des
multi-entiers a = (a1,...,0q4) et 8 = (B1,...,0q) tels que «aj,B; €
{0,1,2,3} pour tout j € {I,...,d}. A notre connaissance, esti-
mation la moins cofiteuse en termes de dérivées est due a Hwang
(cf. [Hwa87] ou 'exercice 5.3 p. 59 de [AG9I1]), pour la quantification
classique également : il existe C' > 0 tel que pour tout a € C§°(R?9),

HG(%D)”g(m(Rd)) <C Z sup g ‘ij‘aga(a:,f)}.
aef0,1}4 (PR

pe{o,1}¢
3. Premiéres propriétés des opérateurs pseudo-différentiel

Dans ce paragraphe, nous décrivons quelques propriétés des opé-
rateurs pseudo-différentiels en tant qu’opérateurs sur ’espace de Hil-
bert # = L?(R%). Ce sont essentiellement des propriétés directement
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liées au noyau de I'opérateur. Nous comparerons aussi les différentes
quantifications que nous avons vues précédemment.

3.1. Opérateurs de Hilbert-Schmidt. Rappelons quelques no-
tions concernant les opérateurs définis sur un espace de Hilbert H.
Soit (en)nez une base hilbertienne de H et P un opérateur défini sur
H. On dit que 'opérateur P est un opérateur de Hilbert-Schmidt si
la série Y, || Peyl|3, est convergente. La fonction

1/2
PFWPM—<X]%M@

nez
est alors une norme sur l’espace vectoriel des opérateurs de Hilbert-
Schmidt. On peut remarquer que si ’on a une autre base hilbertienne
(én)nez, alors

IPenll3 = (& Pen)® et ||Pliis = > (&, Pen).
pEL n,pEZ

Proposition 3.1. Soit P un opérateur de noyau k sur l’espace de Hilbert
H = L*(RY) et tel que k € L*(R??). Alors P est un opérateur de
Hilbert-Schmidt et

HP”HS = HkHLQ(RQd)-

Démonstration. Soit (en)nez une base hilbertienne de L?(R9), on a

1Pealls = [ | bla e, Sen(u)en )y = da,

ou l'on a utilisé le théoréeme de Fubini pour intervertir les ordres
d’intégration. En effet, on remarque que pour tout (z,y, z) € R3?,

|k, y)k(z, 2)en(y)en(2)| < %(Ien(y)IQI/-ﬁ(%,Z)\2 +len(2) Plk(z, 9)P?).

Comme la fonction (z,y,2) + |en(y)|?|k(x, 2)|? est une fonction de

L'(R3?) par hypothése, on en déduit que la fonction (z,y,z) +
k(z,y)k(z, 2)en(y)en(2) aussi et nous pouvons donc utiliser le théo-
reme de Fubini.

Notons ¢, la fonction de L?(R%) définie pour n € Z par

cn(x) = /]Rd k(x,2)en(2)dz = (k(x,s), en).
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On a donc par le théoréme de Fubini
1Peallys = [ len(@)Pdz, ez
R4

Comme
s = 3 ( [ leatodPae) = [ (S leatoPc),
nez N /R RY N\ ez

on en déduit la convergence de la famille ;| Pen ||, et la relation
attendue. O

Les implications de ce résultat pour les opérateurs pseudo-différen-
tiels sont immédiates.

Corollaire 3.2. Soit a € C§°(R??). Alors l'opérateur Opy(a) est un
opérateur Hilbert-Schmidt et

10p4 (@) ls(z2(ray = (27h) ™2 ||al| 12 geay.

Notons que la norme Hilbert-Schmidt de Opj,(a) est une fonction
non bornée de .

3.2. Role de la diagonale dans le noyau d’un opérateur pseu-
do-différentiel. Une propriété importante des opérateurs pseudo-
différentiels semi-classiques consiste en le fait que I’on peut modifier
le noyau en dehors de la diagonale {x = y} sans que cela entraine de
modifications de l'opérateur au premier ordre en h. Rappelons que
si a € C§°, le noyau de I'opérateur Opj,(a) est la fonction kj définie
dans (2.1) par

—dr—1
Nous allons montrer que la partie la plus importante du noyau kj
d’un opérateur Op;,(a) réside sur la diagonale {x = y}.

Proposition 3.3. Soit a € C(R?Y), x € C(RY) telle que x(0) = 1,
0 > 0. Soit Psy, l'opérateur de noyau

k(. y) = kn(z, y)x((x — y)/9).
Alors dans L(L*(R?)), on a pour tout N € N
Opy(a) = Pop+ O((n/0)Y).



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS SEMI-CLASSIQUES 79

Démonstration. Nous écrivons
Opy(a) = Psp+ Ry,
ol Ry est 'opérateur de noyau h*drh(%(x +y), %(a: —y)) avec
rp(X,v) = fgla(X,v) (1= x(hwv/9)).

On remarque alors que la fonction u — 1 — y(u) s’annule en u = 0 et
peut donc s’écrire
1= x(u) = |uVOx (u)
avec Oy € C*®(R?), § bornée ainsi que toutes ses dérivées. On peut
donc écrire
ra(X,v) = (1/8)*N Fla(X, v)[o|*NOy (hw/d)

£
= (1/6)*" F ' (—Afa)(X,0)0x (hw/5),
ou 'on a utilisé que pour j € {1, ,d},

viFe la(X,v) = F¢ (zagja)(X,v), V(X,v) € R%,
On obtient

/ sup |rp(X,v)|dv
R4 X eRd -
< (/5 ey [ sup 17 -AY a0l
xe

On en déduit par le corollaire 2.2
IRnll 22 (mayy = O((B/8)*Y). O

3.3. Comparaison des différentes quantifications. Nous allons
comparer les différentes quantifications introduites au paragraphe 1.3
en analysant les noyaux de ces opérateurs. Il suffit de comparer la
quantification de Weyl et la t-quantification pour n’importe quel ¢ €
10, 1[.

Proposition 3.4. Pourt €]0,1[, a € C§°(R??), on a dans L(L*(R?)),
Opy(a) = Opj(a) + O(h).
Démonstration. On part du fait que le noyau de Op}, (a) est la fonction

kat(‘r Z/) =h" dKat( (x—i—y),h(x—y))

Ko (X,v) = fgla(X + At —1/2)v,v).
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La formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire

Kat(X,v) = Ko(X,v) + h(t — 1/2) Bp(X, v),
oil Bi(X,v) =v- /01 Fe ' (Vza) (X + hs(t — 1/2)v,v)ds.
Rappelons que si f € C1(R), le gradient de f, noté V f, est le vecteur
de R? de coordonnées Oz;f, 1 <j <d. On adonc

Op},(a) = Opy(a) + h(t — 1/2) Ry,
ou Ry est 'opérateur de noyau
ri(a,y) = A By (5(z +y), (@ —y)).
En utilisant
v Fe (Vea)(X,v) = F¢ H(iVe - Vea)(X,0),  V(X,v) € R*,

on obtient
1
Br(X,v) = / ]:gl(iV§ -Vga) (X + hs(t —1/2)v,v) ds.
0

Le fait que 'opérateur R} soit un opérateur borné sur L?(R%), uni-
formément par rapport a i vient du corollaire 2.2 et de I'estimation

/ sup | By(X,v)|dv
Rd X €Rd

= / sup
Re X R4

< [ e
Rd Yy eRd

1

FeH(iVy - Vea) (Y, 0)| do. O

4. Calcul symbolique

Dans cette partie nous allons démontrer un certain nombre de for-
mules concernant l’adjoint et la composition d’opérateurs pseudo-
différentiels. Ces formules reliant les symboles de ces opérateurs, on
parle de calcul symbolique. Nous décrirons ensuite différentes appli-
cations de ce calcul dont le théoreme d’Egorov qui est évoqué dans le
texte de Frédéric Faure et utilisé dans celui de Nalini Anantharaman
(ce volume).
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4.1. L’algebre des opérateurs pseudo-différentiels semi-clas-
siques.

Proposition 4.1. Soit a,b € C°(R??), alors, dans L(L*(R?)),
(4.1) Opj(a)" = Opy(a@),

h
(4.2) Opy(@)Opy(b) = Opy(ab) + - Opy, ({a, b}) + O(A?),

h
(43)  [Opn(a), Opy(b)] = ~ Opp({a,b}) + o),
ot le crochet de Poisson des fonctions a et b est donné par
(4.4) {a,b} =Vea-Vyb—Veb- Vya.

Il est important de remarquer que les formules de composition
restent valables si I'un des opérateurs est un opérateur différentiel a
coefficients C*°. Nous verrons aussi dans le cours de la preuve que
I'on peut obtenir des formules asymptotiques a tout ordre en h.

Enfin, notons qu’avec les autres choix de quantification introduits
en section 1.3, on obtient des formules du méme type mais elles se-
ront 1légerement différentes. En particulier, pour la quantification clas-
sique, la formule pour ’adjoint (4.1) présente un développement non
trivial en A et la formule sur le commutateur (4.3) présente un terme
non nul en A2

Démonstration. La relation (4.1) est évidente puisque le noyau de
I'opérateur Opy,(a)* est la fonction (z,y) + kn(x,y), ot ky, est relié &
a par (2.1). On a alors

kn(y, ) = h™9F; o) (5(x +y), —F(z — v))
= F @) (5 +y), 1z —y))

ot 'on a utilisé ]-"gl(f)(v) = ]:gl(f)(—v). Le noyau de Opy,(a)* est
ainsi égal au noyau de Opy,(a) et ces deux opérateurs sont donc égaux.

Etudions maintenant la formule de composition (4.2) : le noyau de
Opj,(a) o Opy(b) est la fonction kp(x,y) donnée par

kh(l" y)

= () /R a((@+2), O)b(3(y+2), m)er T~ HRETdy d¢ d.
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Ecrivons ky(z,y) = h 4Ky ((x +y)/2, (v — y)/h) avec
h h

Kn(X,v) = (27r)2d/ a(X+0 (- 0/2), Yo (42 (w—v/2) )
R3d 2 2

> e—iC‘(w—v/Q)-i-in-(w+’u/2)d€ dn dw.

Une formule de Taylor a l'ordre 2 permet d’écrire

Ky(X,v) = (2m) 7 / (X, O)b(X, m)e— i w=v/2Fin /2 g qn duy
RSd
h
3
(4.5) : x eI (W=v/2)+in (wv/2) g gy doy
h
- 2(27r)2d/ a(X, ¢) (w = v/2) - Vzb(X, n)
3d
R x eI w=v/2)im(w+v/2) g gp duy
+ Prp(X, v),
ol
(X, v) :/ By (X, w+v/2, —w +v/2) dw
Rd
avec
By(X, u, wOsalX
Sl = Z /Rd/ Ova(X + shu, ()

|| +]8]=2
x (u)P0Pb(X + shu',n)e <t q¢ dn ds.

En utilisant des intégrations par parties en ( et 1, on obtient

2
(46) Bp(X,uu) = — 27 / / 9202 a(X + shu, C)
| +[8]=2
X 67?‘8:’fb(X + sha!, n)e S Y e dn ds
et on en déduit que la fonction (X, u,u’) — Bj(X,u,u’) est unifor-
mément bornée par rapport a A : il existe Cy > 0 tel que

sup |Bﬁ(X,u,U,)‘

(z,u,u’)ER34 N o nf
<Co sup sup [0y 8 a(z 7')HL1(Rd) Haxag b(CL‘?‘)HLl(Rd)-
|af+|8|=2 zeRd

Le méme argument donne :
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(4.7) VN eN, 3FCn(a,b) >0,
sup  (1+ [ul )NV (1 + |/ [*)N|Bi(X,u,v')| < Cn(a,b)
(z,u,u’)ER3
avec
Cy(a,b) = sup  sup [|920{ a(, )| s me) 1070 b, )| 1 ma)-
|a|+|8|=2N+2 zeR4
Revenons maintenant a la fonction Kj : le méme type d’intégrations
par parties en ¢ et 1) et une intégration en w (qui engendre une masse
de Dirac §(¢ — n)) permet d’écrire

(4.8) Kn(X,v) = KV (X, v) + B2ry(X, v)
avec
KP(X0) = (2m)70 [ alX,ObX, e e
R4
2h 2m)~ / Vea(X,C) - Veb(X, ¢)e'd¢
+ 2h (2m) 4 . Vea(X,C) - Vib(X, e dC.

On remarque alors que la fonction
kn(e,y) = h K (3@ + ), f@ — )
est le noyau de 'opérateur
h h
Opy (ab+ 3 5 Vea Vab— 2 Vaa- Veb).

Par ailleurs, au vu de (4.7), on a

/ sup |rh(X,v)|dv</ sup ‘Bh (X, u,u ‘du du < C,
Re X eRd Re X eRd

pour une constante C positive. De ce fait, 'opérateur de noyau
A% (3(z +y), 3 (z — y)) est uniformément borné sur L?(R?) par le
corollaire 2.2. On déduit alors de 1’équation (4.8) que

h h
Opy(a) 0 Op,(b) = Op; (ab + 5 Vea Vab— 2 Vaa ng) +O(R?)

dans £(L*(R%)).
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La formule sur le commutateur (4.3) est une conséquence du calcul
précédent. Il faut juste remarquer que les termes d’ordre 2 engendrés
par la formule de Taylor dans (4.5) sont symétriques en a et b. En effet

/ By (X,w+v/2,w—v/2)dw
Rd
(2m)~¢
2

_ > 000%a(X,€) 020Ib(X, €) e de.
|l +[8]=2

Ils engendrent donc des contributions identiques dans le développe-
ment de Opy;(a)Op;(b) et dans celui de Op;(b)Opy(a), lesquelles vont

s’annuler dans la formule du commutateur. O

Dans la preuve ci-dessus, on voit qu’en poussant le développement
de Taylor quelques crans plus loin, on obtiendrait un développe-
ment asymptotique d’ordre supérieur pour la formule de composition.
On voit que 'on peut réaliser cela a I'ordre que ’on veut. On a donc
des formules asymptotiques a tout ordre.

Le calcul symbolique a de nombreuses applications. Dans les para-
graphes suivants nous en décrivons quelques-unes.

4.2. Application 1 : Papproximation semi-classique et le
théoréme d’Egorov

Venons-en a 1’équation de Schrodinger qui décrit 1’évolution au
cours du temps d’une fonction d’onde 9} :

. h?
(4.9) ihoyly = = A} + V(@)
avec une donnée initiale 1/16‘. Rappelons que la fonction

H(w,€) = 6P +V(2)

est appelée le hamiltonien de ’équation. En mettant des hypotheéses
précises sur V', par exemple en supposant que V' est un potentiel C* a
croissance au plus quadratique lorsque ||z|| tend vers 'infini, on peut
démontrer I'existence d’une unique solution ¢t ~— 1" associée a la
donnée 1l € L*(R?), et qui est alors une fonction continue du temps
a valeurs dans L2(R?). Une fagon d’exprimer ce résultat consiste a
démontrer que, sous ces hypotheses sur le potentiel, I’'opérateur non
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borné Op;(H ) est auto-adjoint et & définir son propagateur U () grace
au théoréme spectral qui sera évoqué dans la section suivante. Soit

U(t) = e 170Pn(H)

Popérateur U (t) est unitaire et vérifie

(4.10) ih%U(t):Oph(H)U(t):U(t)Oph(H), U(0) =id.

La solution de (4.9) est donc donnée par ¥) = U (t)yp.

Nous avons aussi vu au paragraphe 1.1 du texte de Frédéric Faure
(ce volume, [Faul4]) comment on associe au symbole H(x,&) des
quantités « classiques » telles que les trajectoires hamiltoniennes

(4.11) Pi(x, &) = ((t), (1))

ou

£t) = —VV(x(t), €0)=¢

Par ailleurs, on a associé a ces trajectoires 'opérateur de Liouville £;

{ds(t) = &(t), 2(0) = z,

défini par
Va € C®(R*), Lia=ao¢_4,

et dont ’évolution infinitésimale vérifie
d
(412) @ (ﬁta) = {H, L’ta},

ou le crochet de Poisson {e,+} a été défini dans (4.4).

Le théoréeme d’Egorov décrit la conjugaison d’un opérateur pseudo-
différentiel semi-classique par le propagateur de Schrodinger. 11 relie
ainsi I’évolution quantique (le propagateur de Schrodinger) a des
quantités classiques ('opérateur de Liouville) et ce lien est fait a la
limite A — 0, appelée « limite semi-classique ». Nous sommes donc au
coeur de 'approximation semi-classique qui nous permet de retrouver
des équations de la mécanique classique en partant de la mécanique
quantique.

Théoréme 4.2. Soit a € C3°(R*). Pour toutt € R on a l’égalité dans
L(L*(RY)),

U(~t) o Opy(a) o U(t) = Opy(Lea) + O(R[t]).
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Démonstration. On définit pour s € [0,t], t > 0, 'opérateur
Ap(s) =U(—s)Opy(Li—sa)U(s).
On a donc
Ap(0) = Opy(Lia) et Ap(t) = U(—t) o Opp(a) o U(2).
En utilisant (4.10) et (4.12), on écrit
%Aﬂ@:4ﬂ—@(%Kxﬂcpﬂ%omuﬂ}omﬂgicpﬂDU@y
Compte tenu du calcul symbolique

(0D (£1-40), Op,(H)] = £O0p, ({£e-a H} +O(H),

d’ou J
—Ap(s) = O(h?),
S an(s) = O(12)
ce qui donne le résultat apres intégration entre s =0 et s = t. O

Ce théoréeme permet de décrire la transformée de Wigner au
temps ¢ d’une famille de solutions de 1’équation de Schrédinger (4.9).

Corollaire 4.3. Soit w(t), la transformée de Wigner de ), solution
de (4.9). Alors, pour tout a € C§°(R??),

/ ale, )l (¢, 2, €)de dE = / (L0a) (2, €)™ (0, 2, €)da dé + O(H]t]).
RZd RQd

En particulier, si (¢g)h>0 a une unique mesure semi-classique pyg,
alors (YMrso a une unique mesure semi-classique p; définie par

Vae O [ alw du(e6) = [ (Cra)(a dpa(o. ).

Le résultat du corollaire 4.3 ouvre la voie au développement de
méthodes numériques efficaces pour calculer la transformée de Wigner
de la famille (¢));0 en écrivant

[, o utagdwde ~ [ (Lo, (0,0, de,
de RQd

et il suffit de connaitre la transformée de Wigner de la fonction d’onde
au temps initial pour la calculer & un instant ¢ donné sans avoir a
résoudre numériquement des équations dépendant du parametre .



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS SEMI-CLASSIQUES 87

En effet, il existe des méthodes efficaces de résolution numérique per-
mettant de calculer les trajectoires hamiltoniennes ¢;, et donc 'opé-
rateur de Liouville £;. Cette méthode est beaucoup moins cotiteuse
en termes de temps de calcul que la résolution numérique de I’'équa-
tion de Schrodinger car la présence de h dans (4.9) impose d’utili-
ser des pas de discrétisation de tres petite taille. Des méthodes de
ce type ont été développées en particulier dans [LR10, FL12] avec
des applications en chimie quantique. On trouvera aussi dans [GL14]
des schémas numériques basés sur le théoreme d’Egorov et utilisant
des termes de correction issus d’une analyse fine du développement
asymptotique du commutateur dans le calcul symbolique.

4.3. Application 2 : inégalité de Garding. L’inégalité de Gar-
ding répond a la question du lien entre la positivité de la fonction a et
la positivité de 'opérateur associé. Nous démontrons ici une version
faible de I'inégalité de Garding.

Proposition 4.4. Soit a € C(R??) tel que a > 0. Alors, pour tout
§ >0, il existe Cs > 0 tel que pour tout f € L*>(R?),

(J.0pp(@)f) > ~(5 + Csh)1fIPaqgays  Vf € L(RY).

Sous les hypotheses de la proposition ci-dessus, on peut démontrer
I’inégalité suivante :

3C >0, VfeL*RY), (f,0py(a)f) = —Ch||f|72ga)

Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Fefferman-Phong
(cf. [Zwol2] pour une preuve détaillée). Comme nous le verrons ci-
dessous, la version faible que nous avons énoncée dans la proposi-
tion 4.4 se démontre de facon élémentaire et permet déja d’obtenir
des résultats intéressants a la limite A — 0.

Démonstration. La proposition repose sur ’observation que si a > 0,
on peut lui associer une « presque racine carrée » en considérant une
fonction x € CG° (R2%) telle que x = 1 sur le support de a et en posant

pour 6 >0
~1/2

bg(x,f) = X(Sﬁ,f) (a($7§) + 5)
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On obtient ainsi une fonction b5 € C§° (R2%) telle que

b5(,€)* = a(z,€) + 0 x°(x,€).
Le calcul symbolique donne alors dans £(L?(R?)),
Opj,(b5)"Opy(bs) = Opy(a) + 5 Op(x%(x,€)) + O(h?).
Considérons maintenant > 0 et ajustons § de sorte que

3 110pr (¢ (2, )l 22 retyy < 6,
on obtient alors pour f € L?(R%),
0 < [|Op4(b5).f1I* = (. Opn(b5)*Opy(bs) f)
= (f,0p4(a) ) + (£, Opa(x* (. ) 1) + O (|| [F2(pe))
< (£, 0pn(a)f) + 81/ 72 gay + O (W I1f T2 may)-

D’ou le résultat. O

Un corollaire important de I'inégalité de Garding est la positivité
des limites faibles des transformées de Wigner.

Théoréme 4.5. Soit (f")pso une famille uniformément bornée dans
L?(RY), il existe une suite (hy)nen tendant vers 0 lorsque n tend vers
Uinfini et une mesure de Radon positive u telle que

(4.13)

Va € G, (1. 0my, (™) = [ a(e.du(z.).
n—+00 [p2d
Toute mesure p vérifiant (4.13) pour une certaine suite (fi,)nen
est appelée mesure de Wigner ou mesure semi-classique de la famille
(f"a>0. Une famille donnée peut donc avoir plusieurs mesures semi-
classiques. On remarquera que les suites (up) et (vp) étudiées dans
I'introduction admettent chacune une unique mesure semi-classique
que I’on notera fi, et p, et qui vérifient pour tout a € C$°(R2?),

/ a(z, €)djra(z,€) = (27) / (0, €)|B(€) e
R2d

Rd

[, e o€ = [ ale. o) Pz,
R2d Rd
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Pour chacune de ces deux familles, on voit apparaitre les points d’obs-
truction a la convergence forte dans le support de sa mesure semi-
classique. Nous nous concentrons maintenant sur la preuve du théo-
reme 4.5.

Démonstration. La quantité

In(a) = (f", Opp(a) /")

étant bornée en h pour toute fonction a € CgO(RM), on peut en
extraire une sous suite convergente I, ,(a). En considérant une partie
dénombrable dense de I'ensemble C$°(R2) et en utilisant un principe
d’extraction diagonal, on construit une suite h, pour laquelle Iy, (a)
a une limite pour tout a € C$°(R?9). L application qui associe & a la
limite I(a) de la suite I, (a) est une forme linéaire sur C§°(R??) et
I’inégalité de Garding montre que cette forme linéaire est positive.

Par ailleurs, en considérant une fonction x € C3°(R) telle que
0 < x <1, x(u) =0 pour |ul| > 2 et x(u) =1 pour |u| < 1, on
obtient par le lemme de Fatou

VR>0, I(1)<I(x(=*+¢€*/R))<C,

ou C est une constante strictement positive. On a donc I(1) < oo et
la positivité de I donne

Va € C*(R*),  I(|lal|poo(reay — a) =0,
ce qui implique un contrdle de type mesure de la quantité (a) :
Va € C°(R*),  I(a) <C [l oo (r2a)-

La forme linéaire I définit donc une mesure de Radon positive p
sur R2?, (]

L’utilisation des mesures semi-classiques s’est généralisée dans les
années 1990 avec les articles [LP93] ou [GL93] (voir aussi [GMMP97]).
Leur emploi a permis récemment de montrer d’importants résul-
tats sur la densité de suites de fonctions propres du laplacien sur le
tore (cf. [AM14]). En effet, on peut relier les mesures semi-classiques
aux limites faibles des densités de probabilité de présence comme le
montre la proposition suivante.
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Proposition 4.6. Soit 1 une mesure semi-classique de la famille (")
pour la sous-suite h,.

(i) Pour tout ¢ € C°(RY),

lim inf / @) @) P> /R o)l ).

n—+oo Jp.

(ii) Si (f")pso est h-oscillante, c’est-d-dire si

tiwsup [ [P — 0
h—0 |€|>R/h R—+4o00

alors pour tout p € C§°(RY),

fiminf [ oo (@)Pde = [ | plan(da.do).

n—-+o0o

(iii) Si ff converge faiblement vers f lorsque n tend vers +oo,
c’est-a-dire si elle vérifie

Vg e L*(RY), (f™.9) — (f,9),

n—-+0o

alors
(1) vae CREY, [ o ine.9 > [ a0 d
R2d R4
On notera 6(¢) ® |f(x)|?dz la mesure définie par le membre de

droite de I’équation (4.14).

Démonstration.

(i) On utilise la fonction x introduite dans la preuve du théo-
reme 4.5. On écrit pour R > 0,

[ el @Pde > (£ plax (5 D/R) 1)
> (£, 0py,, (p(2)x (€/R)) £ ) + O(hn).
En passant a la limite n — 400, on obtient pour tout R > 0,

fiminf [ @l @Pde> [ e@n (/R uldo.do)

n—-4o0o R

d’ou le résultat en faisant tendre R vers +oo.
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(ii) On remarque que la condition de h-oscillation implique que
pour la fonction x précédente, on a

limsup ( 7, o(x) (1= x (b D/R)) f') —> 0.

n——+o0o R—+o00

On obtient donc le résultat annoncé en faisant tendre n puis R vers
I'infini dans 1’égalité

[ el @)Pde = (1, e (hD/R) ™)
+ (/" p(@) (1= x (b D/R)) f)
= (", 0py, (p(@)x (¢/R)) £ ) + Ohn)
+ (", (@) (1= x (hD/R)) ™)
(iii) On pose g" = f* — f et on écrit pour a € C§°(R??),

(g™, Opy, (a)g™) = (1) + (2) + (3)

(1) = (", opyla) ™) [ ale Oulds, ),
R2d
(2) = {1.0py, (@)f) — (", Opy, (a)]) — 0

——00

(3) = (f,Opy, (a) ") = (Opy, @) f, " >

W// e 0 e

On en déduit que la mesure u(z, &) — | f(2)|?dr ® §(£) est une mesure
semi-classique de la famille (¢");~0 et est donc une mesure positive,
on en déduit la relation (4.14). O

Une application intéressante de la proposition 4.6 est proposée dans
larticle [GL93]. Soit § € L%(R?) et S une fonction localement inté-
grable dont la dérivée au sens des distributions est aussi localement
intégrable. On suppose que dS # 0 presque partout, alors on peut
montrer que la suite f"(z) = *5®)/"g(z) converge faiblement vers 0
lorsque £ tend vers 0. La preuve de [GL93] consiste a étudier la trans-
formée de Wigner de la famille ()50, et & démontrer que 'unique
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mesure semi-classique de cette famille est
u(,€) = |6(x) 2z @ 5(¢ — dS(x)).

Une fois démontré que la famille (f");~0 est h-oscillante, le résul-
tat (iii) de la proposition 4.6 implique que toute limite faible
de (f")p>0 est nulle sous la condition dS # 0 presque partout. C'est
une preuve relativement simple d’un résultat que la faible régularité
supposée sur la fonction S rend difficile a démontrer. Nous renvoyons
le lecteur intéressé a l'article [GL93].

4.4. Application 3 : calcul fonctionnel. Notre deuxiéme appli-
cation du calcul symbolique concerne le calcul fonctionnel qui permet
d’associer a certains opérateurs P un autre opérateur p(A) obtenu
comme « fonction » de P par une fonction continue ¢. Une fois établi
un tel processus, et dans le cas ou P est un opérateur pseudo-diffé-
rentiel, on peut se demander s’il en est de méme de opérateur ¢(P).

Rappelons qu’un opérateur P défini sur un espace de Hilbert H est
dit auto-adjoint s’il est égal a son adjoint, P = P*. Un tel opérateur
a un spectre réel :

sp(P) ={A € C| P — \id est inversible} C R.

Pour les opérateurs auto-adjoints, il existe un théoréeme spectral qui
joue le réle du théoreme de diagonalisation des matrices hermitiennes.
Ce théoréme permet de décrire un opérateur auto-adjoint P grace a
une mesure E(\) sur R supportée par le spectre de P et appelée
mesure spectrale de P, et a une famille de projecteurs R(\), appelés
projecteurs spectraux. On écrit

p= / NAE(VR()
R
et on a alors

Vf e L2(RY), Pf:/R(A)f/\dE()\).
R

Dans le cas de P’espace de Hilbert H = C?, un opérateur auto-
adjoint est donné par une matrice hermitienne A et la mesure F(\) est
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déterminée par les k valeurs propres distinctes de A, A\ < --- < A :
B0 = 3 60—\,
1<y<k

et, pour j € {1,...,k}, le projecteur R(\;) n’est rien d’autre que le
projecteur sur le sous-espace propre associé a ;. Dans le cas général,
la structure de la mesure E(\) est plus compliquée.

Toujours dans le cas H = C%, si F est une fonction continue sur R
et a valeurs dans C, on définit la matrice F'(A) par

F(A) = > F(\)R(M).
1<j<k
De méme, dans le cas général, on définit l'opérateur F'(P) par la
formule

F(P) = /R FOVR(NAE(N).

Nous renvoyons au livre [Dav95] pour une présentation du calcul fonc-
tionnel pour les opérateurs auto-adjoints.

Nous avons vu dans la section précédente que, lorsque le symbole a
est & valeurs réelles, 'opérateur Opy,(a) est un opérateur auto-adjoint.
Il est donc 1égitime de se demander ce qui reste de la nature pseudo-
différentielle de ’opérateur, une fois qu’on I’a transformé par le calcul
fonctionnel. C’est a cette question que répond le théoréme suivant.

Théoreme 4.7. Soit a € C§°(R?*?) 4 valeurs réelles et F € C3°(R).
Soit F(Opy(a)) Uopérateur associé par le calcul fonctionnel. Alors
dans L(L*(RY))

F(Opy(a)) = Opy(F(a)) + O(R).

Ce théoreme repose sur la formule de Helffer-Sjostrand qui sera
décrite dans la proposition 4.8 ci-dessous. L’idée sous-jacente a cette
formule consiste & étendre la fonction F en une fonction F définie
sur le plan complexe et comportant de bonnes propriétés. Par 1a, on
pense bien entendu au fait d’admettre des dérivées partielles en x
ou en y, mais aussi a des propriétés liées a la structure complexe.
Rappelons qu’a une fonction d’une variable complexe F , on associe

OF 1,0F OF
— == (* + Z—).
0z 2\ 0z oy
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Une fonction F qui est une fonction de C*(R?) en tant que fonction
des variables x et y et qui vérifie OF /0Z = 0 est dite holomorphe,
elle est alors analytique. On va donc chercher a étendre F' au plan
complexe en étant compatible autant que possible avec cette struc-
ture analytique. Comme on va construire un prolongement a support
compact et qu’il n’existe pas de fonctions analytiques & support com-
pact autres que la fonction nulle, ce prolongement F sera appelé
prolongement presque analytique au sens ou OF /0Z s’annulera sur la
droite réelle a un ordre aussi élevé que souhaité. Plus précisément, on
démontre la proposition qui suit.

Proposition 4.8 ([HS89] et [Dav95]). Soit F' € C3°(R). Pour tout
Ny €N, il existe un prolongement presque analytique, c’est-a-dire une
fonction F € C°(C) coincidant avec F sur R et telle que l'on ait
Uestimation

(4.15) Vz e C, laaﬁ(z) < C| Im(z)‘NO’
z
et ’égalité
1 ~
(4.16) VAER, F(\)= —/ — F(2)(\— 2)" ! dz,
™ Jc 82

ot dz est la mesure de Lebesque sur C (dz = dzdy ot z = x + iy).

La formule (4.16) est appelée formule de Helffer-Sjostrand. Nous
renvoyons a la fin de ce paragraphe pour la preuve de la proposi-
tion 4.8 et la construction de F' et démontrons maintenant le théo-
reme 4.7.

Démonstration. Soit maintenant a € C§°(R??) & valeurs réelles. L opé-
rateur Opy(a) est alors auto-adjoint par (4.1) et, par le théoreme
spectral ainsi que la formule (4.17), on peut écrire

(417)  F(Opp(a) = —— / ) (Opa(a) — )7 d=.

En effet, si z € C \ R, Popérateur Opy(a) — z est inversible et la
norme de la résolvante (Opjp,(a) — z)~! est controlée par la distance
de z au spectre qui est inclus dans R :

(4.18) 30 >0, [[(Ops(a) = 2) "l e@e) < €| Im(2)|™
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En choisissant Ny suffisamment grand dans (4.15), 'intégrale (4.17)
est bien définie.

Nous allons maintenant utiliser les formules de calcul symbolique.
Pour deux symboles b; et bs, on a

Op;,(b1)Opy(b2) = Opy(b1be) + Ry dans  L(L*(R?))

avec

I RAll 22

<C (s sup 9701w,y ) ( sup_ sup 670(w, )1 )
|B|<N zcRd |B|<N zeR4

pour un certain N € N. Nous allons appliquer cette formule a b =
a—zet by = (a—2)~!; ces symboles ne sont pas & support compact
mais générent néanmoins des opérateurs bornés (avec des bornes dé-
pendant de z) et a qui on peut appliquer le calcul symbolique. Ceci
permet d’écrire, pour tout z € C \ R,

Opy(a — 2)Opy((a — 2)7) = Opy(1) + hRy, = id +ARy,

avec || Ryl £(z2) < | Im(2)| =™ pour un certain Ni € N. En conjuguant
cette équation par la résolvante (Opj(a) — 2)~1, on en déduit grace
A (4.18)

Opy((a—2)7") = (Opy(a) — z) " + iRy = (Opp(a — 2)) " + KRy,

avec ”EEHL(B) < C|Im(z)|7™~1. En choisissant Ny > N; dans
(4.15), la formule d’Helffer-Sjostrand (4.17) donne alors

F(Opy(a =—/' (=) Opy((a — 2)™) d= + O(h)
(T
= - | ZF — )7t
Op (= /C S F()a =) dz) +0)
= Opy, (F(a)) + O(h). O
Il reste a démontrer la proposition 4.8.

Démonstration. Soit ﬁ la fonction de C dans C définie par

) (z,9)

(419)  Y(z,y) eR?, F(zx+iy) = <ZF
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ou x(z,y) = 6 (y/\/l + :c2> pour une fonction 6, paire, qui vaut 1
sur [—1,1] et 0 sur lintervalle | — 0o, —2] U [2, +00[. On remarquera
que

~ No - \k 2\
oF 1 (1y) . 1 (1y)
- (k) = pWo+1) (N \0F)

On en déduit que lorsque y — 0, pour tout z € R,
0 ~
et )| = O

d’oti le nom de prolongement presque analytique, puisqu’il est « ana-
lytique » (9zF = 0) sur la droite réelle.

Il reste & vérifier que la fonction F vérifie bien 'équation (4.16).
Pour cela, on va utiliser un domaine auxiliaire. On choisit C' > 0 tel
que

supp(F) C{z =z +iy € C||z| < C, [y| < C}
et on définit €25 pour & > 0 par

Qs ={z=z+iyeC||z|<C, i< |yl <C}.
On a alors

1 8 ~ 1 . 1 . 8 ~ —1
-2 /C 5 0 =2 de= i [ S0 e

Par ailleurs, en remarquant que 925 ne rencontre le support de F
que le long de deux segments, la formule de Stokes nous donne

1 -
_ - —_F — )L
7'('/()582 (z)(AN=2)""dz
i [N

- (ﬁ(ﬁia)u—x—myl —ﬁ(m—i&)()\—x—kié)’l)da:,
2 _N

pour un certain N € R qui peut étre pris de sorte que |\ < N.

Lorsque l'on remplace F' par l'expression (4.19), on voit apparaitre

la somme de trois termes

1 0 ~
—/ — F(2)(A — 2)71 dL(z) = Aso + Asq + As2
Qs

T 0z
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ou, pour j € {0, 1,2},

7 +N

Aéd a 2T _N

[(Gj(xﬂa)(xms—x)*l—Gj(x—ia)(x—w—A)*l d

avec pour tout (z,y) € R?,

Go(z +iy) = F(x)x(z,y),

Gi(z +iy) = iyF'(z)x(z,y),

Ga(x +iy) = O(Jy|*).
L’équation (4.16) vient alors de I'observation.

A F(A A A .
6,0 m ( )7 6,1 m 07 4,2 (5—)_>0 0

La preuve de ces trois limites conclut donc la démonstration de la
proposition 4.8. U

Il s’agit la de trois estimations élémentaires. Remarquons tout
d’abord qu’il existe une constante Cs telle que

Cz
s

(]Gg(x +i0)] + |Ga(x — i6)|) dx < 4N C 6.

Par ailleurs, la fonction 6 ayant été choisie paire, on peut écrire

§ [tV 1) T — A
45| = ‘/ F’(:c)&( )52 dz

_N \/1—|—af2 + (z — )2
<2 F'| sup |0 du
\;:w! [ sup0) NA1+M

5 (N = \)2 + 42
< gy s 1P suwlbllog (g

ce qui donne la convergence vers 0 de As ; lorsque ¢ tend vers 0. Enfin,
toujours en utilisant la parité de 6, on écrit

A —1/+NF(x) d 4 d )da
A (x = A2 +06%2 \/1+ 22
N

Y

1 [ ) du
_ﬂ/NAF(A+6U)X( 1+()\+5u)2>1+u2
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On a donc

ce qui conclut la preuve.

5. Opérateurs pseudo-différentiels sur une variété

Avant d’esquisser la maniere dont on étend la notion d’opéra-
teurs pseudo-différentiels au cas d’une variété, nous commencerons
par étudier la transformation d’un opérateur pseudo-différentiel semi-
classique par changement de variable. Cela nous permettra de mieux
comprendre la nature géométrique de ’espace des phases et de pou-
voir étendre ce calcul au cas des variétés.

5.1. Opérateurs pseudo-différentiels et changement de va-
riables

Soit £ un C' difféomorphisme d’un voisinage U de 2y € R? dans un
voisinage V de 0 € R%. Si 2 € U, s(x) est un vecteur de R?, k(z) =
(k1(2),...,kq(x)). On notera abusivement Vk la matrice dont les
lignes sont les vecteurs Vk;, c’est-a-dire la matrice de coefficient ieme
ligne, j-éme colonne Ok;/0x;(x). Comme x est un difféomorphisme
local, cette matrice est inversible pour tout z € U.

Si f est une fonction a support dans U, on lui associe k. f a support
dans V' définie par

kof = for™h
L’application k. ainsi définie admet comme inverse x*, définie par

K'f=fok.
Proposition 5.1. Pour tout a € C*(V x RY), on a
[£*Opy(a)rs — Opplao (T7K))l £ir2rayy = O(R),

(5.1) (T*K)(z,€) = (/i(w), tV/i(w)_lg) .

Démonstration. On remarque que si f est & support dans V,
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K" Opp(a)rs f () _
= (2rh) ¢ / a((k(z) + 2),€)ens MO =2) £ o =1 (2)dz de.
R2d
Apres changement de variable z = k(y), on voit que le noyau de cet

opérateur est la fonction
(5.2)

kn(z,y)= (27rﬁ)_d/ a(L(s(x) + r(y)), €)eFE @R W) 1 (y)de,
R4
ou J est le jacobien du changement de variable,

Jr(y) = [det (Vr(y))] -

Ecrivons
(53) kh(l', y) = hith(%(x + y)7 %(‘T - y))
avec
Kn(X,v) = (27) / L€ (KX 0/2)— k(X —hv/2))
Rd

X a(%(/@(X +w/2) + 8(X — Tw/2)), g) Jo(X + hw/2)d.

Ici encore, nous allons utiliser des formules de Taylor. Une formule
de Taylor & I'ordre 1 avec reste intégral permet d’écrire

Jo(X + hv/2) = Jo(X) + RA(X, hw) - v
ol A est une fonction sur R?¢ & valeurs dans R% dont les d com-
posantes sont indéfiniment dérivable, bornées ainsi que toutes leurs

dérivées partielles, uniformément par rapport a ki € |0, 1]. La formule
de Taylor a 'ordre 2 avec reste intégral donne

k(X + h/2) + k(X — hw/2) = 2x(X) + K2B(X, ho)v - v,

ol B est une fonction sur R?¢ & valeurs dans les matrices d x d dont
les coeflicients sont indéfiniment dérivables, bornés ainsi que leurs
dérivées partielles, uniformément par rapport a i € ]0,1]. Enfin, en
faisant deux formules de Taylor, I'une a ’ordre 3 et ’autre a ’ordre 1,
on obtient

K(X +Tw/2) — k(X —hw/2) = hVK(X) - v + B3C(z, ) [v, v, )],
eré (R(XH50)=r(X=3v)) — (i&(VR(X)0)(1 1 12¢ . D(X, Tw)[v, v, v]),
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ot les fonctions C et D sont définies sur R2? et & valeurs dans l’en-
semble des formes trilinéaires sur R? (on note ¢[vy, va, v3] action sur
le vecteur (vi,vs,v3) € (R?)? de la forme trilinéaire ¢). De plus ces
fonctions C' et D sont C°°, bornées ainsi que leurs dérivées partielles,
uniformément par rapport a /i € |0, 1]. On peut donc transformer Kj,
de la facon suivante

Kn(X,v) = (27) 4 / (VR o (4 X), ) Ju(X)dE + hRu(X, ),
Rd

avec

Ri(X,0) = 30 [T 000, (X, ¢ oo

o] <3

ou les fonctions ©,,; sont C* et a support compact en &, et pour tout

B e N¢, 3§@a,h est bornée uniformément par rapport a i € |0, 1]. On

utilise alors une intégrations par parties en v pour écrire

Ky(X,v) = (2m) ¢ / ! VAV, (15(X), €) Jo(X)dE + h Rp(X, v).
Rd

Puis, on fait le changement de variables ¢ — ‘Vk(X)7!¢, ce qui

donne

Ki(X,v) = (27r)d/ e“va (k(X), 'VK(X) ) d€ + h Ry(X,v).

R4

On va maintenant travailler la fonction Rj en utilisant a nouveau

des intégrations par parties pour transformer les puissances de v en

dérivées en £ ; dans le pire des cas, il faut faire trois intégrations par

parties successives et on obtient

Ri(X,v)
-y / GV (—iV k(X)) 10¢) O n(X, 'VK(X)LE, )T (X) L.
|a|<3

Les estimations énoncées sur les fonctions ©, 5 permettent d’obtenir
qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout & € |0, 1],

/ sup |Rp(X,v)|dv < C.
R4 X eRd

L’opérateur de noyau (x,%y) — h™ %R, (%(x +vy), %(x —y)) est donc,
par le résultat du corollaire 2.2, uniformément borné sur £(L?(R%)).
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Par ailleurs, au vu des équations (5.2) et (5.3), on en déduit

kn(@,y) = kn(z,y) + A Ry (3 +y), 1z — 1))

avec

kn(z,y) = (2rh)~? /

e%g.(x—y)a(ﬁ(%(x +)), tVl{(%(SU + y))_1§> dg§.
R4

Les opérateurs de noyau kj(z,y) et kj(z,y) sont donc égaux a O(h)
prés dans £(L2(R?)). Or la fonction ky(x,y) est le noyau de Popéra-
teur Opy(ay). Les opérateurs k*Opy(a)ks et Opy(ay) different donc
de O(h) dans L£(L?(R%)). O

5.2. Opérateurs pseudo-différentiels sur une variété et na-
ture géométrique de I’espace des phases. Le résultat de la sec-
tion 5.1 va permettre de définir les opérateurs pseudo-différentiels sur
une variété M. Rappelons que lorsque M est une sous variété de R?,
il existe une famille d’homéomorphismes G dont les éléments v en-
voient des ouverts U, de M sur des ouverts V,, de R? avec les deux
propriétés suivantes :

(1) Les ouverts Uy recouvrent M, M = J,¢g Uy,
(2) Les recouvrements sont réguliers : si v1,7v2 € G, alors y2 0] !
est une application C* de v1(U,, NU,,) dans y2(U,, NUs,).

On appelle la famille {(v,U,), v € G} un atlas pour M et on dit que
I’élément U, est une carte locale de M.

Ce sont ces cartes locales qui permettent de définir des fonc-
tions C sur la variété M. Une fonction f de M dans R*, k € N, est
dite C si pour tout v € G, la fonction f, oy~ est une fonction C>
de V, dans RF.

Nous allons définir deux fibrés vectoriels au-dessus de M : le fibré
tangent a M que 'on note T'M et le fibré cotangent & M que l'on
note T*M. Le fibré T M est la collection des espaces tangents T, M
aux points x € M et le fibré T*M est la collection des espaces T M
qui sont les espaces duaux des espaces T, M, c’est-a-dire les espaces
des formes linéaires sur T, M.
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Si k est un C* difféomorphisme local de M, il induit une application
Tk de TM dans lui-méme et une application 7%k de T* M dans lui-
méme définies comme suit : notons z les éléments de T, M et £ ceux
de TxM, on a

Tpk: ToM — TyyM, 2+ Vi(2)z,
et Tik:TyM — T M, & — 'Vi(z)" '€
On remarque que 'on a
VzeTpyM, Tir(&)(Tyk(z)) =E(2).

Ces notions sont triviales lorsque M = R? mais il est intéressant
de remarquer que les regles de transformation du symbole d’un opé-
rateur pseudo-différentiel par changement de variable énoncées en
(5.1) dans la proposition 5.1 montrent que le symbole définit une
fonction de 'espace cotangent de RY. C’est cette remarque fonda-
mentale qui permet de définir les opérateurs pseudo-différentiels sur
M en prenant pour ensemble de symboles des fonctions & support
compact dans T*M. En utilisant les cartes locales, on transporte sur
la variété M la notion d’opérateur pseudo-différentiel définie sur R?.
La regle de transformation par changement de variable permet alors
de recoller les définitions a l'intersection de deux cartes au premier
ordre en h. Ces opérateurs sont donc définis modulo des restes de
taille O(h).

11 faut noter que les résultats de calcul symbolique (adjoint, compo-
sition), ainsi que ceux concernant le calcul fonctionnel restent valables
dans le cadre du calcul pseudo-différentiel semi-classique sur une va-
riété. Il en est de méme pour le théoréme d’Egorov (théoreme 4.2) et
ce résultat sera utilisé dans le texte de Nalini Anantharaman (ce volu-
me, [Anal4]). Néanmoins, la dépendance temporelle du reste dans le
théoreme d’Egorov peut différer du cas euclidien et est fortement
reliée a la structure géométrique de la variété M ; il peut par exemple
étre exponentiellement grand, en O(he*) pour un certain A > 0.

Nous terminons ce paragraphe par une remarque sur la structure
géométrique de ’espace des phases. Il est usuel de munir ’espace
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cotangent T*R? d’une structure d’espace symplectique par la 2-forme
w=diNdr =Y d& A dax;.
1<<d

Une bonne transformation de ’espace des phases est une transforma-
tion qui préserve cette structure symplectique. De telles transforma-
tions sont appelées transformations symplectiques ou encore trans-
formations canoniques. On peut vérifier que 'application T%k définie
par (cf. équation (5.1))

Tk : (z,8) —> (/@(:13), ter(:E)_lg)
est une transformation canonique. Il en est de méme pour I'applica-
tion
(.CL‘, 5) — qbt(xv 5)
définie en (4.11) du paragraphe 3.3 donnée par le flot hamiltonien
associé au symbole de l'opérateur de Schrodinger.

6. Opérateurs pseudo-différentiels sur le tore

Dans ce dernier paragraphe, nous allons définir les opérateurs pseu-
do-différentiels sur le tore et décrire des propriétés de ces opérateurs
qui sont utilisées dans le texte de Nalini Anantharaman (ce volume,
[Anal4)).

6.1. Définition. Rappelons que le tore en dimension d est le grou-
pe T¢ défini comme le quotient

T¢ = R? < (2nZ)%,

c’est-a-dire ’ensemble des classes d’équivalence pour la relation : xRy
si et seulement si x —y € (27Z)¢, muni de la loi induite par I’addition
sur RZ. Tl existe donc une projection naturelle (qui est un morphisme
de groupe)

7R — T
qui associe & tout réel sa classe d’équivalence dans le tore T¢.

A une fonction f définie sur le tore T%, on associe la fonction fom
qui est une fonction (27Z)%périodique sur R?. Réciproquement, une
fonction (277Z)? périodique sur R? définit naturellement une fonction
sur le tore TY. L’ensemble des fonctions sur T¢ est donc en bijection
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avec I’ensemble des fonctions (277Z)%-périodiques sur R%. Dans la suite
nous utiliserons cette bijection et identifierons les fonctions sur T¢
avec les fonctions (27Z)%-périodiques.

Considérons maintenant un observable a, c’est-a-dire une fonction
sur l’espace cotangent du tore T*T¢ = T x R? et notons encore une
fois kp(x, %) la fonction définie pour x,y € R% par

60 nle) = e [ a(ba+ ), €)ee

Remarquons que la fonction a étant & support compact en £ et du fait
de l'identification ci-dessus, la fonction kj est bien définie et vérifie

(6.2)  Vr,yeRY Vne (2r2)¢,  kn(z,y) = kn(z + n,y +n).

On définit alors I'opérateur pseudo-différentiel de symbole a par son
action sur les fonctions f € CO(T¢) par la méme formule que dans le
cas euclidien :

(6.3) On()f(@) = [ () )

o, 14 aussi, on a utilisé I'identification des fonctions sur le tore T¢
aux fonctions de R% qui sont 27-périodiques. Remarquons que pour
tout z € RY, la fonction y + ky(z,y) est une fonction continue &
décroissance rapide en y; par conséquent, la formule (6.3) définit
bien un réel pour toute fonction f localement intégrable et bornée,
ce qui est le cas en particulier si f est continue et 2mw-périodique.
La proposition suivante nous montre que l'opérateur Opy(a) envoie
une fonction sur le tore en une fonction sur le tore et permet ainsi de
définir le calcul pseudo-différentiel sur le tore.

Proposition 6.1. Soit f € CO(T?) et a € C°(T? x RY), la fonction
x + Opy(a)f(x) est une fonction (2wZ)-périodique que l'on peut
donc identifier & une fonction sur le tore T,

Démonstration. Soit x € R% et n € (27Z)%, on a

Opp(a) f(z + 1) = /R nla -+ m,y) F(y)dy.
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Mais, comme la fonction kj vérifie (6.2), le changement de variable
y — y +n donne

Opn(a)fa +) = [ kol o+ ) fly + )y
=/ kn(z,y) f(y +n)dy
R4
= [ () f )y = Opy(@)f )

puisque la fonction f est elle aussi (QWZ)d—périodique. O

Remarque 6.2. On peut aussi décrire 'action de Op;,(a) avec un noyau
défini sur T¢ x T¢ :

wet, op@f@=[ (X khan))f( )dy.

ne(2nZ)e
Démonstration. En effet, on va décomposer Pespace R% en l'union
disjointe d’hypercubes (C),,czd, ol pour n € (27Z)%, on pose
C, = 2mn + T%

On écrit alors

Opy(a Z/khxy y)dy

ne2nzd

= Z / kn(z,y +n)f(y +n)dy

ne2nzd
=/ ( > k(z,y+n )f(y)dy,
ne2nZd
ou l'on a fait le changement de variable y — y + n et utilisé la
périodicité de f. O

Il peut étre éclairant de voir le lien entre les opérateurs ainsi définis
et I’analyse en coefficients de Fourier que ’'on fait classiquement sur
le tore. Pour f € L?(T?), I'analyse de Fourier permet d’écrire

= Z ‘)/c\(k)ezka: avec ]/c\(k;) — (277-)*61 y f(a:)e”’”dq;

kezd
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Rappelons la formule de Plancherel et ses conséquences sur le produit
scalaire

17122 ay = @0 ST IFRIZ (F.g) = @) S Fik)g(k)

kezd kezd
Proposition 6.3. Soit a € C§°(T¢ x R?) et
a(©) = r)" [ ale. e da.
Alors pour tout f € S(T?),
(64)  Opy(a)f(@) = D ax—j(3hlk + 7)) F(H)e™.
k,j€Zd

Démonstration. On part de ’équation (6.3) dans laquelle on injecte
la formule (6.1), ce qui donne

Opy(a)f(z) = (27T)d/ a(3(x +y), he) e’ @) f(y)dy de,
Rd xRd
ou l'on a fait le changement de variable & — h&. On fait ensuite

apparaitre les coefficients de Fourier dans I’expression de Opy(a) f(x),
en utilisant les formules :

= Z f(j)eij-y et a(z,§) = Z 6g(£)e”'x,

jezd tezd
On a donc
Opy(a) f(z) = (2m) ™) / FG)ae(h)eié G +idu+it-a+9) 2 gy ge.
jezd

Une intégration en y fait apparaitre la masse de Dirac §(§ —j — ¢/2).
On obtient

Opy(a)f(z) = Y Fi)ae(h(j+£/2))e™0T0.
J,lezd
Le changement d’indice k = j+¢ donne j+¢/2 = (j+k)/2 et permet

d’écrire

Opy(@)f(x) = > F(i)an—;(3h(k + j))e™ ™. O

k,jeZ?
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La formule (6.4) est a rapprocher de celles obtenues en utilisant
la formule d’inversion de Fourier pour exprimer les opérateurs de
multiplication en position et en impulsion : soit ¢ € C§°(T?) et ® €
C&°(RY), pour f € L?(T%), on a

p(z)f(x)= D @lk—5)fG)e*".
JkeZ?
On remarque que Opy(¢(z)) est bien 'opérateur de multiplication
par ¢. Par ailleurs, on a

®(AD)f(x) = Y B(hk)f(k)e™™,

kezd
ce qui s’écrit aussi
(hD)f(x) = 3" @) ()™
j,kezd
=) ®(hj)0—; F(§)er "
J.kez?
= Y ®(hlk+7)d—i f(G)e,
j,kezd
de sorte que
Opp(®(£)) = ®(hD).
La formule (6.4) fait jouer des roles symétriques a j et k. Remarquons
qu’il s’agit bien de la quantification de Weyl : si a est a valeurs réelles,
Popérateur Opy(a) est auto-adjoint du fait que (k+ j7)/2 apparait
dans la variable £ et non k ou j.

6.2. Caractére borné sur L2(T?). On peut utiliser la formule (6.4)
pour démontrer que 'opérateur Opy(a) est uniformément borné sur
L?(T%). On se ramene grace a la formule de Plancherel & un résultat
sur I'espace £2(Z) des suites de CZ de carré sommable et on utilise
une version discrete du lemme de Schur (lemme 2.1).

Lemme 6.4. Soit P un opérateur défini sur C% par

(6.5) Yu = (un)nez, (Pu)n = Z AmgUg.
LeZ
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On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que la famille
(Amg)(n’g)ezz vérifie

Zsup\An’d <C et Zsup]An,A <C.

nez €L ¢ez, €L

Alors P est un opérateur borné sur (*(Z) et ||P|| g2z < C.

Ce lemme se démontre de la méme maniere que le lemme de Schur
sur L2(R?) et nous laissons sa preuve en exercice. On l'utilise en
remarquant que la formule de Plancherel permet de ramener ’étude
de Opy(a) sur L2(T9) & Pétude sur ¢2(Z) de Popérateur P défini
par (6.5) avec

—~ + /¢
Ang = an,g<h”7), (n,¢) € Z2.
On peut alors appliquer le lemme de Schur et on obtient la proposition
suivante.

Proposition 6.5. Soit a € C§°(T% x R?), et C la constante strictement
positive définie par
C=>" sup [ar(&).
kez EER?
On a

VheRY, [Opu(a)llger2(ray < C-

La famille d’opérateur (Opp(a));s est donc une famille uniformé-
ment bornée de L(L*(T?)).

6.3. Propriétés. Les opérateurs pseudo-différentiels sur le tore
jouissent des mémes propriétés que ceux que nous avons définis sur
R? : caractére borné sur L?(T9), calcul symbolique, role prédominant
de la diagonale dans le noyau. En revanche, la formule donnant la
norme Hilbert-Schmidt comme l'intégrale du module au carré du
symbole est un peu différente du cas euclidien.

Proposition 6.6. Soit a € C°(T? x R?), alors

(6.6) 10p4(a) s ~nso (27h) 2|l p2(gzay.
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Il faut comparer ce résultat a celui de la proposition 3.1 dans le
cas euclidien. En effet, pour un opérateur pseudo-différentiel sur R,
la relation (6.6) est une égalité alors que sur T¢, on a seulement un
équivalent.

Démonstration. On utilise la base hilbertienne de T¢ donnée par les
fonctions (ex)pezd,
en(x) = (2m)"Y2%e*T | ezl
La formule de Plancherel donne
10Dh(@enlBarsy = S [@nn (b + n/2)[

neza
On en déduit

~ 2
1Op(a)lfis = Y @y (h(n+p/2)).
n,peZ?
Par définition des sommes de Riemann,

S bt p/2) o 0SS [ @R

n,pEZ4 pEZd
On a donc
2 —d 2
[0ps (@) s ~am (27) % [ Ja(s, ) Pdwde,
TdxRd
ou l'on a utilisé encore une fois la formule de Plancherel,
veeRY,  2m)4) T a,(¢) = 2d a
EeRY (2m)° ) ap(€) = | la(z,)["dx.
PEL T
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