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FLUIDES GEOPHYSIQUES

par

Jean-Yves Chemin

Résumé. Dans ce dernier texte on s’intéresse a ces mémes équations,
soumises & 'influence de la force de Coriolis (due & la rotation de
la Terre). Le petit parameétre est alors le rapport entre la vitesse
caractéristique du fluide et la vitesse de rotation de la Terre. On
montre que ce systéme est en quelque sorte intermédiaire entre les
équations de Navier-Stokes bidimensionnelles et tridimensionnelles,
et en particulier que sous 'effet d’une forte rotation, la théorie de
Cauchy est proche du cas bidimensionnel (méme si le systéme par
lui-méme est tridimensionnel).
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5.1. Introduction

La modélisation des fluides géophysiques est trés complexe. Par
exemple, un modele de circulation océanique doit prendre en compte
la rotation de la Terre, mais aussi la topographie du fond, le vent
en surface, la salinité, la température... Nous considérerons ici un

Publication originelle dans Journées X-UPS 2010. Facettes mathématiques de la
mécanique des fluides. Editions de ’Ecole polytechnique, 2010.
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modele trés peu réaliste, mais qui met bien en évidence 'influence
que peut avoir une rotation rapide sur un écoulementY). Nous ren-
voyons par exemple a [5] pour des modeles plus réalistes, et a [3]
pur une discussion autour de ce modeéle, ainsi que d’autres résultats
mathématiques.

Nous nous placerons dans le tore ; soient a1, as et ag trois nombres
réels strictement positifs, on définit le tore associé par

3
T < [[(R/a;2)
j=1

Dans toute la suite, nous supposerons par souci de simplicité que
a; = 1, mais les résultats de cet exposé sont valables pour un quel-
conque triplet (a1, as,as). Considérons donc le systéme suivant :

Opuf — Auf + P(uf - Vus) + 1Luf =0
(NSC.) avec Lw & P(e3 A w),
u€|t:0 = ug avec divug = 0,

ou P est la projection orthogonale sur les champs de vecteurs de
divergence nulle et L I'opérateur de Coriolis. Notons que l'opérateur L
est antisymétrique, c’est-a-dire

Vo, dive =0 = (Lv|v)2 = 0.
Nous prendrons la définition suivante pour la transformée de Fourier :
(5.1.1) vn € Z®,  h(n) = Fh(n) & / e 2T (1) da,
T3
et n - x est le produit scalaire de (ny,ng,ng) par (x1,xe,z3). Le pro-
jecteur de Leray P s’écrit

) 1 n% ning ning
F(Pv)(n) = B(n)i(n) avec B(n) < 1d—— [ noni nd nong

|n n 2
311 N3n2 N3

Donnons la définition des espaces de Sobolev dans ce contexte
périodique.

(WA Véchelle de temps de la circulation océanique, la Terre tourne vite.
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Définition 5.1.2. Une fonction h (ou une distribution pour les indices
négatifs) est dans l'espace de Sobolev H* si et seulement si

1R)3s 57 (1 + ) R(n)? < +oo.
nEZ3

Sans surprise aucune, les définitions 2.2.1 et 2.2.2 de [4] peuvent
étre reprises mot pour mot.

Définition 5.1.3 (Solution faible). On dit qu'un champ de vecteurs u®
dans L?([0,T] x T3) est une solution faible de (NSC.) associée a
la donnée initiale ug si pour tout champ de vecteurs ¢ dans
C>(]0,T] x T3), de divergence nulle, on a

/ u® - P(t,x)dx = / uo(x) - ¢(0, z)dx

T3 . T3

— / / <fu5 - A¢+ 1Lu6 cp—utRu Vo —u- Btgb) (', z)dxdt’.
0 J13 €

Définition 5.1.4 (Solution turbulente). On dit qu’un champ de vecteurs
uf appartenant & l'espace L>°([0,T]; L%(T3)) N L2([0, T); H*(T?)) est
une solution turbulente de (NSC;) si, pour tout champ de vecteurs ¢
dans C*°([0, T] x T?), de divergence nulle, on a

[, ottaido = [ uofe) - 6(0. 2z
T T
t 1
—/ / (—uE-Aqﬁ—i-fLu-qﬁ—uE@uE : Vd)—us-atd))dxdt’
o J13 €
et si, pour ¢ € [0, T,
1 t 1
SO+ [ 190 (@) e < Sl

Le théoréme 2.3.1 de [4] d’existence de solutions turbulentes pour
le systeme (NS) se transpose sans aucune difficulté dans ce cadre
grace a lantisymétrie dans L? de I'opérateur de Coriolis L. D’ou le
théoreme suivant.

Théoreéme 5.1.5 (Existence globale de solutions turbulentes)

Soit ug un champ de vecteurs de divergence nulle, dans L*(T3).
Pour tout € positif, il existe une solution turbulente u®, au sens de la
définition 5.1.4, associée a ug pour tout temps T > 0.
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De méme, le théoreme de H. Fujita et T. Kato (théoreme 2.4.2
de [4]) se généralise sans la moindre difficulté au systeme (NSC;).

Théoréme 5.1.6 (Existence et unicité de solutions dans H'/2(T?))

Soit uy un champ de vecteurs de divergence nulle, dans Hl/z(']I‘3).
1l existe un unique temps mazximal T et une unique solution u® dans
L([0,T7; HY2(T3)NL2([0, T]; H3/2(T?%)) pour tout T < T. De plus,
il existe un T strictement positif tel que, pour tout € strictement posi-
tif, on ait T < T. En outre il existe une constante ¢y > 0 (indépen-
dante de €) telle que pour toute donnée initiale ug dans HY?(T3) de
norme inférieure a cy, on ait T = oo.

Il est a noter que la présence de 'opérateur de Coriolis perturbe
treés fortement les énoncés d’existence et d’unicité globale a données
petites dans L3 ou dans BMO™! (voir (2.4.11) dans [4]). Les énon-
cés tels que le théoreme 2.4.4 sont trés probablement faux dans ce
contexte.

Nous allons étudier dans cet exposé 'effet stabilisant de la rotation
rapide. Le théoréeme est le suivant.

Théoréme 5.1.7 (Régularité globale pour le systeme (NSC.))

Soit ug un champ de vecteurs de divergence nulle appartenant
a HY2. Il existe un nombre réel strictement positif ey tel que, pour
tout € < ey, il existe une unique solution globale pour (NSC.) dans
l’espace

CY(RT; H'2(T%)) 0 LA(RT; HY(T?)).
De plus, on a, pour tout € < gg,
2 2 2 4
ol e ey + Bt ey < o2z exp(Clunll2).

Avant d’entrer dans la structure de la démonstration d’un tel théo-
reme, nous allons étudier un cas modele dans le cadre des équations
différentielles ordinaires.

5.2. Etude d’un cas modéle

Soient E un espace hermitien de dimension finie d, A une applica-
tion linéaire anti-hermitienne de E dans E et B une application bili-
néaire (que 1’on supposera sans restriction de généralité symétrique)
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de E x F dans F. Nous allons étudier I'asymptotique, lorsque ¢ tend
vers 0, de la famille suivante d’équations différentielles ordinaires :

. 1

Te + gAxE + B(zzyx:) =0

(Ee)
z:(0) = xo.

el

On désigne par (iA;)1<j<q les valeurs propres de A et par (€] )1<j<d

les vecteurs propres de A. L’application B s’écrit alors
ik, 0=
(5.2.1) B(z,y) = Z bfwx ye;.
7.kl

Introduisons maintenant le concept d’ensemble résonnant.

Définition 5.2.2. 1’ensemble résonnant K est ’ensemble de triplets
(4, k,£) de {1,...,d}> tels que \j = A\ + .

Ceci signifie qu'un triplet (j, k, £) est résonnant si le produit d’une
oscillation de mode A; par une oscillation de mode A\, produit une
oscillation de mode A;.

Nous allons maintenant définir ’application bilinéaire « limite »
(nous verrons pourquoi ce terme dans un instant) B.

Définition 5.2.3. L’application bilinéaire limite, notée B est 'applica-
tion bilinéaire de E x E dans F définie par
déf. ik A=
B(z,y) = Z b?c,ﬂ ye;.
(3,k,0)eK
Le théoreme décrivant I’asymptotique de la famille d’équations dif-
férentielles ordinaires est le suivant.

Théoréme 5.2.4. Soit xoy un point de E et y la solution mazimale du
systeme

(Eo)

{y—l—B(y,y) =0 sur [0, T™[.

y(0) = zo
Alors, pour tout T < T*, il existe un €y strictement positif tel que
pour tout € € |0,e¢], la solution de (E.) est définie sur [0,T] et

15 Sty le0) A/l =0

ot A désigne la solution de A= AA avec A(0) = Id.
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Remarquons que rien ne s’oppose a ce que ’ensemble résonnant
soit vide. Par exemple, dans Pespace R?, prenons

aet. (0 —1
A (1),

Dans ce cas, le théoréme ci-dessus dit simplement que, pour tout g
de R?

lim T2 (20) = T, 1i = —0.
lim 72 (wg) =00 et V ,agrg)tesgé%]\\xs(t) A(t/e)xol| = 0

On voit que I’on est trés loin du temps de vie donné par une estimation
de norme euclidienne qui ignorerait la rotation.

Pour démontrer le théoréme 5.2.4 nous allons procéder a un « fil-
trage » des oscillations c’est-a-dire que ’on pose

ye(t) & A(—t/)ae(t).

Comme A est un groupe & un parameétre d’isométries, il suffit de
démontrer que y. converge vers y. Un calcul tres simple montre que y.
est solution de

=~ ye+Ba(yaaya) =0
ya(o) =20

Be(y,2) & A(=t/) B(A(t/e)y, A(t/2)z).

) . ey déf.
Formons I’équation vérifiée par . = y. — y. On trouve

8 +2B.(6:,y) + Be(6:,6.) = f-(t) avec f-(t) S Ba(y,y) — By, y)

avec une donnée initiale nulle. Par définition de I’ensemble résonnant,
la différence B, — B est constituée de termes rapidement oscillants en
temps ; plus précisément, on a

(5.2.5) f-(t) = Z e_i()\j_)\k—)\e)t/fbi’eykyﬁe—j).
(kO ER

Introduisons la quantité

5.(t) E 5.+ At/e)Fo(t) avec F.(t) /0 t fo(t)at.
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Notons que bien sir
et =Ae=A)t/e _ |

F.(t) = ie Z SV VY bfwykyge_j>
Groge TR
et donc lim._,o supyepo 7y | F=(¢)|| = 0. Ainsi donc, on a
0. +2B:(d,y) + B(0.0.) = f_(t) avec iy S I1£.®) = 0.

C’est une exercice laissé au lecteur que de démontrer que le temps de
vie T, de 9, tend vers T™ le temps maximal d’existence de y. La fin de
la démonstration du théoréme 5.2.4 est également laissée au lecteur.

Pour démontrer le théoreme 5.1.7, nous allons suivre la méme
démarche que celle exposée dans le cas modele ci-dessus. Les étapes
seront les suivantes :

(1) définition et étude du systeéme limite et notamment démons-
tration de I'existence globale de solution réguliere pour ce systeme.
(2) Démonstration de la convergence.

5.3. définition et étude du systéme limite

5.3.a. définition de I’ensemble résonnant et du systéme li-
mite
Commencons par étudier I'opérateur L. Sur chaque mode de Fou-
rier, opérateur L est donné par la matrice
ning n% + n% 0

1
n= "3 —n? —n3 —ning 0

|
nons —nins 0

Ses valeurs propres sont
0, ing/|n| et —inz/|n|-

Si nyp, et (n1,n2) # 0, les vecteurs propres correspondants ey(n),
et (n) and e~ (n) sont donnés par
eo(n) =4(0,0,1)
1 . .
#(n) = —=——— "(nang F ina|n|, nans £ iny|n|, —|ny|?)

V2[n|[n|

et si np, = 0 par

(n) =1 (0,0,1) et e*(n)

et e

1,
= —(1, 4i,0).
\/é( i,0)
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Nous travaillons sur des champs de vecteurs de divergence nulle,
ce qui se traduit en Fourier par n-e*(n) = 0. Donc I'espace vectoriel
*(n)

vérifient cette condition. Ainsi, c’est donc eux que nous utiliserons

de chaque mode de Fourier est de dimension 2. Les vecteurs e

dans tout la suite.

Si a est un champ de vecteurs de divergence nulle, on désignera
par a,(n) la projection de a(n) sur le vecteur e?(n) parallelement &
e~ %(n).

Dans l'esprit des définitions 5.2.2 et 5.2.3, nous allons définir 1’en-
semble résonnant ainsi que l'application bilinéaire « limite ».

Définition 5.3.1. Pour chaque fréquence n, I’ensemble résonnant est
'ensemble K(n) des (k, o) de Z3 x Z3 x {£}3 tels que

k3 n3 — k3 ns

(5.3.2) 01— + 09—+ — 03—
|| In — k| n|

=0.
L’application bilinéaire « limite » est définie par

(5.3.3) O(a,b) &
F1 Y (a0,(k) - (n = k) (bon(n — k) - €7 (n))e” (n).

(k,0)EKR

Comme nous allons le voir, la non-linéarité limite a des propriétés
trés particulieres dues notamment au fait que I’ensemble résonnant
est relativement petit. Cette idée prend son origine dans [1]. Cette
non-linéarité limite, qui provient du terme u-Vu en dimension 3 d’es-
pace possede des propriétés proches de 'opérateur u - Vu en dimen-
sion 2. Tout d’abord, montrons que cette non-linéarité vérifie I’égalité
d’énergie

(5.3.4) (Q(u,v) | v)r2 =0.

En utilisant Fourier-Plancherel, le fait que les champs de vecteurs u
et v sont réels et la définition de Q, on trouve que

(Qu,v)[v)r2 = Y ugy (k) (= k) voy(n — k) - vy (—n)

(k,n,0)ek
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avec K & {(k,n,0) € Z3 x 73 x {£}3 | (k,0) € K(n)}. Le fait que u
soit de divergence nulle implique que

(Qu,v)[v) 2 == D gy (k) - (~n)vey (—n) - voy (n — k).

(kn,0)eK
Soit 6 définie par
73 X 73 x {£)}3 — 73 x 73 x {£}3
(k,n,o) — (k,—n + k,01,—03, —02).

C’est une bijection de Z* x Z* x {£}3 dans lui-méme telle que
0(K) = K. Il apparait alors que (Q(u,v) | v)r2 = —(Q(u,v) | v)r2,
ce qui démontre (5.3.4).

La petitesse de I'ensemble résonnant est décrite par la proposition
suivante.

Proposition 5.3.5. Soit K(n) l'ensemble des k de 73 tels qu’il existe
o € {£}? tel que (k,0) soit dans K(n). Il existe une constante Cj
telle que, pour tout entier positif j et tout n dans 72,

card K;(n) <Co2%  avec K;(n) el Kn)n{kecZ®| 29 <|k|<2 ).

Pour démontrer cela, il suffit d’observer (par un calcul omis) que

k n3 —k
H <013+O'2n3 3 —O'3ng> =0
L AT

ce qui implique que

2
(3l = n2Inf2 + (ng = ks |k [ = n3lk — nf|kl?)
= 4k3(n3 — k3)?|k|*In — k*In|*.

Cette expression est un polynéme de degré 8 en k3. Donc, I’ensemble
K;(n) contient au plus 8 x card(B(0,27) N Z?) éléments. Dot la pro-
position.
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5.3.b. Existence et stabilité globales pour le systeme limite
Cette relative petitesse de I’ensemble résonnant est la clef pour

démontrer le théoreme d’existence et unicité globale suivant.

Théoreme 5.3.6. Soit ug un champ de vecteurs de divergence nulle de
L?(T3). Il existe une unique solution u de

{Gtu — Au+ Qu,u) =0

Ujt=0 = U0

(NSCL)

dans Uespace Cp(RT; L2) N L2(RT; HY), o C) désigne ensemble des
fonctions continues, bornées. De plus, si ug appartient d Hl/z(']I‘3),
alors u appartient o Cy(RT; HY?) 0 L2(RT; H3/?).

L’idée de la démonstration est la suivante. La petitesse relative de
I’ensemble résonnant fait que la non-linéarité se comporte comme en
dimension 2 d’espace. Plus précisément, on a la proposition suivante,
que nous admettrons pour l'instant.

Proposition 5.3.7. Soit («, 3) un couple de nombres réels tels que
a+B>0 et (a,B)€]—o0,1].
Alors on a

1Q(a; )| grasa—2 < [lal[ma |l s

Grace a lestimation d’énergie (5.3.4), on peut démontrer par
compacité 'existence globale de solutions dans l’espace d’énergie
L®(R*; L?)N L?(R*; H'), comme expliqué au paragraphe 2.3 de [4].
Pour démontrer I'unicité, on écrit que, si u et v sont deux solutions
de (NSCL), on a en posant w = u — v,

{atw — Aw + Q(u,w) = Q(w,v)
w‘tzo = Uup — Ug.

Par estimation d’énergie, on a, d’apres (5.3.4),
1 2 ¢ / /
538) FlwEs+ [ IVl

= o2 + /0 (Qu ('), v(t')) | w(t)) udt’
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La proposition 5.3.7 appliquée avec o« = 5 = 1/2 assure que
(Qw(t),v(t) | w(t)) L2 < Cllw(t) gar2llo@)l a2l V()| /-
Par interpolation, on trouve que
(Qw(t),v(t)) [ w(t))
< OV @) 32 o) 157 1o ()5 w5

En utilisant I'inégalité de convexité

3 1
CLb < 1(14/3 + Zb4,

on trouve que

(Qw(t),v(t)) | w(t)) 1
1 / / /
§|!Vw( NZz + Cllo@)I72 Vo)1 Z2 llw ()72

Appliqué a (5.3.8), ceci donne, grace au fait que ||v(t)|| ;2 est décrois-
sante,

t
lw(t)]122 + / IVe(t)|2adt

t
< llwoll22 + llvol 2 / IV () 2 () | 2.

Le lemme de Gronwall joint a I’estimation d’énergie sur v assure que

t
lew(®)122 + /0 IVt 22t < [lwo]Z2 exp(Clluollts).

Remarquons que 'on a démontré mieux que de l'unicité, a savoir
de la stabilité, c’est-a-dire que la solution était une fonction continue
et méme lipschitzienne de la donnée initiale.

Pour démontrer la seconde partie du théoreme, il suffit (& une
régularisation omise pres) de procéder a une estimation d’énergie dans
H'/2_ Toujours en appliquant la proposition 5.3.7 avec a = 8 = 1/2,



104 JEAN-YVES CHEMIN

on trouve que
1 t
SO+ [ IV Bt
t
< ol + € [ FulE)lla | Tt o |Vt
2 1 ! ANV !
<luolls +5 | 170l ot

t
e / IVt |2Vt 12,
0

Le lemme de Gronwall permet de conclure que
t
[w(®)][31/- +/0 [V w ()20t < (uoll3y2 exp(Cluol|72).-

Démonstration de la proposition 5.3.7. Elle repose essentiellement sur
le lemme suivant, appliqué a v = 2 par la proposition 5.3.5.

Lemme 5.3.9. Considérons une suite K (n) de parties de Z? telle que,
pour tout n € Z3 ~. {0}, on ait

ke K(n) = (n—keK(n) etneK(k)).

Pour j € N, on pose

déf.

Kj(n) = {k € Z3~ {0}/27 < [k| < 27 etk € K(n)}.

Supposons qu’il existe un nombre v positif et une constante Cy tels
que
(5.3.10) sup card K;(n) < Co277.

n€Z3~{0}
Alors, pour tout couple (v, B) de ] — o00,v/2[% tel que a+ B soit stric-
tement positif, il existe une constante C' telle que

> [ak)|[b(n = k)|[en)] < Cllall o 1]l sz llell g r2-a-5 rs)
(k,n)€z’
keK(n)
Remarque. 1'hypothese est toujours vérifiée avec v = 3 (en fait la
dimension d’espace) et dans ce cas, il s’agit des lois de produit entre
espaces de Sobolev.
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Pour démontrer le lemme, on s’inspire de la procédure de décom-
position en paraproduit et reste de J.-M. Bony (voir [2]), ¢’est-a-dire
que 'on compare la taille respective des fréquences k, n —k et n. Plus
précisément, on écrit, grace aux propriétés de symétrie des ensembles
K(n),

> la®lbtn—k)Em)l= Y > [ak)lbtn—k)l[e(n)).

(k,n)ez’ (j,4,q)eN®  n—keKy(n)
kEK (n) keK; (n),neKq(k)

Considérons les trois cas suivants.

(1) j <€ —2, ce qui implique que £ — 1< g < {+2

(2) £ <j—2,cequiimplique que j —1<g¢g<j+2

(3) £—1<j<{+1, ce qui implique que ¢ < j + 2.

Le cas (2) se rameéne au cas (1) en échangeant les roles de a et b
et le cas (3) se ramene au cas (1) en échangeant les rdles de a et c.
Pour traiter le cas (1), on utilise que |n — k| ~ 2¢ si n — k est dans
K¢(n). L’'inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors que

> > fak)|b(n — k)|[E(n)]

J<€=2  keK;(n),neKqy(k)
=1<q<+2  p—keK,(n)

s ¥ (X |6<n>|2>1/2<sup ) k|—2a)1/2

J<O=2 N2t-1gp|<26+2 " keK;(n)
(—1<q<t+2

R 1/2
( 3 |k12ara<k>r2\b<n—k>12|n—k25) 015,

2t |n| <2042
kGK]' (n)

La définition de Kj(n) et la majoration de son cardinal assurent que
1/2
(= W) <o,
k‘EKj (n)
On a aussi

2—w< 3 |E(n)|2>1/2

2471<|n‘<2£+2

1/2
<Cos( X PR BEwp) e,

2571<|n|<2£+2



106 JEAN-YVES CHEMIN

Finalement, on trouve que

> o [ak)l[bn — k)|le(n)]

J<€=2  keKj(n),nekq(k)
1=1<q<l+2  p—keK,(n)

1/2
<Cus Z( 3 ra<k>12|k|2a)

]<€_2 kGKJ (Tl)

x 20700220 |1b)| 15 sl /20 73y

En utilisant l'inégalité de Young et I’hypothése que a < /2, on
conclut la démonstration de ce premier cas et ainsi le lemme.
Cela démontre le théoreme 5.3.6.

5.4. Démonstration de la convergence vers la solution
du systéme limite

On procéde comme dans le cas modele exposé au paragraphe 5.2,
aux modifications pres dues au fait que 'on travaille sur des équa-
tions aux dérivées partielles et non sur des équations différentielles
ordinaires.

Soit v la solution globale de (NSCL) avec donné initiale uy donnée
par le théoreme 5.3.6. Pour une fonction (ou un champ de vecteurs)
a et N un entier positif on pose

La proposition 5.3.7 implique que 'application bilinéaire Q est conti-

nue
LARHY) x LART; HY?) — L*(RT; H'Y/?),
LARY; HY?) x LARY; H') — L*(R*T; H'Y/?)
et L®(R*; HY?) x L*(R*; H?/?) — L*(R*; L?).

Il en résulte que, si Ry 4 Q(v,v)n — Q(v,v), alors on a

{3tUN — Avy + Q(vn,vN) = fn

UN[t=0 = UO,N

(5.4.1)
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avec || fnll L2+ m-1/2) < C,N~1/2. De maniére analogue a la formule
(5.2.5), on introduit

Gosen & L(=t/2)B(L(t/2) v - V L(t/) v ) = Qow,vw)

.t (o1k3 | oo(n3—k3) o3ng
(5.4.9) — F1 Z e%( b+ TR - o )
(k,o)gKn)

X UN gy (k) - (0= k) UN.0y (0 = K) - UN,05 ()€ (1)
Le terme gg.  est une somme finie de termes oscillants. Introduisons
alors

. déf.

uapp,N = E(t/é‘) UN + é?\f

avec
t

G L(t)) Gon () 2 L(t/2) /0 Geson ()t

Comme la fonction Gegse n est a valeurs dans un espace de dimension
finie (mais qui tend vers l'infini lorsque N tend vers l'infini), et que
G v est une intégrale de fonctions tres oscillantes, on a

(543) Vo € R, VT € R+, VN € N, hH(l) HGOSC,N”LOO([O,T};H"') = 0.
e—
La famille (ug,, y) ainsi construite satisfait a

1
3 13 3 3 3
Ortpp,v = At v + Pugpy v - Vg, v) + gLuapp,N

= L(t/e) fn + Ene
Uapp,N g = (U0)N
avec
Ene & —P(GR. Vs, n + uppy - VO + Gy - VGY) + AG.
Comme les approximations vivent dans des espaces vectoriels de di-

mension finie, on a, d’apres (5.4.3),

(5.4.4) VT € RT, VN €N, g% IENell 2o, 75;-172) = O

crs déf. 41 .
Formons la différence ¢ = e — ngp, ~- Un calcul algébrique des
plus simples donne
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8t5N,g — A(SME + ]P)((SN@ . stN,g)
1
+ ]P)(uzpp,N . VCSN’;.; + 5]\]',5 . VugpnN) + ngN’E = E(t/g) fN + EN,E

avec 0N det. ug — up,N. Des estimations analogues a celles de la
démonstration du théoréme 2.4.2 de [4] impliquent que pour tout
T <Tr ona

H5N78||%%0(H1/2) + H5N78||%gp(H3/2)

< (1o = o, W2pa/2) + 1B 220 12 ) X0l Ly )
<CNTV2 4 CHEN,EHLQ(O,T];H*U% exp C'(exp CHU0||4L2)-

On en conclut que T = oo, et la fin de la démonstration du théoreme
5.1.7 suit facilement.
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