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LE PROBLEME DE CAUCHY
POUR LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

par

Isabelle Gallagher

Résumé. Ce texte est dévolu a I'exposition de plusieurs résultats liés
a la résolution des équations de Navier-Stokes : nous présentons
différentes notions de solutions et montrons quel type de théoréme
d’existence et d’unicité peut étre obtenu dans ces différents cadres.
Nous mettons en évidence en particulier la différence entre la dimen-
sion 2 d’espace (ou I’équation est critique) et la dimension 3 (’équa-
tion est surcritique). Nous faisons un lien entre les différents types
de solution, et enfin quelques résultats qualitatifs sur le comporte-
ment des solutions (en grand temps ou au voisinage de I’explosion
éventuelle) sont présentés.
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Dans ce texte nous nous intéressons a la résolution du probléme de
Cauchy pour les équations de Navier-Stokes. Plus précisément nous
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26 ISABELLE GALLAGHER

considérons le systeme suivant (la viscosité v de I'exposé précédent a
été fixée égale a 1 pour alléger les notations) :

Ou+u-Vu—Au=—Vp
(NS) divu =0
Uit=0 = U0

et nous cherchons a déterminer sous quelles hypothéses sur le champ
de vitesses initial uy l'on peut construire une solution (u,p) — rap-
pelons que u = u(t,z) est un vecteur a d composantes représentant
la vitesse et p = p(t,x) est une fonction représentant la pression du
fluide. Ces deux inconnues dépendent du temps t > 0 et de la va-
riable d’espace z que nous choisirons dans l'espace entier R, Dans
la section 2.1 suivante nous effectuons quelques calculs formels pré-
liminaires, qui nous permettront de mieux cerner le role de chacun
des termes de ce systéme, et nous donneront une intuition sur les
diverses notions naturelles de solutions associées a ce systeme. Ces
définitions sont données dans la section 2.2. Les sections 2.3 et 2.4
sont consacrées a la construction de deux types de solutions, que
nous nommerons respectivement « solutions turbulentes » et « solu-
tions d’échelle ». La section 2.5 s’attache a faire le lien entre ces deux
notions de solutions. Dans la section 2.6 nous montrons par quelques
exemples que l'on peut aller au-dela des techniques classiques pré-
sentées auparavant afin de produire des solutions globales dans des
cas ol les théoremes généraux ne donnent que des solutions locales.
Enfin les sections 2.7 et 2.8 sont consacrées a ’étude qualitative des
solutions en tres grand temps, ou au contraire au voisinage du temps
éventuel d’explosion.

2.1. Quelques remarques préliminaires

Dans ce paragraphe nous allons développer quelques calculs formels
portant sur les solutions de (NS). Ces calculs seront rendus rigoureux
au paragraphe 2.3.

La premiere partie consiste a remarquer que la pression peut se
recalculer a partir du champ de vitesses ; a partir de 1a, seule la vitesse
sera réellement considérée comme une inconnue.
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Dans la seconde partie nous montrons la conservation formelle de
Pénergie pour (NS), alors que la troisieme est dévolue & des considé-
rations d’échelle des solutions.

Enfin la derniére partie de ce paragraphe fait le lien entre ces deux
aspects, ce qui permet de dégager les notions de « criticalité » d’une
équation aux dérivées partielles d’évolution.

2.1.a. Calcul de la pression. Appliquons (formellement) 'opéra-
teur divergence a (NS). En utilisant le fait que u est de divergence
nulle, il apparait que

div(u - Vu) = —Ap,
ce qui, en appliquant la formule de Leibniz, conduit a

(2.1.1) p=(-A)"">"0:0;(u'd).

On rappelle que l'opérateur inverse du laplacien a été introduit
en (1.2.11). Des lors, la pression peut étre considérée comme une
fonction de la vitesse, et la résolution du probleme de Cauchy va
consister a déduire u de la connaissance de wuy.

2.1.b. Egalité d’énergie. Supposons que u est une fonction régu-
liere (de t et de x) solution de (NS). Nous pouvons effectuer le produit
scalaire dans L2(RY) de u avec les deux membres de la premiére équa-
tion intervenant dans (NS) (celle correspondant & la conservation de
la quantité de mouvement), ce qui donne

(21.2) (G| w)pe + (u-Vu|u)p — (Aufu)p == (Vp|u)p.
Le premier terme se ré-écrit naturellement

_1d
24t
Le troisieme, apreés une intégration par parties et en supposant que u

décroit vers zéro a l’infini, devient

—(Au|w)pz = [[VullZ..

(Oru | w)p2 a2

Une intégration par parties permet également d’écrire que

—(Vp|u)2=(p|divu). =0.
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Reste donc a calculer le terme (u- Vu | u);2. On a

(u-Vul|u). = Z/uj(ajuk)ukdm
j.k

1 A
=53 [ wofar
J
ce qui, apres une intégration par parties, fournit
1
(u-Vu|u). = —3 /divu|u|2daz =0.

Finalement en revenant & (2.1.2) on obtient

1d

2dt
ce qui, apres intégration en temps, implique que pour tout ¢t > 0, la
solution u(t) produite par une donnée ug vérifie (formellement)

lullZ + IVulz2 =0,

1 t 1
SOl + [ 190t = 5ol

Nous en déduisons que Papplication ¢ — ||u(t)||z2 est décroissante.
La norme ||u(t)|| 2 représente ’énergie de notre systéme, qui est
donc controlée au cours de 1’évolution, par 'énergie initiale. En
outre cette égalité permet d’anticiper '« effet régularisant » suivant :
deés que la donnée initiale est choisie dans l'espace d’énergie L2,
alors la solution est instantanément régularisée au sens ou Vu
appartient & L2(R™;L?). De manieére générale nous utiliserons la
notation LP(][0,T]; X), ot X est un espace de Banach, pour désigner
I’espace défini par la norme

déf. T » 1/p
T ( / ||f<t,->||th) |

2.1.c. Invariance d’échelle. Une équation aux dérivées partielles
d’évolution est dite invariante d’échelle s’il existe deux parametres o
et B tels que pour tout A > 0, on ait le résultat suivant : si le champ
de vecteurs initial ug(x) géneére une solution u(t, ), alors la solution
associée & la donnée remise a I’échelle \ug(Az) est Au(Nt, Ax).
Dans le cas de (NS), un calcul immédiat fournit que o =1 et g = 2
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sont les seules possibilités. On retiendra donc que si u est une solution
de (NS) sur [0,T] x R?, alors
déf.

un(t,z) = Iu(N\%t, \x)

est une solution de (NS) sur [0, A"2T] x R? (pour la donnée remise &
Péchelle).

2.1.d. Caracteére critique d’une équation aux dérivées par-
tielles d’évolution

Donnons quelques exemples d’espaces fonctionnels invariants
d’échelle pour (NS), c’est-a-dire d’espaces dont la norme est inva-
riante par la transformation u +— uy. L'espace L®(RT; L4(R%)) en
est un, ainsi plus généralement que lespace LI(R*;L"(RY)) avec
2/q + d/r = 1. On remarque aussi que l'espace LI(RT; H*(RY)) est
invariant d’échelle si (2/q) — s =1 — d/2, ot I'espace de Sobolev H*
est défini par

(213)  BRY = {ue LL(RY || f] 4. < oo},

R 1/2
avee 1. = ([ e 1@ Pac)

et la transformée de Fourier est définie par
déf. 2 .\ déf. iz
FO© o) [ e faan

Par contre si I'on résout (NS) dans I'espace d’énergie L2, la quantité
controlée a priori est
(2.1.4) L®(RT; L2(RY) N LA(RT; HY(RY)).
En deux dimensions d’espace on remarque que ’espace

L®(RY; I2(RY) N LA(RY; H' (R?))
est précisément un espace invariant par changement d’échelle. Les
équations de Navier-Stokes bidimensionnelles font ainsi partie de
la catégorie des « équations critiques » dans le sens ou les normes
conservées sont invariantes d’échelle. Une « équation sous-critique »
en revanche correspond au cas ou la quantité conservée est « plus
réguliere » que la régularité donnée par l'invariance d’échelle; c’est

en général le cas le plus favorable pour résoudre une équation. Les
équations de Navier-Stokes tridimensionnelles (et plus généralement
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d-dimensionnelles avec d > 3) sont donc dans la famille des « équa-
tions sur-critiques », puisque ’on ne controle a priori que la norme
donnée par l'espace (2.1.4), alors qu’un espace invariant d’échelle est
par exemple

L=(RT; LYRY) N LA(RY; 2 71(RY)).

C’est d’ailleurs la raison essentielle pour laquelle on a tant de mal a
les résoudre, comme ce sera apparent dans la suite.

2.2. Différentes notions de solutions

Au vu des remarques formulées dans les paragraphes 2.1.b et 2.1.c
ci-dessus, plusieurs cadres fonctionnels dans lesquels choisir la don-
née initiale semblent naturels : d’'une part on peut chercher a tirer
parti de la conservation de I’énergie en choisissant la donnée initiale
(et la solution) dans L?(R?), et d’autre part 'on peut chercher  uti-
liser I'invariance d’échelle et choisir la donnée et la solution dans un
espace fonctionnel invariant par la transformation u — u). Rappe-
lons qu’en deux dimensions d’espace, ces deux notions se rejoignent
puisque L>®(R*; L2(R%)) est invariant par cette transformation (voir
le paragraphe 2.1.d ci-dessus).

La premiere étape de I’étude du probleme de Cauchy consiste a
donner un sens, le moins contraignant possible, a la notion de solution
a (NS). Les définitions suivantes sont inspirées de [5]. La premiere
fournit une notion de solution faible. On renvoie a la définition 1.2.12
du chapitre précédent [4] pour une définition analogue dans le cadre
des équations d’Euler.

Définition 2.2.1 (Solution faible). On dit qu’'un champ de vecteurs u
dans L2 ([0, T] x R?) est une solution faible de (NS) associée a la
distribution donnée initiale ug si pour tout champ de vecteurs ¢ dans
C>([0,T] x R%) & support compact en espace, de divergence nulle,

on a pour tout t < T
(2.2.1)(x) /]Rd u-¢(t,z)de = /ug(x) - 9(0, z)dx

t
+//(u-Aqﬁ—i—u@u:Vq§+u-6t¢)dxdt’.
o Jr?
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L’écriture (2.2.1)(x) se nomme parfois formulation variationnelle
de 'équation de Navier-Stokes (voir (1.2.14) et (1.2.15) pour la nota-
tion). On reviendra sur cette terminologie dans I’exposé « Interaction
fluide-solide ».

Cette définition ne prend en compte ni la conservation de 1’éner-
gie, ni 'invariance d’échelle de I’équation, et ne semble pas suffisante
pour une construire une solution. Nous introduisons alors, en suivant
la terminologie de J. Leray [17], la définition ci-dessous qui utilise la
conservation de I’énergie (en fait seulement une inégalité). La termi-
nologie est due a J. Leray : le terme «turbulent» traduit la tres faible
régularité a priori de la solution.

Définition 2.2.2 (Solution turbulente). On dit qu’un champ de vec-
teurs u appartenant & 'espace L ([0, T]; L2(R%))NL%([0, T]; H' (R%))
est une solution turbulente de (NS) associée & la donnée initiale ug
dans L? si u est une solution faible telle que pour tout ¢ € [0, T,

1 ¢ 1
IOl + [ 19u(E) et < Gl

Nous verrons dans le paragraphe 2.3 suivant qu’il est possible de
construire des solutions turbulentes associées & toute donnée initiale
ug € LQ(Rd), pour tout temps T" > 0. Ce résultat remonte aux tra-
vaux de J.Leray [17]. Malheureusement 'unicité de telles solutions
demeure aujourd’hui un probléme ouvert en général (dés que d > 3
et sans hypothese de régularité supplémentaire sur la donnée initiale,
ou de régularité a priori de la solution). L’obtention d’une solution
unique se fait par une approche différente, qui repose justement sur
le principe d’invariance d’échelle remarqué au-dessus (cette approche
est décrite au paragraphe 2.4). Introduisons donc une derniére notion
de solution. Celle-ci repose sur la définition d’un espace invariant
d’échelle.

Définition 2.2.3 (Espaces invariants d’échelle). Soit (X7)r-g une
famille d’espaces de Banach de distributions définies sur [0, 7] x R%.
On dit que cette famille est invariante d’échelle si pour tout temps
T>0ona

€ Xp o uy € Xyor,
YA >0, {“’ A S A

lullxy = lluallx,
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La notion de solution d’échelle s’écrit alors en termes des « hautes
fréquences » (spatiales) de u, puisqu’on ne considére que le support
de la transformée de Fourier de u suffisamment loin de zéro — le fait de
tronquer ainsi la transformée de Fourier permet de ne pas considérer
la partie la plus réguliere (les « basses fréquences » de la solution, qui
sont infiniment réguliéres, comme indiqué par exemple dans (2.3.2)
ci-dessous).

Définition 2.2.4 (Solution d’échelle). On dit qu’un champ de vecteurs u
est une solution d’échelle de (NS) associée a la donnée initiale ug si
c’est une solution faible telle qu’il existe une fonction x € C>®°(R%) &
support compact, égale a 1 pres de 0, telle que

F (1 - x)u) € Xr
ou X7 appartient a une famille d’espaces invariants d’échelle.

Nous verrons au paragraphe 2.4 différents modes de construction
de telles solutions.

2.3. Existence globale de solutions turbulentes

Ce paragraphe est dévolu a une esquisse de démonstration de I'exis-
tence de solutions turbulentes (au sens de la définition 2.2.2). Le théo-
réme suivant est dii a J.Leray [17]. Il est fondamental & plusieurs
titres : d’une part sa démonstration est typique de ce genre de résul-
tat et peut étre adapté a un grand nombre de situations ; d’autre part
c’est 'un des seuls théorémes d’existence globale sans condition pour
les équations de Navier-Stokes, et ce résultat est resté essentiellement
le seul théoreme d’existence pour les équations de Navier-Stokes pen-
dant soixante ans apres sa démonstration (le suivant étant le théoréme
de Fujita-Kato présenté dans la section suivante).

Théoreme 2.3.1 (Existence globale de solutions turbulentes)

Soit ug un champ de vecteurs de divergence nulle, dans LQ(Rd).
1l existe une solution turbulente u, au sens de la définition 2.2.2, pour
tout temps T' > 0.

Donnons des éléments de démonstration de ce théoréme, qui se fait
en cing étapes :
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(1) résolution globale d’un systéme approché;

(2) obtention d’estimations a priori sur la suite de solutions ap-
prochées, et de résultats de compacité;

(3) passage a la limite;

(4) vérification de I’équation au sens faible

(5) vérification de I'inégalité d’énergie.

2.3.a. Résolution globale d’un systéme approché. La premiere
étape de la démonstration consiste a définir un systéme approché a
(NS) pour lequel un argument d’équations différentielles ordinaires
permettra de conclure a ’existence de solutions. Pour cela on définit
un opérateur de régularisation par

vneN, Juu S F(1)0,0).

Cet opérateur est en effet régularisant puisque ’égalité de Plancherel
permet d’écrire facilement, pour tout s > 0 :

D’autre part on a par le théoreme de Lebesgue, pour tout v € H? (Rd),
nh_)nolo [Jnte = ul| s gy = 0.

On peut ainsi définir le systéme approché suivant (ou l'on a utilisé la
formulation (2.1.1) pour la pression) :

Optn, + Jp div(Jpuy, @ Jpuy) — JnAdpuny,
(NS,) = —J V(=D)L S, 0:05 (Jnul, Jnud)
divu, =0
Upji=0 = Jnlo
qui est en fait une équation différentielle ordinaire dans ’espace
L2 fue L2RY | Jyu = ul.
En effet, par (2.3.2) on peut transformer (NS,,) en 'EDO
Opun, = F(up).
On remarque alors que

||JnAJnunHL2(Rd) <C(1+ n)2||unHL2(Rd)
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et que
||Jn diV(Jnun®Jnun) HLQ(Rd)
+ [V (=A)7 Z aiaj(Jnu;Jnu%)HLQ(Rd)
ihj
<C(1+n) Z HJnuiLJnu%Hm(Rd)
i?j

<O+ n)HJnunHLOO(Rd) ”Jnun”L2(Rd)

< CnHunHiz(Rd)
car H*(RY) s’injecte continiment dans L*°(R?) dés que s > d/2
(cela s’obtient simplement par l'inégalité de Cauchy-Schwarz : si f €
H*(RY) avec s > d/2, alors f € L'Y(RY)). Donc par le théoréme
de Cauchy-Lipschitz il existe une unique solution u, a (NS,), par
exemple dans C1([0, T*[; L?), et le temps maximal T; vérifie

(2.3.3) T < oo = Hun(T,?:)H,—Jg1 = 0.

On a donc en particulier Jyu, = u,.

2.3.b. Estimations a priori et compacité de la suite de solu-
tions approchées. Le champ de vecteurs u, construit ci-dessus est
régulier et décroit a I'infini en espace (puisqu’il est a support compact

en fréquences), donc on peut justifier tous les calculs du paragraphe
2.1.b, qui fournissent directement ’estimation

1 ! 1 1
Sl + [ 190 ) Eadt = 51 uolls < ol
On en conclut par (2.3.3) que T = oo pour tout n € N, et que
u, € CH(RY; L?) vérifie la borne a priori
1 2 ! INCIT. 2
(@l + [ 190’ < 5ol
La famille (uy,) est donc bornée dans I’espace d’énergie
L®(RY; L) N L2 (RT; HY).

Soient 7'> 0 un nombre réel et K un compact de R%. Nous allons mon-
trer que la suite (uy,) est relativement compacte dans L?([0, 7] x K).
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Soit donc € > 0. Le théoréme de Lebesgue permet d’affirmer qu’il
existe un entier Ny tel que pour tout n € N on ait

9

En outre on rappelle que la famille (u,,) est bornée dans L2(R*; H'),
donc (Au,) est bornée dans L2(R™; H~1) (ce résultat s’obtient sim-
plement en écrivant que F(Auy,) (&) = —|€]?U,(€)). D’autre part on a

| div (T, @ Jnun)HH4 (RY)
+ [TV (— IZaa Tty Tt -1 gy

7]
< C'Z HJnuiLJnunHH (R?) = CHunHL4 R%)
i,J

par l'inégalité de Holder

1 1 1
Ifglle < fllLallgllr,  —=-4~
rp qg T
L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg
(2.3.5) |4 g2y < Mutnl o2 [Vl 2 g2)
permet d’en déduire que
|, div(Jpu, @ Jnun)HH_l RY)
TV (=2)7 D 005 (Tnufy Juwd) || -1 g
7]
1-d/4 dj4
< Cllunll 2 gy | V| e

Cela implique en particulier, en appliquant 'inégalité de Holder en
temps, que

(2.3.6) dyu, est bornée, uniformément en n, dans L¥?([0,T]; H~1).

Mais pour tout ¢ € [0, 7] la famille (Jy,un(t)) est bornée dans H'!
uniformément en n. Par la compacité de l'injection de H'(K) dans
L?(K), le théoréme d’Ascoli permet de déduire que (Jy,u,) est rela-
tivement compacte dans L ([0, T]; L?(K)), qui s’injecte continfiment
dans Pespace L2([0,7] x K). La suite (u,) est donc, grace a (2.3.4),
relativement compacte dans L2([0,7] x K).
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2.3.c. Passage a la limite. L’étude du paragraphe précédent
permet d’exhiber une sous-suite de (uy), que nous appellerons
toujours (uy,), et un champ de vecteurs u tels que

lim lun (t, ) — u(t, z)|?dtdz = 0.
=0 J10,T)x K

La suite (u,) converge également vers u faiblement dans L2([0, T]; H'),
au sens oll pour tout champ de vecteurs ¢ € L2([0,T]; H') on a

/ (up, —u) - P(t, z) dedt = 0.
[0,T]xR?

Enfin on a div u = 0. Montrons enfin que pour tout champ de vecteurs
de divergence nulle ¢ dans C'(R™; H'), on a

(2.3.7) lim sup |(un(t), o(t)) — (ult), 9(t))] = 0.

=00 te[0,T]

On remarque que ({un(t), p(t))) est une suite de fonctions bornée
dans L>([0,T7), et que

d
7 (un(0). (1))
< NOwun ()l -1 sup [l g + lun@®)ll2 sup [[Owp()] L2,
te[0,7) te[0,7

donc par (2.3.6) on trouve que %(un(t),cp(t» est bornée dans
L*4([0,T]). Par le théoréme d’Ascoli appliqué & la suite de fonc-
tions ((un (), (+)))nen on en déduit que ({(u,(t),¢(t))) a une limite
pour tout ¢t € [0,7], qui ne peut étre que (u(t),¢(t)) d’apres le
résultat de convergence dans L?([0, T]; L?).

2.3.d. Equation limite. Il s’agit & présent de vérifier que u est bien
une solution faible de (NS). Soit donc ® € C>°([0,T] x R?) un champ
de vecteurs de divergence nulle. On a

D), 0(8)) = (Drun(£), B(1)) + (un(t), DD (1))

dt
= (Jnlun(t), (1)) + (JnQ(un(t), un(t)), D(t))
+ (un(t), 0;2(t)),
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en notant

Q(a,a) = —div(a ® a) + V(=A)~! Z 8;0;(a’a’)

Aprés intégration par parties et une intégration en temps pour t' €
[0,¢] il vient

/]Rd up(t,x) - O(t,x)dx = /Rd un(0,z) - ®(0,x)dx

t
— / / (—tp - AT ® + Uy @ Uy : VI, ® — uyp, - ;) dxdt’.
Rd

Il reste donc a passer a la limite n — oco. On commence par remarquer

que
lim // Up - AT, @dxdt’ —// u - Addxdt’,
n—oo Rd Rd

ainsi que pour tout ¢ >

lim un(t,z) - O(t, z)dx = /Rd u(t,x) - ®(t,x)dz

n—oo Rd
et
lim sup / un(t’,x)at‘b(t',x)dx—/ u(t', )0, ®(t', z)dx| = 0.
n—oo t’e[O,t} R4 RY

La convergence de la donnée initiale étant évidente, il nous reste donc
a considérer le terme non linéaire. On a tout d’abord

t
lim / / Up @ Uy, : VI, z)dwdt
Rd

n—oo 0
t
= lim / / Up @ up : VO, x)dzdt’.
n—oo 0 Rd

Comme P est a support compact, il suffit de démontrer que pour tout
compact K on a

im lun @ un — u ® ull 1 jo,7y;22()) = 0-

Mais on a

< 1—d/4
lun = ull 2(0,75504()) < Cllun = ull 2o 775 10 IV (0n = )HLz (0TI )
et le résultat suit des résultats de convergence précédents, ainsi que
de I'inégalité de Holder.
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2.3.e. L’inégalité d’énergie. Pour montrer que u est une solution
turbulente, il suffit a présent de vérifier que u vérifie 'inégalité d’éner-
gie. On sait que pour tout temps ¢ > 0 on a

Ju(t) || 2 < liminf [Juy, (2)]] 22
n—oo
et de méme
t t
2 - 2
/0 IVt |22t < Tim inf /O |V (t) 224t

Ainsi u vérifie I'inégalité d’énergie, et est donc une solution turbulente
au sens de la définition 2.2.2. Le théoreme 2.3.1 est démontré.

2.3.f. Cas d’unicité. Une fois montrée I'existence de solutions tur-
bulentes, il est naturel de s’interroger sur leur unicité. Nous verrons
au paragraphe 2.4 des méthodes générales de construction de solu-
tions uniques, mais commencons la discussion par un calcul formel :
supposons que u et v sont deux solutions turbulentes associées a la
méme donnée initiale ug € L?. Pour montrer que v = v, on peut
former I’équation vérifiée par w 4 — v et écrire une estimation
d’énergie. Comme dans la section 2.1.b, nous n’écrirons ici que des
calculs formels. On montre facilement que w vérifie I’équation sui-
vante :
ow+w-Vw+u-Vw+w-Vu — Aw = —Vq

ou q est la différence des pressions associées a u et a v, et ainsi for-
mellement

1 t
(2.3.8) 2||w(t)||%2+/0 IVw(t)|7-dt

1 t
2 0 Rd

Mais on a
// (w-NVu | w)p2(t)dt’ w@wjuj ) o ()dt!
]Rd Rd
(2.3.9) </0 lw(t) ||L2||vw(t)||L2||u(t)HL‘X’dt/

1 [t t
S5 /0 IVw(t')|22dt’ + C /0 () |22 u(t') |3 dt’.
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On déduit de ce calcul que

t t
nwmm+énvmwﬁmf<mm;+cénmwﬁmmwﬁmw

et donc par I'inégalité de Gronwall,

t
2310) O < unleexp (€ [ @B lul~ar ).

Comme wy = 0, cela fournit bien que w(t) = 0, & condition que
u € L2(R'; L*). Or le théoréme de Leray ne fournit comme borne
que le fait que u € L3(R™; H D). On vient donc de démontrer que si
une solution de Leray est dans L?(R*; L>), alors toutes les solutions
turbulentes associées a la méme donnée initiale coincident. C’est ce
que l'on appelle de 'unicité fort-faible : sous une hypothese supplé-
mentaire « forte » sur une solution faible, toutes les solutions faibles
coincident avec celle-1a (nous reviendrons sur cette notion au para-
graphe 2.5). En revanche sans cette hypothese supplémentaire, on ne
sait pas conclure a l'unicité par ce calcul.

On remarque que l'espace L?(R"; L°°) est invariant par le change-
ment d’échelle de ’équation de Navier-Stokes. On est ainsi naturel-
lement amené & s’intéresser a la résolution de (NS) dans des espaces
d’échelle, au sens de la définition 2.2.3.

2.4. Solutions d’échelle

Dans ce paragraphe nous allons construire des solutions (uniques)
dans des espaces invariants d’échelle. En dimension 2 d’espace ces
solutions seront globales (cela est 1ié au caractere critique de 1’équa-
tion, comme exposé au paragraphe 2.1.d) ; cette construction est 1’'ob-
jet de la section 2.4.a. En dimension supérieure en revanche, on n’a
pas de controle a priori qui permette de rendre globales des solutions
construites localement en temps a priori. Ce phénomene est expliqué
au paragraphe 2.4.b (dans le cas tridimensionnel pour simplifier),
et est 1ié au caractere sur-critique de 1’équation.

2.4.a. Le cas de la dimension 2. Nous allons brievement repren-
dre les calculs formels de la section 2.3.f dans le cas de la dimension 2
pour vérifier que dans ce cas il y a unicité de la solution de Leray.
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Nous reprenons donc l'estimation (2.3.9), qui devient par 'inégalité
de Holder

(w'd;uwiu) L2 (tdt'

R2
/Hw M zallu@) sl Vw )| 2dt’.

L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg (2.3.5) permet de transformer
cette estimation en

w'dwiu’) L2 (t)dt'

RQ

/ oI a2 IVl 2 V() 327

Une inégalité de convexité donne alors

widgwind) , (¢')dt

RQ
/ IVu(t)|2.dt + C / ()2 () |2 |Vt |2

ce qui en revenant a (2.3.8) fournit

1 t
Sl + [ 19w ar
0

1 t
— ghunlizexp (€ [ ol ITu() aar ).

Cette estimation est tres proche de (2.3.10) mais, contrairement
a cette derniere, donne le résultat attendu puisque la solution de
Leray u est précisément dans L>°(R*; L) N L2(R*; H'). L’endroit ot
la dimension 2 a été utilisé est I'inégalité (2.3.5), qui en dimension 3
devient
2 1/2 3/2

leoll3 ooy < ol g IVl g
ce qui ne permet pas de conclure. Ces calculs permettent de démon-
trer le théoréme suivant, di lui aussi a J. Leray [18].
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Théoréme 2.4.1 (Unicité des solutions turbulentes en deux dimensions
d’espace)

Soit ug un champ de vecteurs de divergence nulle, dans LQ(RQ).
1l existe une unique solution turbulente u, au sens de la défini-
tion 2.2.2, pour tout temps T > 0.

On peut montrer que cette solution est en fait dans C([0, T]; L?), et
qu’elle vérifie ’égalité d’énergie (et non pas seulement une inégalité).

2.4.b. Le cas de la dimension 3. En dimension 3 les solutions
de Leray ne sont a priori pas uniques. Afin d’obtenir des solutions
uniques, on se place dans le contexte des solutions d’échelle. De nom-
breux théorémes existent dans la littérature, avec des familles diffé-
rentes (de plus en plus grandes) d’espaces d’échelle. Ici nous choisis-
sons de présenter deux de ces résultats, dus respectivement a H. Fujita
et T.Kato dans [9] et a T. Kato [14]. Ce choix est dicté par le fait que
les démonstrations que nous présentons de ces deux théorémes sont
de natures tres différentes.

Le théoréme de H. Fujita et T. Kato [9]

Théoréeme 2.4.2 (Existence et unicité de solutions d’échelle dans
H1/2(R3))

Soit ug un chamyp de vecteurs de divergence nulle, dans H'Y/?(R?).
1l existe un unique temps maximal T et, pour tout T <T*, une uni-
que solution d’échelle u, au sens de la définition 2.2.2, dans

L([0, T); H'2(R?)) N L*(0, T]; H*/(R?)).

En outre il existe une constante cy > 0 telle que pour toute donnée
initiale ug dans HY/?(R?) de norme inférieure d co, on a T* = co.

On peut montrer que la solution est aussi dans C/([0,T]; H/2(R?)).
Nous allons présenter un schéma de démonstration de ce théoreme,
par une méthode d’énergie (ce n’est pas la démonstration d’origine
de [9], qui utilise une méthode de point fixe comme dans le paragraphe
suivant). Nous écrivons des calculs formels et omettons les arguments
de régularisation-passage a la limite permettant de les justifier.

Effectuons donc une estimation d’énergie dans H'/2(R?), ce qui si-
gnifie de prendre le produit scalaire dans H'/2(R?) des deux membres
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de Péquation (NS) (au lieu de L?(R?) comme pour la méthode de
Leray). il vient

(O [ W) gz + (u-Vu | w) gz = (Au [ u) e = = (Vp | u) gy
Comme au paragraphe 2.1.b certains termes peuvent étre simplifiés,
et I’égalité ci-dessus peut s’écrire

1d

(2.4.3) §%HU(t)qul/z Va3, = = () - Vu(®) [ ut)) g2 -

Malheureusement contrairement au cas de estimation dans L?(R?),
il n’y a aucune raison pour que le membre de droite soit nul en général.
Il s’agit donc de l'estimer, en fonction des quantités présentes dans
le membre de gauche. Ainsi on peut écrire

(u- V| 0) g1y = / €12 F (u - Tu) (€) - €12 F () (€)dé

/fu V) (€) - €1 () (€)de
(u-Vu | |Dlu),

déf.

ol = f_1|£|17(£) L’inégalité de Holder permet d’écrire

(- V| [DJu) 2] < lull o[ Vull3s

donc en utilisant le fait que linjection de H'/2(R?) dans L3(R?) est
continue, il vient

|(w- Vu | [Dlu) 2| < Cllull el Vel 3 -

Supposons maintenant que ||ug|| 712 < 1/(4C), ot C est la constante
apparaissant dans l'inégalité ci-dessus, et soit 1" le temps maximal
sur lequel on ait supycppy [u(t)|l 12 < 1/(2C). On admet ici que
T > 0, ce qui n’est pas difficile & démontrer, et il s’agit de montrer
que T = oo.

Pour tout t < T, I'inégalité (2.4.3) devient

1d
o sl B + 10O 2 < Clul o2 | Tu(0) 2

1
§ §Hvu(t)H12ﬁI1/2
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et donc pour tout t <71 on a
d 2 2
g 1Ol + 1Vu®)ll. <O,

ce qui signifie en particulier que 'application ¢ — |u(t)|| g1/2 est
décroissante. Comme on a supposé que ||ug|| 712 < 1/(4C), on en
conclut que T = oo et que pour tout ¢ > 0,

t
lu()1% 2 +/0 IV )G 2dt < ol Fje-

Ceci démontre le résultat d’existence globale a donnée petite. Si la
donnée ne vérifie pas cette condition de petitesse, on peut procéder
comme suit : on cherche la solution u sous la forme

u(t) = e®ug + R(t),
et l'on constate que R vérifie le systéme suivant, en notant wur,(t) -

ety la « solution libre » :

OR+R-VR+up -VR+ R-Vur, — AR = —-Vp —uyp -Vuy,
divR=0
R‘t:():o.

Il s’agit donc d’une équation du méme type que ’équation de Navier-
Stokes tridimensionnelle, avec deux termes linéaires supplémentaires,
et un terme source —uyr, - Vur. La donnée initiale est nulle (donc
en particulier petite!) donc on peut espérer faire fonctionner les
estimations précédentes, a condition que le terme source lui-méme
soit suffisamment petit. C’est la que la restriction sur l'intervalle de
temps d’existence va apparaitre. La démarche ci-dessus permet en
effet d’écrire
5 7 B2 + IVE@ 12
2
S CIRWO /2 VR 12 + [(ur - VR | R) s (1))

+[(R-Vur | R) e ()] + |(ur - Vur | R) g (1))
Le premier terme du membre de droite s’estime de la maniere sui-
vante, en utilisant toujours l'inégalité de Holder et les injections de
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Sobolev :
‘(uL VR | R H1/2 } = ’ ur - VR‘ ‘D|R>L2‘
< lurll s | VR 5|V R 12
1/2 3/2
< CllugllglIRI LIV RIYE ..

De méme on peut montrer que

2 3/2
(R Vur, | R) e ()] < Cllugllnl|RI e IVRIE,

et enfin

|(ur - Vur, | R) s (8)] < Cllur | IVR] gy
Finalement I'inégalité de Young permet de conclure que
HR( sz + VRO 72 < CIRM| a2V R 2

1
+ ZIVR@ G2 + Cllun (@)l (L + TR 2):

2dt

Soit alors T' > 0 le temps maximal tel que sup;¢c(o 71 [ R(?)]| < 1/(4C).
Sur cet intervalle de temps on a

d
RO + IVROIG/2 < Cllun Ol (1 + 1REOF2)-

Il suffit donc d’appliquer I'inégalité de Gronwall pour obtenir que sur
[0, 71,

IR < C / s (814, e exp( / s ()1, dt")

On remarque alors que

[ 1t < ol

et que

hm/ lur (¥ ||4 dt' = 0.

Il existe donc un temps Tj tel que pour tout ¢ < T

¢ [ un) it < g exp (~Clualya).
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et on obtient alors que pour tout t < Ty,

1
1RO < g5

Cela permet de conclure a 'existence de R sur [0, 7], ce qui termine
la démonstration de la partie « existence » du théoreme.

La partie « unicité » repose sur les mémes estimations puisque la
différence entre deux solutions u et v vérifie une équation similaire
a celle écrite pour R (sans le terme de force), donc une estimation
d’énergie dans H'/2 permet facilement de conclure au fait que deux
solutions associées & la méme donnée initiale dans H'/2 sont forcé-
ment égales. Nous n’écrivons pas les détails ici.

Le théoréme de T. Kato [14]

Théoréme 2.4.4 (Existence et unicité de solutions d’échelle dans 7.3 (R?))
Soit ug un champ de vecteurs de divergence nulle, dans L3(R3), et
soit p € |3, 00][. Il existe un unique temps mazimal T* et une unique

solution d’échelle u, au sens de la définition 2.2.2, dans Xp pour tout
T <T* ou

Xr = {u € CO0,TELP) | Jullxy =supsep 307 u(t)| o < oo}

En outre il existe une constante cy > 0 telle que pour toute donnée
initiale ug dans L3(R®) de norme inférieure d co, on a T* = co.

La démonstration de ce théoréme repose sur le résultat de point
fixe dans les Banach suivant.

Lemme 2.4.5 (Point fixe). Soit £ un espace de Banach, soit L une
application linéaire continue sur E, de norme L et soit B une appli-
cation bilinéaire continue de ExX E dans E et de norme B. On suppose
que L < 1. Alors pour tout xg € E tel que
(1-1L)

4B
il existe une unique solution de l’équation

[zoll <

x=ux0+ Lz + B(z,x).
dans la boule de E centrée en 0, de rayon (1 — L)/2B-
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Afin d’appliquer ce résultat il s’agit d’écrire ’équation de Navier-
Stokes sous la forme intégrale

t
u(t) = ePug — / AP div(u @ w) () dt = e ug + B(u, u)(t),
0

ou P est le projecteur de Leray sur les champs de divergence nulle,
défini par

P=1d - VA~ !div.
La démonstration du théoreme 2.4.4 est une conséquence immédiate
des deux lemmes suivants (et du lemme 2.4.5 avec £ = 0).

Lemme 2.4.6. 1l existe une constante C telle que si ug appartient d
L3(R?) alors, avec les notations du théoréme 2.4.4, on a

(2.4.7) VT >0, |le®ugllx, < Clluolps, et
2.4.8 li tA =0.
(2.4.8) Hm {le"uol|x,

Lemme 2.4.9. 1l existe une constante C telle que
VT >0, |[IB(u,v)lx; < Cllullxy [[vllx,-

Commencons par la démonstration du lemme 2.4.6. On rappelle

que
1 2
tA R4t
e " uyg = (47Tt)3/26 * UQ,
donc 'inégalité de Young implique que si 1/r =2/3 + 1/p alors
1 2
A —-
et uoller < gl /e ol

ce qui donne directement l'inégalité (2.4.7) annoncée. Pour montrer
le résultat de convergence quand T tend vers zéro donné dans (2.4.8),
on utilise un argument d’approximation. Pour tout € > 0, il existe
¢ € S telle que ||ug — @[3 < e. Alors, par I'inégalité précédente, on
sait que, pour tout temps 7' > 0,

€' (up — @) || x < Ce.

D’autre part 'inégalité de Young permet de montrer, de maniére
analogue a ci-dessus, que

le"2@]| o < [|@]|Le,
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donc pour tout p > 3 il vient
le" 4@y < Ce +T20-3/) @] 1,

ce qui démontre le lemme 2.4.6.

Venons-en a présent au lemme 2.4.9. Nous admettrons le résultat
suivant (qui s’obtient par une écriture explicite du noyau de la chaleur
et du projecteur de Leray sur les champs de divergence nulle) : on
peut écrire la j-éme composante de B(u,v) sous la forme

3 t )
B(’U,, U)j(tv 33) = Z /0 Asri,f(t - t/7 y)uk(t/7 T — y)vg(t/7 T — y>dt/dya

k=1
C
(Vs + lyl)*
Il suffit alors d’appliquer I'inégalité de Young en espace pour obtenir
que

avec Fi;e(s, y)| <

t 1 dt’
18,025 < Cllulx ol | T P

et donc finalement

1B(w, 0) (@) [ x7 < Cllullxpllvllxy

Le lemme 2.4.9 est démontré, ainsi donc que le théoréme 2.4.4 par
application du lemme 2.4.5.

2.4.c. La notion d’espace limite. Il est naturel de chercher a dé-
montrer 'analogue du théoréeme 2.4.4 dans ’espace fonctionnel le plus
large possible. En effet une donnée initiale peut trés bien ne pas étre
suffisamment petite dans L? pour que le théoréme 2.4.4 fournisse une
solution globale, mais elle pourrait devenir petite si mesurée dans
une autre norme invariante d’échelle, ce qui pourrait permettre de lui
associer une solution d’échelle globale.

On peut constater d’ailleurs que la véritable condition de petitesse
qui est apparue dans la démonstration du théoréme 2.4.4 n’est en fait
pas la petitesse de ug dans L3, mais plutot, par (2.4.7), celle de ePug
dans X, ce qui n’est pas la méme chose. En effet on peut démontrer
par exemple que si ug est un champ de vecteurs régulier, décroissant
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a Dinfini, alors il existe une constante C' telle que pour tout entier N
et pour tout T' > 0, on ait

Hem(uo cos Nx3)||x, < CN-1+3/p,

Cette quantité est donc tres petite si N est grand (et p > 3) alors
que la taille de |lug cos Na3| s est comparable & celle de ug dans L3
(indépendamment de N).

De nombreux travaux ont été consacrés a I'amélioration du théo-
reme 2.4.4 et nous n’allons pas énoncer ici tous les résultats existant
dans la littérature. Nous renvoyons par exemple a [16] pour une bi-
bliographie. Par contre, il est intéressant de noter que la méthode
décrite ici ne peut pas étre implémentée indéfiniment, puisqu’il existe
un « espace limite » au-dela duquel cette méthode cesse de fonction-
ner. On peut attribuer le résultat suivant & Y. Meyer [19].

Proposition 2.4.10. Soit X un espace de Banach, continiment inclus
dans S’(Rd) et invariant par translation et par changement d’échelle,
au sens ou

Ve X, VA>0, Vog € RY || fllx = Allf(Ax — z0)]|x-
Alors X est continiment inclus dans C™1, ot

1flles = sup /2 e f oo
=0

Notons que lespace C~1 correspond a l'espace Xoo dans le cas
limite p = oo (dans I’énoncé du théoreme 2.4.4). La démonstration
de cette proposition repose simplement sur ’observation que

_1.12
[(fre < ClIfllx
et sur l'utilisation de I'invariance par translation et dilatation.

La méthode de point fixe permettant de démontrer le théoreme
2.4.4 ne fonctionne en fait pas dans l'espace C~' (voir [2], [13]).
Le meilleur résultat connu dans ce sens est diit a H. Koch et D. Tataru
[15] et s’énonce comme suit. Dans ce théoréme 1'espace BMO™! est
défini par
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(24.11) ol o+ = sup e 2uof~
>

1
+ sup 5 / |(e"Pup) (t, y) [dydt
:DGRd P(.CE,R)
R>0
ot P(x, R) est I'ensemble [0, R?] x B(z, R) avec B(x, R) la boule de
centre z, de rayon R. Notons que l’espace BMO ™! est un cadre trés
naturel pour résoudre (NS). Il prend en compte en effet ’espace cri-

tique C~!, par la premiére norme entrant dans sa définition, alors que

la seconde quantité traduit simplement le fait que e*®

L2

loc
cela ne découle pas de maniere visible de la norme définie ci-dessus,

ug appartient a
(RT x R?) tout en tenant compte l'invariance d’échelle. Méme si

on peut démontrer que les composantes de tout champ de vecteurs
dans BMO™! sont des combinaisons linéaires de dérivées de fonctions
de BMO, ou

1 - - 1
I£lmio =sup -z [ 17(0) = Fulde, avee Fu= 0 [ fla)da,
B |Bl JB 1Bl /B
et le supremum est pris sur toutes les boules ouvertes B de R3.

Théoréme 2.4.12 (H. Koch et D. Tataru). Il existe une constante cq telle
qu’on ait le résultat suivant. Soit uy un champ de vecteurs de diver-
gence nulle, tel que ||uo|lgyo-1 < co. Il existe une unique solution
d’échelle v dans X, au sens de la définition 2.2.2, ou

1
lullx = sup /2 [ju(t)|| L~ + sup = Jut, y)[Pdydt.
20 z€R? P(z,R)
R>0

La démonstration du théoreme 2.4.12 repose sur la méthode de
point fixe décrite ci-dessus, mais ’estimation du terme bilinéaire est
beaucoup plus subtile et dépasse le cadre de ce texte.

Notons pour conclure ce paragraphe qu’aucun des résultats d’exis-
tence de solutions d’échelle du type des théoremes 2.4.2 et 2.4.4 n’uti-
lise véritablement la structure de I’équation (contrairement au théo-
reme 2.3.1 d’existence de solutions turbulentes). Ce sont des théo-
remes valables pour de larges classes d’équations, ayant la méme
invariance d’échelle et pour lesquels la non-linéarité vérifie des es-
timations similaires.
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2.5. Unicité fort-faible

Dans les paragraphes précédents nous avons produit deux types de
solutions des équations de Navier-Stokes, en trois dimensions d’es-
pace (les solutions turbulentes et les solutions d’échelle). On peut se
demander dans quels cas ces notions coincident. Par exemple, si 'on
s'intéresse & un champ de vecteurs initial dans L? N L3(R?) le théo-
reme 2.3.1 fournit une solution turbulente globale en temps, alors
que le théoreme 2.4.4 fournit une unique solution d’échelle, locale en
temps. Se pose alors la question de savoir si ces deux types de solu-
tions coincident, sur leur temps de vie commun. La question se pose
bien stir plus généralement dans le cadre des solutions de H. Koch et
D. Tataru produites dans le théoreme 2.4.12, ou pour tout espace in-
termédiaire dans lequel on saurait construire des solutions d’échelle.
Ici encore nous n’allons pas décrire tous les résultats possibles (la
réponse dans le cadre du théoréme 2.4.12 n’est d’ailleurs pas connue
a ce jour, on renvoie & [5] et a [12] pour des références) mais nous
allons donner une idée de la stratégie permettant de répondre a cette
question. La démarche décrite ci-dessous est celle habituellement uti-
lisée pour démontrer ce type de résultat (nous renvoyons a [5] pour
un développement récent).

Considérons donc deux solutions u et v, avec u solution d’échelle et
v solution turbulente. On fait I’hypotheése ici que u est aussi solution
turbulente (c’est le cas par exemple de la solution construite au théo-
réme 2.4.4). On définit alors w = u — v et comme au paragraphe 2.3.f
on écrit une estimation d’énergie sur w. On procede de la maniére
suivante : on a

1 t
oIz + [ 19wt
1 2 ¢ N2 / 1 2
= SOl + [ IVu®)Bade + SO

! N ! / / /
+/0 Vo@)|[z2dt" = (u(®)|v(t)) 2 —2/0 (Vu(®)[Vo(t)) 2dt

donc comme u et v sont deux solutions turbulentes on obtient
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1 t
oIz + [ 19wt

1 1 t
< glluolle+ ol = () [v(®)2 =2 [ (Fule) | Toe) et

Afin d’estimer les deux derniers termes de cette inégalité, on utilise
une approximation de u comme fonction test dans la formulation
faible pour v rappelée dans (2.2.1)(x). Apres passage a la limite dans
cette approximation, il vient

(ult) | ()12 +2 /0 (Vu(t') | Vo(t)) dt

= (ug | vo)p2 —|—/0 (w(t") - Vw(t)|u(t)) 2dt

et 'on conclut la démonstration en montrant que la forme trilinéaire

(a,b, ¢) —> /0 (a(t)) - Vb(t)|e(t')) p2dt’

est continue pour a et b solutions d’énergie et ¢ solution d’échelle
(ce qui permet de justifier le passage a la limite précédent). Cela
permet de conclure & une estimation du type

aef. 1 t 1
B E Sl + [ 190 ade < Flluo—vollze + EOlulxy

ce qui donne le résultat. Nous renvoyons & [12] pour une discussion
autour des limitations de cette approche (montrant que son champ
d’application est nécessairement assez réduit), et a [5] pour une amé-
lioration de la méthode permettant d’obtenir un théoreme d’unicité
fort-faible essentiellement pour toute solution turbulente dans Xyp.

2.6. Quelques exemples de grandes données générant
une solution globale réguliére

Au vu des résultats présentés au paragraphe 2.4, il semblerait que
seules les données initiales suffisamment petites géneérent des solutions
uniques globales en temps. Dans ce paragraphe on s’interroge sur la
nécessité de la condition de petitesse de la donnée initiale pour espérer
pouvoir résoudre globalement les équations de Navier-Stokes.
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2.6.a. Amélioration de la technique de point fixe. L’implé-
mentation de la technique de point fixe nécessite qu'une certaine
quantité (ici etAuo) soit petite, et une fagon d’essayer d’améliorer
cette technique est de la pousser un ordre plus loin (ou plus), en écri-

tA

vant u = e"“ug + R et en écrivant le point fixe sur I’équation vérifiée

par R. On a ainsi
R = B(e'®ug, e"®ug) + 2B(e'*ug, R) + B(R, R)

et 'on peut a nouveau appliquer le lemme 2.4.5, avec LR =
2B(e®ug, R).

Afin de garantir que I'application linéaire £ est de norme petite
(sans que ug soit petit) il s’agit de choisir convenablement la norme :
on choisit de changer d’inconnue en posant, pour une constante A a
choisir suffisamment grande,

t
Ra(t.2) = R(t,2)exp (A / Uar).
0
avec U(t) = ||etAu0H2Loo + tHetAuOHAioo

et on applique le lemme de point fixe & la norme || Ry||gpo-1- On peut
alors montrer, en suivant la démarche de [15], qu’il existe une unique
solution globale & (NS) sous ’hypothése que B(et®ug, e®ug)y soit
suffisamment petit. Il s’agit ensuite de vérifier que cette hypothese
peut étre satisfaite sans que wug lui-méme soit petit. Le théoreme sui-
vant, dont on peut trouver une démonstration dans [6], se démontre
précisément en vérifiant que la donnée initiale proposée satisfait a

cette hypothese.

Théoreme 2.6.1 ([6]). Soit ¢ € S(Rg) une fonction, et soient € et «
deuz réels dans |0, 1[. On définit

(—log 5)1/5

Pe(x) = T ia oS (z3/¢) p(@1, w2 /€%, 23).

1l existe une constante C' > 0 telle que si € est assez petit, alors il
existe une unique solution globale d’échelle associée a

UO,E(:E) = (62905(1')’ _61805(37)70)~
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Cette donnée vérifie
(2.6.2) C~ Y (~loge)'/? < Juge| g1 < C(—loge)/o.

Le résultat (2.6.2), joint a la proposition 2.4.10, montre que la
donnée ug . est véritablement grande, au sens du point fixe.

Notons que la démonstration de ce théoréme utilise la structure du
terme non linéaire des équations de Navier-Stokes. On peut d’ailleurs
montrer (voir [11]) que cette méme donnée initiale produit une solu-
tion qui explose en temps fini pour un systéme proche de (NS), dans
lequel la non-linéarité est PQ(u,u) avec @ une forme quadratique
particuliere (différente de u - Vu bien str).

2.6.b. Utilisation du caractére bien posé des équations bidi-
mensionnelles. Une autre stratégie pour obtenir des solutions glo-
bales associées a une grande donnée initiale est d’utiliser le fait que les
équations bidimensionnelles ont une solution globale d’échelle pour
toute donnée initiale d’énergie finie (voir le théoreme 2.4.1). La encore
on utilise donc la structure particuliere de la non-linéarité. Le théo-
réme suivant est démontré dans [7].

Théoréeme 2.6.3 ([7]). Soit vl = (v}, vE) un champ de vecteurs de diver-
gence nulle, régulier sur R? : on suppose que 118 est dans L? (]R3) ainsi
que toutes ses dérivées. On suppose en oulre que U(})l et toutes ses
dérivées sont dans L*(Ry,; H-1(R?)). Soit wo un champ de vecteurs
de divergence nulle, régulier sur R3. Il existe £ > 0 tel que sie < g,
alors il existe une unique solution d’échelle réguliere, globale en temps,

associée o

u0,€(x) = (Ug + z—:w(’},wg)(ml, $275m3)'

Avant d’expliquer comment démontrer ce théoréme, on remarque
que de telles données initiales ug . peuvent étre choisies arbitrairement
grandes. Cela est dii au résultat suivant, démontré également dans [7].

Proposition 2.6.4. Soient (f,g) dans S(R?) x S(R) et he(x1, 2, 23) =
f(z1,22)g(exs). Alors, sie est suffisamment petit, on a

1
”he‘HC*l(R?’) > Z”f”(jfl(R?) HQHLOO(R)-



54 ISABELLE GALLAGHER

Cette proposition repose sur le calcul suivant : il s’agit de minorer
||etAh5HLOO(R3). On écrit ainsi

(e"he)(t, ) = ("0 f)(t, ) ('% g) (€L, 3).
Soit maintenant ty tel que
1/2 1
to €02 fll o 2y > 5 11|61 g2,
Alors

1/2 A 1/2 A o2
o/ 2 e hel poo gy = to/ €02 Fll ooy (€99 g) (€20, &) | Loy

52t08§

1
2 I le-rge)lle” ™ gllpee m)-

Le résultat suit du fait que lim._,o = 0% g = g dans L>(R).

Donnons maintenant une idée de la démonstration du théoréme
2.6.3 : on commence par utiliser le caractere bien posé des équations
bidimensionnelles en résolvant globalement et de maniere unique,
pour chaque y3 € R, Péquation de Navier-Stokes sur R? avec donnée
vl (21,72, y3). Cela fournit une solution v = (v",0), et I'on cherche
alors la solution wu. associée a ug . sous la forme

ue(t, ) = v(t, o1, 2, ex3) + (ew?, w?)(t, x1, x2, ex3) + Re(t, ),
ou we est I'unique solution globale du systeme linéaire suivant :
dywe + 0" - Viwe — Apw, — 203w, = —(V'py,e203p1)

avec divw. = 0 et donnée initiale wq. Il s’agit finalement donc sim-
plement de vérifier que le systéme perturbé suivant est globalement

bien posé :
OtR: + R. - VR, — AR, +v?P? - VR, + R, - VPP = F, — V.,
ou VEPP(t,x) = ((Uh,()) + E(w?,e_lwg))(t, X1, To,EX3),

et ou F; prend en compte toutes les interactions omises dans le sys-
téme vérifié par w, : par exemple le terme cw,-Vu(t, 21, x2,ex3) (nous
ne les écrivons pas tous ici). En fait on peut montrer que ce terme
de force est petit dans un espace invariant d’échelle pour une force
extérieure & (NS) (typiquement L?(R*; H~/2(R3)) convient) : ainsi
par exemple on a, en utilisant I'injection continue de L3/ 2(R?) dans
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H-12(RY),
el (wld) (t w1, w2, £23) | 2 gr-1/2)
< Cel[(wldjo)(t, w1, w2, e23) | 2grt 13/2(r3))
< Cellwe(t, 21, 22, £23) || oo (m+,13(R3))
oot 21, 22, £23) || 2 (13 (R3) -

Donc apres changement de variable puis en utilisant ’injection conti-
nue duale de la précédente, de H'/2(R?) dans L3(R?), il vient

EH(wga]’U)(ta €1, T2, €$3)|’L2(R+;H*1/2(R3))

< CeYP|wel| oo et 17289 19591 e 2 23y

Comme la donnée initiale R,,—q de ce systeme est nulle, la théorie

des données petites permet de montrer qu’il existe une solution unique

globale a ce systeme. Cela permet de conclure la démonstration du
théoréme.

2.7. Comportement en grand temps

Dans ce paragraphe on étudie le comportement en grand temps
d’une solution d’échelle globale quelconque, sans hypotheése de taille
sur la donnée initiale : si la donnée est petite on peut montrer faci-
lement que le comportement asymptotique de la solution d’échelle
est gouverné par le flot linéaire de la chaleur, mais qu’en est-il si la
donnée initiale n’est pas petite ? Le résultat général (voir [1],[10]) est
que toute solution globale d’échelle tend vers zéro en grand temps,
comme dans le cas d’une petite donnée initiale. Nous n’allons pas
donner la démonstration du résultat général ici, mais seulement d’un
résultat partiel, dans le cadre des données de H.Fujita et T.Kato
(voir le théoreme 2.4.2).

Théoréme 2.7.1 (Comportement en grand temps de solutions d’échelle)

Soit ug un champ de vecteurs de divergence nulle, dans Hl/Q(R?’).
Supposons qu’il existe une unique solution u associée, appartenant a
HY2(R?) pour tout temps. Alors

Jim [Ju(t) /2 = 0.

La démonstration de ce résultat repose sur les deux observations
suivantes :
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« Si la donnée initiale est suffisamment petite, alors on sait que la
solution se comporte comme la solution de ’équation de la chaleur
linéaire, et donc le résultat est assuré.

. Si la donnée initiale appartient aussi & L?(R3) alors la solution
est aussi une solution turbulente, donc elle appartient a

L®(R*; L*(R)) N L*(R*; H'(R?)).

En particulier, par interpolation en x et par l'inégalité de Holder
en t, elle appartient & L*(R™; HY 2(R?)), donc il existe un temps T
tel que [|u(T")|| 12 < €0 On est alors ramené a la théorie des solutions
d’échelle petites.

Dans le cas général ou la donnée initiale n’est ni petite, ni dans
L?*(R?), on essaie de s’y ramener en écrivant, pour ¢ > 0 fixé arbi-
trairement petit,

up = vo +wp, avec vy € L*(R®) et |jwol i <e,

ce qui est toujours possible par exemple par une troncature des basses
fréquences de ug (dans ce cas wy est la partie tronquée, sur une petite
boule en fréquences autour de zéro, et vy est le reste).

On commence alors par résoudre globalement (NS) dans H'/2
avec donnée wy (rappelons que wy a été choisie suffisamment petite).
L’équation qu’il s’agit ensuite de résoudre est

ov+v-Vo+v-Vw+w-Vv—Av=—-Vp
dive =0

U‘tZO = 0.

Pour cette équation on n’a pas d’hypothese de petitesse a priori. Par
contre la donnée initiale est dans L?, et on va montrer que la solution
demeure dans L®(R*; L?) N L2(RT; H') comme dans Iexemple ci-
dessus. Dans ce cas on conclura comme ci-dessus qu’au-dela d’un
certain temps, v devient arbitrairement petite dans H/2, et donc
u = v+ w aussi. Ecrivons donc une estimation d’énergie sur v (on se
contente ici d’un argument formel). Il vient

1 t 1 t
eI+ [ 19u(t) Badt < HvoH%ﬁ‘ || o-vw)-oit)aedr|.
2 0 2 0 Jr3
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On estime maintenant par I'inégalité de Holder

t t
/ / (v-Vw) - vdzdt’ / / (v ®@w) - Vodzdt’
0 JR? 0 JR®

t
SAHMﬁMﬂMﬁMﬂWﬁWm#

ce qui permet de conclure par les injections de Sobolev que

1 t
1001 + [ 190 ar
1 t
< glhults € [ Io®)lgallo) Bt

Par définition de w on conclut que

1 t
12) Gt + [ Vo) aar
1 t
< glols + Clleolls [ o)t

En supposant que C||wol|z12 < 1/2 on peut simplifier le terme a
droite ci-dessus dans la partie gauche de (2.7.2) ce qui permet de
conclure que I’énergie de v reste bornée. On obtient alors par le rai-
sonnement précédent qu’il existe T' tel que [[o(T)| g1z < ||woll g1/
On en déduit que

[w(D)ll /2 < 2llwoll g/

et par la théorie des solutions petites que lim |lu(t)|| 512 = 0. Ceci
t—r00

conclut la démonstration du théoréme 2.7.1.

2.8. Comportement au temps d’explosion

Dans ce paragraphe nous allons évoquer brievement la question
de I’explosion (éventuelle) pour (NS). En effet si 'on sait démontrer
I'existence et 'unicité de solutions d’échelle en temps fini (globale-
ment pour une petite donnée), la méthode de point fixe décrite ci-
dessus (ou la méthode d’énergie suivie pour démontrer le théoréeme
2.4.2) ne permet pas de décider si la solution explose véritablement
en temps fini. Cette question est déja présente dans les travaux de
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J. Leray, qui remarque dans [17] qu’une possible solution « explosive »
serait donnée par un champ de vecteurs du type

ult, ) = \/Tl— 7 U<\/Tx— t>

appelé aujourd’hui « profil d’explosion auto-similaire ». II a fallu

attendre soixante ans pour que J.Necas, M. Ruzicka et V.Sverak
démontrent dans [20] que la seule solution de Navier-Stokes de ce
type, avec un profil dans L3(R?), est la solution nulle.

Plus récemment, L. Escauriaza, G. Seregin et V. Sverak ont montré
(voir [8]) le théoréme remarquable suivant, qui généralise le résultat
de [20].

Théoreme 2.8.1 (L. Escauriaza, G. Seregin et V. Sverak)

Soit ug un champ de vecteurs de divergence nulle, dans L>(R?),
et u la solution associée (au sens du théoréme 2.4.4). Si le temps
mazimal T d’existence de u est fini, alors

I = o0,
i {Ju(®)] s = oo

Notons qu’il est facile de montrer que la norme Xp introduite au
théoreme 2.4.4 doit exploser quand le point fixe cesse de fonctionner,
et de méme pour les normes de type LP([0,T]; L?) avec 2/p+3/q =1
et p < 0o, mais le cas étudié dans [8] échappe précisément a ces argu-
ments élémentaires. La démonstration de ce théoreme est tres diffi-
cile, et repose sur des concepts que nous n’avons pas évoqués dans ce
texte (solutions faibles & la Caffarelli-Kohn-Nirenberg [3], arguments
de zoom autour de la singularité éventuelle, unicité rétrograde...).
Nous ne donnerons donc pas plus de détails ici.
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