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1. Le théoréme de Margulis

Le but de ce texte est de présenter la démonstration du théoréme
suivant, dit a G. Margulis.

Rappelons (voir I'introduction) qu’une forme quadratique ¢ sur R”
est non dégénérée si le seul élément x dans R™ tel que, pour tout y
dans R™, on ait gq(z + y) = q(x) + ¢q(y) est I'élément nul 0; qu’elle
est indéfinie si elle n’est ni a valeurs toutes positives, ni a valeurs

Publication originelle dans Journées X-UPS 2007. Systémes dynamiques, groupes
de matrices et applications arithmétiques. Editions de ’Ecole polytechnique, 2007.
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toutes négatives; et qu’elle est irrationnelle si elle n’est pas multiple
réel d’une forme quadratique a coefficients entiers.

On dit qu’une forme quadratique g sur R™ ne représente pas 0 si
q(v) # 0 pour tout v € Z" — {0}.

Théoréeme 1.1 (Margulis). Soit ¢ une forme quadratique non dégéné-
rée, indéfinie et irrationnelle sur R3. On suppose que q ne représente
pas 0. Alors q(Z?) est dense dans R.

Dans [Dal] (proposition 2.8), nous avons vu que si ¢ est une forme
quadratique sur R3 telle que 0 est valeur d’adhérence de q(Z3) — {0},
alors I'ensemble q(Z3)—{0} est dense dans R, de sorte que le théoréme
précédent est une conséquence du résultat suivant.

Théoréme 1.2 (Margulis). Soit ¢ une forme quadratique non dégéné-
rée, indéfinie et irrationnelle sur R3. On suppose que q ne représente
pas 0. Alors 0 est valeur d’adhérence de q(Z3) — {0}.

Dans les théoremes 1.2 et 1.1, nous avons supposé que ¢ ne repré-
sente pas 0, mais cette hypothese n’est pas nécessaire. Elle rend la
démonstration un peu plus courte bien que celle-ci contienne toutes
les idées de la preuve complete. Cette hypothese n’est d’ailleurs pas
trés restrictive et il est facile de construire des formes quadratiques
la satisfaisant.

Nous suivrons l'article de S.Dani et G. Margulis [DM90, Dan01]
dans lequel les auteurs donnent une version simplifiée de 'argument
original de G. Margulis. L’idée principale dans la démonstration du
théoreme 1.2 est la suivante.

Notons ¢ la forme quadratique

qo(v) = 2v1v3 — 3,
et
H={geSLs(R): qooyg=qo}-
le groupe spécial orthogonal de qg. étant donné une action d’un
groupe G sur un ensemble F et G’ un sous-groupe de G, nous appelle-

rons G’-orbite orbite d’un point de E pour laction restreinte de G’,
pour bien préciser de quel sous-groupe nous considérons 1’orbite.
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L’idée principale annoncée ci-dessus consiste a relier le sous-

ensemble

q(Z%)
de R, pour une forme quadratique ¢ = gp o g ou g € SL3(R), & la
H-orbite
HgSL3(Z)

de g SL3(Z) dans l'espace SL3(R)/SL3(Z). (Voir le paragraphe 2 de
[Pau] pour les notions et propriétés de la topologie quotient sur les
quotients de groupes linéaires.)

Plus précisément, lorsque g = ¢p o g satisfait les hypothéses
du théoreme 1.2, nous commencerons par montrer que si 0 n’est
pas valeur d’adhérence de 'ensemble ¢(Z3) — {0}, alors la H-orbite
HgSL3(Z) du point g SL3(Z) est relativement compacte dans ’espace
SL3(R)/SL3(Z). (Rappelons (voir [Pau]) que 'espace SL3(R)/ SL3(Z)
n’est pas borné.) C’est la qu’est utilisée ’hypothése supplémentaire
que ¢ ne représente pas 0. Le point clé est alors le théoreme suivant
de Margulis.

Théoreme 1.3. Toute H-orbite relativement compacte dans le quotient
SL3(R)/SL3(Z) est compacte.

La proposition suivante permet ensuite de conclure.

Proposition 1.4. Soit ¢ = qoog une forme quadratique sur R3. Si la H-
orbite HgSL3(Z) est compacte dans l’espace SL3(R)/SL3(Z), alors q
est rationnelle.

Les théoremes 1.2 et 1.1 contrastent beaucoup avec le cas de la
dimension 2 décrit dans [Dal]. Rappelons en effet que si ¢ est la forme
quadratique sur R? définie par ¢(X,Y) = (X +2Y)(X +yY), ot z et
y sont deux irrationnels, alors 0 est valeur d’adhérence de I’ensemble
q(Z?) — {0} si et seulement si z ou y sont des réels bien approchés,
voir le théoreme 2.3 de [Dall.

La différence entre les cas de la dimension 2 et 3 réside dans le fait
que le théoreme 1.3 n’est pas vrai en dimension 2. La raison pour
laquelle le théoreme 1.3 n’est pas vrai en dimension 2 vient de ce
que H', le groupe spécial orthogonal de ¢((X,Y) = XY (qui est la
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forme bilinéaire non dégénérée indéfinie standard en dimension 2), est
formé uniquement de matrices diagonales et ne possede pas d’élément
unipotent (voir le paragraphe 5 de [Pau]) :

¢
e 0
H =<+ teR,.
De plus, en dimension 2, les groupes diagonaux possedent des orbites
relativement compactes non compactes, voir la figure schématique

ci-dessous. Nous avons d’ailleurs vu dans [Dal] un exemple de telles
orbites H'g SLo(Z) (voir la proposition 4.14 de [Dal]).

F1GURE 1. Orbites diagonales relativement compactes non compactes

L’étude des adhérences des orbites telles que HgSL3(Z) dans
SL3(R)/SL3(Z) intéressait les mathématiciens indépendamment de
la conjecture d’Oppenheim. S. Dani avait conjecturé que lorsque H
est un sous-groupe a un parametre unipotent, alors 'adhérence de
toute H-orbite HgSL3(Z) dans SL3(R)/SL3(Z) est homogene, c’est-
a-dire est une orbite lisse et fermée H'gSL3(Z) C SL3(R)/SL3(Z)
d’un sous-groupe H' de SL3(R) contenant H. C’est M. Ragunathan
qui a fait le lien entre ces questions dynamiques et la conjecture
d’Oppenheim. La conjecture de S.Dani et une conjecture plus gé-
nérale de M. Ragunathan, ont été démontrées par M. Ratner (voir
[Rat91, Rat95, Ghy92]) depuis lors.
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2. Orbites et flots dans SL3(R)/ SL3(Z)

Le but de cette partie est de voir quelques exemples d’orbites de
certains sous-groupes de SLz(R) dans SL3(R)/SL3(Z), qui joueront
un role important dans la démonstration du théoreme 1.2. En par-
ticulier, les propositions 2.3 et 2.4 seront utilisées de fagon cruciale.
Nous introduirons également dans cette partie la notion d’ensemble
compact minimal G’-invariant dans SL3(R)/SL3(Z) pour un sous-
groupe G’ de SL3(R), dans lequel toute G’-orbite est dense.

Rappelons quelques notations. Nous noterons G = SL,(R) et I' =
SLy(Z). Rappelons (voir le paragraphe 2 de [Pau]) que G/I est iden-
tifié & l’espace des réseaux unitaires R1(R"™) de R™, I'identification se
faisant par ’homéomorphisme équivariant qui a gI" € G/T" associe le
réseau gZ" € R1(R™). L’action naturelle (& gauche) de G sur G/T
définie par ¢'(gI') = ¢’gT" correspond donc par I'identification précé-
dente sur l’espace des réseaux a l’action définie par ¢'(gZ") = ¢'gZ".

Remarque. Selon les circonstances, nous considérerons une orbite d’'un
sous-groupe G’ de G comme le sous-ensemble G’gI' de G/T" ou bien
comme le sous-ensemble G'¢gZ"™ de lespace des réseaux R1(R"™) via
I’homéomorphisme entre G/I' et R1(R"™). Ce sont les propriétés to-
pologiques des orbites de ces sous-groupes dans G/T" ou R1(R™) qui
seront en fait importantes.

Les sous-groupes dont les orbites vont particulierement nous inté-
resser sont les sous-groupes a un parametre suivants (ou des sous-
groupes construits & partir de ceux-ci) :

U:{u(t): (éét?):te]l%} et V:{v(t):@g(i)):teﬂ&}.

Les sous-groupes a un parameétre U et V sont unipotents, voir les
exemples suivant la proposition 5.2 de [Pau]. Le sous-groupe & un
parametre diagonal

D:{d(t):(eggegt>:teﬂ2<}

aura également une grande importance.
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Les groupes U, V et D entretiennent des relations particulieres que
nous résumons dans la proposition suivante (voir le début de [Pau]
pour la définition du normalisateur d’un sous-groupe).

Proposition 2.1.

(i) Les groupes U et V commutent.

(ii) Le groupe D normalise U et V.

(iii) Les sous-ensembles DU, DV, DUV et UV sont des sous-
groupes fermés de G.

Démonstration.

(i) On vérifie que

1ts+t?/2
u(t)v(s) =v(s)u(t)= (01 ¢
00 1

(i) On vérifie que d(s)u(t)d(s)™ = u(te®) et que d(s)v(t)d(s)~! =
v(te?).

(iii) Le fait que DU, DV, DUV et UV sont des sous-groupes
découle de (i) et (ii). Montrons par exemple que DUV est un sous-
groupe fermé, les autres cas se traitent de la méme fagon. Supposons
qu’une suite

e spe™ e (t, + s2/2)
d(tp)u(sp)v(t,) =1 0 1 Sn
0 O e ™

de DUV converge vers g dans G. On voit alors que les suites 7,, sy
et t,, doivent converger ce qui entraine que g € DUV. O

En fait, on peut étre plus précis et montrer que le normalisateur
Ng(U) de U dans G est DUV.

Pour g € G et G’ un sous-groupe de G, l'orbite G'¢gI" dans G/T
peut &tre, selon les choix de g et G’, bornée, compacte, fermée, dense,
ou, lorsque G’ est un sous-groupe a un parameétre, étre divergente
(i.e. sortir de tout compact de G/I"). Voici quelques exemples d’or-
bites.
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Orbites périodiques de U. Le groupe U possede des orbites pério-
diques (voir la définition suivant la proposition 2.2 de [Pau]).
Par exemple, la U-orbite de el' est périodique de période divi-
sant 2 (et méme exactement 2) puisque u(2) € I' = SL3(Z) donc
u(2)el’ = el (et que u(t) ¢ I'sit € ]0,2[). De méme, pour tout g € G
et T € [0, 4+oo[ tel que g~ tu(T)g € T, la U-orbite de gI" est périodi-
que de période divisant T'. Par exemple, la U-orbite de d(s)I" est une
orbite périodique de période 2¢e® puisque d(s) tu(t)d(s) = u(te™*),
voir la figure 2 ci-dessous. De méme, V posséde des orbites périodi-
ques de période 2e¢?* pour tout s € R. En particulier, U et V ont des
orbites arbitrairement petites dans G/I.

| |

0 s parametre s

FIGURE 2. Orbite périodique de U et images par D

Orbites non bornées de V. On se place dans l'espace des réseaux
R(R3). Le réseau L engendré par e; = (0,0,1), ex = (—1,0,0) et
e3 = (0,1,0), qui appartient & R{(R?), a pour V-orbite dans R;(R?)
I’ensemble des réseaux
L(t) = {(t(m + nb) — n,k,m +nb): (k,m,n) € Z*}.

Si 6 est irrationnel, le théoreme de Dirichlet (voir le théoréeme 1.1
de [Dal]) donne une infinité de (m;,n;) € Z? tels que |m;+n;0| < 1/n;.
En choisissant t; = n;(m;+n;0) 1, on voit que le réseau L(t;) = v(t;)L
contient les vecteurs (0,0, m; + n;0) qui tendent vers 0. Donc, par le
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critére de Mahler (voir les corollaires 1.10 et 4.3 de [Pau]), Porbite VL
n’est pas bornée. Cela revient a dire que l'orbite VgI" n’est pas bornée
dans G/T', ou
0 -1 0
g=10 0 1
1 6 0
est la matrice de G telle que gZ3 = L.
Orbites périodiques et divergentes de D. Le sous-groupe diagonal D
a également des orbites périodiques. Par exemple, la matrice

201
vy=|(0 1 0] €SL3(Z)
101
a pour valeurs propres 1, 3+2\/5 et 3_2‘/5. Il existe donc g € G tel

que v = g~ 1d(T)g, on T = log 3+2‘/5. Ainsi, gI' est D-périodique de

période divisant 7" = log %—ﬁ Le groupe D possede également des
orbites divergentes. On se place dans I'espace des réseaux R1(R3), ot
la D-orbite DZ? = d(t)Z3 tend vers l'infini d’apres le critére de Mah-
ler (voir les corollaires 1.10 et 4.3 de [Pau]), puisque tout voisinage
ouvert de 0 dans R? contient (0,0,e~*) € d(t)Z? pour t assez grand,
voir la figure schématique 3 ci-dessous.

FI1GURE 3. Orbite périodique et divergente de D
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Remarque 2.2. Contrairement aux orbites de D, aucune orbite de U
et de V n’est divergente dans G/I". C’est une propriété profonde
des sous-groupes a un parametre unipotents. En fait, étant donné
un point z de G/I" et un sous-groupe & un parametre unipotent
{u(t): t € R}, il existe un compact K C G/T" tel que u(t) passe
une infinité de fois dans K quand |¢| tend vers +oo, c’est-a-dire tel
que {t € R: u(t) € K} soit non borné, voir la figure schématique ci-
dessous (et le lemme 5.7 de [Pau]).

Yy =

=

FIGURE 4. Les orbites de U et de V sont récurrentes

Orbites de DUV, DUV, DUV~. Notons V* = {v(t):t > 0}
et V- = {v(t):t <0}. L’ensemble DUV est un sous-groupe de G
(par la proposition 2.1). En revanche, 'ensemble DUV® n’est pas un
groupe, mais on peut considérer quand méme ses orbites, c’est-a-dire

les ensembles DUV*¢I"' ¢ G/T.

Proposition 2.3. Aucune orbite de DUV™* et a fortiori de DUV nlest
bornée.

Démonstration. 11 suffit de vérifier par exemple qu’aucune orbite de
DUV n’est bornée. Plagons-nous dans l'espace des réseaux Rq(R?)
et pour g € G, considérons l'orbite DUV ¢Z3 du réseau L = ¢Z3.
Choisissons dans le réseau L un vecteur v = (v1, v2, v3) tel que vz > 0
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et v% —2vyvg > 0. Vérifions par ailleurs que pour tous les réels 7, s, t,

e se” eT(t+ s%/2)

d(T)u(s)v(t) =10 1 s
0 0 e "
Si s = —wg/v3 et t = (v3 — 2v1v3)/2v3 > 0, on voit ainsi que

d(r)u(s)o(t)(vi,v2,v3) = (0,0, v3)

peut étre choisi de norme arbitrairement petite quand 7 tend vers
+00. Ceci entraine, grace au critere de Mahler (voir les corollaires 1.10
et 4.3 de [Pau]), que DUV *gZ3 n’est pas bornée dans R1(R?) et donc
que DUV T¢I n’est pas bornée dans G/T. O

Orbites de DU. Il existe des orbites fermées de DU, par exemple
DUT est une DU-orbite fermée de G/I'. En revanche, aucune orbite
de DU n’est compacte.

Proposition 2.4. Aucune orbite de DU dans G /T n’est compacte.

Démonstration. Soit DUgI" une orbite de DU dans G/I". Supposons
qu’elle soit compacte. Posons A = g7 'DUgNT. Cette orbite DUgI’
est homéomorphe & ¢~ 'DUgI’, donc & g~ !DUg/A d’apres la propo-
sition 2.3 de [Pau], et g 'DUg/A est compact.

Montrons que A est contenu dans g~ 'Ug. Pour cela, supposons
par l'absurde qu’il existe d(s) € D — {e} et u(t) € U tels que
g td(s)u(t)g € T. Pour tout w € g~1Ug, on vérifie facilement (en
utilisant la premiere formule de la preuve de la proposition 2.1) que

(97 d(s)u(t)g) " w(g~d(s)u(t)g)’ — e

quand ¢ tend vers +oo si s > 0 ou vers —oo si s < 0. Comme A
est discret, on obtient donc que AN g 'Ug = {e}. Comme g~ 'Ug
est distingué dans ¢ 'DUyg, on en déduit que la restriction au sous-
groupe A de la projection canonique

g 'DUg — ¢ 'DUg/g 'Ug

est un morphisme de groupes injectif. Donc A est cyclique. Montrons
que ceci est impossible, puisque g7'DUg/A est compacte. En effet,
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si A est cyclique engendré par g~ 'd(T)u(s)g, alors les éléments du
type g~ 'u(t)g ne sont pas a distance bornée de
_ —(n+D)T
A:{gfld(nr)u(s(l 16_67 )>g:n€Z}
lorsque t tend vers plus ou moins I'infini.

Ainsi, A ne contient pas d’élément du type g~ 'd(s)u(t)g ou d(s) €
D — {e}, et A est contenu dans g~ Ug, mais cela contredit aussi la
compacité de g"'DUg/A. On en conclut que DUgT ne peut pas étre
compacte. [l

Méme lorsqu’'une G’-orbite G'¢gI" dans G/T" n’est pas fermée, son
adhérence X = G’gl est un ensemble G/-invariant. Parmi les sous-
ensembles de G /T’ qui sont G’-invariants, les « compacts minimaux »
apparaissent comme particuliérement importants.

Définition 2.5. Soit Y un sous-ensemble compact G’-invariant non vide
de G/I'. On dit que Y est minimal si pour tout sous-ensemble com-
pact Z de Y qui est G'-invariant, alors soit Z = @ soit Z =Y.

Par exemple, les orbites périodiques pour U, V ou D sont des
orbites compactes minimales de U, V ou D.

L’existence de sous-ensembles invariants minimaux n’est pas tou-
jours facile a établir. Voici un cas ou il est aisé d’en montrer I'exis-
tence.

Lemme 2.6. Soit G' un sous-groupe de G et X un sous-ensemble non
vide, compact et G'-invariant de G/T. Alors il existe un compact
minimal G'-invariant dans X .

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme de Zorn. [

L’analyse de la topologie de certaines orbites aura une grande
importance dans la suite. Rappelons que dans tout espace topolo-
gique X, une partie A est dite localement fermée si elle vérifie I'une
des conditions équivalentes suivantes :

(1) tout point z de A admet un voisinage U dans X tel que X NU
soit fermé dans U ;

(2) A est ouvert dans son adhérence;

(3) A est Iintersection d’un ouvert de X et d’un fermé de X.
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Lorsque X est localement compact, toute partie localement fermée
de X est encore localement compacte. Les vérifications sont élémen-
taires, et laissées en exercice, sauf I'implication dont nous aurons
besoin plus tard.

Démonstration. Montrons que (1) entraine (2). Soient z un point
de A et U un voisinage ouvert de z dans X tel que AN U soit fermé
dans U. On a donc UN A =UN A et donc U N A est ouvert dans A.
Comme A est réunion de tels ouverts U N A, le sous-espace A est
ouverte dans A. U

G'z

8 e

G’z

FIGURE 5. Orbite ouverte dans son adhérence

Lemme 2.7. Soit G' un sous-groupe de G et X C G/T' un compact
minimal G'-invariant. Pour tout x dans X, l'orbite G’z est dense
dans X. Si de plus G'x est ouverte dans X, alors G'z = X.

Démonstration. Pour tout « dans X, I’adhérence G’z est un compact
G’-invariant non vide contenu dans X, donc égal & X. De méme, si
G’z est ouvert dans X, alors X — G’z est un compact G’-invariant
contenu dans X, différent de X, donc vide. O

Corollaire 2.8. Soit X un compact DU-invariant minimal. Les DU-
orbites dans X mne sont ni ouvertes ni méme localement fermées
dans X.
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Démonstration. Considérons une DU-orbite localement fermée ou de
facon équivalente ouverte dans son adhérence. Cette orbite coincide
avec X d’apres le lemme 2.7, donc est compacte par hypothese. Mais
cela contredit la proposition 2.4. O

Les orbites de DU dans un compact minimal DU-invariant s’ac-
cumulent donc sur elles-méme, comme les orbites d’un flot irrationnel
sur T? = R?/Z? (obtenu par passage au quotient du flot (¢, x) + z+tv
sur R?, ot1 v est un vecteur de R? de pente irrationnelle), voir la figure
schématique 6 ci-dessous ou ’on identifiera par translations les bords
opposés du rectangle.

FIGURE 6. Flot irrationnel sur le tore T2

3. Action sur les formes quadratiques de R3 et lien
entre H et V

Le but de cette partie est d’établir une propriété de non commuta-
tion de H et V, voir la proposition 3.10. Cette propriété sera fonda-
mentale dans la preuve du théoreme 1.3 qui dit qu’une orbite relati-
vement compacte Hx dans G/I" est compacte. Elle repose sur la pré-
sence dans H du sous-groupe unipotent U dont la dynamique au voi-
sinage de ses points fixes est I’aspect déterminant, voir le lemme 3.9.

Ces propriétés se démontrent en utilisant ’action linéaire de G sur
Pespace des formes quadratiques ou des matrices symétriques (voir le
paragraphe 2 de [Pau]).
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Commencons par quelques rappels sur les formes quadratiques et
placons nous dans R3, bien que certaines propriétés ne dépendront pas
de la dimension. L’espace vectoriel des formes quadratiques sur R3 est
isomorphe & I’espace vectoriel des matrices symétriques réelles 3 x 3
par l'isomorphisme qui associe a une forme quadratique ¢ la matrice
symétrique o telle que g(v) = (ov,v) pour tout vecteur v € R3, ou
(, ) désigne le produit scalaire euclidien standard de R3. Par exemple,

la matrice
0 0 1
oo=|(0 -1 0
1 0 0

est la matrice associée a la forme quadratique go définie par go(v) =
2v1v3 — v3 pour v = (v, v2,v3) € R3.

Dans toute la suite, nous noterons S I'espace des matrices symé-
triques sur R3. Le groupe topologique G = SL3(R) agit (continfiment,
a droite) sur ’espace S des matrices symétriques (voir le paragraphe 2
de [Pau]) en posant, pour g € G et o € S,

o-g="gog.

Si o est la matrice de g, alors o - g est la matrice de gog. L’orbite de la
matrice og définie plus haut est ’ensemble des matrices symétriques
de déterminant 1 associées aux formes quadratiques de méme signa-
ture (2,1) que go. En particulier, toute forme quadratique sur R3,
non dégénérée et indéfinie, est proportionnelle & une forme du type
goo g pour un g € G.

Pour une forme quadratique ¢ sur R?, nous noterons H, le groupe
spécial orthogonal de ¢, formé des éléments de G = SL3(R) tels que
q(gv) = q(v) pour tout v € R3 et H = Hy,. De fagon équivalente, H,
est le sous groupe de G qui fixe la matrice o de ¢, c’est-a-dire

Hy={9eG:0-g=0}.

Les groupes spéciaux orthogonaux de g = qg o g et de g¢ sont conju-
gués : Hy = g 'Hg. Les groupes

2 e
U:{u(t):(éétf/z);teR} et D:{d(t):(gtgegt):temi}
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sont des sous-groupes de H = H,,, comme on peut le voir aisément
en vérifiant que

oo - u(t) = tu(t) 00 u(t) =09 et og- d(t) = td(t) o) d(t) = 0yp.

v={uw=(§34): 1]

n’est pas un sous-groupe de H.

Les formes quadratiques non dégénérées sont caractérisées par
leur groupe spécial orthogonal. Avant d’établir ce résultat, montrons
d’abord qu’une forme quadratique non dégénérée g est caractérisée
par son cone isotrope C' = {x € R3: g(z) = 0} si celui-ci n’est pas
réduit a 0.

En revanche,

OO
oo
—_O o

Proposition 3.1. Soient q et ¢’ deux formes quadratiques sur R™ ayant
méme cone isotrope C. On suppose que C # {0}, alors il existe X €
R — {0} tel que ¢ = \q.

Démonstration. Soient B et B’ les formes bilinéaires symétriques as-
sociées a ¢ et ¢'. Choisissons zy # 0 dans le cone isotrope commun
a q et ¢/, et notons E et E’ les sous-espaces orthogonaux a xy pour ¢
et ¢’ respectivement. Nous allons montrer que £ = E’.

Soit # € R"™ et a € R. Nous avons q(az+z0) = o?q(z)+2aB(z, z0)
et de méme, ¢'(ax + 1) = o2¢/'(x) + 2aB’'(z,70). Si ¢(z) = 0, alors
¢ (x) =0, g(ax+x0) = 2aB(x, x0) et ¢ (ax+x0) = 2aB’(x, x0). Dans
ce cas, si on choisit a # 0, alors B(x, z9) = 0 entraine g(z + x¢) = 0
donc ¢'(x + z9) = 0 et B'(x,29) = 0 dot E C E' et E = E' par
symétrie. Si g(z) # 0, alors il existe o # 0 tel que g(ax + o) =
o?q(x) 4+ 2aB(x, x9) = 0 si et seulement si B(x,zg) # 0. De méme,
¢ (az + xz0) = &®¢(z) + 2aB'(z,20) = 0 pour a # 0 si et seulement
si B'(z,20) # 0. Comme ¢'(ax + z) = 0 équivaut a ¢(ax + zo) =0,
on en déduit que B(z,zq) # 0 si et seulement si B'(z,zq) # 0, donc
E=F.

Ainsi, les deux formes linéaires x — B(x,xg) et x — B'(z,xzq)
ont le méme noyau et sont proportionnelles. Il existe donc A € R tel
que B'(z,z¢) = AB(x,xz0) pour tout z € R"™. Montrons & présent
que ¢'(x) = Ag(x). Soit x ¢ E, alors il existe « tel que q(axg + x) =
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2aB(x,x0)+q(z) = 0 donc aussi ¢ (axo+z) = 2aB'(x, x0)+¢ (z) = 0,
ce qui entraine ¢'(z) = —2aB'(x,x0) = —2aAB(z,x9) = Ag(x). Si
x € E, choisissons y ¢ F = FE’, ce qui est possible puisque ¢ est
non dégénérée, alors q(x) = q(z +y) + q(y) — 2B(z + y,y) et aussi
¢ () = q'(x+y)+4q'(y) —2B'(z +y,y), ce qui entraine ¢'(z) = Ag(x)
d’apres le cas précédent. O

Proposition 3.2. Soient q et ¢’ deux formes quadratiques non dégéné-
rées dans R". Supposons que H; = H(’I, alors il existe un réel \ tel
que ¢ = \q.

Démonstration. Rappelons que pour toute forme quadratique ¢ non
dégénérée, le groupe H, agit transitivement sur les ensembles de ni-
veau ¢~ 1(t) de ¢ pour tout ¢t € R. Supposons que le cone isotrope
C' de ¢ ne soit pas réduit a {0}. Soit x € C' — {0}. Alors, pour tout
A € R, g(x) = g(Ax) = 0 donc il existe h € Hy tel que Az = hx
et comme Hy, = Hy, on déduit ¢'(z) = ¢'(Az) d’ott 'on conclut que
¢ (x) = ¢'(Ax) = 0 en prenant A # 1. Ainsi lorsque le cone isotrope
de g ou de ¢ est non trivial, les cones isotropes de g et ¢’ coincident
et g et ¢’ sont proportionnelles d’apres la proposition 3.1.

Nous pouvons donc supposer que les cones isotropes de ¢ et ¢’ sont
réduits & {0} et donc que les formes ¢ et ¢’ sont définies puisqu’elles
sont non dégénérées. Soit z € R™ tel que g(x)#0. Il existe A €R tel que
¢ (x) = Aq(z). Puisque ¢ est définie, q(y)/q(x) >0 pour tout yeR™,
donc g(y) peut s’écrire g(y) = q(a(y)z) avec a(y) = /q(y)/q(z).
Il existe donc un élément h dans H, = Hy tel que y = h(a(y)z)
et ainsi ¢'(y) = ¢'(a(y)z) = (a(y))2¢'(z) = Aq(y), et g et ' sont pro-
portionnelles. O

En particulier, ¢y est caractérisée a constante multiplicative non
nulle prés par son groupe spécial orthogonal H. En fait, les sous-
groupes U et ‘U de H suffisent & caractériser gy comme on le voit
dans la proposition suivante.

Proposition 3.3. Soit ¢ € S une matrice symétrique 3 x 3 telle que
th o h = o pour tout h € UU'U, alors il existe un réel X # 0 tel que
o = A\oyg.
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Démonstration. Soit o € S telle que ‘u(t) o u(t) = o pour tout
u(t) € U. En dérivant en ¢ = 0 on obtient ‘iu(0) o + o u(0) = 0, d’ott
I'on tire facilement

0 0 a
c=(0 —a O
a 0 b
De méme, en écrivant 4(0)o + o 'u(0) = 0, on en déduit b =0. O

Le lecteur pourra vérifier que H est engendré par les sous-groupes
U et ‘U, ce qui fournit une autre maniére de démontrer la proposition
précédente.

Intéressons-nous a présent aux formes quadratiques ¢ non dégéné-
rées, indéfinies sur R? dont le groupe spécial orthogonal H, contient
« beaucoup » de matrices a coefficients entiers. En fait, nous allons
voir qu’une telle forme quadratique est proportionnelle & une forme
quadratique a coefficients entiers. Rappelons que nous appelons forme
quadratique rationnelle toute forme quadratique multiple réel d’une
forme quadratique dont les coefficients sont rationnels. Notons

A = H, N SL3(Z)

le sous-groupe de H, des matrices a coefficients entiers. C’est un
sous-groupe discret de H,. Une manicre de s’assurer que A contienne
beaucoup d’éléments est de supposer que H,/A est compact : en
effet, puisque H,; n’est pas compact, la compacité de H,/A entraine
que A doit étre infini. Dans ce cas, nous allons voir que ¢ doit étre
rationnelle.

Proposition 3.4. Soit q une forme quadratique non dégénérée, indéfinie
sur R3. Supposons que H,/A soit compact. Alors q est rationnelle.

Démonstration. L’idée est la suivante : la matrice o, de ¢ vérifie
t50,0 = o4 pour tous les § dans A, donc est solution d’un nombre
infini d’équations linéaires a coefficients entiers, puisque A est infini;
en fait nous allons voir que 'espace vectoriel sur Q des solutions ra-
tionnelles de ces équations est de dimension 1 sur Q. En fait, cette
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dimension coincidera avec la dimension sur R de ’espace des solu-
tions réelles de ces mémes équations, ce qui entrainera que o, est
proportionnelle a une matrice rationnelle.

Précisément, on considere l'action de G = SL3(R) sur ’espace S
définie précédemment, et le sous-espace vectoriel réel F' de S formé
des matrices fixée par tous les éléments de A,

F:{U€82t50'520', V&GA}.

Soient o € F et g € G tel que ¢ = goog. L’application f : h + o-(h™1)
de H, dans S induit par passage au quotient une application continue

f:Hy/A —S.

Par hypothese, H,/A est compact, donc f(Hy/A) est un compact
de §. En particulier, puisque U est un sous-groupe de H, le conju-
gué g~ 'Ug est un sous-groupe de H, = g ' Hg et t — f(g 'u(t)gA)
est bornée. Par ailleurs, puisque ¢ — u(t) est polynomiale, 'applica-
tion t — f(g  u(t)g) = ‘g'u(—t)tg tog~ u(—t)g est une application
polynomiale. Celle ci est bornée puisque l'image de f coincide avec
I'image de f, donc f est un polynéme constant. La matrice o vérifie

donc, pour tout ¢ dans R,

tgtu(=t) gt o gt u(—t) g=o0.

t 1

g~ ! o g7!, on a alors ‘u(—t) ¢’ u(—t) = o'. Le méme
argument appliqué & ‘u(t) au lieu de u(t) montre que la matrice sy-
métrique o’ vérifie th o’ h = ¢’ pour tout h € U U'U. D’apres la
proposition 3.3, ¢’ est donc proportionnelle & o et ainsi o est propor-
tionnelle & fg 09 ¢, la matrice de ¢q. Nous venons donc de démontrer

que F' est un sous-espace vectoriel réel de & de dimension 1.

Si o =

Mais F' est défini comme ['espace des solutions d’un systeme
d’équations linéaires a coefficients rationnels, dont la dimension
sur Q est égale a la dimension sur R de I'espace des solutions réelles
de ces mémes équations. On en déduit donc que la matrice associée
a g, qui est un élément de F', est proportionnelle & une matrice
rationnelle. O
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Notons O l'orbite de o par 'action de G = SL3(R) sur S, c’est-a-
dire
O={op-g:9€G}.
Comme O est 'intersection du fermé des matrices de déterminant 1
avec I'ouvert des formes quadratiques de signature (2,1), Porbite O

est localement fermée, donc localement compacte. Par la proposi-
tion 2.3 de [Pau], 'application 6 : H\G — O définie par

0(Hg) =009
est donc un homéomorphisme, qui est G-équivariant, c’est-a-dire qu’il
vérifie (Hgg') = (00 - g) - ¢, pour tous g, ¢ dans G.
Nous avons vu que o est caractérisée a une constante pres par le

fait d’étre fixée par H, voir la proposition 3.2 ou bien par tous les
éléments de U U ‘U, voir la proposition 3.3. Le sous-espace de S fixé

000
par seulement U est un peu plus gros. Notons o1 = (8 8 (1))

Lemme 3.5. Le sous-espace vectoriel F' de S fixé par U est engendré
par oq et o1. De plus, F N O est contenu dans la droite affine

L={ce€F:0=09+to1,teR}.

Démonstration. Rappelons que u(t) € U s’écrit u(t) = exp(tv) ou
010 . , - -

v = (8 0 (1)) Une matrice o fixée par U vérifie donc par dériva-

tion ‘v o + ov = 0. On en déduit aisément que o est une combinai-

son linéaire de og et o1. Pour établir la deuxieme partie du lemme,
on remarque que les éléments de O sont de déterminant 1 et que
det(sog + to) = 5. O

La droite affine L est en fait la V-orbite de o¢ dans S. En effet,

rappelons que
V= {v(t): ( ?8):teR}.
01

On calcule alors aisément

(3.1) oo - v(t/2) = v(t/2)ogv(t/2)oo + to.

OO

On déduit le résultat suivant de cette remarque et du lemme 3.5.

Lemme 3.6. Nous avons FNO=FNO =L =o0yV. O
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Comme on vient de le voir, la droite affine L est préservée par V.
Déterminons a présent les deux sous-groupes de G formés des élé-
ments qui la fixent point par point, et qui la préservent globalement.
Notons U* le sous-groupe de H engendré par U et par la matrice

-10 0
( 010 )

0 0-1
Lemme 3.7. Le sous-groupe de G formé des éléments qui fizent d la
fois og et o est U*.

Démonstration. 11 suffit d’écrire les équations. O

Lemme 3.8. Le sous-groupe de G formé des éléments qui préservent
la droite affine L est DU*V.

Démonstration. On vérifie aisément que (og+toq)-d(s) = oo+te 20y
et (oo +to1) - v(s) = oo + (t + 2s)oy1. Ainsi, L est DV-invariant, et
de plus DV contient toutes les bijections affines de L qui préservent
Porientation. En particulier, pour toute paire 79 et 71 d’éléments de
L, il existe un élément h € DV tel que o9 - h = 9 et 01 - h = 7.
Si g est un élément de G qui préserve L, on considere h € DV tel
que 09 -h = 09-g et o -h = o1 - g, donc gh™! fixe og et o1 et
g € DVU* = DU*V d’apreés le lemme 3.7. O

Le groupe orthogonal H de gy contient le sous-groupe a un para-
metre U. Une propriété importante de ce sous-groupe est d’étre uni-
potent. Les groupes a un parametre unipotents ont une dynamique
particuliére au voisinage de leur sous-espace fixe qui sera fondamen-
tale dans la suite, voir la figure 7 ci-dessous (ainsi que le lemme 5.6
de [Pau], qui est un cas particulier du lemme 3.9 ci-dessous).

Soit N = {n(t): ¢t € R} un sous-groupe & un parametre unipotent
d’automorphismes linéaires d’un espace vectoriel F, et F' le sous-
espace des vecteurs fixes de V.

Lemme 3.9. Soit (p;)ieny une suite dans E — F convergeant vers un
point p € F. Alors il existe une courbe polynomiale non constante
¢ : R — F telle que ¢(0) = p et telle que 'image de ¢ soit contenue
dans Uadhérence de | J;2, Np;.
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P1
° U-p
°
% U p;
°
Poo

FIGURE 7. Dynamique unipotente au voisinage de l'en-
semble des points fixes

Démonstration. Comme N est un sous-groupe a un parametre uni-
potent, on a n(t) = exp(tr), ou v est une matrice nilpotente, c’est-
a-dire telle qu'il existe k € N — {0} tel que v* = 0. Les applications
fi : t = n(s)p; sont donc des applications polynomiales de R dans E,
de degré inférieur ou égal a k. Ces applications f; sont non constantes
puisque p; appartient a £ — F. Choisissons T; > 0 tel que
sup || fi(Tis) —pl = 1.
se[—1,1]

Un tel T; existe puisque f;(s) est une courbe polynomiale non
constante. Les applications polynomiales ¢; : s — f;(T;s) définissent
une suite qui, puisqu’elle est bornée sur [—1, 1], admet une sous-suite
convergent uniformément sur tout compact de R vers une applica-
tion polynomiale ¢. Cette application ¢ est non constante puisque
¢(0) =pet

sup |l¢(s) —pl| = 1.
s€[—1,1]

De plus, 'image de ¢ est contenue dans I'adhérence de J;=; Np; par
construction, et dans F', puisque

n(t)é(s) = lim n(t)di(s) = lim n(Tis +1)p; lim ¢i(s +1/Ti) = d(s).
(]

Le lemme précédent admet le corollaire suivant, dont nous tirerons
toutes les conséquences plus loin. Notons

Vi:{v(t):( ):teRi}.

(el g

0
1
0

O



148 GILLES COURTOIS

Proposition 3.10. Soit (g;)ien une suite dans G — HV convergeant
vers identité e. Alors l'adhérence de | J;oy Hg;U contient V' ou
contient V.

7 HV
FIGURE 8. Défaut de commutation

Démonstration. L’idée est de traduire ’énoncé a 1’aide de ’homéo-
morphisme G-équivariant 6 : H\G — O, défini par §(Hg) = o¢ - g.
D’apres le lemme 3.6,

9(HV)=00-V =FnNO.

Soit (g;)ieny une suite dans G — HV comme dans ’énoncé de la
proposition ; les matrices p; = 0(H g;) appartiennent a O —F C S— F
et convergent vers gg. D’apres le lemme 3.9 précédent, il existe une
courbe polynomiale non constante ¢ : R — F' telle que ¢(0) = o et
dont I'image est contenue dans l'adhérence de |2, p; - U. Or cette
adhérence est contenue dans O. Donc d’apres le lemme 3.6, I'image
de ¢ contient une courbe polynomiale non constante contenue dans
FNO=FNO=0HV)={og-v(t/2) = 0o +toy:t € R}. Comme
#(0) = 00, et ¢ est une courbe polynomiale non constante, I'image de
¢ contient nécessairement §(HV™) ou §(HV ™). Ainsi, 'adhérence
de U pi - U = (U2, Hg;U) contient (HV~) = 6(H)V~ ou
O(HV™) = 0(H)V ™. Puisque 6 est un homéomorphisme, on en déduit
donc que I'adhérence de |J;2; Hg;U contient V¥ ou V. O
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Les lemmes suivants nous seront utiles un peu plus tard. Nous
avons défini U* avant le lemme 3.7.

Lemme 3.11. Soit g € G, alors HV N HV gq est soit vide, soit réduit
a une classe a gauche par H, soit égal a HV. Dans ce dernier cas,
on a de plus go € DU*V.

Démonstration. Comme dans la proposition précédente, traduisons
I’énoncé a 'aide de ’lhoméomorphisme G-équivariant §: H\G— O CS.
Rappelons que §( HV) est la droite affine de S des og-v(t/2) = op+toy
pour t € R. Par équivariance, §(HVgy) = 0(HV) - go est également
une droite affine de S. Ainsi, dés lors que HV N HVgq contient au
moins deux classes distinctes a gauche par H, les images 6(HV)
et (HVgo) contiennent également deux points distincts, donc les
droites affines (HV) et O(HV gy) = 0(HV) - go coincident. En par-
ticulier HV gy = HV, ce qui montre la premiére assertion. De plus,
go préserve la droite affine (HV). Donc la derniére assertion découle
du lemme 3.8. O

4. Adhérences d’orbites, minimaux invariants et
théoréeme 1.3

Rappelons que H désigne le groupe spécial orthogonal de la forme

quadratique go(v) = 2vjv3 — 23, c’est-a-dire

H={geG:Vve R3, go(gv) = q0(v)}.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme 1.3 que nous
rappelons.

Théoréme 4.1. Soit Hgl' une H-orbite relativement compacte de H
dans GJT'. Alors, Hgl' est compacte.

L’idée de la démonstration est la suivante. En supposant par I’ab-
surde qu’'une orbite Hgl' est relativement compacte et non com-
pacte, on peut montrer que X = Hgl contient une V-orbite, et
donc une DUV-orbite (puisque X est DU-invariant), ce qui contre-
dit le fait qu’aucune DU V-orbite n’est bornée, voir la proposition 2.3.
Pour montrer que X = HgI' contient une V-orbite, on considére un
point zI" de Hgl' — HgI' et on montre que X est localement contenu
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dans la H'V-orbite du point zI" au voisinage de ce point. Ensuite, en
choisissant zI" dans un compact minimal U-invariant Y C X, on peut
montrer que Y est V-invariant.

A. Etude locale de X au voisinage d’un compact minimal
U-invariant Y C X. Soit zI' € Hgl' — Hgl', alors
zI' = lim h;gll’

1— 00

ou h; € H. Afin d’étudier X au voisinage de zI', nous allons déter-
miner quels sont tous les éléments x; de G tels que z;zI' = h;xl.
Au moins un tel élément x; existe puisque G agit transitivement sur
G/T (voir la figure schématique 9).

z+x;

FIGURE 9. Enrichissement d’orbite

Définition 4.2. Soit Z une partie de G/T"; A une partie de G et z un
point de Z. On dit que Z est le long de A au point z s’il existe un
voisinage ) de I'identité dans G tel que {g € Q: gz € Z} C A.

Dire que Z C G/T" est le long de A C G en z € Z équivaut a dire
que Z est localement contenu au voisinage de z dans la A-orbite de z.

Soit G’ un sous-groupe de G. La topologie d’'une G’-orbite Z =
G'gll est liée a la définition précédente.

Lemme 4.3. Soit G' un sous-groupe fermé de G, et Z = G'gI’ une
G'-orbite. Si Z est le long de G' en un point z € Z, alors Z est
localement fermée, et donc est ouverte dans son adhérence.
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Démonstration. Montrons en premier lieu que si Z est le long de G’
en un point zg € Z, alors Z est le long de G’ en tout point de Z.
Soit 2 un voisinage ouvert de e dans G tel que {g € Q: gz € Z} C
G’. Considérons z un point quelconque de Z ; il existe donc ¢’ € G’ tel
que z = ¢’ 7. Soit € un voisinage ouvert de e tel que ¢"'Q'¢’ C Q.
Pour tout g € Q' tel que gz = gg'z9 € Z, par G'-invariance de Z, on
a g lgg'z € Z avec ¢ lgg’ € Q. Donc ¢'"tgq € G’ et g € G'. Nous
venons bien de voir que Z est le long de G’ en tout point de Z.

Cela entraine que Z est localement fermée. En effet, soit z € Z
et Q un voisinage de e dans G tel que {g € Q: gz € Z} C G'. L'en-
semble Qz est un voisinage de z dans G/I". On peut choisir {2 com-
pact dans G. Montrons que Q22N Z est compact. Soit (g;);en une suite
dans Q telle que ¢g;z € Z pour tout i (donc en particulier, g; € G’
pour tout ¢). Comme {2 est compact, une sous-suite (g;, )xen de (gi)ien
converge vers g € €. Puisque G’ est fermé, g € G’ et g;, z converge
vers gz € G'z C Z. D’ou gz € Q2N Z et Q2N Z est compact, donc
fermé. Par conséquent, Z est localement fermé.

La derniére assertion découle du paragraphe suivant le lemme 2.6.

O

Proposition 4.4. On considére l’adhérence X d’une H-orbite Hgl' dans
G/, et Y C X un ensemble compact minimal U-invariant. Suppo-
sons que X ne soit pas le long de HV en un point y € Y. Alors, l'une
des orbites VTy ou V™ y est contenue dans X.

Démonstration. Si X n’est pas le long de HV en y € Y, alors X
n’est pas contenu localement au voisinage de y dans la HV-orbite
de y. Il existe donc une suite g; dans G, g; ¢ HV telle que g;—e
et g;y € X. D’aprés la proposition 3.10, pour tout v € V' par
exemple, il existe une suite u; dans U et une suite h; dans H telles
que v = lim; o hig;u;. D’autre part, puisque U préserve ’ensemble
compact Y, on peut supposer, quitte & extraire une sous-suite, que
lim; 00 u; 'y =y’ €Y. Ainsi,

vy’ = lim higiuy’ = lim hig;y,
21— 00 71— 00
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donc vy’ € X puisque 'on a supposé que g;y € X, et comme X est
invariant par H. On peut maintenant considérer I’ensemble

Y':{ZEY:UZEX}.

Cet ensemble est manifestement compact. Il est U-invariant
puisque U et V commutent d’apres la proposition 2.1 et U C H. Il
contient 3y’ € Y, donc Y’ =Y par minimalité de Y. Cela montre que
vY C X, donc VTY C X puisque v était arbitraire dans VT dans
largument précédent. En particulier, VTy C X, ce qui conclut. [

Corollaire 4.5. On considére l'adhérence X d’une H-orbite Hgl' dans
G/T, et Y C X un ensemble compact minimal U-invariant. Suppo-
sons que X soit compacte, alors X est le long de HV en tout point
yey.

Démonstration. Supposons que X ne soit pas le long de HV en un
point y € Y. La proposition 4.4 dit alors que I'une au moins des deux
orbites Vg ou V™y est contenue dans X. Comme par ailleurs, X est
H-invariant, 'une des deux orbites DUV Ty ou DUV ~y est contenue
dans X. Mais cela contredit la compacité de X, puisque les orbites
DUV 'y ou DUV "y ne sont pas bornées d’aprés la proposition 2.3.

O

B. Etude locale de DUy au voisinage d’un point y d’un com-
pact minimal U-invariant Y C X. Nous venons de voir que pour
tout  dans X, 'adhérence d’orbite X = Hzx est le long de HV en
un point y d’'un compact minimal U-invariant Y C X. Nous allons
voir que le fait que X soit le long de HV en un point y de Y a des
conséquences fortes sur la nature de 'orbite DUy C Hy C X.

Comme X est le long de HV en y € Y, il existe un voisinage
ouvert {2 de e dans G tel que {g € Q: gy € X} C HV. Intéressons-
nous a présent a X au voisinage d’'un point de la DU-orbite de y.

Lemme 4.6. Soit gy € Q tel que goy € DUy. Alors X est le long de
HV N HVgO_1 en goy.

Démonstration. Soit go € 2 tel que goy € DUy, c’est-a-dire goy = by
avec b € DU. Soit € un voisinage ouvert de e tel que Q'gyg C Q et
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b1 C Q. Soit g € € tel que ggoy € X ; alors, puisque gg C Q,
nous déduisons ggg € HV et donc g € HVgal. D’autre part, nous
avons b=tgb € Q et b=lgby = b=lggoy € X (puisque b~! € DU C H
et ggoy € X, qui est invariant par H), donc b~'gb € HV. Ainsi,
gELHVH L = HV. O

Rappelons que d’apres le lemme 3.11, HV N HVg, U est soit
vide, soit une classe a gauche par H, soit HV. De plus, lorsque
HVNHVgy L'— gV, cest-a-dire lorsque cette intersection contient
au moins deux classes distinctes par H, alors gg € DU*V et en fait
go € DUV si € a été choisi assez petit.

Corollaire 4.7. Supposons que X = Hzx soit le long de HV eny €Y,
et soit Q) un voisinage ouvert de e dans G tel que {g € Q: gy € X} C
HV. Il y a alors deux possibilités.

(1) Soit il existe gg € Q) tel que goy € DUy et tel que X soit le long
de H en goy. Dans ce cas, X est aussi le long de H eny, Hx = Hy
et Hy est ouverte dans son adhérence.

(2) Soit DUy est le long de DUV en y.

Démonstration. Soit gg € Q) tel que goy € DUy. D’apres le lemme 4.6,
X est le long de HV N HVgg1 en goy. Comme X est le long de
HV eny €Y et goy € DUy C X, nous avons gg € HV et ainsi
e € HV N HVgo_l. On en déduit d’apres le lemme 3.11 que soit
HVNHVgy' =H,soit HVNHVg,' = HV.

Supposons d’abord qu’il existe gg € Q tel que goy € DUy et
HV N HVgO_1 = H. Dans ce cas, X est le long de H en gpy. Choi-
sissons b € DU et ¥ un voisinage ouvert de e tels que goy = by
et {g€ U:gby=ggoy € X} C H. Alors en conjuguant par b~!, on
obtient {g ebWb: gy € X} C H et donc X est le long de H en y.
Il existe ainsi un voisinage ouvert W de y dans X contenu dans Hy,
i.e. W C Hy. Comme par densité de Hx dans X, 'orbite Hx de «
rencontre nécessairement W, on en déduit que Hxr = Hy. Enfin,
Hy est le long de H en y puisque X l'est et Hy C X, donc Hy est
ouverte dans son adhérence d’apres le lemme 4.3. C’est le cas (1).

Supposons sinon que pour tout gg € 2 tel que goy € DUy, on ait
HVﬁHVgO*1 = HV. D’apres le lemme 3.11, go € DU*V,| et on peut
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supposer en ayant choisi §2 assez petit que go € DUV. Nous voyons
dans ce cas que DUy est le long de DUV en y. C’est le cas (2). O

Intéressons-nous au deuxieme cas dans le corollaire précédent,
c’est-a-dire lorsque DUy est le long de DUV en y. De nouveau,
il v a deux possibilités et le lemme suivant nous permettra de les
déterminer.

Soit A = {g e DUV : gy =y} le stabilisateur de y € G/T" dans
DUV.

Lemme 4.8. Supposons que DUy soit le long de DUV mais pas le
long de DU en y. Alors A est contenu dans UV.

Démonstration. Si DUy est le long de DUV mais pas le long de
DU en y, il existe une suite g; € DUV — DU, telle que g; — ¢
et g;y € DUy. 1l existe donc des suites b; € DU, v; € V — {e} et
h; € DU, telles que

gi = bvi, bviy = hy, vi —r e, b — e.

Ainsi, il existe une suite b, € DU telle que bjv;y =y, ot v; € V —{e}
tend vers e. Supposons par ’absurde que A contienne un élément du
type dowp, ot dy € D — {e} et wy € UV. Comme A est discret et
(dowo)*w(dowp) ™ tend vers 0 lorsque i tend vers +00 ou —oo pour
tout w € UV, on déduit que A N UV = {e}, donc le morphisme
de groupes A — DUV /UV ~ D est injectif et A est cyclique.
Nous pouvons donc supposer que 'élément dgwg précédent est un
générateur de A. Un calcul direct montre que si A\g désigne la valeur
propre de d strictement supérieure a 1 et wg € Uv(t), alors (dowp)® €
DUw(t;) ot t; = t(A3 — 1)/(A\3 — 1). On constate ainsi que A =
{(dowo)i RS Z} ne peut pas contenir de suite d’éléments du type
blv; avec b, € DU, v; € V, v; # 0 et v; — 0, puisque les t; ci-dessus
ne peuvent pas tendre vers 0 lorsque ¢ tend vers £oo. Cela contredit
le fait que A puisse contenir un élément dowg avec dy € D — {e} et
wg € UV. Donc A c UV. O

Lemme 4.9. Supposons que DUy soit le long de DUV en y. Alors il
y a deux possibilités.
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(1) DUy est le long de DU en y et DUy est ouverte dans son
adhérence.
(2) Y est V-invariant.

Démonstration. Supposons que DUy soit le long de DU en y. D’apres
le lemme 4.3, DUy est alors ouverte dans son adhérence, c’est le
cas (1).

Supposons sinon que DUy n’est pas le long de DU en y. Alors
d’apres le lemme 4.8, le stabilisateur A = {g € DUV : gy =y} de y
est contenu dans UV. Comme DUy est le long de DUV mais pas
le long de DU en y, il existe une suite g; € DUV — DU, telle que
gi — e et giy € DUy. 1l existe donc des suites b; € DU, v; € V —{e}
et h; € DU, telles que g; = b;v; et bv;y = h;y et v; — e, by — e.
Ainsi, il existe une suite b, € DU telle que bjv;y =y, ot v; € V —{e}
tend vers e. Puisque b; € DU et biv; € A C UV, alors b, € U. Par
conséquent, v;y = (b,) "ty € Y pour tout i. Ainsi, v;Y = v;Uy = Uy
est un compact U-invariant contenu dans Y. Par minimalité de Y, on
a donc v;Y =Y. On en déduit que Y est invariant par le sous-groupe
de V engendré par les v;. Ce sous-groupe doit étre dense dans V
puisque les v; tendent vers e et sont distincts de e. Comme Y est
fermé, Y est donc invariant par V. U

C. Démonstration du théoréme 4.1. Nous pouvons a présent
démontrer le théoreme 4.1. Le schéma est le suivant. On raisonne par
I’absurde. On considére une H-orbite Hx = Hgl' dont ’adhérence
X = Hzx est compacte et on suppose que HgI' n’est pas compacte.
L’idée est alors de montrer 'existence d’un point y € X dont 'orbite
Vy est contenue dans X, ce qui aboutit & une contradiction puisque
dans ce cas, X doit contenir DUVy, qui est une orbite non bornée
d’apres la proposition 2.3.

Pour trouver une orbite Vy contenue dans X, nous allons choisir
un compact minimal U-invariant Y contenu dans X puis étudier les
orbites de DU au voisinage des points y € Y, et en particulier déter-
miner les possibles sous-ensembles A C G le long desquels ces orbites
DUy peuvent étre en y.

Soit X; € X = Hx un compact minimal DU-invariant. Lorsque
Hz est ouverte dans X = Hx, nous choisissons X; C X — Hz, ce qui
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est possible puisque X — Hzx est un ensemble compact U-invariant qui
est non vide par hypothese. Ensuite on choisit un compact minimal
U-invariant Y C X; C X et y € Y. D’apres le corollaire 4.5, X est
le long de HV en y puisque X est un compact H-invariant. Grace
a notre choix de Y, nous avons Y N Hx = &, donc le corollaire 4.7
dit que l'orbite DUy est le long de DUV en y. L’orbite DUy est
contenue dans X1, et X est un compact minimal DU-invariant, donc
DUy = X;. Mais d’aprés le lemme 4.9 il y a deux possibilités : soit
DUy est ouverte dans son adhérence DUy = X, soit Y est V-
invariant. La premiere possibilité est exclue car si DUy est ouverte
dans son adhérence DUy = X7, alors DUy = X; par minimalité
de X7, ce qui est impossible d’apres la proposition 2.4. Ainsi, Y est
V-invariant, donc si y € Y, la V-orbite Vy de y est contenue dans
X, ainsi que DUVy puisque X est H-invariant. Mais cela contredit
la compacité de X puisque d’apres la proposition 2.3, DUVy n’est
pas bornée.

5. Fin de la preuve de la conjecture d’Oppenheim

La conjecture d’Oppenheim a été démontrée par G. Margulis
[Mar87, Mar89] en 1987.

Théoréme 5.1 (Margulis). Soit ¢ une forme quadratique sur R® non
dégénérée, indéfinie et irrationnelle. Alors q(Z?) est dense dans R.

Nous présentons ici la preuve de la version plus simple suivante de
ce théoreme.

Théoreme 5.2 (Margulis). Soit ¢ une forme quadratique non dégéné-
rée, indéfinie et irrationnelle sur R3. On suppose que q ne représente
pas 0. Alors q(Z3) est dense dans R.

Nous avons vu que le théoreme 5.2 est une conséquence simple du
théoréme suivant, par la proposition 2.8 de [Dal].

Théoreme 5.3 (Margulis). Soit ¢ une forme quadratique non dégéné-
rée, indéfinie et irrationnelle sur R®. On suppose que q ne représente
pas 0. Alors 0 est valeur d’adhérence de q(Z3) — {0}.
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Avant de commencer la démonstration du théoréeme 5.3, nous au-
rons besoin de quelques préliminaires arithmétiques. Rappelons que
nous avons fixé la forme quadratique go(v) = 2v1v3 — v% sur R? dont
le groupe spécial orthogonal est noté H et que nous nous intéressons
aux liens entre les formes quadratiques ¢ = g o g et les H-orbites
Hgl' Cc GJT', o g € G = SL3(R) et I' = SL3(Z).

Posons

m(q) = inf {|q(v)]: v € 73 — {0}}.

Proposition 5.4. On considére la forme quadratique ¢ = qoo g sur R3.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) m(q) > 0;
(ii) la H-orbite HgI' de gT' est relativement compacte dans G/T.

Démonstration. Montrons que (i) implique (ii). Rappelons que G/T'
est homéomorphe a I'espace des réseaux unimodulaires R1(R?) de R3.
La H-orbite Hgl' de gI' correspond par cette identification a l’en-
semble des réseaux HgZ3 dans Ri(R?), ensemble homéomorphe &
g 'HgZ? = H,7Z?. 1l suffit donc de montrer que sous 1’hypothese
m(q) > 0, 'ensemble H,Z3 est relativement compact dans R1(R?).
Considérons un nombre ¢ tel que 0 < £ < m(q). Par continuité de ¢,
I'ensemble ¢~ 1(] — ¢,¢[) est un voisinage ouvert de 0 € R?® qui ne
rencontre pas H,Z> — {0} puisque m(q) > 0 et go H, = q. Le critére
de Mahler (voir les corollaires 1.10 et 4.3 de [Pau]) dit alors que H,Z?
est relativement compact dans R1(R3).

Réciproquement, si HqZ3 est relativement compact dans R1(R?),
il existe d’apres le critere de Mahler une boule ouverte V centrée
en 0 dans R? telle que (H,Z3 — {0}) NV = @. Soit v € V tel que
e = q(v) > 0. Comme H, agit transitivement sur les ensembles de
niveau ¢~ 1(¢) dans R3, H, (V) contient ¢~ (¢) et aussi ¢! ([—¢, €]) par
homogénéité. Ainsi, (Z3 — {0}) Nqg~1([~¢,¢]) = @ et m(q) >0. O

Proposition 5.5. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) La H-orbite Hgl' de gI" est compacte dans G /T

(ii) La forme quadratique q définie par q(v) = qo(gv) est ration-
nelle et ne représente pas 0.



158 GILLES COURTOIS

Démonstration. De méme que dans la proposition précédente, la com-
pacité de la H-orbite HgI' de ¢gI" dans G/T" est équivalente a la com-
pacité de H,Z3 dans lespace des réseaux R1(R3), ot H, = g 'Hg.

Montrons que (ii) entraine (i). On peut supposer que ¢ est a coeffi-
cients entiers et ne représente pas 0, donc m(q) > 0 et HqZ?’ est rela-
tivement compacte d’apres la proposition 5.4. Il reste a voir que HqZ3
est fermée. Soit (Lg)ken une suite de réseaux dans H,Z3 convergeant
vers L € R1(R?). Considérons (u;)i=1,2,3 une Z-base de L. On peut
alors trouver une suite de Z-bases (a:f)i:17273 de L; convergeant vers
(u;)i=123. Comme g(z¥) € Z, on peut supposer que pour kg assez
grand, q(:vf") = q(u;) et de méme q(x,’f“ + x;’m) = q(u; £ uj), ce qui
impose que la matrice A telle que A(wfo) = u; préserve q, i.e. A € Hy.
Ainsi, L = ALy, € HqZ3.

Montrons que (i) entraine (ii). La compacité de la H-orbite Hgl'
de gI" dans G/T" équivaut a la compacité de g~ 'Hgl' = H,I' C G/T
c’est-a-dire & la compacité de H,/(H,;NT"), voir la proposition 2.3 de
[Pau]. Il nous faut donc montrer, en supposant que H,/(H, NT') est
compacte, que g est rationnelle et ne représente pas 0. Le fait que
q est rationnelle découle de la proposition 3.4. Si ¢ représente 0, il
existe v € Z3 — {0} tel que q(v) = 0. Comme H, est transitif sur
¢ 1(0), Hyv s’accumule en 0 € R3. On conclut a 'aide du critére de
Mabhler. O

Exemple. Considérons la forme quadratique
q(v) = v} + v3 — T3,

Cette forme a coefficients entiers ne représente pas 0. En effet, sup-
posons que ¢(v) = 0 avec v = (n,m,p), ou n, m, p sont des entiers
premiers entre eux. Les entiers n?, m?2, sont congrus & 0 ou 1, et 7p?
4 0 ou 3 modulo 4, donc 7p? et n? + m? sont congrus & 0 modulo 4.
Cela n’est possible que si p%, n? et m? sont congrus a 0 modulo 4, ce
qui contredit le fait que n, m, p sont des entiers premiers entre eux.
Soit g € SL3(R) tel que g(v) = qo(gv); d’apres la proposition 5.5,
Hgr' est compacte dans G/I' et homéomorphe a H,/(H, N SL3(Z)).



SUR LES VALEURS AUX ENTIERS DES FORMES QUADRATIQUES REELLES

Le lecteur pourra vérifier que la forme quadratique sur R* définie
par

q(v) = v% —I—U% —1—1232, — 71)2

ne représente pas 0 et que H,/(H, N SL4(Z)) est compacte. En di-
mension supérieure, cette construction n’est plus possible avec des
formes a coefficients entiers a cause du théoréeme de Lagrange selon
lequel tout entier positif est somme de quatre carrés.

Nous concluons ces préliminaires par la proposition suivante qui
permet de relier le fait que 0 est isolé dans ¢(Z*) & la relative com-
pacité de 'orbite H,I" sous I'hypotheése que ¢ ne représente pas 0.

Proposition 5.6. Soit ¢ = qo o g une forme quadratique sur R, qui ne
représente pas 0. Si 0 € R n'est pas adhérent a 'ensemble q(Z3)—{0},
alors lorbite HyI' est relativement compacte dans G/T.

Démonstration. Si 0 n’est pas adhérent au sous-ensemble q(Z3) — {0}
de R, et si g ne représente pas 0, alors il existe € > 0 tel que

¢ (| —ee) N (Z° = {0}) = ¢ ' (| —e,e[) N (Hy(Z%) - {0}) = o,

ce qui entraine la proposition en appliquant le critere de Mahler a
'ensemble de réseaux H,(Z3) C R1(R3) et a V =¢1(]—¢,e]). O

Nous pouvons a présent achever la démonstration du théoréme 5.3.

Démonstration du théoréme 5.3. Soit ¢ une forme quadratique sur R?
qui ne représente pas 0. Nous allons démontrer que si 0 n’est pas
valeur d’adhérence de ¢(Z?) — {0}, alors alors ¢ est rationnelle. Rap-
pelons que si ¢ est non dégénérée et indéfinie, alors il existe g € G
telle que ¢ soit proportionnelle & gy o g. Supposons donc qu’il existe
e > 0 tel que pour tout v; € Z3 vérifiant g(v;) # 0, alors |q(v;)| > e.
Comme ¢ ne représente pas 0, la Hy-orbite H,I" est relativement com-
pacte dans G/I" d’apres la proposition 5.6. La H-orbite HgI' C G/T
qui est homéomorphe a HyI' est elle aussi relativement compacte,
donc compacte d’apres la proposition 4.1. Mais d’apres la proposi-
tion 5.5 cela n’est possible que si g est rationnelle. O
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En fait le théoreme 5.1 se généralise facilement a la dimension
n > 3.

Un sous-espace F' de R” est dit rationnel si F' posseéde une base
a coordonnées rationnelles. Remarquons que l’existence d’une base
de F' a coeflicients rationnels équivaut a I’existence d’une base a coef-
ficients entiers.

Si g est une forme quadratique sur R™ et F' un sous espace ration-
nel de R", on dit que la restriction de ¢ a F' est rationnelle si les
coefficients de ¢ dans une (et donc toute) base rationnelle de F' sont
rationnels.

Théoreme 5.7. Soit q une forme quadratique sur R™ non dégénérée,
indéfinie et irrationnelle. Alors q(Z™) est dense dans R.

Démonstration. Nous allons montrer I'existence d’un sous-espace ra-
tionnel F' de dimension 3 tel que la restriction de ¢ a F soit non
dégénérée, indéfinie et irrationnelle.

Nous commencons par construire un sous-espace rationnel de di-
mension 2 en restriction auquel ¢ est non dégénérée, indéfinie et ir-
rationnelle.

Comme ¢ est non dégénérée et par densité de Q™ dans R", il existe
v € Q" tel que g(v) # 0. On peut supposer que g(v) = 1 quitte &
changer la forme quadratique ¢ en la multipliant par un scalaire. Par
ailleurs, il existe v' € Q™ (non colinéaire a v) tel que ¢(v') ¢ Q puisque
g n’est pas rationnelle. Si ¢(v') < 0, nous avons terminé, car le sous-
espace I’ de R™ engendré par v, v’ est rationnel et la restriction de ¢
a F est non dégénérée et indéfinie. Nous pouvons donc supposer que
q(v") > 0. On choisit alors v" € Q™ tel que ¢(v”) < 0; un tel v € Q"
existe par densité Q" dans R", puisque ¢ est indéfinie. Si ¢(v") ¢ Q,
nous avons terminé, car le sous-espace F engendré par v,v” de R"
est rationnel et la restriction de ¢ & F' est non dégénérée, indéfinie
et irrationnelle. On peut donc supposer que ¢(v”) € Q. Soit wy =
v" £ 1) ot r € Q est choisi assez petit pour que g(wy) < 0. On a
alors q(wy) ou g(w_) irrationnel puisque q(wy) + q(w-) = 2(q(v") +
r2q(v')) ¢ Q et le sous-espace vectoriel F' engendré par v,w, ou le
sous-espace vectoriel F' engendré par v, w_ convient.
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Nous venons de construire un sous-espace F' de R™ tel que la res-
triction de ¢ & F soit non dégénérée, indéfinie et irrationnelle. Notons
(u,v) une base rationnelle de F'. Nous allons & présent montrer 1’exis-
tence de x € R™ tel que le sous-espace F’ engendré par u, v, x soit un
sous-espace rationnel de dimension 3 de R" tel que la restriction de ¢
a I’ soit non dégénérée, indéfinie et irrationnelle. 11 existe x € R™ tel
que le sous-espace vectoriel de R™ engendré par u, v, z soit de dimen-
sion 3, en restriction auquel ¢ est non dégénérée. En effet, il existe
z € FL tel que q(z) # 0 puisque g est non dégénérée et n > 3. Par
densité, on peut choisir z € Q" de sorte que le sous-espace vectoriel
F’ de R™ engendré par u, v, z soit de dimension 3, tel que la restriction
de g & F’ soit non dégénérée. Comme I contient F, la restriction qF
est encore indéfinie et irrationnelle. En choisissant une base (eq, ez, €3)
a coefficients entiers de F’, on obtient que q(Zey +Zes+Zes) C q(Z™)
est dense dans R, en appliquant le théoreme 5.1 a la forme quadra-

tique sur R? définie par (X,Y,Z) +— q¢(Xey + Yea + Ze3). O
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