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Dans ce texte, formellement indépendant de deux autres textes
[Dal] et [Cou] de ce volume, nous décrivons divers aspects (élémen-
taires) topologiques, géométriques et dynamiques des groupes liné-
aires (c’est-à-dire dans ce texte des sous-groupes des GLn(R) pour
n∈N−{0}), et de leurs actions sur divers espaces homogènes (comme
par exemple le quotient SLn(R)/ SLn(Z)). Mis à part quelques digres-
sions, comme la partie 3 montrant de manière élémentaire que l’es-
pace SL2(R)/SL2(Z) est homéomorphe au complémentaire du nœud
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de trèfle dans la sphère S3, l’optique de ce texte est de servir de fon-
dations à la partie 4 de [Dal] et à [Cou]. Nous donnons deux preuves,
l’une topologique (corollaire 1.10), l’autre algébrique (corollaire 4.3)
du critère de Mahler qui fournit une caractérisation des parties com-
pactes de l’espace des réseaux de Rn (i.e. des sous-groupes discrets
engendrant Rn comme espace vectoriel). Nous démontrerons dans la
partie 5 le théorème de Hedlund disant qu’en dimension 2, une or-
bite du groupe des matrices unipotentes supérieures (i.e. de la forme(
1 t
0 1

)
où t ∈ R) sur l’espace SL2(R)/ SL2(Z) est soit dense, soit pério-

dique. La preuve que nous donnerons, inspirée de [Ghy92], reprendra
de nombreux points sur les propriétés dynamiques des sous-groupes
unipotents en dimension supérieure considérés dans [Cou].

Conventions. Dans ce texte, sauf mention contraire, tout espace vec-
toriel réel de dimension finie sera muni de la topologie définie par
l’une de ses normes (ce qui ne dépend pas du choix d’une telle norme) ;
toute partie d’un espace topologique sera munie de la topologie in-
duite ; tout ensemble quotient d’un espace topologique par une re-
lation d’équivalence sera muni de la topologie quotient, dont nous
ferons quelques rappels.

Notations. Si k ⩾ 2 et A1, . . . , Ak sont des parties d’un groupe G,
nous noterons A−1

1 = {x−1 : x ∈ A1} et

A1A2 · · ·Ak = {g1g2 · · · gk : gi ∈ Ai, 1 ⩽ i ⩽ k}.
Si G est un groupe, H,H ′ des sous-groupes de G, g ∈ G et P ⊂ G,
nous noterons

gH ∈ G/H, H ′g ∈ H ′\G, H ′gH ∈ H ′\G/H,
PH ⊂ G/H, H ′P ⊂ H ′\G, H ′PH ⊂ H ′\G/H

respectivement la classe à droite de g par H, la classe à gauche de g
par H ′, la double classe de g par (H ′, H), l’ensemble des classes à
droite parH des éléments de P , l’ensemble des classes à gauche parH ′

des éléments de P , l’ensemble des doubles classes par (H ′, H) des élé-
ments de P . Ainsi une notation H ′PH désignera aussi bien une partie
de G qu’une partie de H ′\G/H, le contexte indiquant clairement de
laquelle il s’agit.
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Si X et Y sont deux ensembles munis d’une action à gauche
(resp. droite) d’un groupe G, une application f : X → Y est dite
G-équivariante si pour tous x dans X et g dans G, on a f(gx) = gf(x)

(resp. f(xg) = f(x)g). On dit aussi G-invariante si l’action de G

sur Y est triviale.
Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Un élément g ∈ G norma-

lise H si ghg−1 ∈ H pour tout h ∈ H ou, de manière équivalente,
si gHg−1 = H. Le normalisateur de H dans G est le sous-groupe,
noté NG(H), formé des éléments g de G qui normalisent H. Un sous-
groupe H ′ de G normalise H si tout élément de H ′ normalise H,
c’est-à-dire si H ′ ⊂ NG(H).

1. Des groupes topologiques linéaires

Nous donnons dans cette partie une introduction aux sous-groupes
du groupe GLn(R), leur topologie et leurs sous-groupes discrets, ainsi
qu’aux réseaux de Rn.

1.1. Des groupes linéaires
Un groupe topologique est un ensemble G muni d’une structure de

groupe et d’une structure d’espace topologique, telles que l’applica-
tion (x, y) 7→ xy−1 soit continue. Il revient au même de demander
que (x, y) 7→ xy et x 7→ x−1 soient continues. En particulier, dans
un groupe topologique G, la multiplication à gauche ou à droite par
g ∈ G est un homéomorphisme, car continu et d’inverse la multipli-
cation à gauche ou à droite par g−1.

Un morphisme de groupes topologiques est une application entre
deux groupes topologiques, qui est continue et qui est un morphisme
de groupes. Un isomorphisme de groupes topologiques est une bijec-
tion qui est un homéomorphisme et un isomorphisme de groupes.
Deux groupes topologiques sont isomorphes s’il existe un isomor-
phisme de l’un dans l’autre.

Exemples.
(1) Pour n ⩾ 0, l’ensemble Rn muni de l’addition et de la topologie

usuelles, est un groupe topologique. Les groupes topologiques (R,+)

et (R∗
+,×) sont isomorphes (par l’application exponentielle).
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(2) Pour n ⩾ 1, l’ensemble GLn(R) muni de la multiplication des
matrices et de la topologie induite de celle de l’algèbre réelle Mn(R)
des matrices n× n réelles, dont c’est un ouvert, est un groupe topo-
logique. Le déterminant

det : GLn(R) −→ R∗
+

est un morphisme de groupes topologiques.
(3) Tout sous-groupe d’un groupe topologique est un groupe topo-

logique (par restriction d’applications continues). En particulier, les
sous-groupes fermés de GLn(R) sont des groupes topologiques, dont

• le sous-groupe G = SLn(R) des matrices de déterminant 1 ;
• le sous-groupe K = SO(n) des matrices spéciales orthogo-

nales (i.e. des matrices x de déterminant 1 telles que x−1 = tx) ;
• le sous-groupe A des matrices diagonales de déterminant 1

à coefficients diagonaux strictement positifs ;
• le sous-groupe N des matrices triangulaires supérieures à

coefficients diagonaux égaux à 1 ;
• le sous-groupe P des matrices triangulaires supérieures de

déterminant 1.
Si n = 2 (auquel cas le groupe A a aussi été noté H dans le para-
graphe 4 de [Dal]), nous avons

K =

{(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)}

θ∈R/2πZ
, A =

{(
es 0

0 e−s

)}

s∈R
,

N =

{(
1 t

0 1

)}

t∈R
.

Remarquons, comme le montre un petit calcul matriciel, que AN

est un sous-groupe fermé de SLn(R), qui normalise N. Cette propriété
élémentaire est néanmoins cruciale. Quand n = 2, elle prend la forme

(-1-)
(
es 0

0 e−s

)(
1 t

0 1

)(
es

0 e−s

)−1

=

(
1 te2s

0 1

)
.

Proposition 1.1 (Décomposition d’Iwasawa). Pour tout n ⩾ 1, l’appli-
cation de K ×A ×N dans SLn(R), qui à un triplet (k, a, u) associe
le produit kau, est un homéomorphisme.



GÉOMÉTRIE ET DYNAMIQUE DE SLN (R) ET SLN (Z) 53

Attention, si n ⩾ 2, cette application du groupe produit K×A×N

dans le groupe G = SLn(R) n’est pas un morphisme de groupes (par
exemple parce que A et N ne commutent pas dans G).

Démonstration. L’application Θ : (k, a, u) 7→ kau est polynomiale,
donc continue. Pour tout x dans G, par le procédé d’orthogonalisa-
tion de Gram-Schmidt, il existe une matrice orthogonale k et une
matrice triangulaire supérieure à coefficients diagonaux strictement
positifs b telles que x = kb. Comme une matrice orthogonale est de
déterminant 1 ou −1, et puisque

det k = detx (det b)−1 > 0,

la matrice k appartient à K, et b est de déterminant 1. Si a est la
matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont ceux de b, et
u = a−1b, alors a appartient à A et u appartient à N. Donc x = kau,
et Θ est surjective.

Si k, k′ ∈ K, a, a′ ∈ A, u, u′ ∈ N et kau = k′a′u′, alors k−1k′ =
auu′−1a′−1 est une matrice orthogonale, qui est triangulaire supé-
rieure à coefficients diagonaux strictement positifs, donc est l’identité.
D’où k = k′ et a′−1a = u′u−1, qui est à la fois diagonale et trian-
gulaire supérieure à coefficients diagonaux égaux à 1. Donc a = a′,
u = u′, et Θ est injective. Les espaces topologiques K × A × N et
SLn(R) sont localement compacts (i.e. sont séparés et tout point ad-
met un (et donc une base de) voisinage(s) compact(s)). Comme K est
compact, l’application Θ est propre (i.e. l’image réciproque de tout
compact est un compact). Donc Θ est un homéomorphisme. □

Voici une autre décomposition de G = SLn(R) bien utile. Notons S
l’espace vectoriel des matrices symétriques de taille n×n, S0 son sous-
espace vectoriel des matrices de trace nulle, et S+,1 le sous-espace
topologique de G, formé des matrices symétriques définies positives
de déterminant 1. Comme un élément M de G appartient à S+,1 si et
seulement si ⟨MX,X⟩ ⩾ 0 pour toutX dans Rn, où ⟨·, ·⟩ est le produit
scalaire usuel sur Rn, le sous-espace S+,1 est fermé dans G, donc est
localement compact. Rappelons que l’application exp : Mn(R) →
Mn(R) définie par expx =

∑∞
i=0 x

i/i! est bien définie, continue et à
valeurs dans GLn(R). En effet, cette série converge normalement et
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uniformément sur tout compact de Mn(R) pour la norme d’opérateur

∥M∥ = max
X∈Mn,1(R)−{0}

∥MX∥
∥X∥ ,

pour X 7→ ∥X∥ n’importe quelle norme sur l’espace vectoriel Mn,1.
Cette norme d’opérateur vérifie ∥MM ′∥ ⩽ ∥M∥ ∥M ′∥ pour tous
M,M ′ dans Mn(R). De plus, exp(axa−1) = a exp(x)a−1 pour tous
x ∈ Mn(R) et a ∈ GLn(R), et exp(px) = (expx)p pour tout p ∈ Z.

Proposition 1.2 (Décomposition polaire). L’application K × S+,1 →
SLn(R) définie par (k, s) 7→ ks est un homéomorphisme, dont nous
noterons g 7→ (kg, sg) l’inverse. De plus, l’application exp : S0 → S+,1

est un homéomorphisme, et pour tous g, g′ ∈ SLn(R),

kgg′ = kgkg′ et sgg′ = k−1
g′ sgkg′sg′ .

Démonstration. Par diagonalisation en base orthonormée et puisqueK
est compact, l’application continue exp : S0 → Mn(R) est injective
et propre, donc est un homéomorphisme sur son image. Celle-ci est
exactement S+,1, car pour tout x dans S,

det(exp x) = exp(trx),

par diagonalisation de x. En particulier, l’application

x 7−→ x2 = exp(2 exp−1(x))

de S+,1 dans lui-même est un homéomorphisme, d’inverse noté x 7→√
x.
L’application (k, s) 7→ ks de K × S+,1 dans SLn(R) est continue,

d’inverse g 7→ (g(
√
tgg)−1,

√
tgg), qui est continue. La dernière affir-

mation est immédiate, par unicité. □

Corollaire 1.3. Il existe une distance d sur G = SLn(R), induisant la
topologie originelle de G, invariante à gauche par K et à droite par G
(i.e. d(kxg, kyg) = d(x, y) pour tous x, y, g dans G et k dans K), telle
que, pour tout a = (aij)1⩽i,j⩽n dans A,

d(a, e) =

( n∑

i=1

(log aii)
2

)1/2

.



GÉOMÉTRIE ET DYNAMIQUE DE SLN (R) ET SLN (Z) 55

Démonstration. Considérons la distance dS suivante sur S+,1. Par
diagonalisation simultanée des formes quadratiques définies positives,
pour tous s, s′ ∈ S+,1, il existe g dans G tel que les matrices tgxg et
tgyg soient diagonales, de coefficients diagonaux strictement positifs
(ai)1⩽i⩽n et (a′i)1⩽i⩽n respectivement. On pose

dS(s, s′) =
1

2

( n∑

i=1

(
log

ai
a′i

)2)1/2

.

Il est facile de montrer que dS ne dépend pas de la diagonalisation
commune choisie, qu’elle est positive, symétrique, nulle sur et seule-
ment sur la diagonale. Nous ne montrerons pas ici l’inégalité triangu-
laire (voir par exemple [Ebe96, BGS85]). Elle induit la topologie de
S+,1, et, pour tous x, y dans S+,1, vérifie dS(tgxg, tgyg) = dS(x, y)
pour tout g dans G.

Soit dK une distance sur K, induisant la topologie de K, qui est bi-
invariante (i.e. dK(kxk′, kyk′) = dK(x, y) pour tous x, y, k, k′ ∈ K).
Une manière de construire une telle distance est la suivante. Rappe-
lons que la norme de Hilbert-Schmidt sur l’espace vectoriel Mn(R)
est la norme définie par

∥A∥HS =
√
tr tAA =

( n∑

i,j=1

a2ij

)1/2
,

où A = (aij)1⩽i,j⩽n (c’est la norme euclidienne usuelle sur Rn2). Elle
vérifie, par la propriété trAB = trBA de la trace et puisque tk = k−1

pour tout k dans K, que ∥kAk′∥HS = ∥A∥HS pour tous k, k′ dans K

et A ∈ Mn(R). Donc dK(x, y) = ∥x − y∥HS convient, comme on le
montre aisément.

En utilisant la décomposition polaire, pour tous x, y dansG, posons
alors

d(x, y) = dK(kx, ky) + dS( txx, tyy),

qui est clairement une distance sur G (utiliser l’injectivité de la dé-
composition polaire pour montrer que d(x, y) = 0 implique x = y).
Elle induit la topologie originelle sur G, car la décomposition polaire
est un homéomorphisme. Il est facile de vérifier que la restriction de d
à A est donnée par la formule voulue.
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Enfin, pour tous x, y, g dans G et k dans K,

d(kxg, kyg) = dK(kkxkg, kkykg) + dS( tg txxg, tg tyyg)

= dK(kx, ky) + dS( txx, tyy) = d(x, y). □

Une autre décomposition, mais qui n’a pas une propriété d’unicité
aussi forte que celle de la décomposition d’Iwasawa et de la décompo-
sition polaire, est la suivante. Notons A+ le sous-ensemble de A formé
des éléments a dont les coefficients diagonaux vérifient aii ⩽ ai+1,i+1

pour 1 ⩽ i ⩽ n− 1.

Proposition 1.4 (Décomposition de Cartan). On a SLn(R) = KA+K.
De plus, pour tous k1, k′1, k2, k′2 ∈ K et a, a′ ∈ A+, si k1ak2 = k′1a

′k′2,
alors a = a′, et si les coefficients de a sont deux à deux distincts,
alors k1 = k′1 et k2 = k′2.

Démonstration. Pour tout g dans SLn(R), la matrice tgg est symé-
trique définie positive, donc est diagonalisable en base orthonormée,
de coefficients diagonaux strictement positifs, que l’on peut supposer
croissants, quitte à faire une permutation. Il existe donc k ∈ K et
a′ ∈ A+ tels que tgg = ka′k−1. Soit a ∈ A+ tel que a2 = a′. Donc

t(gka−1)(gka−1) = id et k′ = gka−1 ∈ K.

D’où g = k−1ak′ ∈ KA+K.
Si k1, k′1, k2, k′2 ∈ K, a, a′ ∈ A+ et k1ak2 = k′1a

′k′2, alors il existe
k, k′ ∈ K tels que ak = k′a′, et donc t(ak)(ak) = t(a′k′)(a′k′), ce qui
implique que k−1a2k = k′−1a′2k′, donc a2 et a′2 ont les mêmes valeurs
propres, ce qui implique, comme a, a′ ∈ A+, que a = a′, ainsi que la
dernière assertion. □

Notons que les groupes topologiques A et Rn−1 sont isomorphes,
et que N est homéomorphe à Rn(n−1)/2. En particulier, si n = 2,
alors le groupe topologique SO(2) est isomorphe au groupe topolo-
gique (S1,×), où S1 est le cercle unité de R2 = C ; et SL2(R) est
homéomorphe au cylindre S1 × R2 de dimension 3, de base S1 et de
fibre R2.
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Pour visualiser cela, considérons l’application de S1 × R2 dans
SL2(R) définie par

(eiθ, s, t) 7−→M =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
es t

0 e−s

)
,

qui est un homéomorphisme, par la décomposition d’Iwasawa.

GÉOMÉTRIE ET DYNAMIQUE DE SLn(R) ET SLn(Z) 9

alors le groupe topologique SO(2) est isomorphe au groupe topolo-
gique (S1,⇥), où S1 est le cercle unité de R2 = C ; et SL2(R) est
homéomorphe au cylindre S1 ⇥ R2 de dimension 3, de base S1 et de
fibre R2.

Pour visualiser cela, considérons l’application de S1 ⇥ R2 dans
SL2(R) définie par

(ei✓, s, t) 7�! M =

✓
cos ✓ � sin ✓

sin ✓ cos ✓

◆✓
es t

0 e�s

◆
,

qui est un homéomorphisme, par la décomposition d’Iwasawa.

s

✓

t

⇡

Figure 1. Surfaces de niveau de la fonction trace dans
SL2(R), vue I

Le dessin ci-dessus représente les surfaces de niveau de la fonction
trace sur SL2(R), car tr M = 2 cos ✓ cosh s + t sin ✓, pour les valeurs
de haut en bas respectivement 5, 2, 0,�2,�5. La translation de ✓ par
⇡ change la surface de niveau tr�1({c}) en tr�1({�c}). La surface de
niveau tr�1({c}) est invariante par (✓, s, t) 7! (✓,�s, t).

Un programme MAPLE possible est tout simplement :
with(plots): f:=2*cos(y)*cosh(x)+z*sin(y):

Figure 1. Surfaces de niveau de la fonction trace dans
SL2(R), vue I

Le dessin ci-dessus représente les surfaces de niveau de la fonction
trace sur SL2(R), car trM = 2 cos θ cosh s+t sin θ, pour les valeurs de
haut en bas respectivement 5, 2, 0,−2,−5. La translation de θ par π
change la surface de niveau tr−1({c}) en tr−1({−c}). La surface de
niveau tr−1({c}) est invariante par (θ, s, t) 7→ (θ,−s, t).

Un programme MAPLE possible est tout simplement :

with(plots): f:=2*cos(y)*cosh(x)+z*sin(y):
implicitplot3d([f=-2,f=0,f=2,f=5,f=-5],
x=-2..2,y=0.001..3.141,z=-10..10,
grid=[20,20,20], axes=normal,
color=[yellow,cyan,red,green,coral]);
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Pour mieux comprendre la situation au voisinage de l’identité, no-
tons que l’application de SL2(R) dans R3 définie par

(
a b

c d

)
7−→

(
a− d

2
,
b+ c

2
,
b− c

2

)

est un homéomorphisme de l’ensemble des matrices de SL2(R) de
trace positive ou nulle sur l’ensemble des (x, y, z) dans R3 tels que
x2 + y2 − z2 ⩾ −1 (en composant l’isomorphisme linéaire

(
a b

c d

)
7−→

(
w =

a+ d

2
, x =

a− d

2
, y =

b+ c

2
, z =

b− c

2

)

avec la projection sur les trois dernières variables, car w2 − x2 −
y2 + z2 = ad − bc). Pour tout t ⩾ 0, la surface de niveau tr−1({t})
dans SL2(R) s’envoie donc par cet homéomorphisme sur la surface
des (x, y, z) dans R3 tels que x2 + y2 − z2 = t2/4− 1.

tr = 0

tr = 5

tr = 0

tr = 2

z =
b− c

2

x =
a− d

2

y =
b+ c

2

Figure 2. Surfaces de niveau de la fonction trace dans
SL2(R), vue II

Notons aussi que l’application M 7→ −M de SL2(R) dans SL2(R)
est un homéomorphisme involutif (i.e. d’ordre 2). Les deux surfaces
de niveau tr−1({±2}) (les deux seules qui ne sont pas lisses) sont
donc homéomorphes à un cône de révolution. Une surface de niveau
tr−1({t}) pour |t| > 2 est homéomorphe à un hyperboloïde à une
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nappe. Et une surface de niveau tr−1({t}) pour |t| < 2 est homéo-
morphe à un hyperboloïde à deux nappes. Pour obtenir de nouveau
SL2(R), à homéomorphisme près, prendre deux copies de l’ensemble
des (x, y, z) dans R3 tels que x2 + y2 − z2 ⩾ −1, et les recoller
par l’identité sur leur bord. L’involution naturelle de ce recollement
(échangeant les deux copies) correspond à l’involution M 7→ −M de
SL2(R).

1.2. Des sous-groupes discrets des groupes linéaires
Un groupe topologique est dit discret si sa topologie est discrète

(i.e. si toute partie est ouverte). Par exemple, un sous-groupe d’un
groupe topologique est discret si chacun de ses points est isolé, ou,
de manière équivalente si son élément neutre est isolé.

Lemme 1.5. Un sous-groupe discret Γ d’un groupe topologique séparé G
est fermé dans G.

Ceci n’est pas si évident que cela ! D’une part la condition de sé-
paration est nécessaire : le sous-groupe trivial {0} du groupe topo-
logique Z/2Z muni de la topologie grossière (i.e. où les seuls ouverts
sont ∅ et Z/2Z), est discret, mais non fermé. D’autre part, la partie
{ 1
n+1 : n ∈ N} de R est discrète (pour la topologie induite), puisque

chacun de ses points est isolé. Mais elle n’est pas fermée, puisque le
point 0 appartient à son adhérence (et ne lui appartient pas).

Démonstration. Soit V un voisinage de l’élément neutre e dans G ne
rencontrant Γ qu’en e. Par continuité de l’application (x, y) 7→ x−1y

en (e, e), soit U un voisinage de e tel que U−1U soit contenu dans V .
Soit x un point de G dans l’adhérence de Γ, et montrons que x ∈ Γ.
Puisque xU est un voisinage de x, soit u ∈ U tel que xu ∈ Γ. Si
u = e, alors x ∈ Γ, ce que nous voulions. Sinon, puisque G est séparé,
soit U ′ un voisinage de e contenu dans U , ne contenant pas u. Soit
u′ ∈ U ′ tel que xu′ ∈ Γ. Alors

u−1u′ = (xu)−1(xu′)−1 ∈ Γ ∩ (U−1U ′) ⊂ Γ ∩ (U−1U) ⊂ Γ ∩ V = {e}.
Donc u = u′, ce qui contredit le fait que u n’appartienne pas à U ′. □
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Exemples.

(1) Le sous-groupe Γ = SLn(Z) de G = SLn(R) est discret. L’étude
des sous-groupes discrets des groupes linéaires est un domaine impor-
tant des mathématiques, pour lequel nous renvoyons par exemple à
[Rag72, Mar91, Pan95].

(2) Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Un réseau
de V est un sous-groupe Λ du groupe additif V qui vérifie l’une des
conditions équivalentes suivantes :

(i) Λ est discret, et V/Λ est compact ;
(ii) Λ est discret et engendre V en tant qu’espace vectoriel

réel.
(iii) il existe une R-base (e1, e2, . . . , en) de l’espace vectoriel

réel V qui est une Z-base de Λ (i.e. Λ = Ze1 ⊕ · · · ⊕ Zen).
En particulier, un réseau de Rn est un groupe abélien libre de rang n.

Démonstration. Montrons que (iii) implique (i). Soit (e1, e2, . . . , en)

une R-base de V . Il est immédiat que Λ = Ze1+ · · ·+Zen est discret
dans V . Soit K l’ensemble des λ1e1+ · · ·+λnen où λi ∈ [0, 1], qui est
compact dans V . Nous verrons dans la proposition 2.2 (1) que V/Λ
est séparé, et que π : V → V/Λ est continue. Donc V/Λ = π(K) est
compact.

Montrons que (i) implique (ii). Soit V ′ le sous-espace vectoriel réel
de V engendré par Λ, et V ′′ un supplémentaire de V ′. Alors l’isomor-
phisme naturel V → V ′×V ′′ induit un homéomorphisme de V/Λ sur
(V ′/Λ) × V ′′. Comme (V ′/Λ) × V ′′ est compact et V ′/Λ non vide,
l’image de la projection (continue) sur le second facteur, qui est V ′′,
est compact. Donc V ′′ est réduit à {0}.

Montrons que (ii) implique (iii). Soit n la dimension de V , que l’on
peut supposer au moins 1. On munit V d’une norme fixée. Construi-
sons par récurrence sur k des éléments linéairement indépendants ek
dans Λ avec 1 ⩽ k ⩽ n. Soit e1 un élément de Λ − {0} de norme
minimale, ce qui est possible car Λ est discret. Si n ⩾ 2, supposons
e1, . . . , ek linéairement indépendants, avec k ⩽ n − 1, construits, et
posons Vk = Re1+ · · ·+Rek. Le sous-groupe Λk = Ze1+ · · ·+Zek est
contenu dans Λ. Par l’implication (iii) entraîne (ii), l’espace Vk/Λk
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est compact. Donc il existe r1 > 0 tel que Vk soit recouvert par les
translatés par les éléments de Λk de la boule B(0, r1). L’application
f : V → [0,+∞[ définie par

f : v 7−→ min
w∈Vk

∥v − w∥

est bien définie, car f(v) = ∥v − v⊥k∥ où v⊥k est la projection ortho-
gonale de v sur Vk, et elle est continue. Comme Λ engendre l’espace
vectoriel V et puisque la dimension de Vk est au plus n− 1, il existe
(au moins) un point vk dans Λ − Vk. On pose r2 = f(vk). Alors la
borne inférieure de f sur Λ− Vk, qui est la borne inférieure de f sur
le compact B(0, r1+ r2), à cause de l’invariance de f par translations
par Λk, est atteinte, en au moins un point, noté ek+1. Ce point n’ap-
partient pas à Vk, donc e1, . . . , ek+1 sont linéairement indépendants.

Alors la suite (e1, . . . , en) est une R-base de V (car libre), et une
Z-base de Λ. En effet, par l’absurde, si x ∈ Λ−(Ze1+· · ·+Zen), alors,
quitte à enlever à x un élément de Ze1 + · · · + Zen, il existe k avec
1 ⩽ k ⩽ n et λ1, . . . , λk ∈ R tels que x = λ1e1 + · · · + λkek, λk ̸= 0

et |λk| ⩽ 1/2. Mais alors x ∈ Λ − Vk−1 (en posant par convention
V0 = {0}) et

min
w∈Vk−1

∥x− w∥ ⩽ ∥λkek∥ < ∥ek∥,

ce qui contredit la propriété de minimalité de ek. □

Exercice 1.6. Soient n ⩾ 1 et x ∈ Zn un élément dont les coordonnées
sont premières entre elles. Montrer qu’il existe une matrice de GLn(Z)
dont la première colonne est la colonne des coordonnées de x. En
déduire qu’il existe une Z-base du réseau Zn contenant x.

Solution. Rappelons qu’un plus grand commun diviseur (pgcd)
d’une famille d’éléments de Z est un élément de Z qui engendre
l’idéal engendré par cette famille dans l’anneau principal Z, et
que cette famille est première entre elle si un (tout) pgcd est
inversible dans Z.

On raisonne par récurrence sur l’entier k =
∑n

i=1 |xi| ⩾ 1.
Si k = 1, alors x est un élément de la base canonique de Zn,
et le résultat est immédiat. Soit k ⩾ 2, supposons le résultat
vrai au rang ⩽ k − 1. Soit x ∈ Zn de coordonnées x1, . . . , xn
premières entre elles, et de somme des valeurs absolues k. Quitte
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à permuter des coordonnées (les matrices de permutations
de coordonnées sont dans GLn(Z)), nous pouvons supposer
que |xn| = max{|x1|, . . . , |xn|}. Soit p ∈ Z − {0} un pgcd
de x1, . . . , xn−1. Soit xn = pq+ r avec 0 ⩽ r < |p| ⩽ |xn| la
division euclidienne de xn par p. Alors x1, . . . , xn−1, r sont
premiers entre eux (car un nombre premier, qui les divise,
divise aussi x1/p, . . . , xn−1/p ou x1, . . . , xn−1, xn, suivant qu’il
soit premier avec p ou pas). Par récurrence, il existe une ma-
trice A dans GLn(Z) dont la première colonne a pour coefficients
x1, . . . , xn−1, r. Soient y1, . . . , yn−1 tels que

∑n−1
i=1 xiyi = pq.

Alors en ajoutant à la dernière ligne de A la combinaison linéaire
de coefficients y1, . . . , yn−1 des n− 1 premières lignes, le premier
résultat en découle. En prenant l’image de la base canonique
de Zn par la matrice ainsi construite, le second résultat en
découle.

Remarquons que cette preuve reste vraie dans tout anneau
euclidien, par exemple dans l’anneau des polynômes réels à une
variable.

Rn

ε

0
1/ε

ε

ε

Figure 3. Le réseau carré rouge et le réseau rond bleu
sont ε-proches

Nous avons tous en tête une idée intuitive de quand deux réseaux
sont proches : c’est quand, en restriction à une grosse boule de Rn,
tout point de l’un est proche d’un point de l’autre et réciproquement.
Nous introduisons une topologie sur l’ensemble des réseaux de Rn,
due à Chabauty [Cha50], qui formalise cela. Il est aussi possible de
formaliser cette idée intuitive à l’aide d’une distance (voir la pro-
position 1.8 (2)), mais nous ne nous en servirons pas dans ce texte.
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La propriété la plus utile, et en général suffisante, de la topologie
de Chabauty est la caractérisation de ses suites convergentes (voir la
proposition 1.8 (1)).

Si X est un espace topologique localement compact, et F(X) l’en-
semble des fermés de X, la topologie de Chabauty sur F(X) est la
topologie dont les ouverts sont les unions d’intersections finies de
parties de la forme

OK = {F ∈ F(X) : F ∩K = ∅}
où K est un compact de X et

O′
U = {F ∈ F(X) : F ∩ U ̸= ∅}

où U est un ouvert de X. Ces ouverts permettent de dire que si un
réseau Λ est suffisamment proche d’un réseau Λ0, alors Λ ne possède
pas de point dans un voisinage compact donné d’un point qui n’est
pas dans Λ0, et possède un point dans un voisinage ouvert donné d’un
point de Λ0.

Proposition 1.7.
(1) L’espace topologique F(X) est compact.
(2) Si G est un groupe topologique localement compact, alors l’en-

semble SGF(G) des sous-groupes fermés de G est un compact pour
la topologie de Chabauty. De plus, pour tout voisinage ouvert U de
l’élément neutre e de G, l’ensemble K(U) des sous-groupes fermés de
G qui ne rencontrent U qu’en {e} est compact pour la topologie de
Chabauty.

(3) Si G est sans petit sous-groupe (i.e. admet un voisinage de
l’élément neutre ne contenant pas de sous-groupe non trivial), alors
l’ensemble SGD(G) des sous-groupes discrets de G est un ouvert dans
l’ensemble des sous-groupes fermés de G. De plus, SGD(G) est la
réunion des intérieurs des compacts K(U) où U parcourt les voisi-
nages ouverts de e.

Démonstration.
(1) Montrons que F(X) est séparé. Soient F et F ′ deux fermés dis-

tincts de X, et soit x∈F −F ′ (quitte à échanger F et F ′). Comme X
est localement compact et F ′ est un fermé ne contenant pas x, il existe
un voisinage ouvert U de x dont l’adhérence U est compacte et ne
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rencontre pas F ′. Alors F ∈ O′
U , F ′ ∈ OU et O′

U ∩ OU = ∅, ce qui
montre le résultat.

Pour montrer la compacité de F(X), il suffit de montrer que de tout
recouvrement de F(X) de la forme {OKi , O

′
Uj
}i∈I,j∈J avec Ki com-

pact de X et Uj ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement
fini. Soit F = X−⋃j∈J Uj , qui est un fermé deX, n’appartenant à au-
cun O′

Uj
. Donc il existe i0∈I tel que F ∈OKi0

, et en particulier, Ki0 ⊂
X−F =

⋃
j∈J Uj . Par compacité, Ki0 est contenu dans Uj1∪· · ·∪Ujn ,

et donc tout fermé qui ne rencontre pas l’un des Uj1 , . . . , Ujn ne ren-
contre pas Ki0 . Par conséquent, F(X) = OKi0

∪O′
Uj1

∪ · · · ∪O′
Ujn

, ce
qui montre le résultat.

(2) Montrons que SGF(G) est un fermé de F(G), ce qui par (1)
implique que SGF(G) est compact. Soit F un fermé de X adhérent
à SGF(G). Soient x, y ∈ F , supposons par l’absurde que xy−1 /∈ F .
Soient K un voisinage compact de xy−1 disjoint de F et U, V des
voisinages ouverts de x, y tels que UV −1⊂K. Alors F ∈ OK∩O′

U∩O′
V ,

mais SGF(G) ne rencontre pas OK ∩O′
U ∩O′

V , contradiction.
Comme K(U) = SGF(G)−O′

U−{e} est un fermé dans un compact,
K(U) est compact.

(3) Soient F0 ∈ SGD(G) et V un voisinage compact de e ne ren-
contrant F0 qu’en e et ne contenant pas de sous-groupe non trivial.
Par continuité de l’application (x, y) 7→ xy−1 en (e, e), soit U un voi-
sinage ouvert de e tel que UU−1 ⊂ V . Soit K = V − U . Si F est
un sous-groupe fermé de G appartenant à OK , alors F ∩K = ∅ et
F ∩U est un sous-groupe de G contenu dans V , donc est réduit à {e},
donc F est discret. D’où OK est un voisinage ouvert de F0 contenu
dans K(U), qui est contenu dans SGD(G). Par conséquent SGD(G)

est ouvert et réunion des intérieurs des K(U). □

Voici un moyen de comprendre la topologie de Chabauty à l’aide
d’une distance ou de suites convergentes, mais nous ne nous servirons
pas de cette proposition ultérieurement. Pour A une partie d’un es-
pace métrique (X, d), pour x ∈ X et ε > 0, nous noterons B(x, ε) la
boule ouverte de centre x et de rayon ε, d(x,A) = infy∈A d(x, y), et

Vε(X) = {x ∈ X : d(x,A) < ε}
le ε-voisinage (ouvert) de A dans X.
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Proposition 1.8. Soit (X, d) un espace métrique localement compact.
(1) Une suite (Fi)i∈N de fermés de X converge vers un fermé F

de X pour la topologie de Chabauty si et seulement si
(i) pour tout x dans F , il existe xi dans Fi pour tout i assez

grand tel que (xi)i∈N converge vers x.
(ii) pour toute suite strictement croissante d’entiers (ik)k∈N,

s’il existe xik dans Fik pour tout k tels que la suite (xik)k∈N
converge vers x, alors x appartient à F .

(2) Pour tous fermés F, F ′ de X, notons dHau(F, F
′) la borne in-

férieure des ε > 0 tels que

F ∪ cB(0, 1/ε) ⊂ Vε
(
F ′ ∪ cB(0, 1/ε)

)

et réciproquement F ′ ∪ cB(0, 1/ε) ⊂ Vε
(
F ∪ cB(0, 1/ε)

)
. Alors dHau

est une distance sur F(X), appelée la distance de Hausdorff sur les
compacts, dont la topologie induite est la topologie de Chabauty.

Démonstration.
(1) Supposons que (Fi)i∈N converge vers F pour la topologie de

Chabauty. Pour tout x dans F et tout n ∈ N, si Un est la boule
ouverte de centre x et de rayon 1/(n + 1), alors F ∈ O′

Un
et, pour i

assez grand, Fi ∈ O′
Un

. Donc, par un procédé diagonal, x est limite de
(xj)j∈N où xj ∈ Fj pour tout j assez grand. Pour tout x dans X−F ,
soit K un voisinage compact de x disjoint de F . Alors F ∈ OK et,
pour i assez grand, Fi ∈ OK c’est-à-dire que Fi ne rencontre pas K.
Donc x n’est pas limite d’une suite (xik)k∈N où xik ∈ Fik .

Réciproquement, supposons que (Fi)i∈N et F vérifient (i) et (ii).
Soient K un compact de X et U un ouvert de X. Si F ∈OK (resp.
F ∈O′

U ), montrons que pour i assez grand Fi ∈OK (resp. Fi ∈O′
U ),

ce qui implique que (Fi)i∈N converge vers F pour la topologie de
Chabauty. Si F ∈ O′

U , soit x ∈ F ∩ U , alors pour i assez grand
Fi ∩ U ̸= ∅ par (i), donc Fi ∈ O′

U . S’il existe une sous-suite (Fik)k∈N
telle que Fik /∈ OK , alors il existe xik ∈ Fik ∩K, qui par compacité
de K converge, quitte à extraire, vers un point x ∈ K, qui appartient
à F par (ii), donc F /∈ OK .

(2) Nous laissons cette question en exercice. □
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Notons R(Rn) l’ensemble des réseaux de Rn, muni de la topologie
de Chabauty, induite par l’inclusion

R(Rn) ⊂ SGD(Rn) ⊂ SGF(Rn) ⊂ F(Rn).

Pour tout Λ ∈ R(Rn), le volume euclidien vol(Rn/Λ) du parallélotope
défini par une des Z-bases de Λ ne dépend pas d’une telle Z-base, car
les matrices inversibles à coefficients entiers sont de déterminant 1 ou
−1, donc préservent le volume euclidien.

Lemme 1.9. L’application de R(Rn) dans R qui à un réseau Λ associe
vol(Rn/Λ) est continue pour la topologie de Chabauty.

Démonstration. Soit Λ0 ∈ R(Rn) et (e1, . . . , en) une Z-base de Λ0.
Il est facile de montrer que si Λ ∈ R(Rn) est suffisamment proche
de Λ0 pour la topologie de Chabauty, alors Λ contient une Z-base
proche de la Z-base (e1, . . . , en) de Λ0. Le résultat découle alors de la
continuité du déterminant de n vecteurs. □

Un réseau de Rn est dit unitaire si le volume euclidien du parallélo-
tope défini par une de ses Z-bases est 1. Notons R1(Rn) le sous-espace
de R(Rn) des réseaux unitaires de Rn, qui est fermé dans R(Rn) par le
lemme précédent. Nous verrons une autre preuve du résultat suivant
au corollaire 4.3. Rappelons qu’une partie d’un espace topologique
séparé est relativement compacte si son adhérence est compacte, ou,
de manière équivalente, si elle est contenue dans une partie compacte.

Corollaire 1.10 (Critère de Mahler). Soit M une partie de l’espace
R1(Rn) des réseaux unitaires de Rn. Alors les deux conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(1)M est relativement compacte ;
(2)il existe un voisinage W de l’origine dans Rn tel que Λ∩W ={0}

pour tout Λ dans M .

Démonstration. Si W est un voisinage ouvert de 0 comme dans (2),
alors K(W ), qui est compact pour la topologie de Chabauty par la
proposition 1.7 (2), contient M . Montrons que R1(Rn) ∩ K(W ) est



GÉOMÉTRIE ET DYNAMIQUE DE SLN (R) ET SLN (Z) 67

fermé dans K(W ). Ceci entraînera que la partie M , qui est conte-
nue dans le compact K(W ) ∩ R1(Rn) de R1(Rn), est relativement
compacte dans R1(Rn).

Soit Λ un élément de l’adhérence de R1(Rn)∩K(W ) dans K(W ).
En particulier, Λ est un sous-groupe discret. Si Λ ∈ R(Rn), alors
Λ ∈ R1(Rn) par continuité de Λ 7→ vol(Rn/Λ), et le résultat en
découle. Sinon, l’espace vectoriel réel V engendré par Λ n’est pas
tout Rn, et nous fixons v ∈ Rn − V . Soit ε0 > 0 tel que B(0, ε0) soit
contenue dans W . Pour tout r > 0, considérons le cylindre

Kε,r = {x+ tv : x ∈ B(0, ε), t ∈ [0, r]},
qui est compact. Soit r0 > 0 tel que Kε0/2,r0/2 soit de volume stricte-
ment plus grand que 1. Puisque Λ appartient à l’ouvert de Chabauty
OKε0,r0−B(0,ε0/2), soit

Λ′ ∈ R1(Rn) ∩K(W ) ∩OKε0,r0−B(0,ε0/2).

Alors Λ′ ∩ Kε0,r0 = {0} et donc Kε0/2,r0/2 ∩ γKε0/2,r0/2 = {0} pour
tout γ ∈ Γ′ − {0}, ce qui contredit le fait que vol(Rn/Λ′) = 1.

Réciproquement, soit K un compact de R1(Rn). Il est immédiat
que le groupe topologique Rn est sans petit sous-groupe. Donc par la
proposition 1.7 (3), les intérieurs des K(U) recouvrent R1(Rn). Donc
il existe un nombre fini d’ouverts U1, . . . , Uk tels que

K ⊂ K(U1) ∪ · · · ∪K(Uk) ⊂ K(U1 ∩ · · · ∩ Uk).
En posant W = U1∩· · ·∩Uk, le résultat en découle. (Cette implication
découle aussi de la continuité de l’application de R1(Rn) dans ]0,+∞[

définie par Λ 7→ minv∈Λ−{0} ∥v∥, voir la preuve du corollaire 4.3.) □

1.3. Exemples de réseaux de Rn

Pour tout n, le sous-groupe
Zn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : ∀ i, xi ∈ Z}

de Rn est un réseau, dit réseau cubique (ou carré si n = 2), qui
appartient à R1(Rn). Nous donnons ci-dessous un autre exemple de
réseau en dimension 2, 3, 8 et 24. Il est facile de vérifier que ce sont
bien des réseaux. Nous renvoyons par exemple à [CS99] pour des
preuves des autres affirmations énoncées, et des compléments.
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La boule maximale d’un réseau de Rn est la boule ouverte cen-
trée en 0, de rayon maximal, telle que les translatés de cette boule
par les éléments du réseau soient deux à deux disjoints. La cellule
de Voronoï d’un réseau est l’ensemble des points de Rn qui sont à
distance de 0 inférieure ou égale à la distance à n’importe quel autre
point du réseau. La densité d’un réseau est le rapport entre le volume
de la boule maximale et celui de la cellule de Voronoï du réseau. Le
nombre de voisins d’un réseau est le nombre de translatés de la boule
maximale, par les éléments du réseau, qui sont tangents à celle-ci.

Par exemple, le réseau cubique Zn de Rn a pour cellule de Voronoï
le cube unité [−1

2 ,
1
2 ]
n et pour boule maximale la boule de centre

0 et de rayon 1/2. Son nombre de voisins est 2n et sa densité est
πn/2/2n(n/2)! si n est pair et π(n−1)/2((n− 1)/2)!/n! sinon.

Deux réseaux sont similaires s’il existe une isométrie euclidienne
(vectorielle) et une homothétie dont la composée envoie un réseau sur
l’autre. Deux réseaux similaires ont bien sûr même densité et même
nombre de voisins.

• Le réseau A2 (aussi appelé réseau triangulaire ou réseau hexago-
nal) est Z+eiπ/3Z. Sa cellule de Voronoï est un hexagone régulier, son
nombre de voisins est 6, et sa densité π/2

√
3 est la densité maximale

d’un réseau en dimension 2.

• Le réseau D3 (aussi appelé réseau cubique à face centré) est le
réseau de R3 défini par {(x, y, z) ∈ Z3 : x + y + z ≡ 0 mod 2}. Sa
cellule de Voronoï est un dodécaèdre rhombique (enveloppe convexe
des 14 points (±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1), (±1/2,±1/2,±0)), et sa
densité π/3

√
2 est la densité maximale d’un réseau en dimension 3.

Il est similaire au réseau A3 = {(x0, x1, x2, x3) ∈ Z4 : x0 + x1 + x2 +

x3 = 0} (de l’hyperplan euclidien d’équation x0 + x1 + x2 + x3 = 0

dans R4). Donc le marchand de fruits du marché, qui commence par
poser ses oranges sur son plateau suivant le réseau hexagonal, puis
ajoute par couche les oranges de manière la plus basse possible, et
celui qui commence par poser ses oranges suivant le réseau carré,
construisent des empilements d’oranges aussi dense l’un que l’autre,
et optimisent le volume occupé sur leur étal. Ce réseau est très connu
en cristallographie.
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nombre de voisins est 6, et sa densité ⇡/2
p

3 est la densité maximale
d’un réseau en dimension 2.

• Le réseau D3 (aussi appelé réseau cubique à face centré) est le
réseau de R3 défini par {(x, y, z) 2 Z3 : x + y + z ⌘ 0 mod 2}. Sa
cellule de Voronoï est un dodécaèdre rhombique (enveloppe convexe
des 14 points (±1, 0, 0), (0, ±1, 0), (0, 0, ±1), (±1/2, ±1/2, ±0)), et sa
densité ⇡/3

p
2 est la densité maximale d’un réseau en dimension 3.

Il est similaire au réseau A3 = {(x0, x1, x2, x3) 2 Z4 : x0 + x1 + x2 +

x3 = 0} (de l’hyperplan euclidien d’équation x0 + x1 + x2 + x3 = 0

dans R4). Donc le marchand de fruits du marché, qui commence par
poser ses oranges sur son plateau suivant le réseau hexagonal, puis
ajoute par couche les oranges de manière la plus basse possible, et
celui qui commence par poser ses oranges suivant le réseau carré,
construisent des empilements d’oranges aussi dense l’un que l’autre,
et optimisent le volume occupé sur leur étal. Ce réseau est très connu
en cristallographie.

Réseau D3

Empilement d’oranges
Dodécaèdre rhombique

Figure 5.

• Le réseau E8 est

{(x1, . . . , x8) 2 R8 : (8 i, xi 2 Z) ou (8 i, xi 2 1
2+Z), x1+· · ·+x8 ⌘ 0 mod 2}.

Son nombre de voisins est 240, et sa densité ⇡4/384 est la densité
maximale d’un réseau en dimension 8. C’est un élément de R1(R8).

Figure 4.

• Le réseau E8 est
{
(x1, . . . , x8) ∈ R8 :

(∀ i, xi ∈ Z) ou (∀ i, xi ∈ 1
2 + Z), x1 + · · ·+ x8 ≡ 0 mod 2

}
.

Son nombre de voisins est 240, et sa densité π4/384 est la densité
maximale d’un réseau en dimension 8. C’est un élément de R1(R8).

• Le réseau Λ24 (aussi appelé réseau de Leech) est, à similarité près,
construit de la manière suivante. Soit q la forme quadratique sur R25

de signature (24, 1), définie par

q(x0, x1, . . . , x24) = −x20 + x21 + · · ·+ x224,

et t = (145, 3, 5, 7, . . . , 45, 47, 51). On vérifie que q(t) = −1 et que
la restriction de q à l’hyperplan t⊥ orthogonal à t pour q (qui est le
sous-espace tangent en t à l’hyperboloïde à deux nappes d’équation
q = −1) est définie positive. Le réseau de Leech est alors le réseau de
l’espace euclidien (t⊥, q|t⊥) défini par Λ24 = Z25 ∩ t⊥. Son nombre de
voisins est 196560, sa cellule de Voronoï possède 16773120 faces de
codimension 1, sa densité π12/12! est la densité maximale d’un réseau
en dimension 24.

Tous les groupes topologiques dans cet article seront, à isomor-
phismes près, des sous-groupes fermés de Rn ou GLn(R), ou des
groupes quotients de ceux-là par des sous-groupes distingués fermés.

Exercice. Déterminer tous les sous-groupes fermés du sous-groupe
AN de SL2(R), qui est isomorphe, en tant que groupe topologique,
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x0

R24

q = 0

q = −1 t
t⊥

0

Figure 5.

au groupe des transformations affines de R de la forme t 7→ at + b

avec a > 0, b ∈ R.

Solution. Soient F un sous-groupe fermé de AN et π : AN →
(AN)/N = A la projection canonique

( x y

0 x−1

)
7→
(
x 0
0 x−1

)
. Le

sous-groupe F ∩N est fermé dans N, et N est isomorphe (comme
groupe topologique) à (R,+), donc ou bien F ∩N = N, ou bien
F ∩N est discret, de la forme

{(
1 nb
0 1

)
: n ∈ Z

}
, où b ⩾ 0.

Si F ∩ N = N, alors F est un sous-groupe fermé saturé de
AN pour l’action de N (voir le paragraphe 2), donc π(F ) est un
sous-groupe fermé de A. Comme A est aussi isomorphe (comme
groupe topologique) à (R,+), ou bien π(F ) = A, auquel cas

F = AN,

ou bien π(F ) est discret, et il existe a ⩾ 1 tel que

F =
{(

an t
0 a−n

)
: n ∈ Z, t ∈ R

}
.

Si F ∩ N est discret, soit b comme ci-dessus. Si b = 0, alors
π|F est un isomorphisme de F sur son image, en particulier F est
abélien. S’il n’est pas trivial, il contient un élément n’appartenant
pas à N, donc ayant ses deux valeurs propres distinctes, donc qui
est diagonalisable sur R. Par diagonalisation simultanée, il est
conjugué à un sous-groupe de A. Celui-ci, étant fermé, est égal
à A ou est discret dans A. Par suite, ou bien il existe λ ∈ R tel
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que

F =
{(

a (a− a−1)λ
0 a−1

)
: a > 0

}
,

ou bien il existe a ⩾ 1 et λ ∈ R tels que

F =
{(

an (an − a−n)λ
0 a−n

)
: n ∈ Z

}
.

Si b > 0, alors pour tout g =
( x y

0 x−1

)
dans F , comme d’après la

formule (-1-)

g

(
1 b
0 1

)
g−1 =

(
1 bx2

0 1

)
,

on a x2 ∈ N, et x−2 ∈ N en utilisant g−1. Donc x = 1. Par
conséquent,

F = F ∩N =
{(

1 nb
0 1

)
: n ∈ Z

}
.

2. Des actions continues de groupes linéaires

Soient X,X ′ deux espaces topologiques et G un groupe topolo-
gique. Une action continue à gauche (resp. droite) de G sur X est
une application G×X → X, notée (g, x) 7→ gx (resp. (g, x) 7→ xg),
qui est une action à gauche (resp. droite) et qui est continue. En par-
ticulier, pour tout g dans G, l’application x 7→ gx (resp. x 7→ xg) est
un homéomorphisme, d’inverse x 7→ g−1x (resp. x 7→ xg−1).

Rappelons que pour tout x dans X, l’orbite de x par G est l’en-
semble

Gx = {y ∈ X : ∃ g ∈ G, y = gx}
(resp. xG = {y ∈ X : ∃ g ∈ G, y = xg}).

Notons que « être dans la même orbite » est une relation d’équiva-
lence. Pour toute partie A de X, le saturé GA (resp. AG) de A par G
est la réunion des orbites des points de A. Une partie A de X est
saturée si elle est égale à son saturé, i.e. si l’orbite de tout point de A
est contenue dans A.

Le stabilisateur H de x (noté souvent Gx) est le sous-groupe de G

H = {g ∈ G : gx = x} (resp. H = {g ∈ G : xg = x}).



72 FRÉDÉRIC PAULIN

Le noyau de l’action est le sous-groupe distingué Ker de G défini par
Ker = {g ∈ G : ∀x ∈ X, gx = x}

(resp. Ker = {g ∈ G : ∀x ∈ X, xg = x}).
L’action est transitive si elle n’a qu’une orbite, i.e. si

∀x, y ∈ X, ∃ g ∈ G, gx = y (resp. xg = y).

L’action est libre si le seul élément ayant un point fixe est l’identité,
i.e. si

∀x ∈ X, ∀ g ∈ G,
(
gx = x (resp. xg = x)

)
=⇒ (g = e).

L’action est simplement transitive si elle est libre et transitive, i.e. si
∀x, y ∈ X, ∃ ! g ∈ G, gx = y (resp. xg = y).

L’action est fidèle si son noyau est trivial, i.e. si
∀ g ∈ G,

(
∀x ∈ X, gx = x (resp. xg = x)

)
=⇒ (g = e).

L’action G×X → X de G induit par passage au quotient une action
fidèle (G/Ker)×X → X de G/Ker sur X.

Un isomorphisme entre deux actions de G continues à gauche
G × X → X et G × X ′ → X ′ est un homéomorphisme φ de X

dans X ′ qui est G-équivariant. Deux actions continues à gauche sont
isomorphes s’il existe un isomorphisme entre ces deux actions. Nous
noterons G\X l’espace topologique quotient d’une action continue
à gauche de G sur X, et X/G l’espace topologique quotient d’une
action continue à droite de G sur X. (L’ensemble G\X ou X/G est
l’ensemble des orbites de G sur X, c’est-à-dire l’ensemble des classes
d’équivalence pour la relation « être dans la même orbite ».)

2.1. De la topologie des espaces d’orbites
Nous allons étudier dans ce sous-paragraphe quelques propriétés

topologiques de l’espace des orbites d’une action continue d’un groupe
topologique sur un espace topologique.

Lemme 2.1.
(1) Si X est un espace topologique muni d’une action continue à

gauche (resp. à droite) d’un groupe topologique G, alors la projection
canonique π : X → G\X (resp. π : X → X/G) est continue et
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ouverte (i.e. l’image directe d’un ouvert est un ouvert). Si Y est un
espace topologique, alors f : G\X → Y (resp. f : X/G → Y ) est
continue si et seulement si f ◦ π : X → Y l’est.

(2) Si H est un sous-groupe d’un groupe topologique G, alors l’ac-
tion à gauche (resp. droite) de G sur G/H (resp. H\G) par transla-
tions à gauche (resp. droite) (h, gH) 7→ hgH (resp. (h,Hg) 7→ Hgh)
est continue. Si H est un sous-groupe distingué de G, alors G/H =

H\G est un groupe topologique pour les structures quotients.
(3) Soient H et H ′ des sous-groupes d’un groupe topologique G.

Les applications

G/H −→ H\G, gH 7−→ Hg−1,

H ′\(G/H) −→ (H ′\G)/H, H ′(gH) 7−→ (H ′g)H,

H ′\(G/H) −→ H ′\G/H, H ′(gH) 7−→ H ′gH

H ′\G/H −→ H\G/H ′, H ′gH 7−→ Hg−1H ′et

sont des homéomorphismes.

Démonstration. Quitte à utiliser un passage à l’inverse, il suffit de
considérer les actions à gauche.

(1) La continuité et le passage au quotient des applications conti-
nues viennent de la définition de la topologie quotient : une partie U
de Γ\X est ouverte si et seulement si π−1(U) est ouverte dans X.
Si U est un ouvert de X, alors π−1(π(U)) =

⋃
g∈G gU est ouvert, car

l’action est continue. Donc π(U) est ouvert et π est ouverte.
(2) Soit ψ : G× (G/H) → G/H l’action par translations à gauche.

Pour tout ouvert U de G/H, l’ensemble V = {(g, g′) ∈ G×G : gg′ ∈
π−1(U)} est ouvert, par continuité de la multiplication et de la pro-
jection canonique π : G→ G/H. Par (1), l’application π′ : (G×G) →
G× (G/H) définie par (x, y) 7→ (x, π(y)) est ouverte, donc ψ−1(U) =

π′(V ) est ouvert, et ψ est continue. Si de plus H est distingué, alors
la continuité de l’application (G/H) × (G/H) → G/H définie par
(gH, g′H) 7→ g(g′)−1H en découle par passage au quotient.

(3) La dernière assertion découle par passage au quotient du fait
que g 7→ g−1, g 7→ g, g 7→ g, et g 7→ g−1 respectivement sont des
homéomorphismes involutifs de G dans G. □
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Remarque. Par contre, π n’est pas toujours fermée : l’image par π d’un
fermé de X n’est pas toujours un fermé de G\X, comme le montre
l’exemple de l’image d’une droite de pente irrationnelle dans R2 par
la projection canonique R2 → R2/Z2, ou l’image de l’hyperbole

{(z, y) ∈ R2 : x ⩾ 0, xy = 1}
par la projection R2 → R2/R, où R agit par translations horizontales.
Comme une partie de X est saturée par l’action de G si et seulement
si A = π−1(π(A)), nous utiliserons (dans la preuve du théorème de
Hedlund 5.4) le fait que l’image par π d’un fermé saturé est fermée.

Par conséquent, si H,H ′ sont des sous-groupes d’un groupe topolo-
gique G, alors le groupe H agit continûment à gauche par translations
à gauche sur G par (h, g) 7→ hg et sur G/H ′ par (h, gH ′) 7→ hgH ′,
continûment à droite par translations à droite sur G par (h, g) 7→ gh

et sur H ′\G par (h,H ′g) 7→ H ′gh, (mais aussi continûment à gauche
par translations à droite sur G par (h, g) 7→ gh−1 et sur H ′\G par
(h,H ′g) 7→ H ′gh−1 ; nous n’utiliserons dans ce texte que les deux
premières actions). La continuité des actions sur G est évidente, par
définition d’un groupe topologique ; voir le lemme ci-dessus pour la
continuité des actions sur G/H ′ et H ′\G. Rappelons que la projec-
tion canonique π : G→ G/H ′ est G-équivariante pour les actions par
translations à gauche de G sur G et sur G/H ′.

Les sous-groupes fermés H de GLn(R) sont, comme GLn(R), métri-
sables, séparables (i.e. ont une partie dénombrable dense), localement
compacts. La proposition suivante dit en particulier que ces proprié-
tés topologiques sont encore vérifiées par tout quotient de H par un
sous-groupe fermé de H.

Proposition 2.2.

(1) Soient G un groupe topologique localement compact et H un
sous-groupe fermé. Alors H\G (et donc G/H) est séparé, donc loca-
lement compact. De plus, l’application canonique π : G → H\G
(et donc π : G → G/H) est propre si et seulement si H est com-
pact. De plus, H\G (et donc G/H) est compact si et seulement s’il
existe une partie compacte C de G telle que G = HC.
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(2) Soit Γ un sous-groupe discret d’un groupe topologique locale-
ment compact G. Alors la projection canonique π : G→ Γ\G (et donc
π : G→ G/Γ) est un homéomorphisme local.

(3) Soient X un espace topologique séparé muni d’une action conti-
nue à gauche (resp. à droite) d’un groupe topologique G, et x ∈ X.
Alors le stabilisateur H de x est un sous-groupe fermé de G. Le noyau
de l’action de G sur X est fermé.

Par exemple, le sous-groupe {± id} de SL2n(R) est discret (donc
fermé) et distingué, donc le groupe topologique quotient

PSL2n(R) = SL2n(R)/{± id}
est localement compact, et

PSL2n(Z) = SL2n(Z)/{± id}
est un sous-groupe discret de PSL2n(R).

Démonstration. Quitte à utiliser un passage à l’inverse, il suffit de
considérer les actions à gauche.

(1) Soient x, y deux points de G qui ne sont pas dans la même
classe à gauche pour H. Soit ϕ : G × G → G l’application continue
(g, h) 7→ gh−1. Comme ϕ−1(H) est fermé et ne contient pas (x, y),
il existe deux ouverts U et V de G, contenant respectivement x et y,
tels que U × V ⊂ G × G − ϕ−1(H). Comme π est ouverte, π(U)

et π(V ) sont des voisinages ouverts disjoints de Hx et Hy, et H\G
est séparé. Un espace séparé, image d’un espace localement compact
par une application continue et ouverte, est localement compact.

Comme H\G est séparé, le singleton {He} est compact, et H =

π−1(He) est compact si π est propre. Réciproquement, si H est com-
pact, et si K est un compact de H\G, alors il existe x1, . . . , xn dans G
et V1, . . . , Vn des voisinages compacts de x1, . . . , xn respectivement
tels que π(V1), . . . , π(Vn) recouvrent K. Donc π−1(K) ⊂ ⋃n

i=1HVi
est compact, comme fermé d’une union finie, dans un espace séparé,
de compacts (images des compacts produits H × Vi par l’application
continue (x, y) 7→ xy).

Comme H\G est séparé, et π est continue et ouverte, l’image d’un
voisinage compact d’un point est un voisinage compact du point
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image. Si H\G est compact, alors il existe x1, . . . , xn dans G et
V1, . . . , Vn des voisinages compacts de x1, . . . , xn respectivement tels
que π(V1), . . . , π(Vn) recouvrent H\G. Si C =

⋃n
i=1 Vi, alors C est

compact et G = HC. Réciproquement, si un tel C existe, alors
H\G = π(C) est compact.

(2) Soit V un voisinage de e dans G ne rencontrant Γ qu’en {e},
et U un voisinage compact de e tel que UU−1 ⊂ V . Alors pour tout g
dans G, le compact Ug est un voisinage de g, son image π(Ug) est
un voisinage de π(g) car π est ouverte, et π : Ug → π(Ug) est une
application continue bijective (car si u, u′ ∈ U et Hug = Hu′g, alors
u′u−1 ∈ H ∩ V = {e}), d’un espace compact dans un espace séparé
(car Γ\G est séparé), donc est un homéomorphisme.

(3) Montrons que le complémentaire de H dans G est ouvert. Si
gx ̸= x, alors il existe U et V des voisinages ouverts disjoints de gx
et x, par séparation de X, et un voisinage ouvert U ′ de g dans G tel
que U ′x ⊂ U , par continuité de l’application h 7→ hx. Comme x /∈ U ,
l’ouvert U ′ ne rencontre pas H, et ceci montre le résultat. Le noyau
de l’action étant l’intersection des stabilisateurs de tous les points
de X, la dernière assertion en découle. □

Un sous-groupe à un paramètre d’un groupe topologique G est un
morphisme de groupes topologiques de R dans G, que l’on identi-
fie souvent avec son image. Si Γ est un sous-groupe discret de G,
l’orbite d’un point x de G/Γ par un sous-groupe à un paramètre
H = {ht : t ∈ R} de G est dite périodique s’il existe T > 0 tel que
hTx = x. On a alors ht+nTx = htx pour tout t dans R et tout n
dans N. La borne inférieure des tels T est un minimum par conti-
nuité, et est strictement positive, car l’action à gauche (par trans-
lations à gauche) de H sur G est libre, et l’application G → G/Γ

est un homéomorphisme local, par la proposition 2.2 (2). Cette borne
inférieure s’appelle la période de cette orbite. Elle engendre le sous-
groupe des t ∈ R tels que htx = x. Si G est localement compact, alors
une orbite périodique est compacte, donc fermée.

Soient X un ensemble muni d’une action à gauche (resp. droite)
d’un groupe G, et x ∈ X. L’application orbitale en x est l’application
G → X définie par g 7→ gx (resp. g 7→ xg). Soit H le stabilisateur
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de x. L’application orbitale induit par passage au quotient une bijec-
tion

Θx : G/H −→ Gx (resp. Θx : H\G −→ xG),

dite canonique, qui est G-équivariante, i.e. Θx(gy) = gΘx(y) (resp.
Θx(yg) = Θx(y)g ) pour tout g dans G et y dans G/H (resp. H\G).

Proposition 2.3. Soient X un espace topologique muni d’une action
continue à gauche (resp. droite) d’un groupe topologique localement
compact séparable G, et x ∈ X. Supposons que l’orbite Gx (resp. xG)
soit localement compacte. Alors la bijection canonique Θx : G/H →
Gx (resp. Θx : H\G→ xG) est un homéomorphisme G-équivariant.

Nous renvoyons à [Die74, 12.16.12] pour un énoncé plus général,
l’énoncé ci-dessus nous suffira (voir aussi [Got74, 1.6.1]). L’hypothèse
est en particulier vérifiée si X est localement compact et l’action
transitive (et nous aurions pu l’énoncer sous cette forme, mais la
formulation précédente met plus en évidence l’hypothèse cruciale qu’il
faudra vérifier dans les exemples). Cette proposition est fausse sans
l’hypothèse sur l’orbite.

Démonstration. Quitte à utiliser un passage à l’inverse, il suffit de
considérer les actions à gauche. L’application φx : g 7→ gx est conti-
nue, si nous montrons qu’elle est ouverte, alors par passage au quo-
tient, l’application Θx sera une bijection continue et ouverte (car
Θx(U) = φx(π

−1(U)) pour tout ouvert U de G/H), donc un homéo-
morphisme. Soit U un voisinage ouvert de e dans G, montrons, pour
tout x dans X, que Ux est un voisinage ouvert de x dans Gx. Ceci
conclura, car Θx(Ug) = Θgx(U) et Ggx = Gx.

Soit V un voisinage compact de e dans G tel que V −1V ⊂ U .
Alors V x est compact (car Θx est continue et Gx séparé), donc fermé
dans Gx. Comme G est séparable, il existe une suite (gi)i∈N dans G
telle que G =

⋃
i∈N giV . Donc Gx =

⋃
i∈N gi(V x). Si V x est d’in-

térieur vide, alors l’espace localement compact non vide Gx est une
union dénombrable d’ensembles fermés d’intérieur vide, ce qui contre-
dit le théorème de Baire. Soit donc g dans V tel que gx soit un point
intérieur de V x. Alors g−1V x est un voisinage de x, contenu dans Ux,
ce qui montre le résultat. □
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2.2. Exemples d’actions de SLn(R)
Nous concluons cette partie par une liste de diverses actions conti-

nues de G = SLn(R) pour n ⩾ 1, qui sont déjà intervenues dans la
partie 4 de [Dal] et interviendront encore souvent dans la suite de cet
ouvrage.

• Action linéaire.
Nous munirons Rn de sa base canonique. Le groupe G agit (conti-

nûment, à gauche) sur Rn par l’application qui à un couple (g, x) ∈
G× Rn associe le point de Rn dont le vecteur colonne est le produit
de la matrice g par le vecteur colonne de x. Cette action possède deux
orbites, {0} et Rn−{0}. Notons P1 le sous-groupe des éléments de G
dont la première colonne est




1

0
...
0


 .

Alors P1 est le stabilisateur du point x0 = (1, 0 . . . , 0), donc par la
proposition 2.3, la bijection canonique Θx0 : G/P1 → Rn−{0} induite
par g 7→ gx0 est un homéomorphisme G-équivariant.

Si n = 2, alors P1 = N, et donc Θ(1,0) : G/N → R2 − {0} est un
homéomorphisme G-équivariant. Le groupe N agit (par restriction de
l’action linéaire) par transvections sur R2 − {0}, par

((
1 t
0 1

)
, (x, y)

)
7−→ (x, x+ ty).

Les seuls points fixes de cette action de N sont les points de l’axe
réel. L’application Θ(1,0) induit, par passage au quotient, un homéo-
morphisme entre les espaces topologiques N\G/N et N\(R2 − {0}).

Ainsi pour n = 2, l’espace topologique quotient N\G/N est ho-
méomorphe à l’ensemble réunion des axes réels et imaginaires épointés
X = R∗ ∪ iR∗, muni de l’unique topologie dont les familles
{ i ]x−ε, x+ε[ }0<ε<|x| et { ]x−ε, x+ε[∪ ( i ]−ε,+ε[−{0})}0<ε<|x|

sont respectivement une base de voisinages de ix et de x, pour tout x
dans R∗. Cette topologie est violemment non séparée : si (εk)k∈N
tend vers 0 dans R∗, alors la suite (iεk)k∈N converge vers tout point
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Figure 6. Actions des transvections dans G/N et voisi-
nages de points dans N\G/N

sont respectivement une base de voisinages de ix et de x, pour tout
x dans R⇤. Cette topologie est violemment non séparée : si ("k)k2N
tend vers 0 dans R⇤, alors la suite (i"k)k2N converge vers tout point
de l’axe réel épointé R⇤. Mais ceci sera bien utile par la suite : tout
fermé de X qui contient une suite (i"k)k2N avec "k ! 0 contient l’axe
réel épointé R⇤.

• Action sphérique.
Le groupe G agit (continûment, à gauche) sur la sphère unité

Sn�1 = {(x1, . . . , xn) 2 Rn : x2
1 + · · · + x2

n = 1}

de Rn, par l’application qui à un couple (g, x) 2 G ⇥ Sn�1 associe
le point d’intersection avec Sn�1 de l’image par g du rayon de Rn

passant par x.

Sn�1

0

gx

gx/kgxkx

Figure 7.

Figure 6. Actions des transvections dans G/N et voisi-
nages de points dans N\G/N

de l’axe réel épointé R∗. Mais ceci sera bien utile par la suite : tout
fermé de X qui contient une suite (iεk)k∈N avec εk → 0 contient l’axe
réel épointé R∗.

• Action sphérique.
Le groupe G agit (continûment, à gauche) sur la sphère unité

Sn−1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2n = 1}

de Rn, par l’application qui à un couple (g, x) ∈ G × Sn−1 associe
le point d’intersection avec Sn−1 de l’image par g du rayon de Rn
passant par x.

Sn−1

0

gx

gx/∥gx∥x

Figure 7.

La restriction à K × Sn−1 de l’action sphérique et celle de l’action
linéaire coïncident, car les rotations préservent Sn−1. L’action sphé-
rique est transitive. Le stabilisateur Gx0 du point x0 = (1, 0 . . . , 0)

est le sous-groupe des éléments de G dont la première colonne est de
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la forme 


λ

0
...
0




avec λ > 0. Par la proposition 2.3, la bijection canonique Θx0 :

G/Gx0 → Sn−1 induite par g 7→ gx0/∥gx0∥ est un homéomorphisme
G-équivariant.

En particulier, si n = 2, alorsG(1,0) = AN et la bijection canonique
Θ(1,0) : G/AN → S1 induite par g 7→ gx/∥gx∥ est un homéomor-
phisme G-équivariant. La restriction à K = SO(2) de la projection
canonique G→ G/AN, composée avec Θ(1,0), est l’application qui à
la rotation d’angle θ associe l’élément eiθ du cercle unité S1.

• Action projective.
Rappelons que l’espace projectif Pn−1(R) de Rn est l’espace to-

pologique quotient de Rn − {0} par l’action (continue) du groupe
multiplicatif R∗ par homothéties (λ, x) 7→ λx. Il est compact, car
séparé (deux droites distinctes sont contenues dans des cônes ouverts
ne se rencontrant qu’en 0) et image de la sphère unité, compacte, par
la projection canonique Rn − {0} → Pn−1(R), continue. Il s’identifie,
de manière évidente, avec l’espace des droites de Rn. Comme l’action
linéaire de G sur Rn envoie droite sur droite (ou, de manière équiva-
lente, commute avec les homothéties), elle induit une action (continue,
à gauche) de G sur Pn−1(R), par (g, [x]) 7→ [gx]), où [x] = R∗x pour
tout vecteur non nul x. L’action projective est transitive. Le stabili-
sateur Gx0 du point x0 = [1, 0 . . . , 0] est le sous-groupe des éléments
de G dont la première colonne est de la forme




λ

0
...
0




avec λ ∈ R∗ (qui si n = 2 est le sous-groupe P de G formé de toutes
les matrices triangulaires supérieures de G). Par la proposition 2.3,
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la bijection canonique Θx0 : G/Gx0 → Pn−1(R) induite par g 7→ [gx]

est un homéomorphisme G-équivariant.
Si n = 2, alors l’application [x, y] 7→ x/y si y ̸= 0, et [x, 0] 7→ ∞

est un homéomorphisme de P1(R) sur le compactifié d’Alexandrov
R̂ = R ∪ {∞} de R. L’action projective de G sur P1(R) correspond à
l’action par homographies de G sur R̂, qui est l’application G×R̂ → R̂
définie par

((
a b
c d

)
, z
)
7−→ az + b

cz + d
,

avec les conventions usuelles que
a∞+ b

c∞+ d
=
a

c
et a(−d/c) + b

c(−d/c) + d
= ∞.

Le noyau de l’action de G sur R̂ est {± id}. Donc l’action projective
induit une action fidèle de PSL2(R) = SL2(R)/{± id} sur R̂. L’action
de PSL2(R) sur les triplets de points distincts cycliquement ordonnés
de R̂ est simplement transitive : pour tous x, y, z dans R̂ dans cet ordre
cyclique, il existe un unique élément de PSL2(R) qui envoie 0, 1,∞
sur respectivement x, y, z. En effet, par translation (qui fixe ∞), on
peut envoyer tout point de R̂ sur 0, et z 7→ −1/z échange 0 et ∞ ;
donc PSL2(R) agit transitivement sur les couples de points de R̂. Les
seules homographies qui fixent 0 et ∞ sont les homothéties z 7→ λz

avec λ > 0. Celles-ci agissent simplement transitivement sur les points
de ]0,+∞[, ce qui montre le résultat.

• Action par homographies sur le demi-plan (n = 2).
On note H = {z ∈ C : Im z > 0} le demi-plan supérieur ouvert du

plan complexe. Remarquons que si z ∈ C et a, b, c, d sont des réels
tels que ad− bc = 1, alors

Im
(az + b

cz + d

)
=

Im z

|cz + d|2 .

Donc, en posant G = SL2(R), l’application G×H → H définie par
((

a b
c d

)
, z
)
7−→ az + b

cz + d

est bien définie. Il est facile de vérifier que c’est une action (continue,
à gauche) de G sur H, appelée l’action par homographies.
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Le noyau de l’action de G sur H est {± id}. Donc l’action par
homographies sur le demi-plan induit une action fidèle de PSL2(R)
sur H. Si H = H∪R̂ est le compactifié d’Alexandrov du demi-plan su-
périeur fermé, alors l’action de G, et donc de PSL2(R), sur H s’étend
continûment à H, la restriction à ∂H = R̂ étant exactement l’action
projective ci-dessus.
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Le noyau de l’action de G sur H est {± id}. Donc l’action par ho-
mographies sur le demi-plan induit une action fidèle de PSL2(R) sur
H. Si H = H[ bR est le compactifié d’Alexandrov du demi-plan supé-
rieur fermé, alors l’action de G, et donc de PSL2(R), sur H s’étend
continûment à H, la restriction à @H = bR étant exactement l’action
projective ci-dessus.

Géodésiques et horicycles

z
H

i

iR
e2sz

z + t

R

Action de AN sur H

Figure 8.

L’action de G sur H est transitive ; en fait, le sous-groupe AN

agit simplement transitivement sur H, car N agit par translations��
1 t
0 1

�
, z
�
7! z + t et A agit par homothéties (de rapport stricte-

ment positif)
��

es 0
0 e�s

�
, z
�
7! e2sz. Un petit calcul montre que le

stabilisateur du point i est exactement le sous-groupe des rotations
K. Par la proposition 2.3, la bijection canonique ⇥i : G/K ! H in-
duite par

�
a b
c d

�
7! (ai + b)/(ci + d) est donc un homéomorphisme

G-équivariant.
Un horicycle de H est ou bien une droite horizontale contenue dans

H ou bien un cercle euclidien contenu dans H, tangent à R en un point,
et privé de ce point. Un horidisque de H est ou bien un demi-plan
fermé contenu dans H ou bien un disque euclidien contenu dans H,
tangent à R en un point, et privé de ce point. Une géodésique de H est
ou bien une demi-droite (ouverte) verticale d’origine dans R contenue
dans H ou bien un demi-cercle (ouvert) euclidien contenu dans H et
perpendiculaire à R en ses deux extrémités. Pour deux points distincts
de bR, il existe une unique géodésique dont les extrémités sont ces

Figure 8.

L’action de G sur H est transitive ; en fait, le sous-groupe AN

agit simplement transitivement sur H, car N agit par translations((
1 t
0 1

)
, z
)

7→ z + t et A agit par homothéties (de rapport stric-
tement positif)

((
es 0
0 e−s

)
, z
)

7→ e2sz. Un petit calcul montre que
le stabilisateur du point i est exactement le sous-groupe des rota-
tions K. Par la proposition 2.3, la bijection canonique Θi : G/K → H
induite par

(
a b
c d

)
7→ (ai+ b)/(ci+ d) est donc un homéomorphisme

G-équivariant.
Un horicycle de H est ou bien une droite horizontale contenue

dans H ou bien un cercle euclidien contenu dans H, tangent à R en
un point, et privé de ce point. Un horidisque de H est ou bien un
demi-plan fermé contenu dans H ou bien un disque euclidien contenu
dans H, tangent à R en un point, et privé de ce point. Une géodésique
de H est ou bien une demi-droite (ouverte) verticale d’origine dans R
contenue dans H ou bien un demi-cercle (ouvert) euclidien contenu
dans H et perpendiculaire à R en ses deux extrémités. Pour deux
points distincts de R̂, il existe une unique géodésique dont les extré-
mités sont ces deux points. Pour une explication de la terminologie,
nous renvoyons à [Kat92, Dal07].
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Comme les homographies réelles envoient cercles-droites du plan
complexe sur cercles-droites, préservent l’orthogonalité, et préser-
vent R̂, l’action de G sur H préserve l’ensemble des horicycles, et l’en-
semble des géodésiques. Comme l’action de G sur R̂ est transitive et
l’action de A sur les droites horizontales contenues dans H est tran-
sitive, le groupe G agit transitivement sur l’ensemble des horicycles.
Comme l’action par homographies de G sur les couples de points
de R̂ est transitive, le groupe G agit transitivement sur l’ensemble
des géodésiques. Si L est une géodésique et η un point de R̂ qui n’est
pas une extrémité de L, alors il existe une et une seule géodésique
dont une extrémité est η et qui rencontre perpendiculairement L :
par transitivité (les homographies préservent l’orthogonalité), il suf-
fit de considérer le cas où η = ∞ et L est la géodésique d’extrémités
−1,+1 ; alors l’axe vertical est la seule solution.
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Comme les homographies réelles envoient cercles-droites du plan
complexe sur cercles-droites, préservent l’orthogonalité, et pré-
servent bR, l’action de G sur H préserve l’ensemble des horicycles, et
l’ensemble des géodésiques. Comme l’action de G sur bR est transitive
et l’action de A sur les droites horizontales contenues dans H est tran-
sitive, le groupe G agit transitivement sur l’ensemble des horicycles.
Comme l’action par homographies de G sur les couples de points
de bR est transitive, le groupe G agit transitivement sur l’ensemble
des géodésiques. Si L est une géodésique et ⌘ un point de bR qui n’est
pas une extrémité de L, alors il existe une et une seule géodésique
dont une extrémité est ⌘ et qui rencontre perpendiculairement L :
par transitivité (les homographies préservent l’orthogonalité), il su�t
de considérer le cas où ⌘ = 1 et L est la géodésique d’extrémités
�1, +1 ; alors l’axe vertical est la seule solution.
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Notons � = SL2(Z) et considérons l’action de � sur H par homo-
graphies. Notons D le sous-ensemble de H formé des points z tels
que |z| > 1 et | Re z| 6 1/2. Soient S =

�
0 �1
1 0

�
et T =

�
1 1
0 1

�
, qui

appartiennent à � et agissent respectivement sur H par z 7! �1/z

Figure 9.

Notons Γ = SL2(Z) et considérons l’action de Γ sur H par homo-
graphies. Notons D le sous-ensemble de H formé des points z tels
que |z| ⩾ 1 et |Re z| ⩽ 1/2. Soient S =

(
0 −1
1 0

)
et T =

(
1 1
0 1

)
, qui

appartiennent à Γ et agissent respectivement sur H par z 7→ −1/z

(fixant i et échangeant −1 et 1, donc agissant sur la géodésique d’ex-
trémités −1 et 1 comme la réflexion euclidienne par rapport à l’axe
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vertical), et par la translation z 7→ z + 1. L’élément T envoie le bord
vertical gauche de D sur bord vertical droit. L’élément S échange
les deux moitiés du bord inférieur de D. Les points ω = e2iπ/3 et
−ω = eiπ/3 appartiennent au bord de D (et en sont les « coins »).

Nous allons montrer que D est un domaine fondamental pour l’ac-
tion de Γ sur H, i.e. que D est l’adhérence de son intérieur, que
H =

⋃
g∈Γ gD (c’est-à-dire que H est la réunion des images de D par

les éléments de Γ), et que ces images sont d’intérieurs deux à deux
disjoints (modulo {± id}).

Proposition 2.4.

(1) Pour tout z dans H, il existe g ∈ Γ tel que gz ∈ D.
(2) Si deux points distincts z, z′ de D sont dans la même orbite

par Γ, alors ou bien Re z = ±1/2, |z| > 1 et z = z′ ± 1, ou bien
|z| = 1 et z′ = −1/z.

(3) Si z ∈ D, alors le stabilisateur Γz de z dans Γ est {± id}, sauf
si z = i où Γz = {± id,±S}, z = ω où Γz = {± id,±ST,±(ST )2 =

±(ST )−1} et z = −ω où Γz = {± id,±TS,±(TS)2 = ±(TS)−1}.
(4) Le groupe Γ est engendré par S et T .

Démonstration (voir par exemple [Ser77]).
(1) Soient Γ′ le sous-groupe engendré par S et T , et z ∈ H. Mon-

trons qu’il existe γ′ ∈ Γ′ tel que γ′ ∈ D. Soit γ ∈ Γ′ tel que Im γz soit
maximal, ce qui est possible, car Im γz = Im z/|cz + d|2 si γ =

(
a b
c d

)
,

et le nombre de couples d’entiers (c, d) tels que |cz + d| soit inférieur
à un nombre donné est fini. Il existe un entier n tel que z′ = Tnγz

ait une partie réelle dans [−1
2 ,

1
2 ]. Alors z′ appartient à D, car si

|z′| < 1, alors Sz′ = −1/z′ aurait une partie imaginaire strictement
plus grande que Im z′ = Im γz, ce qui est impossible. Alors γ′ = Tnγ

convient.
(2) et (3) Soient z ∈ D et γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ tels que γz ∈ D. Quitte

à remplacer (z, γ) par (γz, γ−1), nous pouvons supposer que Im z ⩾
Im γz, donc que |cz + d| ⩽ 1. Puisque

√
3
2 |c| ⩽ |c Im z| ⩽ |cz + d|,

ceci implique que c ∈ {−1, 0, 1}. Quitte à remplacer γ par −γ, nous
pouvons supposer que c ⩾ 0.
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Si c = 0, alors d = ±1, et γ = ±T±b. Comme les parties réelles
de z et de γz sont dans [−1

2 ,
1
2 ], ceci implique ou bien que b = 0

(auquel cas γ = ± id et z = γz) ou bien que b = ±1 et γz = z ± 1,
auquel cas l’un des réels Re z et Re γz est égal à −1/2 et l’autre à
1/2 (et en particulier ils sont distincts).

Supposons maintenant que c = 1. Si d = 0, alors |z| ⩽ 1, donc
|z| = 1. Comme ad−bc = 1, on en déduit que b = −1 et γz = a−1/z.
Comme le cercle unité ne rencontre un de ses translatés par un entier
non trivial qu’en ω ou −ω, on obtient a = 0 (auquel cas γ = ±S et
γz = z si et seulement si z = i) ou a = 1 (auquel cas γ = ±(ST )2 et
z = γz = ω) ou a = −1 (auquel cas γ = ±ST , z = ω, et γz = −ω),
ce qui montre le résultat. Si d ̸= 0, alors z appartient à l’intersection
avec D du disque fermé de centre −d et de rayon 1, donc ou bien
d = 1 et z = ω ou bien d = −1 et z = −ω.

Si d = 1 et z = ω, alors a − b = 1 et γz = a − 1/(z + 1) = a + z,
donc a = 0 ou a = 1, ce qui implique le résultat. Le cas z = −ω et
d = −1 se traite de la même manière.

(4) Soient g ∈ Γ et z un point intérieur de D. Par (1), soit γ′ ∈ Γ′

tel que γ′γz ∈ D. Alors γ′γz = z par (2), et γ′γ = ± id par (3), donc
γ ∈ Γ′ (car S2 = − id). □

Remarque. (Voir par exemple [LS01] pour la définition d’une présen-
tation de groupe et d’un produit libre de groupe, que l’on ne confon-
dra pas avec un produit direct.) On peut montrer (voir par exemple
[Ser77]) que le groupe Γ a pour présentation

⟨s, t | s4 = t6 = 1, s2 = t3⟩,
(i.e. que Γ est isomorphe au groupe quotient du groupe libre en-
gendré par {s, t} par son plus petit sous-groupe distingué contenant
{s4, t6, s2t−3} ), et que le groupe PSL2(Z) est isomorphe au groupe
(Z/2Z) ∗ (Z/3Z).

L’action de Γ sur R̂ est transitive sur Q ∪ {∞}, car si p/q est un
élément de Q avec p, q des entiers premiers entre eux, alors par le
théorème de Bézout, il existe des entiers r, s tels que ps − qr = 1,
et donc l’élément gp,q =

( p r
q s

)
de G envoie ∞ sur p/q. Soit H∞ =

{z ∈ C : Im z ⩾ 1} et soit Hp/q le disque fermé de rayon 1/(2q2)
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dans H tangent à R en p/q et privé de ce point. Alors on vérifie que
Hp/q = gp,qH∞, car g−1

p,q =
(
s −r
−q p

)
envoie p/q sur ∞ et le point

z = (p/q, 1/q2) (appartenant à l’horicycle bord de l’horidisque Hp/q)
sur un point de l’horicycle bord de H∞, car

Im
sz − r

qz − p
=

Im z

|qz − p|2 = 1.

Donc, la famille des horidisques (Hr)r∈Q∪{∞} est une famille Γ-
équivariante d’horidisques d’intérieurs deux à deux disjoints (il suffit
de regarder dans le domaine fondamental D de Γ, le seul horidisque
de cette famille dont l’intérieur rencontre D est H∞). Nous appelle-
rons cette famille maximale, car, en regardant encore dans le domaine
fondamental D de Γ, sa réunion est maximale pour l’inclusion parmi
les réunions de familles équivariantes d’horidisques d’intérieurs deux
à deux disjoints.
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dans H tangent à R en p/q et privé de ce point. Alors on vérifie que
Hp/q = gp,qH1, car g�1

p,q =
�

s �r
�q p

�
envoie p/q sur 1 et le point

z = (p/q, 1/q2) (appartenant à l’horicycle bord de l’horidisque Hp/q)
sur un point de l’horicycle bord de H1, car

Im
sz � r

qz � p
=

Im z

|qz � p|2 = 1.

Donc, la famille des horidisques (Hr)r2Q[{1} est une famille �-
équivariante d’horidisques d’intérieurs deux à deux disjoints (il su�t
de regarder dans le domaine fondamental D de �, le seul horidisque
de cette famille dont l’intérieur rencontre D est H1). Nous appelle-
rons cette famille maximale, car, en regardant encore dans le domaine
fondamental D de �, sa réunion est maximale pour l’inclusion parmi
les réunions de familles équivariantes d’horidisques d’intérieurs deux
à deux disjoints.
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Figure 10. Famille équivariante maximale d’horidisques
d’intérieurs disjoints

• Action sur les formes quadratiques.
Nous munissons Rn de sa base canonique et de son produit sca-

laire euclidien usuel h·, ·i. Rappelons que l’application de GL(Rn)

dans GLn(R), qui à un automorphisme linéaire associe sa matrice
dans la base canonique, est un isomorphisme de groupes topolo-
giques. Notons Q l’espace vectoriel des formes quadratiques sur Rn,
qui est isomorphe à l’espace vectoriel S des matrices symétriques
réelles n⇥ n, par l’application qui à une forme quadratique q associe

Figure 10. Famille équivariante maximale d’horidisques
d’intérieurs disjoints

• Action sur les formes quadratiques.
Nous munissons Rn de sa base canonique et de son produit sca-

laire euclidien usuel ⟨·, ·⟩. Rappelons que l’application de GL(Rn)
dans GLn(R), qui à un automorphisme linéaire associe sa matrice
dans la base canonique, est un isomorphisme de groupes topolo-
giques. Notons Q l’espace vectoriel des formes quadratiques sur Rn,
qui est isomorphe à l’espace vectoriel S des matrices symétriques
réelles n× n, par l’application qui à une forme quadratique q associe
sa matrice Q dans la base canonique, où q(x) = ⟨Qx, x⟩ pour tout
vecteur x dans Rn.
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Le groupe GL(Rn) agit (continûment, à droite) sur Q par (g, q) =

q◦g. Par les isomorphismes ci-dessus, le groupe GLn(R), et donc G =

SLn(R), agit (continûment, à droite) sur S par (g,Q) 7→ tg Qg. Par le
théorème de Sylvester, deux formes quadratiques sont dans la même
orbite sous GL(Rn) si et seulement si elles ont la même signature
(p, p′, p′′) avec p+p′+p′′ = n où p (resp. p′) est la dimension maximale
d’un sous-espace vectoriel de Rn sur lequel la forme quadratique est
définie positive (resp. négative, mais les conventions diffèrent), et p′′
est la dimension du noyau de q, i.e. du sous-espace vectoriel des x∈Rn
tels que φq(x, y) = 0 pour tout y dans Rn, où φq est la forme bilinéaire
symétrique associée à q. Rappelons que q est non dégénérée si et
seulement si p′′ = 0, et nous noterons alors (p, p′ = n−p) la signature.

Le sous-espace Qp,n−p de Q des formes quadratiques non dégéné-
rées de signature (p, n− p) est ouvert dans Q, donc localement com-
pact. Le sous-espace Q(1)

p,n−p des formes quadratiques dans Qp,n−p,
dont le carré du déterminant de la matrice associée est 1, est fermé
dans Qp,n−p, donc est localement compact.

L’action de SL(Rn) préserve Q(1)
p,n−p, et est transitive. En effet, si

q1, q2 ∈ Q(1)
p,n−p alors il existe g dans GL(Rn) tel que q2 = q1 ◦ g. Ceci

implique en particulier que (det g)2 = 1, donc que det g = ±1. Quitte
à multiplier (à gauche) g par un automorphisme préservant q1 de la
forme e1 7→ −e1, ei 7→ ei pour i ⩾ 2, où (e1, . . . , en) est une base
dans laquelle q1 est de la forme x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2n, on a
det g = 1 et q2 = q1 ◦ g.

De même, le sous-espace S(1)
p,n−p de S, formé des matrices symé-

triques de signature (p, n− p) et de carré du déterminant 1, est loca-
lement compact, et l’action de G = SLn(R) dessus est transitive. Le
stabilisateur d’un élément σ0 de S dans G est le sous-groupe spécial
orthogonal SO(σ0) des éléments g ∈ G tels que tgσ0g = σ0. Ainsi
pour tout σ0 dans S(1)

p,n−p, comme l’action de G sur S est à droite,
par la proposition 2.3, la bijection canonique

Θσ0 : SO(σ0)\G −→ S(1)
p,n−p

induite par g 7→ tgσ0g est un homéomorphisme G-équivariant.
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• Action sur les réseaux unitaires.
Pour tout élément Λ de R1(Rn) et g dansG = SLn(R), l’image g(Λ)

de Λ par g est encore un réseau de Rn (car discret et engendrant Rn
comme espace vectoriel) unitaire (car g qui préserve le volume, car de
déterminant 1, envoie le parallélotope d’une Z-base de Λ sur le paral-
lélotope d’une Z-base de g(Λ) ). Donc l’application de G×R1(Rn) →
R1(Rn) définie par (g,Λ) 7→ gΛ = g(Λ) est une action (à gauche)
de G sur R1(Rn).

Lemme 2.5. Cette action est continue pour la topologie de Chabauty
sur R1(Rn).

Démonstration. Soit (g0,Λ0) ∈ G × R1(Rn), et montrons que l’ac-
tion est continue en (g0,Λ0). Soient K un compact et U un ouvert
de Rn. Si g0Λ0 ∈ OK , alors comme g0Λ0 est fermé et disjoint de K,
il existe par continuité de l’action linéaire de G sur Rn, un voisinage
compact V de e dans G, tel que g0Λ0∩V −1K = ∅. Le sous-ensemble
V g0 × Og−1

0 V −1K est un voisinage de (g0,Λ0) dans G × R1(Rn), car
g−1
0 V −1K est compact et ne rencontre pas Λ0. Pour tout (g,Λ) dans

cet ensemble, on a g = ug0 avec u ∈ V , et Λ ∩ g−1
0 u−1K = ∅, donc

gΛ ∈ OK . De même, si g0Λ0 ∈ O′
U , alors il existe par continuité de

l’action linéaire de G sur Rn, un voisinage ouvert V de e dans G et
un ouvert U ′ de Rn rencontrant g0Λ0, tel que V U ′ ⊂ U . Considérons
V g0 ×O′

g−1
0 U ′ , qui est un voisinage de (g0,Λ0) dans G×R1(Rn), car

l’ouvert g−1
0 U rencontre Λ0. Pour tout (g,Λ) dans V g0×O′

g−1
0 U ′ , on a

g = ug0 avec u ∈ V , et Λ ∩ g−1
0 U ′ ̸= ∅, donc ug0Λ ∩ uU ′ ̸= ∅, d’où

gΛ ∈ O′
U . Le résultat en découle. □

Remarque. Une autre preuve est possible, en utilisant la proposi-
tion 1.8. Il suffit de montrer que si une suite (gi,Λi)i∈N converge
vers (g,Λ) dans G × R1(Rn), alors (giΛi)i∈N converge vers gΛ dans
R1(Rn). Or si x ∈ gΛ, alors x = gy avec y ∈ Λ, et il existe yi ∈ Λi tels
que yi → y quand i → ∞, donc par continuité de l’action linéaire,
giyi → gy = x. Réciproquement, si gikyik , avec yik ∈ Λik , converge
vers x ∈ Rn, alors comme gi → g, les yik restent dans un compact
de Rn donc convergent quitte à extraire vers un élément y de Rn, qui
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appartient à Λ car Λi → Λ. Donc par passage à la limite, x = gy,
et x appartient à gΛ.

Le stabilisateur du réseau Zn est le sous-groupe Γ = SLn(Z). Ainsi
par la proposition 2.3, la bijection canonique

ΘZn : G/Γ = SLn(R)/ SLn(Z) −→ R1(Rn)

induite par g 7→ gZn est un homéomorphisme G-équivariant.

3. De la topologie de SL2(R)/SL2(Z)

Donnons dans cette partie une idée de la structure topologique de
l’espace G/Γ = SL2(R)/SL2(Z) ≃ R1(R2).

3.1. Approche topologique
Par la proposition 2.2, nous savons déjà que cet espace est connexe,

séparable, localement compact, et localement homéomorphe à R3,
car G l’est.

Notons S3 = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 = 1} la sphère unité de
R4 = C2. L’application S1 → S3 du cercle dans la sphère de dimen-
sion 3 définie par eiθ 7→ 1√

2
(e2iθ, e3iθ) est une application continue

injective d’un espace compact dans un espace séparé, donc est un
homéomorphisme sur son image. Cette image K♣ est appelé le nœud
de trèfle. Montrons que

K♣ = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1| = |z2| = 1/
√
2, (

√
2 z1)

3 = (
√
2 z2)

2}
= {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 = 1, (

√
2 z1)

3 = (
√
2 z2)

2}.
En effet, K♣ est clairement contenu dans le troisième ensemble. Si
(z1, z2) est un élément du troisième ensemble, alors |z2|2 =

√
2 |z1|3,

et l’unique solution positive de l’équation x2+
√
2x3 = 1 étant 1/

√
2,

on a |z1| = |z2| = 1/
√
2, donc (z1, z2) appartient au second ensemble.

Enfin, un élément du second ensemble est de la forme 1√
2
(eiψ, eiϕ)

avec e3iψ = e2iϕ. Donc quitte à changer ϕ par un multiple entier
de π, on a 3ψ = 2ϕ. En posant θ = ψ/2 = ϕ/3, ceci montre que le
second ensemble est contenu dans K♣.

La sphère S3 est homéomorphe au compactifié d’Alexandrov
R3 ∪ {∞} de R3, par la projection stéréographique de pôle (0, 0, 0, 1),
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Figure 11. Diverses représentations du nœud de trèfle (et un intrus !)

qui envoie (0, 0, 0, 1) sur ∞ et un point u de S3 différent de (0, 0, 0, 1)

sur l’intersection avec R3 × {0} de la droite passant par (0, 0, 0, 1)

et u (voir la figure 12 ci-dessous). Son expression analytique est

(x1, x2, x3, x4) 7−→
1

1− x4
(x1, x2, x3).

(C’est bien un homéomorphisme, car elle est continue et bijective de
l’espace compact S3 dans l’espace séparé R3 ∪ {∞}). Un petit calcul
montre que l’image du tore

T2 = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1| = |z2| = 1/
√
2}

par cette projection stéréographique est le tore de révolution

T = {(x, y, z) ∈ R3 :
(√

x2 + y2 −
√
2
)2

+ z2 = 1},
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obtenu en faisant tourner autour de l’axe des z le cercle du plan
d’équation y = 0 de centre (

√
2, 0, 0) et de rayon 1. L’image du nœud

de trèfle K♣, qui est un cercle topologique plongé dans T2, est (voir
la figure 12 ci-dessous) un cercle topologique plongé dans le tore de
révolution T , entourant deux fois l’axe vertical, et entourant trois fois
l’âme du tore de révolution, i.e. le cercle du plan horizontal d’équation
x2 + y2 = 2. Les multiples représentations ci-dessus sont donc bien
(hormis l’intrus !) des images du nœud de trèfle. La sphère S3 est
réunion de

T2
− = {(z1, z2) ∈ S3 : |z1| ⩾ |z2|},

qui s’envoie sur le tore plein de révolution

T− = {(x, y, z) ∈ R3 :
(√

x2 + y2 −
√
2
)2

+ z2 ⩽ 1},
et de

T2
+ = {(z1, z2) ∈ S3 : |z1| ⩽ |z2|},

qui s’envoie sur

T+ = {(x, y, z) ∈ R3 :
(√

x2 + y2 −
√
2
)2

+ z2 ⩾ 1} ∪ {∞}.
L’application (z1,z2) 7→(z2,z1) est un homéomorphisme de T2

− dans T2
+.
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obtenu en faisant tourner autour de l’axe des z le cercle du plan
d’équation y = 0 de centre (

p
2, 0, 0) et de rayon 1. L’image du nœud

de trèfle K|, qui est un cercle topologique plongé dans T2, est (voir
la figure 12 ci-dessous) un cercle topologique plongé dans le tore de
révolution T , entourant deux fois l’axe vertical, et entourant trois fois
l’âme du tore de révolution, i.e. le cercle du plan horizontal d’équation
x2 + y2 = 2. Les multiples représentations ci-dessus sont donc bien
(hormis l’intrus !) des images du nœud de trèfle. La sphère S3 est
réunion de

T2
� = {(z1, z2) 2 S3 : |z1| > |z2|},

qui s’envoie sur le tore plein de révolution

T� = {(x, y, z) 2 R3 :
�p

x2 + y2 �
p

2
�2

+ z2 6 1},

et de
T2

+ = {(z1, z2) 2 S3 : |z1| 6 |z2|},

qui s’envoie sur

T+ = {(x, y, z) 2 R3 :
�p

x2 + y2 �
p

2
�2

+ z2 > 1} [ {1}.

L’application (z1,z2) 7!(z2,z1) est un homéomorphisme de T2
� dans T2

+.

p(u)

S3

R3

u

(0, 0, 0, 1)

Projection stéréographique p

Tore de révolution et nœud de trèfle

âme de T

x

y

axe z

tore T

K|

Figure 12. Projection stéréographique et nœud de trèfle

Théorème 3.1. L’espace topologique SL2(R)/ SL2(Z) ' R1(R2) des ré-
seaux unitaires de R2 est homéomorphe au complémentaire S3 � K|

du nœud de trèfle dans S3.

Figure 12. Projection stéréographique et nœud de trèfle

Théorème 3.1. L’espace topologique SL2(R)/ SL2(Z) ≃ R1(R2) des ré-
seaux unitaires de R2 est homéomorphe au complémentaire S3 −K♣

du nœud de trèfle dans S3.
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Démonstration. Tout d’abord SL2(R)/SL2(Z) et PSL2(Z)\PSL2(R)
sont homéomorphes, et nous travaillerons avec le second quotient.

Une direction dans H est un couple (z, v) formé d’un point z de H
et d’une direction de droite v de R2, et nous identifions l’espace T1H
de ses directions avec H × S1 en repérant les directions de droites
par leurs angles avec l’horizontale. Pour toute direction (z, v), il est
facile de voir géométriquement qu’il existe une unique géodésique
(orientée) L de H passant par z, telle que la direction de la droite
tangente en z à L soit v (voir la figure 13 ci-dessous).

Comme toute homographie de H est un difféomorphisme de l’ou-
vert H, le groupe PSL2(R) agit (continûment, à gauche) sur l’espace
des directions sur H par (g, (z, v)) 7→ (g(z), dgz(v)/|dgz(v)|). Si g
est l’homographie z 7→ (az + b)/(cz + d), notons que dgz : C → C
est l’application linéaire de multiplication par le nombre complexe
1/(cz + d)2. Par exemple, si g : z 7→ −1/z, alors g agit sur T1H
par (z, v) 7→ (−1/z, (|z|2/z2)v) et dgi vaut l’antipodie v 7→ −v ; si
g : z 7→ −1/(z + 1) et ω = e2iπ/3, alors dgω vaut la rotation v 7→ ω2v

d’angle −2π/3.
Considérons l’application qui à un triplet de points distincts cycli-

quement ordonnés (ξ−, ξ+, η) dans R̂ associe l’unique direction (z, v)

où z est le point de la géodésique L d’extrémités ξ−, ξ+ tel que la
géodésique passant par z et dont une extrémité est η soit orthogonale
à L, et où v est la direction de (la droite tangente en z à) L vers ξ+.

v

ξ−η ξ+

z

Figure 13. T1H ≃ PSL2(R)

Il est facile de voir géométriquement que cette application est un
homéomorphisme équivariant pour les actions de PSL2(R). Comme
PSL2(R) agit simplement transitivement sur les triplets de points
cycliquement ordonnés de R̂, l’action de PSL2(R) sur T1H est aussi
simplement transitive. Donc par la proposition 2.3, il existe un
homéomorphisme PSL2(R)-équivariant entre les espaces PSL2(R)
et T1H.
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Montrons donc que PSL2(Z)\T1H et S3−K♣ sont homéomorphes,
ce qui impliquera le théorème 3.1.

Tout d’abord, si X− et X+ sont deux espaces topologiques com-
pacts, Y± un fermé de X± et f : Y− → Y+ un homéomorphisme, alors
l’espace recollement de X− et X+ par f , noté X−

∐
f X+, est l’espace

topologique quotient de l’espace somme disjointe X−
∐
X+ par la re-

lation d’équivalence ≈ engendrée par la relation x ∼ y si f(x) = y

(donc x ≈ y si et seulement si (x = y) ou (x ∈ Y− et y = f(x)) ou
(y ∈ Y− et f(y) = x)).

Exercice.
(1) Montrer que X−

∐
fX+ est encore séparé, donc compact.

(2) Si X est un espace topologique compact, F−, F+ deux fermés
de X de réunion X, et id : F− ∩ F+ → F− ∩ F+ l’application iden-
tité, montrer que X et l’espace recollement F−

∐
idF+ sont homéo-

morphes.
(3) Soient X−, X+, X

′
−, X

′
+ des espaces topologiques compacts

contenant des fermés Y−, Y+, Y ′
−, Y

′
+ respectivement, et

φ− : X− −→ X ′
−, φ+ : X+ −→ X ′

+, f : Y− −→ Y+, f ′ : Y ′
− −→ Y ′

+

des homéomorphismes. Montrer que si le diagramme suivant commute

Y−
φ−|Y−

//

f
��

Y ′
−

f ′
��

Y+
φ+|Y+

// Y ′
+

alors X−
∐

f X+ et X ′
−
∐

f ′ X
′
+ sont homéomorphes.

Solution.
(1) C’est un exercice classique de montrer que si X est

un espace topologique compact et R une relation d’équiva-
lence fermée (en tant que partie de X ×X), alors l’espace
topologique quotient X/R est séparé. Il est donc compact
(par continuité de la projection canonique). Ici, comme
Y± est fermé et f continue, il est immédiat que la re-
lation d’équivalence ≃ sur l’espace topologique compact
X−

∐
X+ est fermée. Le premier résultat en découle.
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(2) L’application de F−
∐
F+ dans X, valant x 7→ x

sur F− et sur F+ est continue et surjective. Elle induit
par passage au quotient une bijection continue de l’espace
topologique compact F−

∐
f F+ sur l’espace séparé X, qui

est donc un homéomorphisme.
(3) L’application φ̃ : (X−

∐
X+) → (X ′

−
∐
X ′

+) définie
par φ̃|X− = φ− et φ̃|X+

= φ+ est continue, surjective. Par
continuité du diagramme, elle induit par passage au quo-
tient une bijection continue de l’espace compactX−

∐
f X+

sur l’espace séparé X ′
−
∐

f ′ X ′
+, qui est donc un homéomor-

phisme.

Par exemple, la sphère S3 est homéomorphe à un recollement de
deux tores pleins : comme S3 est la réunion de T2

− et T2
+, et

T2
− ∩ T2

+ = ∂T2
− = ∂T2

+ = T2,

la sphère S3 est homéomorphe à l’espace recollement T2
−
∐

idT2
+, des

tores pleins T2
− et T2

+ par l’homéomorphisme identité id : T2 → T2.
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(2) L’application de F�
`

F+ dans X, valant x 7! x
sur F� et sur F+ est continue et surjective. Elle induit
par passage au quotient une bijection continue de l’espace
topologique compact F�

`
f F+ sur l’espace séparé X, qui

est donc un homéomorphisme.
(3) L’application e' : (X�

`
X+) ! (X 0

�
`

X 0
+) définie

par e'|X� = '� et e'|X+
= '+ est continue, surjective. Par

continuité du diagramme, elle induit par passage au quo-
tient une bijection continue de l’espace compact X�

`
f X+

sur l’espace séparé X 0
�
`

f 0 X 0
+, qui est donc un homéomor-

phisme.

Par exemple, la sphère S3 est homéomorphe à un recollement de
deux tores pleins : comme S3 est la réunion de T2

� et T2
+, et T2

� \
T2

+ = @T2
� = @T2

+ = T2, la sphère S3 est homéomorphe à l’espace
recollement T2

�
`

idT2
+, des tores pleins T2

� et T2
+ par l’homéomor-

phisme identité id : T2 ! T2.

z 7! �1

z + 1

z 7! �1

z

0 1�1

i!

!
i

⌧! ⌧i

Figure 14. Espace des directions de H modulo PSL2(Z)

Pour comprendre l’espace PSL2(Z)\T1H, il su�t de regarder les
directions en des points du domaine fondamental D. En un point
du bord de D, il su�t de regarder les directions rentrantes dans D

(au sens large), et d’identifier celles tangentes au bord de D par les
identifications sur ce bord. Considérons l’ensemble de ces directions
en un point de partie réelle ±1/4 et de valeur absolue au moins 1.

Figure 14. Espace des directions de H modulo PSL2(Z)

Pour comprendre l’espace PSL2(Z)\T1H, il suffit de regarder les
directions en des points du domaine fondamental D. En un point
du bord de D, il suffit de regarder les directions rentrantes dans D
(au sens large), et d’identifier celles tangentes au bord de D par les
identifications sur ce bord. Considérons l’ensemble de ces directions
en un point de partie réelle ±1/4 et de valeur absolue au moins 1.
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Le complémentaire de son image A dans PSL2(Z)\T1H possède alors
deux composantes connexes, celle contenant l’image des directions
en i, et celle contenant l’image des directions en ω = e2iπ/3, dont on
note les adhérences τi et τω respectivement.

Notons D = {z ∈ C : |z| ⩽ 1} le disque unité fermé et Ti l’espace
topologique quotient

Ti = (D× S1)/(Z/2Z)

où ±∈Z/2Z agit par (x, y) 7→±(x, y), et Ci l’image de {−1,+1}×S1
dans Ti. On vérifie facilement que l’espace Ti est séparé, donc com-
pact. De même, notons Tω l’espace topologique quotient compact

Tω = (D× S1)/(Z/3Z)

où n ∈ Z/3Z agit par (x, y) 7→ (ωnx, ωny). Soit Cω l’image de
{1, ω, ω2} × S1 dans Tω.

GÉOMÉTRIE ET DYNAMIQUE DE SLN (R) ET SLN (Z) 47

Le complémentaire de son image A dans PSL2(Z)\T1H possède alors
deux composantes connexes, celle contenant l’image des directions
en i, et celle contenant l’image des directions en ! = e2i⇡/3, dont on
note les adhérences ⌧i et ⌧! respectivement.

Notons D = {z 2 C : |z| 6 1} le disque unité fermé et Ti l’espace
topologique quotient

Ti = (D ⇥ S1)/(Z/2Z)

où ±2Z/2Z agit par (x, y) 7!±(x, y), et Ci l’image de {�1, +1}⇥S1

dans Ti. On vérifie facilement que l’espace Ti est séparé, donc com-
pact. De même, notons T! l’espace topologique quotient compact

T! = (D ⇥ S1)/(Z/3Z)

où n 2 Z/3Z agit par (x, y) 7! (!nx,!ny). Soit C! l’image de
{1,!,!2} ⇥ S1 dans T!.

! !2

z0

!z0

!2z0

!2v0

T! Ti

vz1/3

!v0

1v0

iR iR

v
1

z

i

�v

0

�1
�z

RR

z�2/3

i 0

Figure 15. Tores T! et Ti à recoller

Il est facile de montrer (voir les figures 14 et 15) que ⌧i est homéo-
morphe à Ti�Ci et ⌧! à T!�C!, de sorte qu’un point de A = ⌧�\⌧!
s’envoie sur l’image de (z, v) dans Ti, et sur l’image de (z�2/3, z1/3v)

dans T! (ce qui ne dépend pas du choix des représentants), avec z, v

parcourant S1.

Figure 15. Tores Tω et Ti à recoller

Il est facile de montrer (voir les figures 14 et 15) que τi est homéo-
morphe à Ti−Ci et τω à Tω−Cω, de sorte qu’un point de A = τ−∩τω
s’envoie sur l’image de (z, v) dans Ti, et sur l’image de (z−2/3, z1/3v)

dans Tω (ce qui ne dépend pas du choix des représentants), avec z, v
parcourant S1.
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L’application de D× S1 dans T2
+ définie par

(z, v) 7−→ 1√
2
(zv3,

√
2− |z|2 v2)

est continue. On vérifie par calcul qu’elle est surjective, et que (z, v)

et (−z,−v) sont les seuls points qui aient la même image. Donc elle
induit par passage au quotient une bijection continue de l’espace com-
pact Ti dans l’espace séparé T2

+, qui par conséquent est un homéo-
morphisme φi : Ti → T2

+. Celui-ci envoie le cercle topologique Ci sur
K♣, par définition de K♣. De même, l’application de D×S1 dans T2

+

définie par

(z′, v′) 7−→ 1√
2
(
√

2− |z′|2 v′3, z′v′2)

est continue, surjective, telle que (z′, v′), (ωz′, ωv′), (ω2z′, ω2v′) soient
les seuls points qui aient la même image. Donc elle induit par passage
au quotient un homéomorphisme φω : Tω → T2

−, qui envoie le cercle
topologique Cω sur K♣. De plus, le point image de (z, v) ∈ S1×S1
dans Ti et le point image de (z′, v′) = (z−2/3, z1/3v) dans Tω s’en-
voient sur le même point de T2 = T2

− ∩ T2
+. En utilisant l’exercice

précédent, le résultat en découle. □

Remarque. Bien que cette remarque ne soit pas utile pour le reste
de la lecture, donnons un autre modèle topologique de S3 − K♣ ≃
SL2(R)/ SL2(Z) ≃ R1(R2). Soient Y± deux fermés disjoints d’un
même espace topologique X, et f : Y− → Y+ un homéomorphisme.
On définit le recollement de X par f comme l’espace topologique
quotient de X par la relation d’équivalence ≈ (définie de la même ma-
nière que pour le recollement de deux espaces topologiques), qui est
la relation d’équivalence engendrée par la relation x ∼ y si f(x) = y

(donc x ≈ y si et seulement si (x = y) ou (x ∈ Y− et y = f(x)) ou
(y ∈ Y− et f(y) = x)).

Considérons le cylindre D × [0, 1]. Pour tout p/q ∈ Q, avec p, q

premiers entre eux et q > 0, considérons l’application f : D× {0} →
D× {1} définie par

(z, 0) 7−→ (z e2iπp/q, 1),
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qui est la rotation de p/q tour entre le disque inférieur et le disque
supérieur. Notons Tp/q l’espace topologique recollement du cylindre
X = D × [0, 1] par f . Il est compact (par un raisonnement analogue
à celui de l’exercice (1) précédent). Il est homéomorphe à un tore
plein D× S1, dont l’âme est l’image du segment vertical {0} × [0, 1].
Mais si q > 1, c’est le seul segment vertical dont l’image est un cercle
topologique. Si Uq ⊂ S1 ⊂ D est l’ensemble des racines q-èmes de
l’unité, alors l’image des q segments verticaux Uq × [0, 1] dans Tp/q
est un cercle topologique, que nous noterons Cp/q.

1

0

[0, 1]

2πp/q

Tp/q

Uq

Cp/q

0
D

Figure 16. Fibré de Seifert élémentaire

Plus généralement, les segments verticaux, différents du central, se
recollent par paquet de q pour écrire Tp/q comme une union d’une
famille de cercles topologiques, appelée fibré de Seifert élémentaire
de type p/q.

Considérons s : T2→T2 l’homéomorphisme involutif (x, y) 7→(y, x).
Il est facile de montrer que l’application ψ de D × [0, 1] dans T2

+

définie par

(ρ eiθ, t) 7−→
(ρ eiθ√

2
e−i2πpt/q),

√
1− ρ2/2 e−2iπt

)

est continue, surjective, et vérifie ψ(z, t)=ψ(z′, t′) si et seulement si
ou bien (z, t) = (z′, t′), ou bien t = 0, t′ = 1 et z′=ze2iπp/q, ou bien
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t=1, t′ = 0 et z=z′e2iπp/q. Par conséquent, ψ passe au quotient en
une bijection continue φp/q : Tp/q → T2

+ entre deux espaces compacts.
Donc φp/q est un homéomorphisme, dont on notera encore φp/q :

∂Tp/q → T2 la restriction au bord. Remarquons que φ2/3 envoie C2/3,
qui est l’image de

{
e2ikπ/3 : k ∈ Z

}
× [0, 1] dans T2/3, sur

K♣ = {(z1, z2) ∈ C2 : (
√
2 z1)

3 = (
√
2 z2)

2, |z1| = |z2| = 1/
√
2}.

De même, s ◦ φ3/2 envoie C3/2 sur K♣.
Soit g = φ−1

2/3 ◦ s ◦ φ3/2 : ∂T3/2 → ∂T2/3, qui est un homéomor-
phisme. De plus, g envoie C3/2 sur C2/3 (et même la famille de cercles
topologiques de ∂T3/2 sur celle de ∂T2/3). Notons Xmod l’espace to-
pologique obtenu en recollant la réunion disjointe de T3/2 et T2/3 par
g. Nous noterons C2,3 l’image commune de C3/2 et C2/3 dans Xmod.

Montrons que l’espace Xmod est homéomorphe à S3, et donc que
S3 −K♣ est homéomorphe à Xmod − C2,3. Par l’exercice précédent,
l’espace Xmod est compact. L’application de T3/2

∐
T2/3 dans S3 qui

vaut φ3/2 sur T3/2 (d’image T2
+) et s ◦ φ2/3 sur T2/3 (d’image T2

−)
est continue, surjective. Elle passe au quotient dans le recollement
pour donner une bijection continue entre espaces compacts, donc un
homéomorphisme entre Xmod et S3, envoyant C2,3 sur K♣, donc in-
duisant un homéomorphisme entre Xmod − C2,3 et S3 −K♣.

Ceci termine la remarque donnant un autre modèle topologique de
R1(R2).

3.2. Approche par les séries d’Eisenstein
Voici une autre manière de montrer le théorème 3.1. Nous ren-

voyons à l’article électronique [GL06] (dont sont extraits les deux
dessins en haut à gauche de la figure 11) pour une magnifique illus-
tration graphique de cette preuve. Voir aussi [PH79] et [Mil71, p. 84]
où J. Milnor attribue la preuve qui suit à D. Quillen.

Pour tout réseau Λ de R2 = C, considérons les séries, dites d’Ei-
senstein, de nombres complexes

g2(Λ) = 60
∑

w∈Λ−{0}

1

w4
, g3(Λ) = 140

∑

w∈Λ−{0}

1

w6
,
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et posons
∆(Λ) = g2(Λ)

3 − 27g3(Λ)
2,

appelé le discriminant de Λ. Remarquons que pour tout t ∈ C∗, on a
les propriétés d’homogénéités suivantes :

g2(tΛ) = t−4g2(Λ) et g3(tΛ) = t−6g3(Λ).

En particulier, comme les réseaux Z2 = Z + iZ et A2 = Z + e2iπ/3Z
sont invariants par la multiplication par i et e2iπ/3, on a (une fois
vérifié que les séries g2(Λ) et g3(Λ) convergent, ce que nous faisons
ci-dessous),

g2(A2) = 0 et g3(Z2) = 0.

Le résultat suivant dit en particulier que le discriminant d’un ré-
seau est non nul, et que le couple de nombres complexes (g2 =

g2(Λ), g3 = g3(Λ)) tels que g32 − 27g23 ̸= 0 détermine complètement le
réseau Λ.

Théorème 3.2.
(1) L’application de l’espace des réseaux R(R2) dans C2 −∆−1(0)

qui à Λ associe (g2(Λ), g3(Λ)) est un homéomorphisme.
(2) L’espace R1(R2) est homéomorphe à S3 −K♣.

Démonstration.
(1) Montrons tout d’abord que pour tout k>2, la série

∑

w∈Λ−{0}

1

wk

est absolument convergente, uniformément sur tout compact M de
R(R2). Par le critère de Mahler (corollaire 1.10), soit r > 0 tel que
tout élément Λ de M ne rencontre la boule de centre 0 et de rayon
r qu’en {0}. Pour tout Λ dans M , soit (w1, w2) une Z-base de Λ, et
remarquons que pour tous les entiers n et m, si max{|n|, |m|} = p,
alors |nw1 +mw2| ⩾ pr. Donc

∑

w∈Λ−{0}

1

|w|k =
∞∑

p=1

∑

n,m∈Z
max{|n|,|m|}=p

1

|nw1 +mw2|k
⩽

∞∑

p=1

8p

(pr)k
,
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ce qui montre le résultat. On en déduit facilement que l’application
Ψ : Λ 7→ (g2(Λ), g3(Λ)) est bien définie et continue pour la topolo-
gie de Chabauty (en séparant la série en une partie finie et un reste
uniformément majoré sur un voisinage compact du réseau, et en ap-
prochant les points de ce réseau dans la partie finie par des points de
réseaux voisins).

La fonction ℘ = ℘Λ de Weierstrass est définie par

℘(z) =
1

z2
+

∑

w∈Λ−{0}

( 1

(z − w)2
− 1

w2

)
.

On montre (voir [Apo90, Th. 1.14, p. 13]) que ℘ converge absolument
et uniformément sur tout compact de C − Λ, et que, si (w1, w2) est
une Z-base de Λ, alors les racines du polynôme 4z3 − g2(Λ)z − g3(Λ)

sont ℘(e1/2), ℘(e2/2), ℘((e1 + e2)/2) et qu’elles sont deux à deux dis-
tinctes.

Un argument de discriminant montre alors que ∆(Λ) est non nul.
En effet, rappelons qu’un polynôme complexe P , de degré n ⩾ 0 et
de coefficient dominant a, possède une racine multiple si et seulement
si son discriminant

(
(−1)n(n−1)/2/a

)
R(P, P ′) est nul, où R(P, P ′) est

le résultant de P et du polynôme dérivé P ′, i.e. le déterminant de
la matrice de Sylvester de P et P ′. Pour P = 4z3 − a2z − a3, cette
matrice est 



4 0 −a2 −a3 0

0 4 0 −a2 −a3
12 0 −a2 0 0

0 12 0 −a2 0

0 0 12 0 −a2



.

Donc le discriminant de P = 4z3 − a2z − a3 vaut 4(a32 − 27a23).
La fonction modulaire J de Klein est définie par

J(Λ) =
g2(Λ)

3

∆(Λ)
.

Notons que J(A2) = 0 et J(Z2) = 1. Elle vérifie (voir [Ser77, p. 145])
que J(Λ) = J(Λ′) si et seulement s’il existe µ ∈ C∗ tel que Λ = µΛ′.
Elle va nous permettre de montrer que l’application Ψ est injective.
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En effet, si gk(Λ) = gk(Λ
′) pour k = 2, 3, alors J(Λ) = J(Λ′), donc

Λ = µΛ′, d’où µ−2kgk(Λ
′) = gk(Λ

′). Si gk(Λ′) ̸= 0 pour k = 2 et
k = 3, alors µ = 1. Si g2(Λ′) = 0, alors J(Λ) = J(Λ′) = J(A2) = 0,
et on peut supposer que Λ′ = A2. Alors, comme g3(Λ

′) ̸= 0 (car
∆(Λ′) ̸= 0), on a µ6 = 1. Puisque A2 est invariant par multiplication
par la racine sixième primitive e2iπ/3, le résultat en découle. De même,
si g3(Λ′) = 0, alors J(Λ) = J(Λ′) = J(Z2) = 0, et on peut supposer
que Λ′ = Z2. Alors, comme g2(Λ′) ̸= 0, on a µ4 = 1. Puisque Z2 est
invariant par multiplication par i, l’injectivité en découle.

En utilisant le fait que J : R(R2) → C est surjective (voir [Ser77,
p. 145]), montrons que l’application Ψ est surjective sur C2−∆−1(0).

En effet, soit (a2, a3) ∈ C2 tel que δ = a32−27a23 ̸= 0. Si a2 = 0, alors
a3 ̸= 0 et Λ = tA2 convient pour un certain t ∈ C∗, par homogénéité
de g3. De même, si a3 = 0, alors a2 ̸= 0 et Λ = tZ2 convient pour un
certain t ∈ C∗, par homogénéité de g2. Si a2, a3 ̸= 0, alors soit Λ ∈
R(R2) tel que J(Λ) = a32/δ. En particulier, g2(Λ) ̸= 0 car J(Λ) ̸= 0,
g3(Λ) ̸= 0 car J(Λ) ̸= 1, et

(∗) J(Λ)− 1

J(Λ)
=

27 a23
a32

.

Soit t ∈ C∗ tel que t2 = a2 g3(Λ)/a3 g2(Λ). Alors

(∗∗) g3(tΛ)

g2(tΛ)
=
t−6 g3(Λ)

t−4 g2(Λ)
=

g3(Λ)

t2 g2(Λ)
=
a3
a2
.

Donc
J(tΛ)− 1

J(tΛ)
=

27 g3(tΛ)
2

g2(tΛ)3
=

27 a23
a22 g2(tΛ)

.

Comme J(tΛ) = J(Λ) par les propriétés d’homogénéité de g2(tΛ) et
g3(tΛ), l’équation (∗) implique que g2(tΛ) = a2. Donc g3(tΛ) = a3
par (∗∗), ce qui montre la surjectivité.

En utilisant, dans la preuve de la surjectivité, le fait que J :

R(R2) → C admet des sections continues locales (voir [Ser77, p. 145]),
l’application bijective continue Ψ : R(R2) → C2 − ∆−1(0) est un
homéomorphisme. (On peut aussi utiliser le théorème d’invariance
du domaine de Brouwer, car les deux espaces R(R2) et C2 −∆−1(0)

sont localement homéomorphes à R4).
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(2) Pour montrer (2), il suffit alors d’utiliser les propriétés d’ho-
mogénéité.

Soit Λ un réseau de R2. Il est immédiat de vérifier que l’application

µ 7−→ 9|g3(Λ)|2µ3 + |g2(Λ)|2µ2

est une bijection strictement croissante de ]0,+∞[ dans ]0,+∞[.
En particulier, l’unique point µ(Λ) > 0 en lequel elle atteint 18 est
bien défini, et dépend continûment de Λ. Alors t = µ(Λ)−1/4, qui
dépend continûment de Λ, est l’unique réel strictement positif tel que
(g2(tΛ)/3

√
2, g3(tΛ)/

√
2) appartienne à S3. Notons que

(√
2
g2(tΛ)

3
√
2

)3
−
(√

2
g3(tΛ)√

2

)2
=

∆(tΛ)

27
̸= 0.

Donc l’application Λ 7→ (g2(tΛ)/3
√
2, g3(tΛ)/

√
2) est continue de

R1(R2) à valeurs dans S3 −K♣, et d’inverse

(z1, z2) 7−→
1

vol
(
R2/Ψ−1(3

√
2 z1,

√
2 z2)

) Ψ−1(3
√
2 z1,

√
2 z2),

aussi continu (car Ψ est un homéomorphisme et par le lemme 1.9).
Le résultat en découle. □

4. Des voisinages de bouts de SLn(R)/SLn(Z) : le critère
de Mahler

Le but de cette partie est d’étudier le comportement « à l’infini »
de l’espace topologique non compact SLn(R)/ SLn(Z) pour n ⩾ 2, et
de donner une preuve plus algébrique du critère de Mahler décrivant
les parties compactes de cet espace. Nous suivrons essentiellement
l’exposition de [Bor69].

Notons n un entier strictement positif, G = SLn(R) et Γ = SLn(Z).
Pour tous g dans G et 1 ⩽ i, j ⩽ n, nous noterons gij le coefficient
(i, j) de la matrice g.

Un ensemble de Siegel de G est une partie Ss,t = KAsNt de G,
pour s et t des paramètres réels strictement positifs, où

As = {a ∈ A : aii ⩽ s ai+1,i+1, 1 ⩽ i < n}
Nt = {u ∈ N : |uij | ⩽ t, 1 ⩽ i < j ⩽ n}.et



GÉOMÉTRIE ET DYNAMIQUE DE SLN (R) ET SLN (Z) 103

La partie Nt de N est compacte, la partie As de A ne l’est pas
si n ⩾ 2. Pour voir ceci, notons H l’hyperplan vectoriel euclidien
d’équation

∑n
i=1 ti = 0 dans Rn. Considérons l’application

φ : (t1, . . . , tn) 7−→



et1 0

· ·
0 etn




de H dans A, qui est un isomorphisme (de groupes topologiques).
Pour s > 1, la partie de H correspondant à As est un voisinage
du cône convexe Cn des (t1, . . . , tn) de H tels que ti ⩽ ti+1 pour
1 ⩽ i < n. (Notons que φ(Cn) = A1 = A+, avec la notation introduite
juste avant la proposition 1.4.)
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d’équation
Pn

i=1 ti = 0 dans Rn. Considérons l’application

' : (t1, . . . , tn) 7�!

0
@

et1 0
· ·

0 etn

1
A

de H dans A, qui est un isomorphisme (de groupes topologiques).
Pour s > 1, la partie de H correspondant à As est un voisinage
du cône convexe Cn des (t1, . . . , tn) de H tels que ti 6 ti+1 pour
1 6 i < n. (Notons que '(Cn) = A1 = A+, avec la notation introduite
juste avant la proposition 1.4.)

A2/
p

3

t2 = t1 + log(
p

3/2)

t1 + t2 + t3 = 0

t3 = t2 + log(
p

3/2)

t2 = t3

t1 = t2

Figure 17. Intersection du domaine de Siegel S2/
p

3,1/2 avec A pour n = 3

Théorème 4.1. Si s > 2/
p

3 et t > 1/2, alors G = Ss,t�.

Si n = 2, comme K et N1/2 sont invariants par passage à l’inverse
g 7! g�1, on a alors G = �N1/2A

�1
2/

p
3
K. Donc la projection canonique

G ! �\G/K est surjective en restriction à N1/2A2/
p

3. L’application
g 7! g i induisant un homéomorphisme de �\G/K sur �\H, la partie
N1/2A2/

p
3 i de H se surjecte donc sur �\H. Ceci est cohérent avec le

fait que

N1/2A
�1
2/

p
3
i = {z 2 C : | Re z| 6 1/2, Im z >

p
3/2}

contienne le domaine fondamental exhibé dans la partie 2 (et coïncide
presque avec lui).

Figure 17. Intersection du domaine de Siegel S2/
√
3,1/2

avec A pour n = 3

Théorème 4.1. Si s ⩾ 2/
√
3 et t ⩾ 1/2, alors G = Ss,tΓ.

Si n = 2, comme K et N1/2 sont invariants par passage à l’inverse
g 7→ g−1, on a alors G = ΓN1/2A

−1
2/

√
3
K. Donc la projection canonique

G→ Γ\G/K est surjective en restriction à N1/2A2/
√
3. L’application

g 7→ g i induisant un homéomorphisme de Γ\G/K sur Γ\H, la partie
N1/2A2/

√
3 i de H se surjecte donc sur Γ\H. Ceci est cohérent avec le

fait que

N1/2A
−1
2/

√
3
i = {z ∈ C : |Re z| ⩽ 1/2, Im z ⩾

√
3/2}
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contienne le domaine fondamental exhibé dans la partie 2 (et coïncide
presque avec lui).
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−1 − 1
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√
3
2

Figure 18. S2/
√
3,1/2

−1 i

Démonstration du théorème 4.1. Nous suivrons essentiellement l’ex-
position de [Bor69, § I.1]. Soit ∥·∥ la norme euclidienne usuelle sur Rn,
(ei)1⩽i⩽n la base canonique de Rn, et Φ : G → ]0,+∞[ l’application
définie par Φ(g) = ∥ge1∥. Notons que Φ est invariante par l’action par
translations à gauche de K et par l’action par translations à droite
de N (i.e. Φ(kgu) = Φ(g) pour tous g dans G, k dans K et u dans N).
En particulier Φ(g) = a11 si g = kau est la décomposition d’Iwasawa
de g.

Fait 1. Nous avons N = N1/2(N ∩ Γ).

Démonstration. Nous raisonnons par récurrence sur n, le cas n = 1

étant trivial. Soient n ⩾ 2 et u ∈ N. Il s’agit de montrer qu’il existe
γ ∈ N∩Γ tel que uγ ∈ N1/2. Soit u =

(
1 x
0 u′
)

l’écriture par blocs de u
dans la décomposition R × Rn−1 de Rn. Par récurrence, soit γ′ une
matrice entière triangulaire supérieure de valeurs propres 1 de taille
(n− 1)× (n− 1) telle que |(u′γ′)ij | ⩽ 1/2 si 1 ⩽ i < j ⩽ n− 1. Pour
2 ⩽ j ⩽ n, soit γ1j un entier tel que |(xγ′)1j + γ1j | ⩽ 1/2. Alors

γ =

(
1 (γ1j)2⩽j⩽n
0 γ′

)

convient. □
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Fait 2. Soit g ∈ G et g = kau sa décomposition d’Iwasawa. Supposons
que Φ(g) ⩽ Φ(gα) pour tout α ∈ Γ. Alors a11 ⩽ (2/

√
3) a22.

Démonstration. Par le fait 1 et l’invariance à droite de Φ par N, nous
pouvons supposer que |u12| ⩽ 1/2. Soit α l’élément de Γ envoyant e1
sur e2, e2 sur −e1 et fixant ei pour i ⩾ 3. Alors
a211 = Φ(g)2 ⩽ Φ(gα)2 = ∥ge2∥2 = ∥a(e2 + u12e1)∥2 = a222 + u212 a

2
11

⩽ a222 + a211/4,

ce qui montre le résultat. □

Maintenant, pour montrer le théorème 4.1, on raisonne par récur-
rence sur n pour montrer que pour tout g dans G, le minimum de Φ

sur la classe à droite gΓ est atteint en un point de gΓ ∩S2/
√
3,1/2Γ,

ce qui conclut. Le cas n = 1 étant trivial, on suppose n ⩾ 2.
Comme gΓe1, qui est contenu dans le réseau gZn de Rn, est discret,
la fonction Φ restreinte à gΓ atteint son minimum, disons en un
point h ∈ gΓ. En utilisant la décomposition d’Iwasawa, écrivons
h = k

( a11 v
0 h′

)
avec k ∈ K, v ∈ M1,n−1(R) et h′ ∈ GLn−1(R), tels

que deth′ = a−1
11 > 0. Par récurrence, il existe γ′ ∈ SLn−1(Z) tel

que g′ = (deth′)−1/(n−1)h′γ′ appartienne au domaine de Siegel de
paramètres s = 2/

√
3, t = 1/2 de SLn−1(R). Notons g′ = k′a′u′ la

décomposition d’Iwasawa de g′ et γ =
(
1 0
0 γ′
)
∈ Γ. Alors, en posant

k′′ = k

(
1 0

0 k′

)
, a′′ =

(
a11 0

0 (deth′)
1

n−1a′

)
, u′′ =

(
1 vγ′/a11
0 u′

)
,

nous obtenons (par un petit calcul) hγ = k′′a′′u′′, qui est la décom-
position d’Iwasawa de hγ. Par construction,

(a′′)ii/(a′′)i+1,i+1 = (a′)i−1,i−1/(a
′)ii ⩽ 2/

√
3

pour 2 ⩽ i < n. Comme γ fixe e1, nous avons Φ(hγ) = Φ(h) ⩽
Φ(hγα) pour tout α ∈ Γ. Le fait 2 appliqué à g = hγ implique
que (a′′)11 ⩽ (2/

√
3) (a′′)22. Donc hγ ∈ KA2/

√
3N et par le fait 1,

h ∈ S2/
√
3,1/2Γ. □

Ce résultat permet de voir quelle est la structure métrique « à
grande échelle » de G/Γ. Nous renvoyons à [Gro84, Gro93] pour des
informations sur ce type de résultats (et à [Hat96] pour une généra-
lisation directe du corollaire 4.2 suivant).
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Une quasi-isométrie entre deux espaces métriques (X, d) et (X ′, d′)
est une application f : X → X ′ telle qu’il existe λ ⩾ 1 et ε ⩾ 0 tels
que, pour tous x, y dans X,

−ε+ 1

λ
d(x, y) ⩽ d′(f(x), f(y)) ⩽ λ d(x, y) + ε

et c ⩾ 0 tel que d′(x′, f(X)) ⩽ c, pour tout x′ dans X ′. Deux espaces
métriques sont dit quasi-isométriques s’il existe une quasi-isométrie
de l’un dans l’autre (« être quasi-isométrique » est une relation d’équi-
valence, voir par exemple [GdlH90]).

Si Γ′ est un sous-groupe discret d’un groupe topologique G′ et d
une distance sur G′ (induisant sa topologie) invariante à droite
(i.e. d(xg, yg) = d(x, y) pour tous x, y, g dans G′), la distance quo-
tient d sur G′/Γ′ est

d(xΓ′, yΓ′) = inf
x′∈xΓ′
x′∈xΓ′

d(x′, y′) = inf
γ∈Γ′

d(x, yγ).

La seconde égalité est vraie par invariance à droite. Vérifions que d est
bien une distance sur G′/Γ′. L’application d est clairement positive
ou nulle, symétrique et elle vérifie l’inégalité triangulaire (en utilisant
la première égalité). Soit y ∈ G′. Comme les translations à gauche
sont des homéomorphismes, le sous-espace yΓ′ est discret dans G′.
Donc il existe ε > 0 tel que d(y, γy) ⩾ ε pour tout γ ∈ Γ′ − {e}. Par
conséquent, pour tous γ, γ′ dans Γ′, si γ ̸= γ′, alors d(yγ, yγ′) ⩾ ε,
par invariance à droite. Donc si x /∈ yΓ′, alors yΓ′ ne s’accumule pas
sur x. D’où d(x, yΓ′) > 0, ce qui montre l’axiome de séparation.

Rappelons que Cn est le cône convexe des (t1, . . . , tn) de Rn tels
que

∑n
i=1 ti = 0 et ti ⩽ ti+1 pour 1 ⩽ i < n, muni de la restriction dCn

de la distance euclidienne de Rn.

Corollaire 4.2. L’espace métrique quotient G/Γ est quasi-isométrique
à Cn.

Démonstration. Considérons l’application
f : Cn −→ G/Γ

induite, par passage au quotient, par l’application f̃ : Cn → G qui
à t = (t1, . . . , tn) associe l’élément a(t) de A tel que a(t)ii = eti .
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Alors par définition de la distance d invariante à droite sur G du
corollaire 1.3, l’application f̃ est une isométrie, et en particulier, en
notant d la distance quotient, on obtient

d(f(t), f(t′)) ⩽ d(f̃(t), f̃(t′)) ⩽ dCn(t, t
′).
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n = 1 n = 2

π/3

Figure 19. Cône convexe euclidien quasi-isométrique à G/Γ
pour n = 2 ou n = 3

Montrons que tout point de G/Γ est à distance inférieure à une
constante d’un point de f(Cn). Pour cela, par le théorème 4.1, il suffit
de montrer qu’il existe une constante c ⩾ 0 telle que pour tout k ∈ K,
a ∈ A2/

√
3 et u ∈ N1/2, il existe a′ ∈ f̃(Cn) tel que d(kau, a′) ⩽ c.

Or, par l’inégalité triangulaire et l’invariance de d à droite par G et
à gauche par le sous-groupe compact K,

d(kau, a) ⩽ d(kau, ka) + d(ka, a) ⩽ d(au, a) + diam(K).

Soit u′ = aua−1, qui est un élément de N tel que si i < j alors
|u′ij | = |(aii/ajj)uij | ⩽ 1

2(2/
√
3)n−1, donc appartient au compact

N2n−2/3(n−1)/2 . Alors

d(au, a) = d(u′a, a) = d(u′, e) ⩽ diam
(
N2n−2/3(n−1)/2

)
.

Soit a′ l’élément de A tel que a′11 = a11 et pour i ⩾ 2, a′ii =

max{a′i−1,i−1, aii}. Alors a′ ∈ f̃(Cn) et, puisque a ∈ A2/
√
3,

d(a, a′)2 =
n∑

i=1

(
log

a′ii
aii

)2
⩽

n∑

i=2

(
log
(
2/

√
3
)i−1

)2
.

Le résultat en découle, car d(kau, a′) ⩽ d(kau, a) + d(a, a′).
Nous ne montrerons pas ici l’existence d’une constante ε > 0 telle

que d(f(t), f ′t′)) ⩾ dCn(t, t
′)− ε, voir par exemple [Hat96]). □
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Voici maintenant, comme application du théorème 4.1, une autre
preuve du critère de Mahler (voir le corollaire 1.10).

Corollaire 4.3 (Critère de Mahler). Soit M une partie de l’espace
R1(Rn) des réseaux unitaires de Rn. Alors les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(1)M est relativement compacte ;
(2)il existe un voisinage W de l’origine dans Rn tel que Λ∩W ={0}

pour tout Λ dans M .

Démonstration. Montrons que ces assertions sont équivalentes à la
suivante :

(3) Il existe α, β > 0 tels que, si

Aα,β = {a ∈ A : α ⩽ aii ⩽ β, 1 ⩽ i ⩽ n} et M ′ = KAα,βN1/2,

alors M ⊂M ′Zn.

Montrons que (3) implique (1). C’est immédiat, car Aα,β et N1/2

sont des compacts de A et N, et la décomposition d’Iwasawa et l’ac-
tion de G sur R(Rn) sont continues.

Montrons que (1) implique (2). C’est immédiat, car l’application de
R1(Rn) dans R définie par Λ 7→ minv∈Λ−{0} ∥v∥ est bien définie, conti-
nue et strictement positive par discrétude des réseaux, donc son mi-
nimum r sur le compact M est strictement positif, et W = B(0, r/2)

convient.
Montrons que (2) implique (3). Soit c > 0 tel que ∥v∥ ⩾ c pour tout

v ∈ Λ − {0} et Λ ∈ M . Posons α = (
√
3/2)n−1c et β = α1−n. Par

la transitivité de l’action de G sur R1(Rn) et par le théorème 4.1,
pour tout Λ dans M , choisissons g dans S2/

√
3,1/2 tel que gZn =

Λ. Montrons que g appartient à M ′ = KAα,βN1/2, ce qui conclut.
Soit g = kau la décomposition d’Iwasawa de g. Nous avons a11 =

∥g(e1)∥ ⩾ c, et comme a ∈ A2/
√
3, on a donc aii ⩾ α pour 1 ⩽ i ⩽ n.

Comme
∏n
i=1 aii = det g = 1, on a donc aii ⩽ β pour 1 ⩽ i ⩽ n, ce

qui montre le résultat. □
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5. Une première propriété dynamique des flots unipotents

Dans cette partie, après avoir rappelé les notions et premières pro-
priétés des matrices nilpotentes et unipotentes, nous donnerons une
preuve élémentaire et complète du théorème de Hedlund sur la dyna-
mique topologique, sur l’espace SL2(R)/ SL2(Z), du sous-groupe de
SL2(R) des matrices triangulaires supérieures à coefficients diagonaux
égaux à 1. Nous suivrons essentiellement l’exposition de [Ghy92], voir
aussi [Hed36, BM00, Dal07]. La preuve servira de guide de lecture
pour les résultats bien plus généraux de [Cou].

5.1. Matrices nilpotentes et unipotentes
Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, et End(V )

l’algèbre réelle des endomorphismes linéaires de V , muni de la norme
d’opérateurs ∥ · ∥ relative à une norme fixée ∥ · ∥ sur V , définie par

∥g∥ = max
v∈V
∥v∥=1

∥gv∥,

et qui vérifie ∥gh∥ ⩽ ∥g∥ ∥h∥. Soit GL(V ) le groupe des automor-
phismes linéaires de V , muni de la topologie induite par celle de
l’espace vectoriel de dimension finie End(V ). Si V = Rn, nous iden-
tifierons End(V ) et l’algèbre des matrices Mn(R) par l’application
qui à un endomorphisme associe sa matrice dans la base canonique,
et donc les groupes topologiques GL(V ) et GLn(R).

Proposition 5.1. Soit x ∈ End(V ). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) il existe m ∈ N− {0} tel que xm = 0 ;
(2) les valeurs propres de x sont réelles et toutes égales à 0 ;
(3) x est semblable à un endomorphisme dont une matrice (dans

une base de V ) est diagonale par blocs
(A1 0 0

0
... 0

0 0 Ak

)
, de blocs diago-

naux

Aℓ =




0 1 0
. . . . . .

. . . 1

0 0
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de coefficients (Aℓ)ij non nuls seulement pour j = i+1, et alors égaux
à 1 ;

(4) pour tout p dans N − {0}, il existe a dans GL(V ) tel que
axa−1 = px (en fait, il suffit que ce soit vrai pour p = 2, et c’est
alors vrai pour tout p ∈ R− {0}).

Démonstration. Montrons que (1) implique (2). Si xm = 0, alors le
polynôme minimal de x est de la forme Xk, donc est scindé de racines
toutes égales à 0, d’où u est trigonalisable sur R de valeurs propres 0.

Montrons que (2) implique (3). Ceci découle du théorème de Jor-
dan.

Montrons que (3) implique (4). En demandant que a soit aussi
diagonale par blocs dans la même décomposition, il suffit de supposer
que le nombre de blocs k vaille 1. Soit a l’endomorphisme de V de
matrice diagonale dans la même base, de coefficient diagonal aii égal
à p1−i. Il est facile de vérifier que axa−1 = px. Notons pour usage
ultérieur que a est de déterminant strictement positif.

Montrons que (4) implique (2). Sous ces hypothèses, l’application
z 7→ 2z est une bijection de l’ensemble avec multiplicité des valeurs
propres complexes de x, ce qui n’est possible que si ces valeurs propres
sont réelles et toutes égales à 0.

Enfin, le fait que (3) implique (1) est facile. □

Un élément x de End(V ) vérifiant l’une de ces assertions équiva-
lentes est dit nilpotent. Par exemple,

(
0 t

0 0

)
,



0 t 0

0 0 t

0 0 0


 ,



0 0 t

0 0 0

0 0 0




sont des éléments nilpotents de M2(R),M3(R),M3(R) respective-
ment.

Rappelons que l’application exponentielle exp : End(V ) → GL(V )

est l’application définie par exp(x) =
∑∞

i=0 x
i/i! : cette série converge

normalement dans End(V ). Pour tous x, y dans End(V ) et a dans
GL(V ), nous avons exp(axa−1) = a(expx)a−1 et

exp(x+ y) = (expx)(exp y)



GÉOMÉTRIE ET DYNAMIQUE DE SLN (R) ET SLN (Z) 111

si x et y commutent, en particulier (expx)−1 = exp(−x). Si V = Rn
et x ∈ End(V ), alors la matrice de exp(x) dans la base canonique est
l’exponentielle de la matrice de x dans la base canonique.

Proposition 5.2. Soit u ∈ GL(V ). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) il existe x dans End(V ) nilpotent tel que u = expx ;
(2) u− id est nilpotent ;
(3) pour tout p dans N − {0}, il existe a dans GL(V ) tel que

aua−1 = up ;
(4) les valeurs propres de u sont réelles et toutes égales à 1 ;
(5) u est conjugué à un endomorphisme dont une matrice (dans

une base de V ) est diagonale par blocs
(A1 0 0

0
... 0

0 0 Ak

)
, de blocs diago-

naux

Aℓ =




1 1 0
. . . . . .

. . . 1

0 1




de coefficients (Aℓ)ij non nuls seulement pour 0⩽ j − i⩽ 1, et alors
égaux à 1.

Si u ∈ GL(V ) vérifie l’une de ces assertions équivalentes, nous di-
rons que u est unipotent. Un sous-groupe de GL(V ) est dit unipotent
si tous ses éléments sont unipotents. La proposition précédente est va-
lable dès que le corps de base est de caractéristique nulle. La notion
d’élément unipotent est beaucoup plus délicate en caractéristique non
nulle (voir par exemple [Béd91, p. 37]).

Démonstration. Montrons que (2) implique (1). Supposons que v =

u − id soit nilpotent, alors x = log(id+v) =
∑∞

k=1(−1)k−1vk/k est
une série n’ayant qu’un nombre fini de termes. C’est un polynôme en v
de terme constant nul, donc c’est un élément nilpotent de End(V ).
Il vérifie expx = id+v = u, ce qui montre le résultat.

Montrons que (1) implique (3). Ceci découle de l’assertion (4) de
la proposition précédente, et du fait que exp(axa−1) = a(expx)a−1,
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et que exp(px) = (expx)p. Notons pour usage ultérieur qu’il est pos-
sible de prendre a de déterminant strictement positif.

Montrons que (3) implique (4). Sous ces hypothèses, l’application
z 7→ zp est une bijection de l’ensemble avec multiplicité des valeurs
propres complexes de u, pour tout entier p non nul, ce qui n’est
possible que si ces valeurs propres sont réelles et toutes égales à 1 :
toute valeur propre complexe λ de u est alors une racine de l’unité,
car {λ2k : k ∈ N} doit être fini ; et si p est le produit des ordres des
valeurs propres complexes de u, alors z 7→ zp est constante (égale à 1)
sur le spectre de u, ce qui implique que ce spectre est réduit à {1}.

Enfin, le fait que (4) implique (5) résulte du théorème de Jordan,
et il est immédiat que (5) implique (2). □

Corollaire 5.3.
(a) Si U est un sous-groupe unipotent de GLn(R), alors tU est un

sous-groupe unipotent de GLn(R).
(b) Si U est un sous-groupe unipotent de SLn(R), si f : SLn(R) →

GL(V ) est un morphisme de groupes, alors f(U) est un sous-groupe
unipotent de GL(V ).

Démonstration.
(a) Si X ∈ Mn(R) et Y ∈ GLn(R), alors, pour tout p ∈ N,

(tX)p = t(Xp), t exp(X) = exp( tX), t(Y XY −1) = (tY )−1 tX tY,

et tX et X ont les mêmes valeurs propres complexes (avec multipli-
cité). Donc le résultat découle au choix des assertions (1), (2), (3)
ou (4) de la proposition précédente.

(b) Soit u ∈ U . Par l’assertion (3) de la proposition précédente,
pour tout p ∈ N − {0}, il existe a ∈ GLn(R) de déterminant stricte-
ment positif tel que aua−1 = up. Donc, avec b = f

(
(1/ n

√
det a) a

)
∈

GL(V ), on a
bf(u)b−1 = f(aua−1) = f(u)p,

et donc f(u) est unipotent, en appliquant de nouveau l’assertion (3).
□

Exemples.
(1) Le sous-groupe N de SLn(R) est un sous-groupe unipotent de

SLn(R), qui, si n = 2, est un sous-groupe unipotent à un paramètre.
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(2) Les sous-groupes suivants sont des sous-groupes unipotents à
un paramètre de SL3(R) :

U =



u(t) =



1 t t2/2

0 1 t

0 0 1


 = exp



0 t 0

0 0 t

0 0 0


 : t ∈ R



 ,

V =



v(t) =



1 0 t

0 1 0

0 0 1


 = exp



0 0 t

0 0 0

0 0 0


 : t ∈ R



 .

Ils joueront un rôle très important dans la preuve de la conjecture
d’Oppenheim par Margulis (voir [Cou]).

5.2. Un théorème de Hedlund
Dans la fin de ce texte, nous notons G = SL2(R), et K,A,N ={
ut =

(
1 t
0 1

)}
ses sous-groupes, qui sont des sous-groupes à un para-

mètre, définis dans le paragraphe 1, ainsi que Γ = SL2(R).
Étant donné un sous-groupe discret Γ′ de G, le groupe topolo-

gique N agit, par l’action (continue, à gauche) par translations à
gauche, sur l’espace quotient G/Γ′. Nous nous intéressons dans la fin
de cette partie aux propriétés topologiques des orbites de N sur G/Γ′.

Par exemple, pour tout g =
(
a b
0 a−1

)
∈ AN, l’orbite de gΓ par le

sous-groupe à un paramètre N dans G/Γ est périodique de période a2
(car un petit calcul matriciel montre que g−1utg∈Γ, et donc utg∈gΓ,
si et seulement si t ∈ a2Z). Comme le groupe AN normalise N,
si l’orbite d’un point y de G/Γ′ par N est périodique, alors pour tout g
dans AN, l’orbite du point gy est encore périodique (si uty = y avec
t ̸= 0, alors gutg−1 = ut′ avec t′ ̸= 0 et ut′gy = gy).

Théorème 5.4 (Théorème de Hedlund). Toute orbite de N sur G/Γ est
périodique ou dense.

Nous préciserons au cours de la preuve quelles sont les orbites
périodiques. En utilisant l’homéomorphisme canonique N\(G/Γ) →
Γ\(G/N) et l’homéomorphisme G/N → R2 − {0} induit par l’action
linéaire, le théorème de Hedlund s’énonce alors sous la forme suivante.
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Théorème 5.5 (Théorème de Hedlund). L’orbite d’un vecteur u ∈ R2−
{0} par SL2(Z) est discrète dans R2 si u est colinéaire à un vecteur
de Z2, et dense dans R2 sinon. □

Remarques. Le théorème de Hedlund ci-dessus est en fait valable
beaucoup plus généralement.

Notons dθ la mesure sur K image de la mesure de Lebesgue par la
bijection bimesurable [0, 2π[ → K définie par θ 7→

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Notons da la mesure sur A image de la mesure de Lebesgue par
l’homéomorphisme ]0,+∞[ → A défini par a 7→

(
a 0
0 a−1

)
.

Notons dt la mesure sur N image de la mesure de Lebesgue par
l’homéomorphisme R → N défini par t 7→

(
1 t
0 1

)
.

Appelons mesure de Haar de G la mesure image par la décomposi-
tion d’Iwasawa (qui est un homéomorphisme de K×A×N dans G)
de la mesure produit des mesures dθ, a2da, dt. Cette mesure est inva-
riante par translations à gauche dans G (voir par exemple [Bor69,
p. 17]). Un sous-groupe discret Γ′ de G est dit de covolume fini s’il
existe une partie mesurable ∆ de G dont la mesure de Haar est finie
et telle que Γ∆ = G. Par exemple, si le quotient G/Γ′ de G par un
sous-groupe discret Γ′ est compact, comme la mesure de Haar est finie
sur les compacts, alors (par la proposition 2.2 (2)), Γ′ est de covolume
fini.

Le théorème de Hedlund reste vrai (voir par exemple [Hed36,
Ghy92, BM00, Dal07]) si nous remplaçons Γ par n’importe quel
sous-groupe discret de covolume fini de G. La preuve que nous
donnons ci-dessous dans le cas particulier Γ = SL2(R) n’est pas la
plus rapide, mais elle contient la plupart des arguments nécessaires
au cas général des sous-groupes discrets de covolume fini, et nous
espérons qu’elle servira de motivation, voire de guide de lecture, pour
certaines preuves dans [Cou].

Démonstration du théorème 5.4. Nous suivrons essentiellement l’ex-
position de [Ghy92, § 2]. L’idée cruciale est de montrer que l’adhé-
rence d’une orbite non périodique par N contient une orbite par le
groupe beaucoup plus gros AN, dont on vérifie plus facilement que
ses orbites sont denses.
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Nous commençons la preuve du théorème en donnant deux proprié-
tés fondamentales des orbites unipotentes, ainsi qu’une conséquence
sur les fermés, invariants par un sous-groupe unipotent, non vides,
minimaux (pour l’inclusion). Nous considérons le cas particulier de
G = SL2(R) et de son sous-groupe à un paramètre unipotent N, ces
résultats seront généralisés dans [Cou].

La première propriété concerne la manière dont les orbites de sous-
groupes unipotents de G, pour des actions linéaires, s’accumulent sur
le sous-espace des points fixes.

Lemme 5.6. Soit ΓN un sous-groupe fermé de N tel que le quotient
N/ΓN soit compact. Soient F = R × {0} et (pi)i∈N une suite de
points de R2 − F convergeant vers un point p∞ de F . Alors R× {0}
est contenu dans

⋃
i∈NΓN pi.

Dans le cas où ΓN = N, comme N est un sous-groupe à un pa-
ramètre unipotent de GL(R2), comme F est l’ensemble des points
fixes de N dans R2 et comme R × {0} est l’image contenant p∞ de
l’application polynomiale non constante t 7→ (t, 0) de R dans F , ce
lemme est un cas particulier du lemme 3.9 dans [Cou].

y

x(0, 0)

p1

pi utpi

p∞

utp1

Figure 20. Accumulation d’orbites unipotentes par une
action linéaire

Démonstration. Soit t > 0 tel que ut =
(
1 t
0 1

)
∈ ΓN , qui existe car N

n’est pas compact. Soit yi la coordonnée verticale de pi, qui est non
nulle et qui converge vers 0 quand i tend vers +∞. Comme ut agit sur
la droite R×{yi} par la translation de distance tyi (tendant vers 0),
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l’ensemble uZt pi de points de la droite R × {yi} est de plus en plus
dense sur cette droite, et s’accumule sur tout R× {0}, quand i tend
vers +∞. □

La seconde propriété décrit le phénomène de non-divergence des
orbites de sous-groupes unipotents dans G/Γ, qui sera étudié plus
généralement dans [Cou].

Lemme 5.7. Il existe un compact C de G/Γ tel que, pour tout point y
de G/Γ dont l’orbite par N n’est pas périodique, les parties

{t ⩽ 0 : ut y ∈ C} et {t ⩾ 0 : ut y ∈ C}
de R ne soient pas bornées.

Ce lemme est valable plus généralement si nous remplaçons Γ par
n’importe quel sous-groupe discret de G de covolume fini Γ′, voir
par exemple [Ghy92, § 2.3][BM00, Cor. IV.1.8], et il est trivial si le
quotient G/Γ′ est compact.

Démonstration.
Reprenons l’identification (par homéomorphisme PSL2(R)-équiva-

riant) de l’espace PSL2(R) avec l’espace des directions T1H dans H
(voir le début de la preuve du théorème 3.1).

Commençons par des remarques préliminaires. Puisque N agit par
translations sur H, une courbe de T1H est une orbite de N si et
seulement si c’est la courbe formée par les directions en un point
d’une droite horizontale, formant un angle constant avec celle-ci (voir
la figure 21 ci dessous). Cette courbe est invariante par la translation
entière z 7→ z + 1, qui est l’action d’un élément de Γ. En particulier,
sa projection dans T1H/Γ ≃ PSL2(R)/PSL2(Z) ≃ G/Γ est une orbite
périodique de N. De même, les orbites d’un conjugué gNg−1 de N,
qui sont les images des précédentes par g, sont les courbes formées par
les directions en un point d’un horicycle, formant un angle constant
avec celui-ci. Si de plus le point de tangence de l’horicycle est un point
de Q ∪ {∞}, alors l’image de cette courbe est une orbite périodique
de N dans G/Γ, puisque Γ agit transitivement sur Q ∪ {∞}.

Maintenant, notons N± = {u±t : t ⩾ 0}. Soit C0 l’ensemble (com-
pact) des points z du domaine fondamental ∆ de Γ tels que Im z ⩽ 1.
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Figure 21. Orbites de N et de conjugués de N dans T1H

Le saturé ΓC0 de C0 par l’action de Γ est le complémentaire de l’in-
térieur de la réunion de la famille Γ-équivariante maximale d’hori-
disques d’intérieurs deux à deux disjoints (Hr)r∈Q∪{∞} définie dans
la partie 2. Rappelons (voir la proposition 2.2 (1)) que la projection
canonique πK : G→ G/K ≃ H est Γ-équivariante et propre, car K est
compact. Alors la préimage C̃ = π−1

K (C0) de C0 par πK est compacte.
Soit πΓ : G → G/Γ la projection canonique, et C = πΓ((ΓC̃)

−1) =

πΓ(C̃
−1), qui est compact, car C̃−1, qui est l’image du compact C̃

par l’homéomorphisme g 7→ g−1, est compact.
Si, pour un g ∈ G, la demi-orbite N±gΓ de N dans G/Γ reste en

dehors de C, alors la demi-orbite N±g de N dans G reste en dehors de
C̃−1Γ. Donc la demi-orbite g−1N∓ dans G du conjugué g−1Ng reste
en dehors de ΓC̃. Rappelons que g−1N± et K sont connexes (par
arcs), et que chaque composante connexe de H−πK(ΓC̃) = H−ΓC0

est l’intérieur d’un horidisque Hr0 pour un r0 ∈ Q ∪ {∞}. Vue dans
T1H, cette demi-orbite g−1N± est donc l’espace des directions faisant
un angle constant avec un demi-horocycle H restant dans un Hr0

pour un r0 ∈ Q ∪ {∞}. Ceci n’est possible que si H lui aussi est
tangent en r0 à R̂. Par les remarques préliminaires, l’orbite NgΓ

de N dans G/Γ est donc périodique. Ceci montre le résultat. □
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Un ensemble minimal d’un espace topologique muni d’une action
continue d’un groupe topologique est un fermé, non vide, invariant
par l’action, et minimal (pour l’inclusion, parmi les fermés non vides
invariants). Notons que si M est un ensemble minimal, alors l’orbite
de tout point de M est dense dans M : en effet, pour tout x dans M,
l’adhérence de l’orbite de x est un fermé non vide invariant et contenu
dans M, par continuité de l’action.

Lemme 5.8. Tout fermé non vide F de G/Γ invariant par N contient
un ensemble minimal M. De plus, si F ne contient pas d’orbite pé-
riodique, alors M est compact.

Ce lemme (et sa preuve) est valable plus généralement si nous rem-
plaçons Γ par n’importe quel sous-groupe discret de G de covolume
fini.

Démonstration. Si F contient une orbite périodique de N, celle-ci
étant un ensemble minimal, le résultat est clair. Supposons donc
que F ne contienne pas d’orbite périodique. Considérons l’ensemble,
ordonné par l’inclusion, des parties de F fermées, non vides, inva-
riantes par N. Il est inductif décroissant, car toute famille totalement
ordonnée dans cet ensemble admet un minorant, son intersection, qui
est non vide car les éléments de cette famille rencontrent tous un
même compact de G/Γ par le lemme 5.7. Le premier résultat découle
alors du théorème de Zorn.

Pour montrer la seconde assertion, nous prouvons un lemme de
dynamique topologique, après avoir énoncé une définition. Soit X un
espace topologique. Un flot sur X est une application continue ϕ :

(R×X) → X telle que, en notant ϕt l’application x 7→ ϕ(t, x), on ait
ϕs+t = ϕt◦ϕs pour tous s et t dans R. En particulier, ϕt est un homéo-
morphisme de X, d’inverse ϕ−t. Par exemple, si N ′ = {u′t : t ∈ R}
est un sous-groupe à un paramètre d’un groupe topologique G′ et
si H ′ est un sous-groupe fermé de G′, alors l’action par translations
à gauche de N ′ sur G′/H ′ définit un flot ϕ : (t, gH ′) 7→ u′tgH

′ sur
l’espace topologique quotient G′/H ′.
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Lemme 5.9. Soient X un espace topologique localement compact et
ϕ : (R ×X) → X un flot sur X. S’il existe un compact K de X tel
que pour tout x dans X, il existe t ⩾ 0 et t′ ⩽ 0 tels que ϕt(x) ∈ K

et ϕt′(x) ∈ K, alors X est compact.

Démonstration. Soit V un voisinage ouvert de K d’adhérence V com-
pacte (qui existe, car X est localement compact). Puisque V est
fermé et par l’hypothèse, pour tout x dans X, il existe tx ⩾ 0 tel
que ϕtx(x) ∈ V et ϕt(x) /∈ V pour tout t dans [0, tx[ . S’il existe
N ∈ N tel que, pour tout x dans X, on ait tx ⩽ N , alors, comme
ϕ−tx(ϕtx(x)) = x, l’espace X est contenu dans ϕ([−T, 0]×V ), qui est
compact par continuité de ϕ, et le résultat en découle.

Supposons par l’absurde qu’il existe une suite (xn)n∈N dans X telle
que les tn = txn convergent vers +∞. Par compacité de K, quitte à
extraire, la suite des ϕtn(xn) converge vers un point x dans X, et
pour tout t ∈ [0, tn], nous avons ϕtn−t(xn) /∈ V . Pour tout t ⩾ 0, par
continuité, nous avons

ϕ−t(x) = lim
n→+∞

ϕ−t(ϕtn(xn)) = lim
n→+∞

ϕtn−t(xn),

qui n’appartient pas à V , car V est ouvert. Ceci contredit l’hypothèse,
car K est contenu dans V . □

Pour démontrer la seconde assertion du lemme 5.8, on utilise le
lemme précédent avec pour espace X le minimal M, pour flot ϕ :

(R × M) → M la restriction du flot associé au sous-groupe à un
paramètre {ut : t ∈ R}, et pour compact K l’intersection C ∩ M,
où C est un compact de G/Γ comme dans le lemme 5.7. □

Revenons maintenant à la preuve du théorème 5.4. Soit x un point
de G/Γ dont l’orbite par N est non périodique, et montrons que son
orbite est dense. Ceci conclura la preuve du théorème de Hedlund.

Par le lemme 5.8, deux cas (non exclusifs) sont possibles pour le
fermé F = Nx, adhérence de l’orbite de x par N, qui est non vide et
invariant par N :

Cas 1 : F contient un point y d’orbite périodique,
Cas 2 : F contient un ensemble minimal compact M, dont on

note y un point fixé.
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Posons
X̃ = {g ∈ G : gy ∈ F}

si l’orbite de y est périodique, et soit alors T > 0 sa période. Sinon,
posons

X̃ = {g ∈ G : gM∩M ̸= ∅},
et notons T n’importe quel réel strictement positif. Alors

• X̃ est fermé (par continuité de l’action et car F est fermé dans
le premier cas, et par compacité de M dans le second cas) ;

• X̃ contient l’élément neutre ;
• X̃ est invariant par translations à gauche par N (car F et M le

sont) ;
• X̃ est invariant par translations à droite par {unT }n∈Z (et même

par tout N dans le second cas).
Notons X l’image de X̃−1 dans G/N ≃ R2 − {(0, 0)} par la pro-

jection canonique πN : G → G/N. Alors X est un fermé (car X̃−1

est un fermé saturé), invariant par l’action dans R2 du sous-groupe
fermé NΓ = {unT : n ∈ Z} de N (le quotient N/NΓ étant compact).
En particulier, X contient

⋃
i∈N Γpi pour toute suite (pi)i∈N dans X.

Montrons, en distinguant les deux cas, que l’orbite de y par le
sous-groupe AN est contenue dans F .

Supposons tout d’abord que l’orbite de y soit périodique. Comme y
appartient à l’adhérence de l’orbite de x par N, il existe une suite
(utn)n∈N dans N telle que utnx converge vers y. Comme l’application
G → G/Γ est un homéomorphisme local, il existe une suite (gn)n∈N
dans G convergeant vers e telle que gny = utnx. En particulier gn
appartient à X̃, par définition de X̃.

Montrons que gn n’appartient pas à AN. L’image par un élément
de AN d’un point d’orbite périodique par N est d’orbite périodique
par N par la formule (-1-) avant la proposition 1.1. Or l’orbite de x
n’est pas périodique par N. Donc gn /∈ AN.

L’image pn de g−1
n dans G/N ≃ R2 − {(0, 0)} n’appartient donc

pas à ]0,+∞[ × {0} (car πN
−1( ]0,+∞[ × {0} = AN). De plus,

la suite (pn)n∈N converge vers le point p∞ = (1, 0). Par le lemme 5.6,
X contient donc R× {0}. Par conséquent, X̃−1 = πN

−1(X) contient
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πN
−1( ]0,+∞[ × {0}) = AN, et l’orbite de y par AN est contenue

dans F par définition de X̃.

Supposons maintenant que l’orbite de y ne soit pas périodique, et
soit M un ensemble minimal compact comme donné par le second
cas.

Montrons tout d’abord que X̃ ∩AN est formé des éléments de G
préservant M :

X̃ ∩AN = {g ∈ G : gM = M}.

En particulier, cela montrera que X̃ ∩AN est un sous-groupe fermé
de AN.

En effet, soit g ∈ X̃ ∩AN, comme g ∈ AN normalise N, la partie
gM de G/Γ est fermée, non vide, invariante par N, et rencontre
non trivialement M, par définition de X̃ (qui contient g). Donc par
minimalité, gM = M.

Montrons maintenant que X̃ contient AN. Par minimalité de M,
il existe une suite (tn)n∈N dans R tendant vers ±∞ telle que utny
converge vers y. Comme l’application G → G/Γ est un homéomor-
phisme local, il existe une suite (gn)n∈N dans G convergeant vers e
telle que gny = utny. En particulier gn appartient à X̃ −N, par dé-
finition de X̃ et parce que l’orbite de y n’est pas périodique par N.
L’image pn de g−1

n dans G/N ≃ R2 − {(0, 0)} est donc différente de
(1, 0) (car πN−1(1, 0) = N) et converge vers le point p∞ = (1, 0).

Si la coordonnée verticale de pn est non nulle pour une infinité
de n, on conclut comme ci-dessus que X̃ contient AN.

Sinon, pour n assez grand, pn appartient à ]0,+∞[×{0} et converge
vers (1, 0). Alors X̃ ∩ AN est un sous-groupe fermé non discret
de AN, contenant N, donc est saturé par l’action de N par transla-
tions à gauche. Par conséquent, son image par la projection AN →
AN/A ≃ A est un sous-groupe fermé non discret du groupe A (iso-
morphe à (R∗

+,×), donc à R par l’exponentielle) ; donc cette image
est tout A. Ceci montre que X̃ ∩AN = AN.

Par conséquent, AN préserve M, et l’orbite de y par AN est
contenue dans M, donc dans F .
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Dans les deux cas, nous avons donc ANy ⊂ Nx. La densité de
l’orbite de x par N découle alors du lemme suivant.

Lemme 5.10. Toute orbite de AN dans G/Γ est dense.

Ce lemme est valable plus généralement si nous remplaçons Γ par
n’importe quel sous-groupe discret Γ′ de G de covolume fini, voir par
exemple [Ghy92, § 2.2][BM00].

Démonstration.
Puisque les espaces topologiques (non séparés !) AN\(G/Γ) et

Γ\(G/AN) sont homéomorphes, tout singleton est dense dans l’un
si et seulement si c’est le cas dans l’autre. Il suffit donc de montrer
que toute orbite de l’action de Γ sur G/AN est dense. Or si P est le
sous-groupe triangulaire supérieur de G, alors P = AN{± id}, et la
projection canonique G/AN → G/P est un homéomorphisme local.
Rappelons qu’il existe un homéomorphisme G-équivariant entre G/P
et R̂. Il suffit donc de montrer que toute orbite de l’action projective
de Γ sur R̂ est dense.

Supposons par l’absurde que ceci ne soit pas vrai. Soit I une compo-
sante connexe du complémentaire dans R̂ de l’adhérence d’une orbite
de Γ qui n’est pas dense. Pour tout γ ∈ Γ, si γI ∩ I est non vide,
comme I ne contient pas de point de l’orbite par Γ d’une extrémité
de I, on a I ⊂ γI. Puisque ceci est aussi vrai en remplaçant γ par γ−1,
on a γI = I. En utilisant l’action de Γ sur H = H ∪ R̂, l’élément γ
préserve donc la géodésique de H entre les extrémités de l’intervalle I
(qui sont disjointes, car R̂−I n’est pas réduit à un point, le groupe Γ

n’ayant pas de point fixe global sur R̂).
Notons H le stabilisateur de cette géodésique dans Γ. Il est discret,

et ne contient pas d’élément échangeant les deux extrémités de I (car
un élément de Γ qui échange deux points de R̂ échange aussi les deux
composantes connexes de R̂ privé de ces deux points ; et Γ tout entier
ne préserve pas de paire de points de R̂). Montrons qu’il existe un
intervalle ouvert non vide J de I qui ne rencontre aucune de ses
images par un élément de H −{id}, donc de Γ−{id}. Ceci contredit
la densité de l’orbite du point ∞ par Γ, qui est Q ∪ {∞}.
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Figure 22.

Comme l’action de G sur les couples de points de R̂ est transitive,
il existe g dans G tel que gI = ]0,+∞[. Alors gHg−1 est un sous-
groupe discret de G préservant 0 et ∞, donc est formé d’homothéties
z 7→ λz avec λ > 0. Comme un sous-groupe discret de (R,+), donc
de ( ]0,+∞[,×), est trivial ou infini cyclique, il existe ε > 0 tel que
J = ]1, 1 + ε[ ne rencontre aucune de ses images par les éléments de
gHg−1 − {id}. Le résultat en découle. □

Ceci conclut la preuve du théorème de Hedlund. □

Remarque. Si Γ′ est un sous-groupe discret de G tel que son quotient
G/Γ′ soit compact, alors le théorème de Hedlund peut être précisé
ainsi :

toute orbite de N sur G/Γ′ est dense.
L’inexistence d’orbite périodique est assurée par les propriétés de
normalisation de l’action de N par l’action de A, comme le montre
le résultat suivant.

Lemme 5.11. Soit Γ′ un sous-groupe discret de G tel que le quotient
G/Γ′ soit compact. Alors N n’admet pas d’orbite périodique sur G/Γ′.

Démonstration. Comme
(
e−s 0

0 es

)(
1 t

0 1

)(
e−s

0 es

)−1

=

(
1 te−2s

0 1

)
,

s’il existe une orbite périodique de N sur G/Γ′, alors il existe une or-
bite périodique de période arbitrairement courte. Soit C un compact
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de G dont l’image par la projection canonique G → G/Γ′ est tout
G/Γ′. Il existe donc un point de C bougé par Γ′ non trivialement,
mais arbitrairement peu, ce qui, puisque C est compact, contredit la
discrétude de Γ′. □
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