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Introduction

Il y a un analogue naturel sur les graphes des opérateurs de Schrö-
dinger qui gouvernent la mécanique quantique : ce sont certaines en-
domorphismes symétriques de RV où V est l’ensemble des sommets
du graphe fini G. On notera OG l’ensemble de ces opérateurs de « type
Schrödinger » sur G. On écrira sous la forme

λ1 ⩽ λ2 ⩽ · · · ⩽ λ|V |

les valeurs propres de A ∈ OG répétées suivant leur multiplicité.
Si A ∈ OG, A admet beaucoup de propriétés communes avec les
opérateurs de Schrödinger.

Après avoir motivé et introduit cette classe d’opérateurs, je mon-
trerai des propriétés de leurs spectres pour des graphes simples
(cycles, graphes linéaires, arbres,...) ainsi que quelques propriétés
générales.

Je décrirai ensuite des résultats plus récents concernant la topolo-
gie différentielle de OG relativement à la stratification naturelle des
matrices symétriques en termes de leurs propriétés spectrales. Cette
étude permet d’introduire un invariant numérique entier µ(G) qui re-
flète la « complexité spectrale du graphe » : µ(G) est la multiplicité
maximale de la seconde valeur propre d’un A ∈ OG satisfaisant une
propriété naturelle de stabilité structurelle. Je montrerai en particu-
lier que l’inégalité µ(G) ⩽ 3 caractérise les graphes planaires.

Comme référence générale, on pourra consulter mon livre « Spec-
tres de graphes » publié par la SMF [12].

Je n’aurai pas le temps de donner des démonstrations détaillées
des résultats principaux (théorèmes 1.12 et 1.13). Je donnerai les
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définitions qui permettent de donner un sens précis aux énoncés de
ceux-ci.

Les idées essentielles des méthodes utilisées sont contenues dans
deux points que j’expliquerai :

• Comment la topologie intervient grâce à la caractérisation va-
riationnelle des valeurs propres d’un endomorphisme symétrique (le
minimax) : je déduirai de cette caractérisation le théorème de Perron-
Frobenius et un cas particulier du théorème nodal de Courant.

• Comment faire vivre ensemble les opérateurs associés à des
graphes distincts. J’introduirai à cet effet des opérateurs symétriques
non partout définis et leur convergence au sens des graphes : la
Γ-convergence.
Comme vous le verrez, il y a aussi une mine d’exercices d’algèbre
linéaire !

J’ai découvert les théorèmes 1.12 et 1.13, en essayant de comprendre le
théorème de Cheng (Théorème 6.1) et son éventuelle extension à la dimen-
sion 3. Ce théorème était énoncé dans le contexte des équations aux dérivées
partielles et de la géométrie différentielle. Il m’a fallu de nombreuses années
et des rencontres opportunes pour découvrir que la théorie des graphes était
le cadre naturel pour l’étude de ces problèmes. J’ai eu la chance de bénéficier
à Grenoble de la disponibilité des collègues de théorie des graphes, en parti-
culier de François Jaeger (1947–1997), qui m’ont aidé à découvrir ce sujet
loin de ma culture de base... C’est une des choses que je trouve fascinantes
en mathématiques que ces liens imprévus entre des domaines a priori très
lointains !

1. Complexité d’un graphe et mineurs

1.a. Notations. Les graphes considérés dans ces exposés sont des
graphes finis. Si G est un tel graphe, on note V l’ensemble fini de
ses sommets et E l’ensemble de ses arêtes ; une arête est un en-
semble {i, j} de deux sommets distincts de G. Les graphes considérés
sont donc finis, sans boucles, ni arêtes multiples, et non orientés.
On notera ainsi G = (V,E). On s’intéressera à des opérateurs liné-
aires symétriques de RV dans lui-même. Il sera pratique de voir les
éléments de RV comme des fonctions x⃗ : V → R. Si x⃗ ∈ RV et i ∈ V ,
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on notera souvent x⃗(i) la composante d’indice i de x⃗. Il sera aussi
très utile d’identifier les endomorphismes symétriques d’un espace
euclidien à des formes quadratiques sur cet espace. Si A est un tel
endomorphisme, on posera souvent qA(x⃗) = ⟨Ax⃗ | x⃗⟩ où ⟨• | •⟩ est le
produit euclidien.

1.b. Espace topologique associé à un graphe. Soit G = (V,E)

un graphe fini. Soit ei, i ∈ V , la base canonique de RV . Soit XG le
compact de RV qui est la réunion des segments [ei, ej ] où {i, j} est
une arête de G. Notons que les segments [ei, ej ] ne se rencontrent
(éventuellement) qu’en leurs extrémités. XG est l’espace topologique
associé à G.

1.c. Connexité. Un graphe G = (V ;E) est dit connexe si deux
sommets i, j quelconques peuvent être joints par un chemin, i.e., une
suite i0 = i, i1, . . . , ik−1, ik = j de sommets de G telle que, pour tout
entier ℓ tel que 0 ⩽ ℓ ⩽ k − 1, on ait {iℓ, iℓ+1} ∈ E. Il revient au
même de dire que l’espace topologique XG est connexe.

Si V1 ⊂ V , V1 est dit connexe si le graphe G1 dont les sommets
sont ceux de V1 et les arêtes celles de G qui joignent deux sommets
de V1 est connexe.

1.d. Complexités. Il existe beaucoup de façons de mesurer la com-
plexité d’un graphe, par exemple :

• nombre de sommets + nombre d’arêtes,
• genre,
• largeur d’arbre,
• nombre chromatique.
Toutes ne sont pas équivalentes, mais il est souhaitable que la com-

plexité soit monotone vis-à-vis de la relation de mineurs :

Définition 1.1. Un graphe G1 = (V1, E1) est dit mineur de G2 =

(V2, E2) si G1 peut être construit à partir de G2 de la façon suivante :
si

V2 =
⋃

α∈B
Wα
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est une partition de V2 en sous-ensembles connexes, V1 est un sous-
ensemble de B et E1 vérifie la condition suivante :

{α, β}∈E1 implique qu’il existe i∈Wα, j∈Wβ tels que {i, j}∈E2.

On note G1 ⩽ G2 la propriété « G1 est un mineur de G2 ».

W1

W2

W3

W4

W5
1

2

3

4

Figure 1. Mineurs

On peut montrer que G1 est un mineur de G2 si on passe de G2

à G1 par une suite finie des opérations élémentaires suivantes :
• Ôter une arête
• Contracter une arête, i.e., identifier deux sommets voisins de G2

à un seul sommet de G1 et supprimer l’arête qui les joignait et qui
n’a plus de sens

• Ôter un sommet isolé.
On vérifie sans difficulté que la relation G ⩽ G′ est une relation

d’ordre sur l’ensemble des graphes. Une notion de complexité raison-
nable se doit d’être croissante pour cette relation d’ordre.
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Le genre et la largeur d’arbre sont croissants pour la relation de
mineurs. Le nombre chromatique ne l’est pas : tout graphe est mineur
d’un graphe dont le nombre chromatique vaut 2 (exercice).

1.e. Mineurs et topologie de Hausdorff-Gromov. Une remar-
que clé dans la suite est que la relation de mineur peut être lue
de façon purement topologique au lieu de l’être de façon purement
combinatoire. On le verra au moyen des opérateurs de Schrödinger,
on peut le voir directement avec la topologie de Hausdorff-Gromov.

Hausdorff a défini une distance dH entre les compacts d’un espace
métrique (X, d) :

dH(K1,K2) = max
(
max
x∈K1

min
y∈K2

d(x, y),max
x∈K2

min
y∈K1

d(x, y)
)
;

autrement dit, dH(K1,K2) ⩽ ε équivaut à :

∀x ∈ K1, ∃ y ∈ K2, d(x, y) ⩽ ε

∀x ∈ K2, ∃ y ∈ K1, d(x, y) ⩽ ε.et

Gromov ([15] chap. 3) a défini, à partir de la distance de Hausdorff,
une distance δGro entre deux espaces métriques compacts (X, d) et
(X ′, d′) :

δGro

(
(X, d), (X ′, d′)

)
= inf

j:X→Y
j′:X′→Y

dH(j(X), j′(X ′)),

où Y est un espace métrique et j (resp. j′) est une isométrie injective
de (X, d) (resp. (X ′, d′)) dans Y .

Si G est un graphe connexe, à tout ensemble de poids p = (pi,j) ∈
]0,+∞[E on associe une distance dp sur V : on identifie chaque arête
à un segment de longueur pi,j et la distance dp(i, j) est la longueur
du plus court chemin de i à j. On pose dp(i, j) = +∞ si i et j sont
dans deux composantes connexes différentes de G. Un exemple est le
réseau du métro parisien et pi,j est le temps de parcours entre les deux
stations i et j. La distance dp(i, j) représente alors le temps minimal
entre les stations i et j (sans tenir compte des changements !).

Remarque 1.2. Cependant, si G est donné, l’application FG qui, au
poids p, associe l’espace métrique (V, dp) n’est pas injective (pour-
quoi ?).
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On a cependant le :

Théorème 1.3. Pour tout mineur G′ = (V ′, E′) de G = (V,E), V ′

muni d’une distance dp′ est la limite au sens de Gromov d’une suite
(V, dpn).

Réciproquement, si (V, dpn) converge vers un espace métrique,
celui-ci est donné par un mineur de G.

L’idée de la démonstration est de prendre des pi,j qui valent ε sur
les arêtes contractées et ε−1 sur les arêtes ôtées.

Pour la réciproque, on compactifie en prenant p ∈ K := [0,+∞]E .
On définit alors une application continue surjective Φ : K → M où M
est l’ensemble des espaces métriques associés à des graphes qui sont
des mineurs de G. Φ(p) est obtenu en prenant le mineur de G défini
suivant la règle précédente : contracter les arêtes de poids 0 et ôter
celles de poids ∞, puis associer à toute arête du mineur G′ le poids
donné par le minimum des poids des arêtes de G correspondante.

La relation de mineur devient alors une relation topologique : à
chaque mineur G′ de G est associé un sous-ensemble MG′ de M. G′′

est mineur de G′ si MG′′ est contenu dans l’adhérence de MG′ .
Dans ce qui suit, j’introduis une version plus sophistiquée de la

construction précédente qui ne présente pas le défaut d’injectivité de
la remarque 1.2 et permet vraiment de voir la relation de mineur
comme une relation topologique, et même différentielle (stratifica-
tion).

1.f. Genre
Définition 1.4. Le genre g(G) est le plus petit entier k tel que l’espace
topologique XG se plonge continûment dans la surface orientable de
genre k (une sphère avec k anses).

Un graphe est planaire si et seulement si il est de genre 0.

Exercice 1.5. Montrer la majoration

g(G) ⩽ |E|(|E| − 1))

2
.

On aura besoin plus tard du fameux théorème de Kuratowski [18] :
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Théorème 1.6. Un graphe G est planaire si et seulement si il n’admet
comme mineur ni le graphe complet à cinq sommets K5, ni le graphe
de Kuratowski K3,3 (voir la définition dans l’exemple 4.10).

Une telle caractérisation s’appelle caractérisation par mineurs ex-
clus. La relation d’ordre des mineurs satisfait le (difficile) théorème
de finitude suivant prouvé par Robertson et Seymour :

Théorème 1.7. Soit E un ensemble de graphes tel que, si G′ ⩽ G et
G ∈ E, alors G′ ∈ E. Il existe une caractérisation des graphes de E par
exclusion comme mineurs d’un ensemble fini de graphes G1, . . . , GN :

(G ∈ E) ⇐⇒ (∀ i = 1, . . . , N, Gi n’est pas un mineur de G).

Par exemple, si X est une surface, on peut prendre pour EX l’en-
semble des graphes qui se plongent dans X (pourquoi ?). L’entier N

croît alors très vite avec la topologie de X. Par exemple, N = 103

pour le plan projectif !

1.g. Largeur d’arbre
Définition 1.8. La largeur d’arbre la(G) est le plus petit k tel que G

est mineur de T ×K où T est un arbre et K un graphe à k sommets.

Par exemple, la(G) = 1 si et seulement si G est une forêt (réunion
disjointe d’arbres).

La largeur d’arbre du graphe Pp ×Pq où Pℓ est le chemin à ℓ som-
mets (voir exemple 2.4) est à peu près min(p, q). La largeur d’arbre
n’est donc pas contrôlée par le genre.

1.h. Nombres chromatiques. Le problème du coloriage d’une
carte peut être posé ainsi : on considère une carte représentant un
certain nombre de pays supposés connexes. On veut attribuer une
couleur à chaque pays de façon que deux pays qui ont une frontière
commune soient de couleurs différentes. Si on considère le graphe G

dont les sommets sont ces pays et ayant une arête entre deux pays
si et seulement s’ils ont une frontière commune, le problème de
coloriage se lit sur le graphe G. On pose alors la :
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Figure 2. Une carte, le graphe associé et un coloriage minimal

Définition 1.9. Le nombre chromatique χ(G) du graphe G est le
nombre minimum de couleurs nécessaires pour colorier les sommets
d’un graphe de façon que deux sommets voisins quelconques soient
de couleurs différentes.

Le nombre chromatique χ(X) d’un espace topologique X est le sup
des nombres chromatiques des graphes plongés dans X.

On a le résultat non trivial suivant (cf. [21]) :

Théorème 1.10. Si X est une surface compacte,

χ(X) = max{n | Kn se plonge dans X},

où Kn est le graphe complet à n sommets.

Si X = S2, c’est le fameux théorème des quatre couleurs (voir [1]
et aussi une preuve indépendante dans [22]) dont on ne connaît pas
de preuves évitant l’usage de calculs par ordinateurs !

Les autres cas sont plus simples. On a une formule explicite en
fonction de la caractéristique d’Euler e(X) de la surface : si X n’est
pas la bouteille de Klein K2

χ(X) = Int

(
7 +

√
49− 24e(X)

2

)
,

(Int(t) est la partie entière du réel t) et χ(K2) = 6.



34 YVES COLIN DE VERDIÈRE

Exercice 1.11. Si X = R3 ou si X est la surface singulière obtenue
comme produit d’un Y par un intervalle, χ(X) = +∞.

1.i. Complexité spectrale. C’est notre sujet aujourd’hui. On va
introduire un invariant numérique µ(G) attaché à un graphe qu’on
pourrait appeler complexité spectrale de G.

La définition de µ(G) utilise de la topologie différentielle et on a
les deux principaux résultats suivants :

Théorème 1.12. L’invariant µ est monotone pour la relation de mi-
neurs : si G ⩽ G′, µ(G) ⩽ µ(G′).

Théorème 1.13. Le graphe G est planaire si et seulement si µ(G)⩽3.

Le résultat central dont tout découle est le théorème 1.12.
Un des problèmes les plus excitants est de relier µ(G) au nombre

chromatique de G. J’ai fait la conjecture suivante :

Conjecture 1.14. Pour tout graphe G, on a :

χ(G) ⩽ µ(G) + 1.

Le théorème des quatre couleurs est une conséquence (via le théo-
rème 1.13) de cette conjecture.

2. Opérateurs de type Schrödinger sur les graphes

Si on considère une particule de masse m soumise à un potentiel
V : Rd → R, sa trajectoire classique est gouvernée par les équations
de Newton mx⃗ ′′ = − gradV (x⃗). Dans la mécanique quantique, la
particule a une fonction d’onde u : Rd → C qui obéit à l’équation de
Schrödinger

(2.1) iℏ
du

dt
= − ℏ2

2m
∆u+ V u =: Ĥu,

où ℏ est la constante de Planck et ∆ =
∑d

j=1 ∂
2/∂x2j est le laplacien.

On étudie souvent la version stationnaire de l’équation de Schrödinger

(2.2) Ĥu = Eu
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qui est une équation aux valeurs propres car, dans les bons cas (par
exemple, si limx⃗→∞ V (x⃗) = +∞), toute solution de (2.1) est superpo-
sition de solutions stationnaires u(x⃗, t) = exp(−itE/ℏ)u(x⃗, 0). Les E

pour lesquels (2.2) a une solution L2 non triviale forment le spectre de
la particule et sont souvent détectables expérimentalement. On parle
ainsi du spectre d’un atome ou d’une molécule.

Quelles sont les caractéristiques claires des opérateurs différen-
tiels Ĥ ? Ces opérateurs sont

• symétriques :
∫
Rd(Ĥu)v |dx| =

∫
Rd u(Ĥv) |dx| pour tout couple

u, v de fonctions d’ondes C∞ à supports compacts ;
• locaux : Ĥu(x⃗) ne dépend que de u dans un voisinage aussi petit

qu’on veut de x⃗ ;
• positifs : la partie différentielle de Ĥ, le laplacien, vérifie∫

Rd

(−∆u)u |dx| =
∫
Rd

∥ gradu∥2 |dx| ⩾ 0.

On va préserver ces trois propriétés dans le cas des graphes. Il n’est
pas étonnant que l’on retrouve fréquemment ces propriétés dans des
réductions à la dimension finie des opérateurs de Schrödinger.

Les opérateurs considérés dans la suite se rencontrent dans de nom-
breux domaines des mathématiques (discrétisation par éléments finis,
processus de Markov, limites de laplaciens de surfaces de Riemann
à courbure −1 lorsque certaines géodésiques fermées simples ont des
longueurs qui tendent vers 0) et de la physique (système de pen-
dules couplés, effet tunnel semi-classique, supraconducteurs, physique
quantique, spectres moléculaires).

À chaque graphe fini G = (V,E), on associe un ensemble d’opéra-
teurs différentiels symétriques sur l’espace euclidien EG = RV muni
du produit scalaire canonique

(x⃗ | y⃗) =
∑
i∈V

x⃗(i) y⃗(i).

Un opérateur différentiel sur G est un endomorphisme linéaire A

de EG qui est local, c’est-à-dire que Ax⃗(i) =
∑

j ai,j x⃗(j) où les ai,j
sont nuls si {i, j} n’est pas une arête et i ̸= j (on peut considérer
qu’il y a des arêtes {i, i} pour chaque i ∈ V ) ; autrement dit Ax⃗(i)

ne dépend que de x⃗(j) pour j voisin de i.
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Un opérateur différentiel A sur G est dit elliptique si ai,j ̸= 0 pour
toute arête {i, j}.

Définition 2.1 (Les opérateurs de type Schrödinger)
Un opérateur de type Schrödinger sur G est un opérateur linéaire

A : RV → RV , de matrice A = (ai,j), sur G dont les coefficients ai,j
satisfont :

• si {i, j} ∈ E, ai,j < 0,
• si {i, j} /∈ E et i ̸= j, ai,j = 0 (A est un opérateur différentiel

sur G),
• A est symétrique

On notera OG l’ensemble de ces opérateurs lorsque le graphe G est
donné.

L’ensemble OG est une sous-variété de dimension |V | + |E| de
S(EG), l’espace des endomorphismes symétriques de EG.

Exemple 2.2. La matrice d’adjacence d’un graphe G est la matrice
symétrique AdG = (ai,j) telle que ai,j = 1 si {i, j} ∈ E(G) et ai,j = 0

sinon. Il est clair que −AdG est dans OG ainsi que le laplacien ∆G =

diag(valence(i))−AdG.

Exemple 2.3 (Pendules couplés). Je me souviens avoir vu de tels
systèmes mécaniques autrefois au Palais de la découverte à Paris !
On considère un système de n pendules de masse mi > 0 dans un
potentiel

V (x⃗) =
1

2

n∑
i=1

vix⃗(i)
2 +

1

2

∑
{i,j}∈E

ci,j (x⃗(i)− x⃗(j))2 ,

où les vi et les ci,j sont > 0. E est l’ensemble des arêtes d’un graphe
tel que V = {1, . . . , n}. Les ci,j représentent le couplage du pendule i

avec le pendule j. Les équations de Newton :

mix
′′
i = −∂V

∂xi
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s’écrivent y⃗ ′′ = −Ay⃗ où M = diag(mi), y⃗ = M1/2x⃗ et A ∈ OG est la
matrice > 0 (pourquoi ?) donnée par

A = M−1/2


v1 +

∑
c1,j −c1,2 · · · −c1,n

−c1,2 · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
−c1,n · · · · · · · · ·

M−1/2.

Les fréquences des oscillations propres sont les ωj =
√
λj où les λj

sont les valeurs propres de A.

Soit G = (V,E) donné. Le problème de départ est le suivant :
Étant donné une suite λ1 ⩽ · · · ⩽ λ|V |, existe-t-il A ∈ OG dont le
spectre soit la suite précédente ?

Je vais commenter ce programme :
• Tel quel le problème est mal posé (ou trop difficile), car non

monotone par rapport à la relation de mineur : la réponse est tri-
viale pour un graphe sans arête, car OG est l’ensemble des matrices
diagonales réelles, tout spectre est alors possible pour un opérateur
convenable de OG.

• On va insister sur l’aspect ensemble d’opérateurs : ce n’est pas
tant un opérateur isolé qui va nous intéresser, mais la position relative
de OG et d’une variété W donnée par des conditions spectrales, par
exemple λ2 = λ3. Cela permet d’introduire des idées de transversalité
et donc de gagner une monotonie : tout ce qu’on peut faire avec
un graphe G doit pouvoir être fait avec tout graphe G′ tel que G

est mineur de G′. On peut aussi rapprocher cela de la théorie des
discriminants (Arnold, Vassiliev), qui consiste à regarder les objets
singuliers de l’ensemble considéré, ici l’ensemble des opérateurs dont
au moins une valeur propre est multiple.

• Les arguments de transversalité permettent ainsi de construire
des nouveaux invariants des graphes qui sont reliés à la théorie clas-
sique des graphes : plongements dans les surfaces, arbres, mineurs.

• L’argument suivant montre que, si G est un graphe à n sommets,
toute suite λ1 < · · · < λn de n nombres distincts est le spectre d’un
A ∈ OG : on considère les applications

Φε : {u1 < u2 < · · · < un} −→ λ1(ε) < · · · < λn(ε)
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où les λi(ε) sont les valeurs propres (simples pour ε > 0 petit) de la
forme quadratique

qε,u(x⃗) =
∑

uix⃗(i)
2 + ε

∑
{i,j}∈E

(x⃗(i)− x⃗(j))2.

Pour ε = 0, Φε = Id et, comme Φε(u) ∈ OG pour ε > 0, l’application
du théorème des fonctions implicites donne le résultat.

Le problème se concentre donc sur les multiplicités.

Exemple 2.4 (les chemins). Soit Pn le chemin à n sommets {1, . . . , n}
et les arêtes {i, i+ 1}, 1 ⩽ i ⩽ n− 1. Toutes les valeurs propres d’un
opérateur quelconque de OPn sont simples, car un vecteur propre x⃗

est entièrement déterminé par x⃗(1). Les matrices correspondantes à
ce cas sont appelées « matrices de Jacobi ». Une étude très précise de
leurs spectres et de leurs déformations à spectre constant est possible.

Exemple 2.5 (les graphes cycliques). Les sommets de ce graphe Cn

sont les éléments de Z/nZ et les arêtes joignent i à i± 1 (mod n).
Commençons par étudier le cas où A = −AdCn . Les vecteurs

propres sont les v⃗ℓ(i) = ωi
ℓ où ωℓ = exp(2iπℓ/n) et donc ωn

ℓ = 1.
Les valeurs propres associées sont les −2 cos 2πℓ/n, ℓ = 0, . . . , n− 1.
La décomposition d’un vecteur x⃗ suivant la base des v⃗ℓ est la série de
Fourier discrète de ce vecteur. Les vecteurs v⃗ℓ sont deux à deux or-
thogonaux et de norme

√
n. On en déduit des formules simples pour

le transformation de Fourier discrète et son inverse.

Théorème 2.6. Pour tout A ∈ OCn ([12]) :

λ1 < λ2 ⩽ λ3 < λ4 ⩽ λ5 < · · · .

Démonstration. Le jeu consiste à introduire le spectre impair obtenu
en faisant agir A sur les fonctions f : Z → R telles que f(k + n) =

−f(k). On note µ1 ⩽ · · · ⩽ µn ces valeurs propres.
• Les deux spectres sont disjoints : on introduit la matrice 2×2 P (t)

qui à (x⃗(0), x⃗(1)) associe (x⃗(n), x⃗(n+ 1)) où x⃗ satisfait (A− t)x⃗ = 0

sur Z. On vérifie, par récurrence, que det(P (t)) > 0. De plus 1 est
valeur propre de P (t) si et seulement si t est valeur propre de A alors
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que −1 est valeur propre de P (t) si et seulement si t est valeur propre
impaire de A.

• Pour A = −AdCn , on a :

λ1 < µ1 = µ2 < λ2 = λ3 < µ3 = µ4 < · · · .

• Les inégalités strictes entre les λi et les µj sont préservées par
déformation (non croisement et continuité des valeurs propres). □

3. Le théorème de Perron-Frobenius et ses extensions

3.a. Minimax et uniforme continuité des valeurs propres
Si E est un espace euclidien, il est classique que les valeurs propres

de A ∈ S(E) sont les valeurs critiques de la restriction fA de qA à la
sphère unité de E . La première valeur propre λ1 est le minimum de fA.
La seconde λ2 correspond à un point col que l’on peut attraper par un
principe de type minimax ; voici l’idée : supposons qu’on veuille aller
d’un point A à un point B dans l’espace topologique X en montant
le moins possible, on va alors passer par un col dont l’altitude h est
donnée par

h = inf
γ∈ΩA,B

(
sup
0⩽t⩽1

f(γ(t))
)

où ΩA,B := {γ : [0, 1] → X | γ(0) = A, γ(1) = B, γ continu} et
f : X → R est l’altitude.

Ici on joue sur le fait que fA vient d’une forme quadratique pour
simplifier l’approche précédente :

Théorème 3.1 (Minimax). Soit E un espace euclidien, A ∈ S(E) et
λ1 ⩽ λ2 ⩽ · · · ⩽ λn les valeurs propres de A répétées suivant leur
multiplicité. On a :

λk = min
F⊂E

dimF=k

(
max
x⃗∈F
∥x⃗∥=1

⟨Ax⃗ | x⃗⟩
)
.

La première valeur propre λ1 est donnée par

λ1 = min
x̸⃗=0

⟨Ax⃗ | x⃗⟩
⟨x⃗ | x⃗⟩

,

et le min est atteint exactement pour les vecteurs propres de valeur
propre λ1.



40 YVES COLIN DE VERDIÈRE

Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une base orthonormée de vecteurs
propres associés aux λk. Si F0 = vec(e1, . . . , ek), on a

max
x⃗∈F0
∥x⃗∥=1

⟨Ax⃗ | x⃗⟩ = λk.

Si dimF = k, il existe dans F un vecteur x⃗ orthogonal à
e1, . . . , ek−1 de norme 1. On a ⟨Ax⃗ | x⃗⟩ ⩾ λk. □

On en déduit :

Théorème 3.2. Si on définit la norme ∥•∥ sur S(E) par :

∥A∥ = max
x⃗∈E

∥x⃗∥=1

|⟨Ax⃗ | x⃗⟩|,

on a, pour tout A,B ∈ S(E) :

|λk(B)− λk(A)| ⩽ ∥B −A∥.

Chaque valeur propre est donc uniformément continue et même lip-
schitzienne de coefficient 1.

Attention, comme on le verra plus bas, A → λk(A) n’est pas diffé-
rentiable aux points où λk est de multiplicité ⩾ 2.

3.b. Le théorème de Perron-Frobenius
Théorème 3.3 (Perron-Frobenius). Si G est connexe et A ∈ OG, la
valeur propre λ1 est simple et l’espace propre est engendré par un
vecteur propre dont toutes les coordonnées sont > 0.

Démonstration. Il suffit de montrer (pourquoi ?) que, si x⃗ ∈ Eλ1 ∖ 0,
on a :

• |x⃗| ∈ Eλ1 ;
• si x⃗ ⩾ 0, x⃗ ne s’annule pas
La première assertion vient de ce que ⟨A|x⃗| | |x⃗|⟩ ⩽ ⟨Ax⃗ | x⃗⟩ (les

coefficients non diagonaux de A sont ⩽ 0), alors que ∥ |x⃗| ∥ = ∥x⃗∥.
Montrons la seconde assertion par l’absurde : par connexité de G,

si x⃗ ̸= 0, il existe une arête {i, j} telle que x⃗(i) = 0 et x⃗(j) > 0.
On a Ax⃗(i) < 0. On pose x⃗ε = x⃗ + εδ(i), on a : ⟨Ax⃗ε | x⃗ε⟩ =
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⟨Ax⃗ | x⃗⟩ + 2εAx⃗(i) + O(ε2), alors que ∥x⃗ε∥2 = ∥x⃗∥2 + O(ε2). On a
donc

⟨Ax⃗ε | x⃗ε⟩
∥x⃗ε∥2

<
⟨Ax⃗ | x⃗⟩
∥x⃗∥2

pour ε > 0 petit. □

Exercice 3.4. Si G est un arbre à n sommets, déduire du théorème
précédent que λn est simple.

3.c. Le théorème nodal de Courant. On peut étendre ce résultat
de connexité aux valeurs propres suivantes :

Théorème 3.5 (théorème nodal de Courant). Soit A∈OG et x⃗∈Eλ2 ∖ 0

de support minimal(1), alors les ensembles V± = {i | ±x⃗(i) > 0} sont
connexes.

Démonstration. Par l’absurde, supposons V+ non connexe. Soient
V+ = V1 ∪ V2 où V1 et V2 sont non vides et ne sont joints par au-
cune arête. Supposons que λ2 = 0. Soient, pour j = 1, 2, x⃗j = x⃗χVj

et Q(u, v) = qA(ux⃗1 + vx⃗2). On a Q ⩽ 0 : en effet, comme il n’y
a pas d’arête de V1 à V2, Q(u, v) = u2qA(x⃗1) + v2qA(x⃗2). De plus
qA(x⃗1) ⩽ 0, car, pour toute arête {i, j} avec i ∈ V1, j /∈ V1, x⃗(j) ⩽ 0

et donc Ax⃗1(i) = Ax⃗(i)−
∑

j /∈V1
ai,j x⃗(j) ⩽ 0.

On en déduit, par le minimax, qu’il existe x⃗ = u0x⃗1 + v0x⃗2 ∈
kerA∖ 0 ce qui contredit la minimalité, car le support de x⃗ contient
aussi des points où x⃗(i) < 0 (pourquoi ?). □

4. Stabilité structurelle

4.a. Transversalité
Définition 4.1. Soient x0 ∈ Y ∩ Z où Y et Z sont deux sous-variétés
de RN . On dit que Y et Z se coupent transversalement en x0, si
RN = Tx0Y + Tx0Z. Attention, on n’exige pas une somme directe.

(1)Le support s(x⃗) d’un vecteur est l’ensemble des sommets i tels que x⃗(i) ̸= 0.
x⃗ est de support minimal si y ∈ Eλ2 ∖ 0 et s(y⃗) ⊂ s(x⃗) implique s(y⃗) = s(x⃗)
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Si Y et Z se coupent transversalement en x0, dimY +dimZ ⩾ N .
De plus Y ∩ Z est au voisinage de x0 une sous-variété de dimension
dimY + dimZ −N .

À quoi sert la transversalité ? La transversalité est une propriété
robuste, on dit plutôt structurellement stable.

Théorème 4.2. Si Y0 et Z0 se coupent transversalement en x0 et Y est
C0 proche de Y , Y et Z0 se coupent près de x0.

C’est assez difficile à montrer pour C0 proche, mais c’est une consé-
quence du théorème des fonctions implicites pour C1 proche.

4.b. Coordonnées locales adaptées. Soient E un espace euclidien
de dimension n, A ∈ S(E) et E0 = kerA supposé de dimension ℓ. Soit
F0 = E⊥

0 l’orthogonal de E0. Soit

Φ : S(E0)⊕ S(F0)⊕ L(E0, F0) −→ S(E)

définie par

Φ(B,C,D) = exp(−D̃)

(
B 0

0 C

)
exp(D̃)

où D̃ est l’endomorphisme antisymétrique de E donné par

D̃ =

(
0 −Dt

D 0

)
.

Théorème 4.3. Soit C0 inversible, Φ est un difféomorphisme local d’un
voisinage de (0, C0, 0) sur un voisinage de la matrice

A0 =

(
0 0

0 C0

)
Les matrices voisines de A0 dont le noyau est de dimension ℓ

forment donc une sous-variété de codimension ℓ(ℓ+1)/2 donnée par
l’image de B = 0.

Le spectre de Φ(B,C,L) est la réunion du spectre de B (les ℓ petites
valeurs propres) et du spectre de C (les autres valeurs propres).

De plus, la différentielle de la coordonnée locale B qui donne les
petites valeurs propres est égale à la différentielle du bloc E0 × E0
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de A. La forme quadratique associée à ce bloc est la restriction à E0

de la forme quadratique associée à A.

Démonstration. La différentielle de Φ en A0 est

dΦ =

(
dB dLtC0

C0dL dC

)
qui est visiblement bijective. □

4.c. Perturbations des valeurs propres multiples. Soit E un
espace euclidien de dimension n, A0 ∈ S(E) et Λ0 := λk+1 = λk+2 =

· · · = λk+ℓ une valeur propre de A0 de multiplicité ℓ. Soit E0 =

ker(A0 − Λ0) et pour B ∈ S(E), qB(x⃗) = ⟨Bx⃗ | x⃗⟩ vue comme forme
quadratique sur E0.

Théorème 4.4. Les valeurs propres de A0 + B ∈ S(E) satisfont, pour
1 ⩽ j ⩽ ℓ,

λk+j(A0 +B) = Λ0 + λj(qB) +O(∥B∥2).

Les matrices qui satisfont λk+j(A) = Λ0 pour 1 ⩽ j ⩽ ℓ et
λk(A) < Λ0 < λk+ℓ+1(A) forment une sous-variété Wℓ,k de codi-
mension ℓ(ℓ+ 1)/2 de S(E) dont l’espace tangent est donné par les
B tels que qB = 0.

On peut aussi introduire d’autres sous-variétés analogues à celle
qui précède. Celle qui va nous servir aujourd’hui est

Wℓ = {A | dimker(A− λ2(A)) = ℓ}.

La codimension de W2 vaut 2 : l’observation que la condition
d’avoir une valeur propre double pour une matrice symétrique réelle
est de codimension 2 remonte aux années 1930 (Wigner-Von Neu-
mann [24], voir aussi [2]). Donc, si t → At est un chemin générique
dans S(E), il n’y aura de valeurs propres multiples pour At pour au-
cun t. On aura typiquement une évolution des valeurs propres faisant
apparaître des croisements évités.

Soit maintenant Φ : (u, v) → Au,v une famille à deux paramètres
de matrices symétriques. Supposons que Φ coupe transversalement
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W2,k en (u0, v0) ; on a donc, en notant A0 = Au0,v0 , le spectre de A0

qui vérifie
· · · ⩽ λk−1 < λk = λk+1 < · · · ,

et le graphe simultané de λk et λk+1 a l’allure d’un cône.

λk 6 λk+1 λ

v

v0

uu0

γ t

Figure 3. Point diabolo

Soit γ un lacet du plan des (u, v) qui entoure (u0, v0) sans entourer
d’autres points (u, v) avec Au,v ∈ W2,k, soit ϕk(t) un vecteur propre de
Aγ(t) correspondant à la valeur propre simple λk(Aγ(t)) supposé réel
et de norme 1 et que l’on peut donc suivre par continuité autour de γ ;
lorsqu’on fait un tour, ϕk(t) se transforme en −ϕk(t). Le fibré réel de
dimension 1 donné par l’espace propre ker(Aγ(t) − λk(t)) est donc
non trivial (ruban de Möbius). Ce fait peut être mise à profit pour
détecter des valeurs propres multiples dans une famille d’opérateurs
dépendant de deux paramètres. Voir [4]. La transversalité joue un
grand rôle ici : sans elle, la monodromie pourrait être triviale !! C’est
cette situation que nous allons généraliser maintenant.

4.d. Stabilité structurelle des valeurs propres. On est ainsi
conduit à donner une définition de la stabilité structurelle d’une va-
leur propre :

Définition 4.5. Soit A∈OG⊂S(E). Supposons que la valeur propre λ2

de A est de multiplicité ℓ (A∈OG∩Wℓ). On dit que la valeur propre λ2

de A est structurellement stable si W2 et OG se coupent transversa-
lement en A. Autrement dit, l’apparition d’une valeur propre λ2 de
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multiplicité ℓ dans OG est un phénomène stable par perturbation
de OG.

On peut tester de façon purement algébrique cette condition de
stabilité si on connaît l’espace propre :

si Φ : OG → S(E0) (où E0 = ker(A− λ2) est l’espace propre de A

considéré) est donnée par

Φ(B)(x⃗) = ⟨x⃗ | B | x⃗⟩,

la condition de stabilité structurelle équivaut à la surjectivité de Φ.
On peut reformuler la stabilité de la façon suivante :

Théorème 4.6. La valeur propre λ2(A) avec A ∈ OG est stable si
les restrictions à E0 = ker(A − λ2) des formes quadratiques xixj
({i, j} ∈ EG) et x2i (i ∈ VG) engendrent l’espace Q(E0) des formes
quadratiques sur E0.

4.e. Exemples. Les assertions suivantes sont des exercices :

Exemple 4.7. La première valeur propre λ1 n’est stable que si elle est
de multiplicité 1.

Exemple 4.8. Soit En l’étoile à n branches, A ∈ OEn où −A est la ma-
trice d’adjacence. La deuxième valeur propre de A est de multiplicité
n− 1 et n’est stable que si n ⩽ 3.

Exemple 4.9 (graphes complets). Il s’agit des graphes Kn dont toute
paire de sommets est connectée par une arête. Si A est le laplacien
canonique, la seconde valeur propre, de multiplicité n− 1, est stable.

Exemple 4.10 (graphe de Kuratowski). Il s’agit du graphe noté K3,3

dont l’ensemble des sommets est V1∪V2 (union disjointe), avec |Vi|=3,
et les 9 arêtes joignent les sommets de V1 à ceux de V2.

Si A est le laplacien canonique, son spectre est

0 < 3 = 3 = 3 = 3 < 6,

et la valeur propre 3 de multiplicité 4 est stable.
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4.f. L’ invariant µ(G). On définit maintenant un invariant numé-
rique d’un graphe G :

Définition 4.11. Si G est un graphe fini, µ(G) est défini comme le
maximum des entiers ℓ tels qu’il existe A ∈ OG avec λ2(A) de multi-
plicité ℓ et stable.

Exemple 4.12. µ(Kn) = n− 1.

Exemple 4.13. µ(K3,3) = 4.

Exemple 4.14. Pour n ⩾ 2, µ(En) = 2.

Exemple 4.15. µ(Cn) = 2 si n ⩾ 3.

Exercices 4.16.
(a) Montrer que 1

2µ(G)(µ(G) + 1) ⩽ |E|+ |V |.
(b) Montrer que 1

2µ(G)(µ(G) + 1) ⩽ |E|+ 1 (plus dur !).
(c) Si G admet plusieurs composantes connexes, Gi, on a : µ(G) =

maxµ(Gi).

5. Mineurs des graphes et limites singulières d’opérateurs

5.a. Monotonie par mineurs. La propriété principale de l’inva-
riant µ est la monotonie par mineur (cf. théorème 1.12).

Pour montrer ce théorème, il suffit de le montrer dans les cas par-
ticuliers où l’on ôte ou contracte une arête de G1.

Le cas où l’on ôte une arête est simple, car EG1 = EG2 . On utilise
alors la conservation d’une intersection transversale par perturba-
tion C1.

Donnons l’argument plus précis : soit E l’espace euclidien consi-
déré et supposons que l’on a numéroté les sommets de G2 de façon
que G1 s’obtienne en ôtant l’arête {1, 2} de G2. Soit Zε = OG1 +

ε(x⃗(1)− x⃗(2))2 (où on a écrit les opérateurs comme des formes qua-
dratiques), alors Zε ⊂ OG2 pour ε > 0.

On conclut ainsi : si OG1 et Wℓ se coupent transversalement en A,
il en est de même pour Zε et Wℓ en Aε et donc de OG2 et Wℓ en Aε.

Le cas où l’on contracte l’arête {1, 2} est plus délicat, car il n’est
plus vrai que EG1 = EG2 ; on a seulement une inclusion EG1 ⊂ EG2
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en identifiant EG1 au sous-espace de RV2 dont les éléments sont les
vecteurs x⃗ tels que x⃗(1) = x⃗(2).

On doit pour faire marcher l’argument précédent mettre dans une
même variété les opérateurs non partout définis. C’est le but du pa-
ragraphe suivant. Une autre difficulté est que la structure euclidienne
du sous-espace de EG2 n’est pas la structure canonique de EG1 .

5.b. Γ-convergence. Soit E un espace euclidien de dimension fi-
nie n. Soit A un opérateur symétrique sur E . On note qA la forme
quadratique associée.

Soit Γ(A) = {(x⃗, Ax⃗) | x⃗ ∈ E} ⊂ E ⊕ E le graphe de A.
Soit Y ⊂ E un sous-espace euclidien de E et B : Y → Y un opéra-

teur symétrique sur Y , on dira que le couple (Y,B) est un opérateur
non borné sur E si Y ̸= E . On étend la définition du graphe aux
opérateurs non bornés de la façon suivante.

Γ(Y,B) = {(y⃗, z⃗) ∈ Y ⊕ E | ∀ w⃗ ∈ Y, ⟨z⃗ | w⃗ ⟩ = ⟨By⃗ | w⃗ ⟩}.

Comme cas particulier, Γ(A) = Γ(E , A). Il est clair que Γ(Y,B) est
toujours un sous-espace de dimension n de E ⊕ E .

Soit ω la forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée (forme
symplectique) définie par

ω((x⃗, y⃗), (x⃗ ′, y⃗ ′)) = ⟨y⃗ ′ | x⃗ ⟩ − ⟨x⃗ ′ | y⃗ ⟩.

Un sous-espace de E ⊕ E de dimension n, qui est isotrope pour la
forme ω est dit lagrangien.

On vérifie que tout sous-espace lagrangien est le graphe d’un unique
opérateur symétrique, borné ou non, et que réciproquement tout
graphe Γ(Y,B) est lagrangien. L’ensemble des opérateurs symétriques
avec domaine sur E est ainsi une compactification ΛE de l’espace S(E)
des endomorphismes symétriques de E en une variété compacte de
classe C∞.

On définit, pour λ ∈ R ∪∞, le sous-espace lagrangien Iλ de E ⊕ E
par :

• si λ ∈ R, Iλ = {(x⃗, λx⃗) | x⃗ ∈ E} ;
• I∞ = 0⊕ E
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Définition 5.1. Le spectre de A est l’ensemble des λ ∈ R∪∞ tels que
Γ(A) ∩ Iλ ̸= 0. la multiplicité de λ est la dimension du sous-espace
précédent.

Par exemple la multiplicité de la valeur propre ∞ est la codimen-
sion du domaine. La somme des multiplicités vaut n = dim E . Il est
clair que cette définition prolonge la définition pour les opérateurs
partout définis.

Définition 5.2. On dira qu’une famille Aε, ε > 0, d’opérateurs symé-
triques sur E Γ-converge vers (Y,B) si Γ(Aε) converge vers Γ(Y,B)

quand ε → 0 au sens de la topologie naturelle de la grassmannienne
des sous-espaces de dimension n de E ⊕ E .

On note
Aε

Γ−→ (Y,B).

Exemple 5.3. Considérons les matrices Aε sur R2 associées aux formes
quadratiques qε(x, y) = (x− y/ε)2. On a :

λ1(ε) = 0 < λ2(ε) = 1 +
1

ε2
.

Considérons successivement les limites de Aε pour la convergence
simple et pour la Γ convergence.

• qε(x, y) → +∞ si y ̸= 0 et qε(x, 0) = x2. La limite simple est
donc la forme quadratique x2 sur y = 0. Son spectre est λ1 = 1 <

λ2 = +∞. Ce spectre n’est pas la limite de celui de qε !
• Le graphe Γε de Aε est donné par

Γε =
{(

x, y; ξ = x− y

ε
, η = −x

ε
+

y

ε2

)}
qu’on peut réécrire

Γε = {(x, ε(x+ εη);−εη, η)}

dont il est clair que la limite est

Γ0 = {(x, 0; 0, η)}

graphe de la forme quadratique 0 sur le domaine y = 0. Le spectre
de cette forme est λ1 = 0 < λ2 = ∞ qui est la limite de celui de qε.
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Le résultat suivant étend au cadre de la Γ-convergence les résultats
classiques de Kato [17] sur la convergence des spectres de formes
quadratiques.

Théorème 5.4. Supposons Aε
Γ−→ (Y,B) . Soient

λ1(ε) ⩽ · · · ⩽ λn(ε)

les valeurs propres de Aε. Alors le spectre de Aε converge vers celui
de (Y,B) au sens de la topologie de P 1(R) = R ∪∞.

Démonstration. Il suffit de monter que, si I ∩ σ(A0) = ∅ où I est un
compact de R ∪∞, il existe un voisinage U de A0 tel que si A ∈ U ,
I ∩ σ(A) = ∅. C’est quasi trivial, car I ∩ σ(A) = ∅ équivaut à dire
que le graphe de A ne rencontre pas la réunion (compacte) des Iλ∩B,
λ ∈ I, où B est la sphère unité de E ⊕ E . □

Exemple 5.5 (contraction d’une arête). Soit

qε(x⃗) = Q(x⃗) +
1

ε
(x⃗(1)− x⃗(2))2.

Lorsque ε → 0, qε
Γ−→ (Y,B) où Y = {x⃗(1) = x⃗(2)} et qB est la

restriction de Q à Y .
Cet exemple permet de traiter la contraction d’une arête comme

le cas où l’on ôte une arête.

Exemple 5.6 (transformations étoile-triangle). Voir [3] pour ce qui suit.
Plaçons-nous sur E = R4, avec la forme quadratique

Qε(x⃗) = ⟨x⃗ | Aε | x⃗⟩ =
3∑

i=1

(
x⃗(i)− x⃗(0)

ε

)2
.

L’opérateur Aε associé est dans OE3 . La Γ-limite Q0 de Qε a pour
domaine Y0 = {x⃗(0) = 0} et

Q0(x⃗) =
1

3

3∑
i=1

(x⃗(i)− x⃗(i+ 1))2.

On peut interpréter Q0 comme un élément de OC3 . On a ainsi rem-
placé une étoile à trois branches par un triangle. Aucun des deux
graphes n’est mineur de l’autre !
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On dit que G′ s’obtient de G par une transformation étoile-triangle
si on remplace un sommet 0 de degré 3 de G et les arêtes {0, i},
1 ⩽ i ⩽ 3, qui s’y accrochent par le triangle (1, 2, 3).

1

2
3

0

1

2
3

Figure 4. Transformation étoile-triangle

OG′ est alors une strate de l’adhérence de OG dans ΛEG .

6. Plongements de graphes dans les surfaces

6.a. Le théorème de Cheng et sa réciproque. Cheng [5] a
prouvé une variante du résultat suivant :

Théorème 6.1. Si A = −∆+ V est un opérateur de Schrödinger dans
le plan avec V (x) → +∞ quand x → ∞, la multiplicité de λ2(A) est
inférieure ou égale à 3 ; cette borne est optimale.

Les ingrédients de la preuve sont le théorème de Jordan et le théo-
rème de Courant sur les domaines nodaux. La preuve s’appuie sur la
structure locale des lignes nodales des fonctions propres.

Hein van der Holst a donné une version graphes du théorème de
Cheng basée sur le théorème 3.5 :

Théorème 6.2. Si G est le 1-squelette d’une triangulation de S2 et A ∈
OG, la multiplicité de λ2(A) est au plus 3. Cette borne est optimale
et atteinte pour le laplacien canonique de K4.

Un point essentiel est que le théorème de Van der Holst ne s’ap-
plique pas à tout graphe planaire, par exemple à l’étoile à n branches.
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Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Soit A ∈ OG telle que la
multiplicité de λ2 soit ⩾ 4. Soit E0 = ker(A − λ2) et {a, b, c} un
triangle de la triangulation dont G est le 1-squelette. Il existe x⃗ ∈
E0∖0 tel que x⃗(a) = x⃗(b) = x⃗(c) = 0 qu’on peut supposer de support
minimal. Supposons pour simplifier que a, b et c ont chacun au moins
un voisin dans G où x⃗ ne s’annule pas. Soit V± = {i | ±x⃗(i) > 0}.
Ce sont des ensembles connexes de G d’après le théorème 3.5. Il suit
de Ax⃗(a) = 0 que a admet au moins un voisin a+ ∈ V+ et un voisin
a− ∈ V−. De même pour b et c. On en déduit facilement (figure 5)
que K3,3 est planaire, d’où contradiction. □

V+

V−

a+

a−

a

b

c

ω

Figure 5. Construction d’un K3,3
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Utilisant le fait que tout graphe planaire est mineur du 1-squelette
d’une triangulation de S2, on en déduit que, si G est planaire,
µ(G) ⩽ 3.

En utilisant la théorème de Kuratowski (théorème 1.6) qui carac-
térise les graphes non planaires comme ceux dont K5 ou K3,3 est
mineur, on montre la réciproque et donc le théorème 1.13.

6.b. Extension aux autres surfaces. Les résultats pour les autres
surfaces ont fait l’objet de nombreux travaux de Cheng, Besson, Nadi-
rashvili et Sévennec. Ces travaux soutiennent la conjecture suivante :

Conjecture 6.3. Si X est une surface et G se plonge dans X,

µ(G) ⩽ χ(X)− 1.

J’ai montré qu’une telle borne serait optimale.

Théorème 6.4. La conjecture 6.3 est vraie pour la sphère, le tore, le
plan projectif, la bouteille de Klein, le tore à deux trous, les surfaces
non orientables S telles que e(S) = −1,−2,−3.

La meilleure majoration générale est celle de Sévennec [23] qui est
encore loin de la conjecture 6.3 :

Théorème 6.5. Si G se plonge dans la surface S avec e(S) < 0, on a :

µ(G) ⩽ 5− e(S).

6.c. Les graphes ayant un plongement non noué et le ré-
sultat de Lovász-Schrijver. Une généralisation intéressante de la
classe des graphes planaires est la classe des graphes G admettant un
plongement non noué dans R3, i.e., tel que deux circuits disjoints quel-
conques de G ne soient pas entrelacés comme lacets de R3. L’exemple
le plus simple est K5 qui n’est pas planaire, mais n’admet aucune
paire de circuits disjoints.

L’analogue du théorème de Kuratowski est que ces graphes ad-
mettent une caractérisation par mineurs exclus : les graphes exclus
étant les transformés par étoile-triangle de K6. On montre dans [3]
que µ(G) = 5 pour ces graphes et Lovász et Schrijver [20] ont réussi
à montrer le joli :
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Théorème 6.6. µ(G) ⩽ 4 si et seulement si G admet un plongement
non noué dans R3.

7. Spectres et largeurs d’arbre

Il existe des analogues hermitiens de l’invariant µ(G). Un invariant
simple ν(G) utilise la multiplicité de la première valeur propre et j’ai
montré dans [11] que ν(G) est contrôlé par la largeur d’arbre de G.
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