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Chapitre 1. Commandabilité
1.1. Introduction

Dans ces notes on considere le systéme de controle

(1.1) &= f(z,u),

ou x € R" est I’état du systeme et u € R"™ est le controle (aussi
appelé la commande) ; la fonction f : R™ x R™ — R" est supposée
de classe C"*°. Le probléeme de commandabilité est le suivant : étant
donnés deux états a € R™ et b € R™, peut-on trouver une commande
u : [0,T] — R™ nous permettant de passer de 'état a & létat b,
c’est-a-dire que si z : [0,T7] — R™ est solution de

jJZf(.%',U(t)), 37(0) =a,

alors z(T) = b. Le temps T est fixé ou arbitraire suivant les cas
considérés.

Dans le texte de Martin et Rouchon [30] on a vu que pour un
systeéme linéaire

& = f(x,u) = Ax + Bu,

ou A est une application linéaire de R™ dans R™ et B est une appli-
cation linéaire de R™ dans R", ce probleme, que T > 0 soit fixé ou
non, a une solution et une seule si et seulement si

(1.2) (Critere de Kalman) R(A,B) =R",

ou R(A, B) est le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les vec-
teurs A'Bu avec i € {0,1,...,n — 1} et u € R™.

Le cas général, ou f est non linéaire, est trés loin d’étre résolu.
Dans le texte de Martin et Rouchon [30], une méthode (platitude;
voir [16]) est présentée pour traiter ce probléme dans de nombreux
cas. L’objet de ce chapitre est de présenter d’autres résultats sur ce
probleme de commandabilité :

« Dans la section 1.2, on verra comment déduire du critére de Kal-
man des résultats « locaux » de commandabilité
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« Dans la section 1.3, on étudiera le cas des systémes sans dérive
affine en la commande, c’est-a-dire le cas ou

fla,u) = uifi(x)
i=1

avec, pour i € {1,2,...,m}, f; € C*°(R",R").
« Dans la section 1.4, on traitera les systemes généraux.

1.2. Linéarisé et commandabilité

L’objet de cette section est de déduire de la commandabilité de
systemes linéaires des résultats de commandabilité locale pour les
systemes non linéaires. Pour cela nous allons d’abord rappeler la no-
tion de trajectoires et définir le linéarisé autour d’une trajectoire.

1.2.a. Trajectoire et linéarisé autour d’une trajectoire. Pour
des raisons qui apparaitront plus clairement dans la section suivante,
il est intéressant d’autoriser des discontinuités pour la commande t +—
u(t). Pour Ty < Ty, on note CY([Ty, T1]; R™) 'ensemble des fonctions
w: [To, T1] — R™ continues par morceaux, c’est-a-dire n’ayant qu’un
nombre fini de points de discontinuité. Soit u € CY([Tp, T1];R™).
Comme ce u n’est pas continu on doit préciser ce qu'on entend par
solution de

(1.3) i = flau(t)).
On adopte la définition suivante :

Définition 1.1. Soit I un intervalle inclus dans [Tp,77]. La fonction
x : I — R™ est une solution de (1.3) si elle est continue et vérifie

to
w(tz) = x(t) + [ fa(r),ulr))dr, V(titz) € I*.
t1
Du théoréme de Cauchy sur les solutions de
&= f(z,u(t), =(To) =0

dans le cas ou u est continue on déduit facilement que le théoréme
reste vrai si u € CY([Ty, T1]; R™), c’est-a-dire que l'on a :
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Théoréme 1.2. Soit u € CY([Ty, T1]; R™) et soit a € R". Alors

(i) Pour tout intervalle I C [Ty, T1] contenant Ty, il existe au plus
une fonction x : I — R™ solution de (1.3) et valant a en Ty,

(ii) 87l n’existe pas de fonction x : [Ty, Ti] — R™ solution de (1.3)
et valant a en Ty, alors il existe w < Ty et x : [Ty, w[— R"™ solution
de (1.3), valant a en Ty et telle que
(1.4) lim |z(t)| = 4o0.

Il résulte de ce théoréme qu’étant donné zo € R™ et T' € [Tp, T1],
il existe une solution maximale et une seule de & = f(z,u(t)),
x(T) = zp. Par « maximale », on entend ayant le plus grand in-
tervalle de définition. Dans la suite de ces notes les solutions des
équations différentielles sont toujours prises maximales.

Donnons maintenant la définition d’une trajectoire du systeme de
controle & = f(x,u).

Définition 1.3. Soient Ty et T deux réels avec Ty < T1. Une trajectoire
du systeéme de controle & = f(x,u) sur [Ty, T1] est une fonction (Z,w) :
[To,T1] — R™ x R™ telle que

(i) @ € CY([To, Th]); R™),
(ii) T est solution de T = f(Z,u(t)).

Soit (Z,w) : [Tp,T1] — R™ x R™ une trajectoire du systéme de
contréle & = f(z,u). Soit (z,u) : [Tp, T1] — R™ x R™ une trajectoire
du systeme de contrdle & = f(x,u) « proche » de (Z,u) : on écrit
T =T+ ey, u=T1u+4 ev avec € « petit ». On a, en développant a
l'ordre 1 en &,

b=T+ey=f(T+ey, U+ ecu)
o p(m of _ _ of _ _

~ @ +e (@ 5@n).
et donc

g~ Alt)y + B(t)v,
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(1.5 A() = 9L @ (o), w(0) € LR,
(19 B() = o (7(1), (1)) € LOR™ R,

ou L(RP;R?) désigne l'ensemble des applications linéaires de RP
dans R?. Ceci conduit & la définition

Définition 1.4. Soient Ty et T deux réels avec Ty < T3. Soit
(f, ﬂ) : [To,Tl] — R*x R™

une trajectoire du systeme de controle & = f(z,u). Le linéarisé de
& = f(x,u) autour de (Z,u) est le systéme controle linéaire dépendant
du temps

(L.7) §= Aly + B(t)v,

ou A(t) et B(t) sont donnés dans (1.5) et (1.6), ou I'état est y € R”
et ol le controdle est v € R™.

Bien stir A et B définis par (1.5) et (1.6) ne sont en général pas
continus mais continus par morceaux et de nouveau on doit utiliser la
définition « intégrale » (voir définition 1.1) pour définir les solutions
de (1.7) méme si v : [Ty, T1] — R™ est continue. Autrement dit, si v €
CYU([To, T1); R™), y : [Tp, T1] — R™ est solution de y = A(t)y+B(t)v(t)
siy € CO([Tp, T1]; R™) et si

(1.8) y(t2) = y(t1)+ tZA(t)y(t)JrB(t)v(t)dta V(t1.t2) € [To, Th]”.

t1
Notons que le systéeme g = A(t)y+ B(t)v(t) étant affine le phénomene
d’explosion en temps fini (voir (1.4)) n’arrive pas et le probléeme de
Cauchy : étant donné a € R™ trouver y : [Tp, T1] — R" solution de

y= Aty + B(t)(t), y(To) = a,

a une solution et une seule.

On aimerait maintenant déduire de la commandabilité du linéa-
risé, un résultat de commandabilité locale (autour de (z,u)) pour le
systéme de contrdle non linéaire & = f(x,u). Mais pour que ce résul-
tat soit utile il faut d’abord savoir caractériser la commandabilité de
y = A(t)y + B(t)v (notons que comme A et B dépendent du temps
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le critére de Kalman donné en (1.2) ne peut plus étre utilisé). C'est
I'objet de la sous-section suivante.

1.2.b. Commandabilité des systémes linéaires instationnai-
res. Dans toute cette sous-section, on se donne

o deux réels Ty, 11 avec Ty < 17,
« une fonction A € CY([Ty, T1]; L(R™; R™)),
« une fonction B € CY([Ty, T1]; L(R™; R™)).
Le systéme de contréle que 1’on considere est
(1.9) § = Aty + B(t),
o y € R™ est I'état du systeme et v € R™ le controle (et ou
t € [Ty, T1]). Naturellement on adopte la définition suivante :

Définition 1.5. Le systéme de controle (1.9) est commandable si, pour
tout (a,b) € R™ x R", il existe
(y,v) € C°([To, Ta]; R™) x C4([To, T1; R™),
trajectoire de (1.9) telle que
y(To) =a et y(T1) =b.

Pour donner un premier critere de commandabilité, rappelons ce
qu’est la résolvante R € C°([Tp, T1] x [T, T1]; L(R™; R™)) du systeme
(1.10) gy = A(t)y.

De nouveau les solutions de (1.10) sont & prendre au sens intégral
(faire v = 0 dans (1.8)). Soient t; et to deux réels de [Ty, T1]. Pour
a € R™, considérons la solution y € C°([0, T1]; R™) de (1.10) satisfai-
sant y(t1) = «a. Clairement lapplication o € R™ — y(t2) € R™ est
linéaire. Cette application linéaire est R(to,t1). On vérifie facilement
que

(1.11)  R(t,t) = Identité, ¥t € [Tp,T1],

(1.12)  R(t3,t2) o R(ta, t1) = R(ts, 1), V(t1,t2,t3) € [To, Th]*,
(1.13) R e C%[Ty, Th] x [To, T1] ; L(R™;R™)),

t3
(1L14)  R(ts,t1) = R(ta, t1) + / A()R(t, t)dt,
t2
v(t1>t27t3) € [T07T1]3-



COMMANDABILITE ET STABILISATION 133

Comme il est bien connu, un des intéréts de la résolvante R est de
permettre de donner une formule explicite pour la solution de

(1.15) y=AMy+ @), y(t)=a

ot les données sont a € R™, t1 € [Ty, Th], f € CY[To, T1];R™) et
I'inconnue est la fonction y € C°([Tp, T1]; R™). En effet, comme on le
vérifie facilement, la solution de (1.15) est donnée par

(1.16) y(t) = R(t, t1)a + / R(t,s)f(s)ds.

t1
Pour M € L(RP,R?), notons par M* € L(RP,RY) la transposée de M.

Un premier critere de commandabilité est

Théoreme 1.6. Le systéme y = A(t)y + B(t)v est commandable si et

seulement si la matrice de commandabilité
T

(1.17) C:= R(T1,t)B(t)B(t)*R(Ty,t)*dt (¢ L(R™;R™))
To

est inversible.

Montrons juste la partie « si ». (C’est la partie la plus facile, mais
aussi la partie la plus intéressante; pour « seulement si », voir par
exemple [15, p. 138-139]. Soit (a,b) € R™ x R". On note que, si
v € CY([Tp, T1]; R™), alors la solution du probléme de Cauchy

§= Aty + B)ys(t), y(Ty) =a

est donnée par — voir (1.16) —

t

y(t) = R(t,Tp)a —I—/T R(t,s)B(s)u(s)ds.

En particulier

T
y(Th) = R(T1,Tp)a +/ R(T1, s)B(s)v(s)ds
To
Donc, si on définit v € CY([Ty, T1]; R™) par
(1.18) W(s) = B(s)*R(Ty,s)*C~ (b — R(Ty, Tp)a),

on a

y(T1) = R(T1, Tp)a + b — R(T1, Tp)a = b. 0
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Remarque 1.7. Le controle v donné par (1.18) a la propriété remar-
quable suivante : il minimise

Ty
B(v) = / () |2ds,
To
sur l'ensemble des contréles v € CY([Ty, T1]; R™) permettant de faire

passer I’état du systéme de a en Ty a b en T7. Autrement dit
(1.19) E(v) > E(v)

pour tout v € CY([Tp, T1]; R™) tel que

(1.20) (9= Ay + BR)o(t) et y(To) = a) = y(T1) = b;

en fait l'inégalité (1.19) est méme stricte si v # T sur un en-
semble infini de [Ty, T1]. Cela se voit en vérifiant que, pour tout
v € CY([Ty, T1]; R™) satisfaisant (1.20), on a

E(v) = E(@) + E(v—7).

Le critére de commandabilité donné par le théoreme 1.6 a un dé-
faut sérieux pour étre utilisable : il nécessite, a priori, de connaitre R
et de calculer des intégrales, ce qui peut s’avérer difficile, voir impos-
sible. Nous allons maintenant donner un critére ne nécessitant pas de
connaitre ni de calculer des intégrales : on a juste a faire des déri-
vations. Pour ce critére on suppose A et B de classe C*° sur [Ty, T1]
et on définit, par récurrence sur i € N, B; € C*([Tp, T1]; L(R™; R"™))
par

By = B,

d
Bi = AB;j_y — —B;_,.
1 dt 1

On a alors le théoréeme suivant, ou evM désigne le sous-espace vec-
toriel de R™ engendré par M C R"”,

Théoréme 1.8. Supposons qu’il existe t € [Ty, T1] tel que
(1.21) ev{B;(t)v; v € R™, i € N} =R".

Alors le systéme de controle y = A(t)y + B(t)v est commandable.
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Montrons ce théoréme. On suppose donc qu’on a (1.21). D’apres le
théoreme 1.6, il suffit de vérifier que la matrice de commandabilité C
définie par (1.17) est inversible. Supposons que C' ne soit pas inver-
sible. Alors il existe € R™ \ {0} tel que Cx = 0 et donc 2*Cx =0
(on identifie R™ a L(R;R™) en associant & = Papplication R — R”,
A = Az) ou encore

T
(1.22) /T z*R(Ty1,s)B(s)B(s)*R(T1,s)* xds = 0.

Comme la quantité qui est sous le signe intégral dans le membre de
gauche de (1.22) est positive ou nulle, elle est identiquement nulle sur
[T07 TI]

z*R(T1,s)B(s)B(s)*R(T1,s)"r =0, Vs e [Ty, T1],

et donc

x*R(Tl,S)B(S) =0, Vse [T(),Tl],
ou encore
(1.23) k(s):=y*R(t,s)B(s) =0, Vs e [Ty, T1],

avec y = R(T1,t)*x (voir (1.12)). D’apres (1.11) et (1.12), R(T1,1)
est bijective et donc, comme x # 0,

(1.24) y #0.
Avec (1.11) et (1.12), on a
(1.25) R(s,t)R(t,s) = Identité.
Avec (1.14), on a
d

T (B(s,8) = A(s)R(s,7), Vs € [T, T1],

qui, avec (1.25), donne

<d(R(t, s))) R(s,7) + R(s,1)A(s)R(s,

t)=0, Vse [Ty, T1]

ds
et donc
(1.26) %(R(i, 5)) = —R(s,DA(s), Vs € [To, Ti)-

De (1.26), il vient



136 JEAN-MICHEL CORON

= —y"R(t,s)Bi(s), Vs € [To,Th].

Continuant de la méme fagon on montre, par récurrence sur 7 > 0,
que
KD(s) = (=1)'y*R(Z,5)Bi(s), Vs € [T, Th].
En particulier, pour tout ¢ € N,
(1.27) KO@) = (=1)'y" Bi(f).

Mais (1.21) et (1.23) donnent alors y* = 0, en contradiction avec
(1.24). O

La réciproque du théoreme 1.8, qui est fausse en général, est vraie
pour A et B analytiques : le calcul précédent (voir en particulier
(1.26)) montre en fait, a I'aide du théoréme 1.6,

Théoreme 1.9. Si A et B sont analytiques, alors le systéme de controle
y=A(t)y + B(t)v

est commandable si et seulement si on a (1.21) pour tout t € [T, T].

Remarquons que, pour le théoréme 1.9, on ne peut pas remplacer
dans (1.21) «i € N » par « i € [0,n—1] » comme on le fait dans la dé-
monstration du critere de Kalman (1.2) en utilisant Cayley-Hamilton.
(Prendre, par exemple, m =n =1, To =0, T} =1, t = 0 et le sys-
teme de contrdle ¢ = tv.) Toutefois on a la proposition suivante, ol
A et B sont seulement supposés de classe C°,

Proposition 1.10. Supposons quet € [Ty, T1] est tel que (1.21) soit vrai.
Il eziste alors e > 0 tel que, pour tout t € [Ty, T1|N([t—e, t+e|~{t}),

ev{B;(t)v; v €R™, i€ [0,n—1] NN} =R"

Remarquons que le théoréme 1.9 et la proposition 1.10 redonne le
critere de Kalman (1.2).
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1.2.c. Lien entre la commandabilité du systéme non linéaire
et la commandabilité du linéarisé. Dans cette sous-section on
se donne Ty < Tj et une trajectoire (Z,@) : [Tp,71] — R™ x R™ du
systeme de contréle & = f(x,u). On introduit d’abord la définition
suivante :

Définition 1.11. Le systéme de controle & = f(x,u) est localement
commandable le long de la trajectoire (Z,u) si, pour tout € > 0,
il existe n > 0 tel que pour tout a € R™ et tout b € R" avec
lz(To) — al < n et |z(Ty) — b < n, il existe u € CY([Tp, T1];R™)
tel que

(1.28) (& = f(z,ut) et 2(Tp) = a) = (2(T1) =b),
(1.29) u(t) —a(t)| < e, Ve [Ty, Ti).

On a alors le théoréme suivant :

Théoreme 1.12. Si le linéarisé autour de la trajectoire (T,u) est com-
mandable, alors le systéme de controle © = f(x,u) est localement
commandable le long de la trajectoire (T, ).

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, insistons sur le
fait que la réciproque de ce théoréme est fausse (exemple : n =m =1,
flz,u) =ud, Ty =0, Ty =1etT=1u=0). Pour la démonstration
on met sur CY([Ty, T1]; R¥) et sur CO([Tp, T1); R¥) la norme

2| = max{|2(t)] ; ¢ € [To, T1]}

et on commence par énoncer un théoreme qui justifie les calculs que
nous avons fait pour introduire le linéarisé. Pour énoncer ce théoréeme,
définissons

F:R" x CY([Ty, T1];R™) — R", (a,u) — F(a,u),

de fagon suivante : pour a € R" et pour u € CY([Tp, T1]; R™), soit
x: [Ty, T1] — R™ défini par

= f(z,u(t)), =z(Ty)=a.

On pose alors F'(a,u) = x(17). Du fait de la possibilité d’explosion en
temps fini, F' peut ne pas étre défini sur R™ x CY([Ty, T1]; R™) tout
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entier, mais bien sir elle est définie en (Z(1p),w) et F(T(Tp),u) =
Z(T1). On a de plus le théoreme suivant :

Théoreme 1.13. Le domaine de définition de F' est un ouvert de [’es-
pace R™ x CY([Tp, T1); R™) contenant (Z(1p),u). La fonction F est
de classe Ct et, pour (a,v) € R™ x CY([Ty, T1];R™), la différentielle
de F en (z(Ty),u) est définie par

F/(E(TO)aﬂ)(aﬂj) =b
ot b est défini par

<y _ g—i(f(t),ﬂ(t))y 4 g—i(f(t),ﬂ(t))v et y(Ty) = a)

= (y(Th) = b).

Ce théoréeme se démontre « a la main », a ’aide d’estimations du
type Gronwall; voir, par exemple, [19]. Nous allons maintenant dé-
duire le théoréme 1.12 du théoréme 1.13 et du théoréme d’inversion
locale. Soit G : R™ x CY([Ty, T1]; R™) — R x R™, (a,u) — G(a,v) =
(a, F(a,u)). D’apres le théoréme 1.13 cette fonction G est définie et
de classe C! sur un ouvert contenant (%(Tp),7(71)). On a

G/(x(TO)vﬂ)(aﬂ}) = (a, F’(x(TO),ﬁ)(a,v)).

D’apres 'hypothese du théoréme 1.12 et le théoreme 1.13 G'(z(Tp), )
est surjective. Il existe donc un sous-espace vectoriel V' de 1’espace
R" x CY([To, T1);R™) de dimension 2n tel que la restriction de
G'(x(Ty),w) & V soit bijective. Utilisant le théoréme d’inversion
locale pour la restriction de G a V' on obtient I'existence d’un ou-
vert O de R™ x R™ contenant G(z(1p),u) = (x(1p),z(11)) et d'une
application H : O—=V, (a,b) + (Hy(a,b), Hz(a,b)), de classe C*
sur O telle que

Go H(a,b) = (a,b),
(1.30) H(z(Ty),z(Th)) = (z(To), u).
A I’évidence Hi(a,b) = a et, par construction, on a (1.28) si on prend

u = Hs(a,b). Finalement la continuité de H et (1.30) donne (1.29)
pour u = Hs(a,b) si (a,b) est proche de (Z(Tp),z(11)). O
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1.2.d. Commandabilité locale en un point d’équilibre

Un point d’équilibre du systéme de controle & = f(x,u) est un
couple (z,u) € R™ x R™ tel que f(z,u) = 0.

Pour tout (Tp,T1) € R? avec Ty < T, la fonction t € [Ty, T]
(z,u) € R™ x R™ est une trajectoire du systeme & = f(x,u). Pour
la définition de la commandabilité locale en (z,u) € R" x R™ de
& = f(x,u) on a alors au moins deux possibilités suivant que ’on
demande que la commandabilité soit en temps arbitraire ou en temps
petit. Ici nous prendrons le temps petit et adoptons la définition

Définition 1.14. Le systéme & = f(x,u) est localement commandable
au point d’équilibre (z,u) si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que,
pour tout (a,b) € R™ x R™ avec |a — Z| < n et |b —Z| < n, il existe
u € CY([0,e]; R™) tel que

(@ = f(z,u(t)) et 2(0) = a) = (x(e) = b),
lu(t) —u| <e, Vte]|0,e].

Le linéarisé au point d’équilibre (z,u) € R™ x R™ du systéme
& = f(x,u) est le systéeme de controle linéaire stationnaire
Y= g‘;(f, )y + 22{(5, u)v
ou y € R” est I’état et v € R™ le contrdle. En appliquant le théoreme
1.12 & la trajectoire t € [0,e] — (Z,u) € R™ x R™, on a facilement le
théoreme

Théoréme 1.15. Si le linéarisé au point d’équilibre (Z,u) du systéme
= f(x,u) est commandable, alors le systéme & = f(x,u) est locale-
ment commandable au point d’équilibre (T, u).

Donnons un exemple d’application tiré de la mécanique spatiale.

Exemple 1.16. On s’intéresse au pilotage de 1’orientation d’un satel-
lite (pour le pilotage de la position, voir [1, probleme 12]). L’état
du systéme est alors constitué des 3 angles d’Euler (¢, 6,1) d’un re-
pére attaché au satellite par rapport & un repére fixe et de la vitesse
angulaire w de ce repere attaché au satellite par rapport au repere



140 JEAN-MICHEL CORON

fixe ; cette vitesse angulaire est exprimée dans le repeére lié au satel-
lite : dans ce repere w = (wi,wz,ws3)*. On a donc x = (w*,n*)* =
(w*, (¢,0,9))* € RS, de sorte que n = 6. Les contrdles sont (souvent)
des couples délivrés par m tuyeres. La dynamique du systéme est
donnée par (en identifiant les points de RP & des vecteurs colonnes)

(1.31) {w = J‘lS(w)Jw+Z?i1 u;b;,
= Anw,
ol
« J est la matrice d’inertie du satellite,
« S(w) est la matrice associée au produit vectoriel : S(w)w’ = w'Aw,
ou encore
0 w3 —Ww2
Sw)y=[-ws 0 w |,
wy —wi 0
. la matrice A(n) est donnée par

cos 6 0 sin 6
A(n) = sinftan¢ 1 —cosftang |,
—sinf/cos¢p 0 cosf/ cosd

« le vecteur u;b; de R? est le couple délivré par la tuyere i ; b; € R3
avec |b;| = 1 est la direction du couple : elle est fixée (ce n’est pas un
controle), u; € R, qui est un controle, donne I'intensité et le sens du
couple délivré par la tuyere .

Le controle est u = (ug,ug, ..., un)* € R™. En pratique, on prend
m = 3 et les vecteurs by, bs et b3 sont indépendants, de sorte que,
sans restreindre la généralité,

1 0 0
0 0 1

Le point ((@,7), %) = ((0,0),0) € R® x R3 est un point d’équilibre du
systeme de controle (1.31). Le linéarisé autour de ce point d’équilibre
est

(1.32) y = Ay + Bv
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(9. ()

ou I € L(R3;R3) est Iidentité de R? et O € L(R3;R3) est I'applica-

tion nulle. On a
O
15-(9).

ev{A"'Bu; u € R* i€ {0,0}} = R,

avec

De sorte que

et donc, d’apres le critere de Kalman (1.2), le systéme (1.32) est
commandable. Donc, d’apres le théoréme 1.15, le systéme de controle
(1.31) est localement commandable au point (0,0) € R® x R3.

On étudiera plus loin le cas ot une des tuyeres étant défectueuses
on a m = 2. Dans ce cas le linéarisé au point d’équilibre (0,0) €
RS x R3 n’est pas commandable et le théoréme 1.15, qui donne juste
une condition suffisante de commandabilité locale, ne permet pas de
conclure.

Remarque 1.17. Pour le systéme (1.31), la fonction f n’est pas définie
sur tout R™ x R" mais seulement sur 'ouvert
{(W*,n")* €R®>xR3; cosp # 0} x R™.

L’hypothese « f est défini sur tout R™ x R™ » n’a été faite que pour
simplifier les notations. On adapte facilement les définitions et les
théorémes au cas ot f n’est défini que sur un ouvert de R” x R™ (et
de classe C™ sur cet ouvert).

1.3. Systémes sans dérive

Dans cette section, on regarde une classe particuliere de systémes
de controle non linéaires : les systeémes sans dérive et affine par rap-
port au controéle, c’est-a-dire que

f(x,u) = Zulfl(x)v
=1

ou, pour i € {1,...,m}, f; € C°(R";R™). Ces systémes sont dits
sans dérive car quand le contrdle est nul I’état ne bouge pas. Bien siir
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de tels systemes sont tres particuliers; mais ils se rencontrent tres
souvent pour les systémes d’origine mécanique.

Donnons un « prototype » de tels systémes. On prend m = 2 et
m = 3. Le systeme est

(1.33) .fl = ui, x‘g = U2, .%"3 = Z1U2 — T2U1.

Ce systeme est un modele, tres simplifié, d’une voiture, ou on a effecti-
vement deux controles : tourner le volant et appuyer sur I’accélérateur
et ou I'état apparait naturellement de dimension 3 : deux coordon-
nées pour le centre de gravité (la voiture se déplace sur un plan ou
une surface) et un angle pour donner I’axe de la voiture. Apres dif-
férentes simplifications (par exemple on suppose que ’on controle la
vitesse directement alors que c’est en fait ’accélération le controle
physique) et un bon choix de variables on arrive a (1.33). Tous les
points (7,0) € R3 x R? sont des points d’équilibre du systéme (1.33)
— c’est un phénomene général pour les systémes sans dérive — Le
linéarisé du systeme (1.33) au point d’équilibre (Z,0) est

(1.34) YL =v1, Y2 =U2, Y3 =TV — ToV1;

Pour ce systéeme linéaire, le critere de Kalman (1.2) n’est pas satisfait
et donc ce systéme linéaire n’est pas commandable. Pourtant, on va
voir dans cette section un critére suffisant (et nécessaire si les f; sont
analytiques) de commandabilité pour les systémes sans dérive qui
va nous montrer que le systéme (1.33) est bien commandable. Pour
donner ce critere on a besoin de rappeler la définition du crochet
de Lie de deux champs de vecteurs. C’est 'objet de la sous-section
suivante.

1.3.a. Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Soient X et Y deux champs vecteurs de classe C'*° sur R"”, c’est-
a~dire deux fonctions de R™ dans R™ de classe C**° sur R"™. On pose
X=(X,...,.Xp), Y =(Y1,...,Y,).

Le crochet de Lie de X et de Y est le champ de vecteurs, noté
[X,Y] € C>*(R™;R"), dont la iétme composante sur la base canonique
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de R™ est donné par

X Y)i(e) = 32 (X500 o) — Vi) ot ),

J=1

autrement dit
(X, Y](z) =Y ()X (x) — X'(z)Y (2).
On a bien siir
(1.35) [X,Y]=-[Y, X].
On a aussi 'identité de Jacobi, que I'on vérifie facilement a la main,
(1.36) X, [Y, Z)) + Y2 (2, X]) + [2,[X, Y]] = 0,

pour tout (X,Y, Z) € C>®(R™;R")3. Rappelons que, si V € C>(Q; RP)
ot 2 est un ouvert non vide de R", et si X € C*°(R™; R™), on définit
la dérivée de Lie de V' dans la direction de X par

LxV(x) = ZXi(x)gﬂ‘;(x), Vz € Q,
ou encore
LxV(z)=V'(2)X(z), Vze.
On vérifie de nouveau facilement que

(1.37) Lixy|V = Lx(LyV) — Ly (LxV),

pour tout (X,Y) € C®(R™R™)? et pour tout V € C>°(R"; RP).

Terminons cette sous-section par une remarque expliquant pour-
quoi les crochets de Lie sont importants pour le probleme de la com-
mandabilité. Considérons, pour simplifier, le cas m = 2 de sorte que
le systéme est

T =y f1(x) + ua fa(x).
On sait comment se déplacer « dans la direction de f1 » : il suffit
de prendre (u1,us) = (1,0). De la méme fagon on sait comment se

déplacer « dans la direction de fy ». Expliquons comment on peut se
déplacer dans la direction de [f1, f2]. Soit

¢i :R" xR —R" (z,t) —> ¢(x,t),
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le flot associé au champ de vecteurs f; :

(1.38) D0 2.0) = fuloila. )

(1.39) ¢i(x,0) = z.

Les fonctions ¢;, ¢ € {1,2}, sont définies sur des ouverts de R” x R
contenant R" x {0}. Posons ¢!(z) = ¢;(x,t). Considérons maintenant,
pour ¢ > 0, le controle u : [0,4¢] — R? défini par

]
u(t) = (1,0),  Vte[0,¢],
ut) = (0,1),  Vte 2],
u(t) = (—=1,0), Vt € [2e,3¢],
u(t) = (0,-1), Vte [3e,4e].

Supposons qu’'au temps t = 0 I'état du systéme soit a € R™. Alors,
au temps t = 4e, I'état du systeme est o5 ¢; @5 ¢7(a) et un calcul
direct montre que, quand € — 0,

(1.41) 03 “91° 05 ¢i(a) = a+ (1, fo(a) + O(?).

On arrive ainsi a se déplacer dans la direction de [f1, f2]. Mais remar-
quons que c’est « plus difficile » que de se déplacer dans la direction
de f1 ou de fo : au bout du temps 4e on ne s’est déplacé que de
€2[f1, fo](a) et donc d’une quantité en €2 alors que, par exemple, le
controle u : [0,e] — R2 u(t) = (1,0), nous permet de déplacer 1'état
de efi(a), qui est un terme en e. C’est ce qu’on observe d’ailleurs
quand on conduit une voiture : il est difficile de la déplacer laté-
ralement quand on part d’une vitesse nulle, c’est-a-dire de faire un

(1.40)

créneau. La « manceuvre » (1.40) est d’ailleurs ce que l'on fait pour
faire le créneau : on tourne le volant & droite, on recule, on tourne le
volant a gauche et on avance.

Une fois qu’on sait se déplacer dans la direction [fi, f2] on voit
assez facilement comment se déplacer dans les directions des crochets
Lie [f1,[f1, f2]] et [f2,[f1, f2]] et ainsi de suite (mais cela devient de
plus en plus compliqué). On est donc conduit a considérer 1’algebre
de Lie engendrée par une famille de champs de vecteurs :

Définition 1.18. Soient m un entier > 0 et f; € C*°(R™;R"™) pour i €
[1,m]. On appelle algebre de Lie engendrée par les champs de vecteurs
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f1,- -+, fm le plus petit sous-espace vectoriel E de C*°(R"™; R™) tel que

(1.42) fieE, Vie[l,m],
(1.43) (9ge EetheE) = (|g,h] € E).

Cette algebre de Lie est notée Lie{f1,..., fm}.

Bien stir un tel plus petit sous-espace vectoriel vérifiant (1.42)-
(1.43) existe : il suffit de prendre 'intersection de tous les sous-espaces
vectoriels vérifiant (1.42)-(1.43).

Par exemple [f1, f2] et [f1,[f1, f2]] sont dans Lie{fi, fo}. En fait
en utilisant 'anticommutativité du crochet de Lie (voir (1.35)) et
lidentité de Jacobi (1.36) on peut donner une description simple de
Lie{f1,..., fm} en procédant de la fagon suivante. Soit S 1’ensemble
des suites finies a valeurs dans {1,...,m}, c’est-a-dire la réunion
des Sk, k € N~ {0}, ou S désigne I’ensemble des applications de
{1,...,k} dans {1,...,m}. Pour o € Sy on associe f, € C*°(R";R")
défini par récurrence sur k de la facon suivante :

(i) Sik=1, fo = foq)s

(ii) Si k > 2, soit o la restriction de o & {1,...,k — 1}. On a
fo = [fow), 5]

En raisonnant par récurrence sur la longueur des crochets itérés (i.e. le

nombre de f; apparaissant dans les crochets) on démontre facilement
a l'aide de 'anticommutativité et 'identité de Jacobi la proposition

Proposition 1.19. Lie{f1,..., fm} est 'ensemble des combinaisons li-
néaires finies des champs de vecteurs dans {fs;0 € S}.

Au vu de ce qui a été dit plus haut (voir en particulier (1.41)) il
est tentant de conjecturer que, si

{9(x);9 € Lie{f1,..., fm}} =R", VzeR",

on peut « se déplacer dans toutes les directions » et donc le systeme
& =Y ", uifi(z) est commandable. On va voir dans la section sui-
vante que c’est effectivement le cas.
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1.3.b. Crochets de Lie et commandabilité. Dans cette sous-
section nous prenons comme définition de commandabilité

Définition 1.20. Le systeme & = > ", u;f;i(x) est commandable si,
pour tout (a,b) € (R")?, il existe T > 0 et u € CY([0,T]); R™) tel que

(:;; = 3" wit) filz) et 2(0) = a> — («(T) = b).
=1

Remarquons que si (Z,u) : [0,7] — R™ x R™ est une trajectoire
de & = >, uifi(x), alors, pour tout A > 0, (zx,uy) : [0,AT] —
R™ x R™ défini par

ea(t) = 2(t/3), ua(t) = sut/A), Vee oA

est aussi une trajectoire de & = )", u; fi(x). Donc, dans la définition
1.20, on peut remplacer « il existe T' > 0 et u € » par « et pour tout
T > 0, il existe u € ».

Le résultat principal de cette sous-section est le théoréme de Ra-
shevski [36] — Chow [4] :

Théoreme 1.21. St

(1.44) {9(z); g € Lie{f1,..., fm}} =R™, Vz €R",

alors le systéme & =Y ;" u; fi(x) est commandable.

Montrons ce théoréme. Pour simplifier les notations, supposons
que les champs f;, i € {1,...,m}, sont complets, c’est-a-dire que les
flots ¢; de ces champs de vecteurs (voir (1.38)—(1.39)) sont définis sur
R™ xR tout entier. (En fait on peut se ramener & ce cas en remplacant
fi(z) par fi(x) = (1 + |f;(2)]2) " f;(2) : le champ f; est borné donc
complet, la condition (1.44) implique la méme condition avec ﬁ ala
place de fiet & =>"", u; fi(x) est commandable (si et) seulement si
& =" u;fi(x) est conmandable).

Soit, pour i € {1,...,m} et t > 0, ¢! : R — R™ défini par
¢t (x) = ¢i(z,t). Notons que, pour ¢ < 0,

(¥ = —fi(y), y(0) = ) = (¢}(z) = y([t]))-
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Ainsi, si on note A(a) C R" 'ensemble des gbf: o (ﬁ?’:: o---0 d)f; (a)
ou ke N i;e{l,...,m}Vjel[lk]t; € RVje[lk] il suffit de
vérifier que (1.44) implique que

A(a) =R", VaeR"
Il résulte facilement de la définition de A que

(1.45) ((b € A(a) et c€ A(b)) = (c € A(a))),
V(a,b,c) € R" x R™ x R".
Par ailleurs, comme

plogil(z)==2, VxeR" WVteR, Vie{l,...,m},

2

on a

t tp— t —t —tp— —t
b:@io%ﬁ_io'”o@i(a):>a:¢i11°"'o¢ik_kllO‘bikk(b)

et donc
(1.46) (be Ala) = a € A(b)), V(a,b) € R" x R".

Admettons pour l'instant le lemme

Lemme 1.22. Sous l’hypothése (1.44) du théoréme 1.21, on a :

A(a) contient un ouvert non vide, Va € R".

On suppose que l'on a (1.44). Montrons que, pour tout a € R"™,
A(a) est a la fois ouvert et fermé dans R™ et donc égal a R"™ (A(a)
est non vide car a € A(a)).

Etape 1. Montrons que
(1.47) A(a) est un voisinage de a, Va € R™.

D’apres le lemme 1.22, il existe b € A(a) tel que A(a) est un voisinage
de b. Comme b € A(a), il existe k& € N~ {0}, des indices iy,...,
dans {1,...,m} et des réels ti,...,t; tels que b = ¥(a) avec ¢ =
¢;’z o @b;:j o---0 qS:fi(a). Comme 1) est continue, 1 ~1(A(a)) est un
voisinage de a. De plus ¢ est un homéomorphisme de R" : on a
Pl = ¢z‘_1t1 0---0 gb;kt_’“l’l o ¢ . Cette expression de 1! et (1.45)

i,
montrent que ¥~ !(A(a)) C A(a), ce qui termine la démonstration de

(1.47).
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Etape 2. A(a) est un ouvert de R™. En effet, soit b € A(a); alors A(b)
est un voisinage de b. Mais, d’apres (1.45), A(b) C A(a). Donc A(a)
est un voisinage de b.

Etape 3. A(a) est un fermé de R™. En effet soit (by; k € N) une suite
de points de A(a) convergent vers b € R". D’apres (1.47), A(b) est
un voisinage de b et donc il existe kg € N tel que by, € A(b), ce qui
avec (1.46) implique que b € A(by,). Comme by, € A(a) on a alors,
avec (1.45), b € A(a) et donc A(a) est un fermé de R".

Il reste a montrer le lemme 1.22. Un outil clé pour démontrer cette
proposition est le lemme suivant :

Lemme 1.23. Soit k un entier dans [L,n —1]. Soit ¢ : R¥ - R" s
©(y) une application de classe C™ sur un voisinage de j € RF. On
suppose que @' () est injective. Il existe alors un ouvert w de RF
contenant 7, un ouvert Q de R™ contenant o(w) et V€ C®(Q;R*F)
tels que
Vie(y)) =0,
ker V'(p(y)) = ¢ (y)(RY), Wy € w.

Montrons ce lemme. Soit ¢ une application linéaire de R*~* dans

R"” telle que

(1.48) (R + (4 (7)) = R™.
Soit

Yy € w,

PiRFXRY™F R (y,2) — ¥(y, 2) = o(y) + £(2).

D’apres (1.48), 1/(7,0) est surjective donc bijective. Il existe donc,
d’apres le théoreme d’inversion locale, un ouvert U de RF x R*~*
contenant (¥,0), un ouvert 2 de R™ contenant ¢(7)(= ¢ (7,0)) et
T € C®(Q;U) tel que

(V(y,2z) =z et (y,2) €V) <= (v € et (y,2) =T(x))
Soit Py : RF x R*™F — R™* (y,2) ~ 2. On voit facilement qu’il
suffit de prendre

(i) pour w, un ouvert de R* contenant 7 et tel que w x {0} C U,
(ii) V= PyoT.
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On revient maintenant a la démonstration du lemme 1.22. Soit a € R™.
On commence par remarquer que les vecteurs fi(a),..., fim(a) ne
peuvent pas étre tous nuls. En effet, si tous ces vecteurs sont nuls,
alors le sous-espace vectoriel £ := {f € C®(R™";R"); f(a) = 0}
de C>*(R™;R"™), qui vérifie (1.43), vérifie aussi (1.42) et donc on a
Lie{f1,..., fm} C E, en contradiction avec (1.44) (prendre z = a).
Soit i1 € {1,...,m} tel que

(1.49) fir(a) £ 0.

Sin =1, {¢§1(a);t € R} est un voisinage de a. On suppose donc
n > 2. Appliquons le lemme 1.23 avec k = 1, ¢(y) = qﬁ?l (a) et g =0.
I existe £ > 0, un ouvert ; de R” contenant {¢} (a); t € | —e1,e1[}
et V€ C®(;R"1) tels que

(1.50) V( ﬁl(a)) =0, Vte]—eel],
(1.51) ker V'(¢! (a)) =R fi, (¢! (a)), Vte]—e, el
On note alors qu'il existe t1 € | — 1,1 et iz € {1,...,m} tel que

t tl
Vl(%i (a))fi2 (¢11 (a>) # 0
En effet, si ce n’est pas le cas,

E:={f e C®R%R"); V'(¢} (a)) (¢} (a)) =0 Vte]—ep, e}

i1
est un sous-espace vectoriel de C>°(R";R") qui contient 1’ensemble
{fi,---, fm}. Supposons que (1.43) soit vrai. Alors

Lie{f1,..., fm} C E,
et donc
h € Lie{f1,..., fm} = V'(a)h(a) =0

en contradiction avec (1.44) et (1.51) si on prend x = a et t = 0. Véri-
fions (1.43). D’apres (1.37) il suffit de vérifier que si € C*>(; R" 1)
est tel que

(1.52) 0(¢! (a)) =0, Vte]—er, e

et si f € C°(R™;R") est tel que
(1.53) V'(¢h, () f(#,(a) =0 Vte]—er,e,
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alors

(1.54) 0' (65, (a)) f(5,(a)) =0 Vte]—epell
(Pour g et h dans E, prendre successivement (6, f) = (L4V,h) et
(0, f) = (LpV,g).) Dérivons (1.52) par rapport a ¢; il vient

(1.55) 0' (¢, () fi, (¢5,(a)) =0 Vte]—e el
Mais (1.51) et (1.53) impliquent que f (¢! (a)) = A(t) fi, (¢}, (a)), avec

A(t) € R, pour t € ] —e1,e1[; ce qui, avec (1.55), implique (1.54).
Il existe donc t1 € ] —e1,e1[ et ia € {1,...,m} tel que

1
(1.56) V(31 (a)) fir (911 (@) #0,
ce qui, avec (1.51), implique que
(L.57)  fi, (qﬁg(a)) et fi, (¢i(a)) sont linéairement indépendants.
Soit ¢ : RZ — R”, (t1,t2) — qbf; o qb‘;fi(a). On a ¢(R?) C A(a) et
8(,0 tl
872“%’ 0) = fir (¢ (a)),
e

871@%’0) = fi, (¢§(G))-

En particulier, avec (1.57), ¢/(t1,0) est injectif. Sin = 2, ¢'(t},0) est
donc bijectif et le théoréme d’inversion locale nous assure que p(R?)
(et donc A(a)) est un voisinage de ¢(t1,0). On suppose donc n > 3
et on réitere le processus précédent. Esquissons rapidement comment
on procéde. On applique le lemme 1.23 avec k = 2, ¥ = (t1,0). On
en déduit I’existence d’un ouvert w de R? contenant 7, d’un ouvert €2
de R" contenant ¢(w) et d'une fonction V € C°°(2;R"~2) telle que

V((p(tl,tg)) =0, V(tl,tQ) cw,

(1.58) ker V’(gp(tl,tg)) = ¢/ (t1,12)(R?), VY(ty1,t2) € w.

De nouveau on note alors qu'il existe (t7,13) € w et i3 € {1,...,m}
tel que

(1.59) V' ((#1,13)) fia (0(t1,13)) # 0

En effet, si ce n’est pas le cas,

E:={f e C®R%R"); V'(o(y)f(ely) =0, Vyew}
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est un sous-espace vectoriel de C°°(R™;R™) qui contient I’ensemble
{f1,..., fm}. Comme ci-dessus on vérifie que (1.43) est vrai et donc
que

Lie{f1,..., fm} C E,

ce qui, comme ci-dessus, conduit & une contradiction avec (1.44) si
I'on prend = = (7). Soit maintenant 1 : R® — R™, (t1,t2,t3)
qﬁfg o ¢f§ o (;52 (a). On a ¥(R3) C A(a) et de (1.59) et (1.58) on déduit

facilement que

V(. 13, 0)(R?) =R fiy (o(t7,13)) @ ker V' (7, 13))
et donc ¢/ (t2,13,0) est injectif (noter que ker V'(z) est de dimension
au moins 2, Vr € p(w)). Sin = 3, ¥/(t3,13,0) est alors bijectif et le
théoréme d’inversion locale nous assure que 1 (R3), et donc A(a), est
un voisinage de ¥ (t2,t2,0). Si n > 3, on continue... O

Revenons au systéme (1.33). Pour ce systéeme m = 2, n = 3,
filx) = (1,0, —z2)*, fa(z) = (0,1,z1)*. Un calcul simple donne
[f1, fo](z) = (0,0,2)*, de sorte que

Rfl(ﬂj)@sz(.’E)@R[fhfg](fﬁ):Rg, vwERs
Le systéme (1.33) est donc bien commandable comme annoncé.
Le théoreme 1.21 est quasiment optimal : sa réciproque est vraie

pour les systemes analytiques. On a le théoréme suivant, di a Her-
mann [20] et Nagano [33],

Théoreme 1.24. Si les champs de vecteurs f1,..., fm sont analytiques
et si le systéme & = > ", u; fi(x) est commandable, alors

{g(x);g € Lie{f1,..., fm}} =R", VzeR"

1.4. Systémes avec dérive

La situation pour les systemes avec dérive est considérablement
plus compliquée et encore largement mal comprise, méme si on limite
ses ambitions a des résultats locaux, comme on le fera ici. Pendant
toute cette section, on suppose que

f(0,0) =0,
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et on s’intéresse a la commandabilité locale du systeme & = f(x,u)
n (0,0). On adopte la définition

Définition 1.25. On dit que le systéeme & = f(z,u) est localement
commandable en (0,0) si pour tout ¢ > 0 il existe n > 0 tel que,
pour tout (zg,z1) € R™ x R™ avec |xg| < 1 et |z1] < 7, il existe
u € CY([0,e]; R™) tel que
u(t) <e, Ve,
(& = f(z,u(t)) et 2(0) = z9) = (z() = z1).
Nous allons donner une condition nécessaire et une condition suf-

fisante de commandabilité locale. Pour simplifier les notations, nous
supposons que le systeme est affine en le controle, c’est-a-dire que

Fla,u) = folw) + 3 uifile),
=1

ou f;, i1 =0,0,...,m, est dans C*°(R"™;R™). Une condition nécessaire
de commandabilité locale est alors donnée dans le théoreme suivant,
qui se déduit du théoreme 1.24,

Théoreme 1.26. Supposons que les champs de vecteurs fo, f1,-.., fm
soient analytiques. Si le systéme & = fo(x) + > " u; fi(x) est locale-
ment commandable en (0,0), alors

(1.60) {9(0); g € Lie{fo, fi, .-, f}} = R™.

Cette condition nécessaire de commandabilité est suffisante dans
deux cas importants.

(i) Les systemes linéaires : & = Az + Bu. En effet, un calcul simple
montre que si fo(x) = Az, fi(x) = Be; pour i € {1,...,m} ou
(e1,...,em) est une base de R™ alors

adf, f;(0) = (—1)* A*Be;,
ou ad’}o fi € C°(R™;R™) est défini par récurrence sur k € N par
ady fi = fi,
ad}, f; = [fo, ad} ' fi).

11 suffit alors d’utiliser le critére de Kalman (1.2) pour conclure.
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(ii) Les systemes sans dérive : fo(z) = 0, Vo € R™. Cela résulte (de
la démonstration) du théoreme 1.21.

Mais la condition nécessaire de commandabilité locale donnée par le
théoreéme 1.26 n’est pas suffisante en général. Prenons, par exemple,
n =2 et m =1 et considérons le systeme

(1.61) B =a2 dy=u

de sorte que fo(x) = (23,0)%, fi(z) = (0,1)*. On a [f1,[f1, fo]] =
(2,0)* et donc [fi1, [f1, fo]](0) et f1(0) engendrent R2. Pourtant le
systéme (1.61) n’est pas localement commandable en (0,0) € R? xR :
en effet, r1 ne peut qu’augmenter au cours du temps pour les solutions
de (1.61).

Nous allons maintenant donner une condition suffisante de com-
mandabilité locale. Notons Br(f) 'ensemble des crochets de Lie itérés

des vecteurs fo, f1,..., fm. Par exemple
(1.62) h1 = [fo, [[f1, fol, fol € Br(f),
(1.63) ha = [[[fo, [f1, fol], f1] € Br(f).

La définition que nous avons donnée Br(f) n’est pas précise, mais
peut étre rendue facilement rigoureuse. Le seul point sur lequel nous
nous contenterons d’insister c’est que les crochets de Lie sont des
objets « formels » : il se pourrait que pour les champs fo et f1 que
l'on s’est donné on ait hy(x) = ho(z), Vo € R™; méme si c’est le cas
h1 et hg ne sont pas « identifiés ». Pour h € Br(f) et i € {0,0,...,m},
on note par d;(h) le nombre de fois ou f; apparait dans la définition
de h. Par exemple si m = 2, on a avec (1.61) et (1.63)

do(h1)

1 da(h1)
do(h2)

1, 1) =0,
2, Ga(hy) = 0.

3, di(h)
27 51 (h2)

On voit sur cet exemple pourquoi il est important de considérer les
éléments de Br(f) comme des objets « formels » pour pouvoir définir
di(h). Soit Sy, le groupe des permutations de {1, ..., m}. Pour 7 € S,,
et h € Br(f), on note h™ ’élément de Br(f) obtenu en remplagant,
dans la définition de h, f; par fr;) pour tous les i € {1,...,m}.
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Finalement, pour h € Br(f), on pose

o(h)= Y h".

WES’m

Par exemple, si m = 2, on a, avec (1.63),

a(he) = [[[fo, [f1, foll, fr] + [[[fo, [f2, fol, f2].

Pour 6 € [0, +oc[, on dira que le systéme @ = fo(x) + > v, uifi(z)
satisfait la condition S(0) si, pour tout h € Br(f) avec dp(h) impair
et 0;(h) pair pour tout ¢ € {1,...,m}, o(h)(0) appartient & ’espace
vectoriel engendré par les g(0) ou g € Br(f) satisfait

003(g) + > di(g) < 0S0(h) + > 5i(h).
=1 i=1

On a alors le théoréme suivant, di & Sussmann [40],

Théoréeme 1.27. Si, pour un 6 € [0,1], le systéme © = fo(x) +
Yot uifi(x) satisfait la condition S(0), et si la condition de rang
(1.60) est satisfaite, alors le systéme & = fo(x) + Y i  u;ifi(x) est
localement commandable en (0,0) € R™ x R™.

Pour la démonstration nous renvoyons a [40]. Mentionnons juste
que la condition S(6) est satisfaite pour tout 6 pour

(i) les systeémes sans dérive : dans ce cas, si h € Br(f) contient un
nombre impair de fy (qui est = 0), il contient au moins un fy et est
donc nul,

(ii) les systémes linéaires & = Az + Bu : dans ce cas, si h € Br(f)
est tel que 61(f) + d2(f) + -+ om(f) # 1, alors h(0) = 0.

Exemple 1.28. Revenons au probleme du contréle de I’'orientation d’un
satellite ; voir I'exemple 1.16 ci-dessus. Le controle de l'orientation
est assuré habituellement a l'aide de 3 tuyeres : avec les notations de
(1.31), on a m = 3 et (by, bg, b3) est une base de R3. Dans cet exemple
on étudie le cas ou une des tuyeres est en panne. (Cela arrive en fait
souvent, au point que, par sécurité, les tuyeres sont généralement
doublées). On a donc, toujours avec les notations de (1.31), m = 2
et les vecteurs by et by sont indépendants. On vérifie alors facilement
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(voir [2] ou [14]) que le systéme (1.31) vérifie la condition de rang
(1.60) si et seulement si

(1.64) ev{S(w)J tw; w € ev{by,bo}} + Rby + Rby = R,

De plus, le calcul montre que si (1.64) est vérifié alors S(1) est satis-
fait. Il résulte donc des théoremes 1.26 et 1.27 que le systeme (1.31)
est localement commandable en (0,0) € RS x R? si et seulement
si (1.64) est satisfait. Remarquons qu’il a été montré par Bonnard
dans [2] que (1.64) implique en outre la commandabilité globale en
temps grand.

Remarque 1.29 (voir aussi la remarque 1.17). Rappelons que, pour le
systeme (1.31), la fonction f n’est pas défini sur R® x R™ tout entier.
Mais elle est définie et analytique sur un voisinage de (0,0) € R xR™.
Pour appliquer les théorémes 1.26 et 1.27 il suffit d’introduire un
difféomorphisme analytique entre un ouvert de RS x R? contenant
(0,0) et contenu dans le domaine de définition de f et RS x R? qui
image (0,0) en (0,0).

Chapitre 2. Stabilisation
2.1. Introduction

Les contréles du chapitre précédent sont « en boucle ouverte » : ils
dépendent du point de départ, du point d’arrivée et du temps. Dans
la pratique, ces contréles sont souvent peu robustes aux perturba-
tions (erreurs de modele, erreurs sur le point de départ). Pour s’en
convaincre il suffit d’essayer d’aller & pied de I'Ecole polytechnique &
la station de RER « Lozére » en fermant les yeux : ¢’est une tache dif-
ficile (et non dépourvue de danger dans la descente de I'escalier aux
300 marches). Dans la pratique on ouvre les yeux : le controle que 'on
utilise dépend de ce que 'on voit, c’est-a-dire de I'état du systeme.
C’est un controle en boucle fermée. De fagon plus mathématique,
on cherche un retour d’état, ou feedback, c’est-a-dire une fonction
x — u(x) telle que le point que 'on cherche a atteindre soit asymp-
totiquement stable pour le systéme bouclé & = f(x,u(x)). Il est alors
naturel de se demander si la commandabilité implique ’existence d’un
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tel u. On va voir que ce n’est pas toujours le cas, mais que l'intro-
duction de feedbacks instationnaires, c’est-a-dire dépendant aussi du
temps, sauve souvent la situation. Ce chapitre est organisé de la fagcon
suivante :

. dans la section 2.2, on fait des rappels sur la stabilisation asymp-
totique des systemes,

« dans la section 2.3, on montre que la commandabilité du linéarisé
implique l'existence de feedbacks asymptotiquement stabilisants,

. dans la section 2.4, on donne une obstruction a l’existence de
feedbacks asymptotiquement stabilisants,

. dans la section 2.5, on énonce des théoremes montrant que la
commandabilité locale implique souvent l’existence de feedbacks
instationnaires asymptotiquement stabilisants.

2.2. Stabilisation asymptotique

Pour des raisons qui apparaitront clairement dans la section 2.4,
il est important de considérer le probleme de la stabilisation asymp-
totique pour des champs de vecteurs dépendant du temps et seule-
ment continus. Soit donc X € C°(R™ x R;RR™). Notons que le pro-
bleme de Cauchy : étant donné ty € R et zg € R", trouver z :
I (intervalle contenant to) — R™ de classe C' vérifiant

t=X(z,t), tel et z(ty) =xo

a au moins une solution maximale, mais on n’a plus d’unicité
des solutions maximales. La démonstration de Dexistence (théo-
reme de Péano) se fait en régularisant le champ et en passant
a la limite grace au théoréme d’Ascoli; voir, par exemple, [19].
Comme dans le cas régulier le domaine de définition d’une solution
maximale est un ouvert I = Ja,w| contenant ¢y et si w < 400
(resp. @ > —00) limy_,,+ |z(t)] = 400 (resp. lim;_,,- |z(t)| = +00).
Voici un exemple de non unicité : on prend n = 1, X (z,t) = |z|'/2,
to = zg = 0; alors, pour tout a > 0, z : R — R défini par

2(t) = i(t — )2, Ve [a,+ool,
z(t) =0, VYte]|—o0,q],
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est une solution maximale du probléme de Cauchy. Rappelons notre
convention : toutes les solutions de & = X (x,t) sont maximales.
Donnons maintenant la définition de I'asymptotique stabilité.

Définition 2.1. Soit X € C°(R™ x R;R"). On dit que zo(€ R") est
localement asymptotiquement stable pour & = X(x,t) si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout 7 € R et pour
tout 7' > 71
(& = X (x,1) et |z(1) —xo| <n) = (Jz(7') — zo| < ¢),

(ii) il existe d > 0 tel que, pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que,
pour tout s € R,

(2.1) (&= X(z,t) et |z(s) — 0| < 9)
= (Jz(1) —zo| <&, VT = s+ M).
Si, de plus, pour tout § > 0 et pour tout ¢ > 0, il existe M > 0

tel que l'on ait (2.1) pour tout s € R, on dit que z( est globalement
asymptotiquement stable pour & = X (z,t).

On a une caractérisation de I'asymptotique stabilité a l'aide de
fonctions de Liapounov. Donnons cette caractérisation dans le cas
global

Théoréme 2.2. Le point xqy est globalement asymptotiquement stable
pour & = X (z,t) si et seulement si il existe V€ C®°(R" xR; [0, +00[),
(a1, az,a3) € CO(R™; [0, +00[) tels que

ai(z) >0, Vie{l,2,3}, VzeR"~{x},

Oéi(wo) =0, Vie {1,2,3},

oV = oV
- . i < n
T (z,t) + E Xi(z,t) o7, (z,t) < —as(z), V(x,t) € R" xR,

i=1
ar(z) < V(z,t) < ao(z), V(z,t) € R" xR
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De plus, si X ne dépend pas du temps, on peut prendre V indépendant
du temps et, si X est T-périodique par rapport au temps, on peut
prendre V' T -périodique par rapport au temps.

L’introduction de telles fonctions V' pour étudier la stabilité asymp-
totique des points d’équilibre est due & Liapounov. Le théoreme 2.2 a
une longue histoire ; voir [18]. Sous la forme présentée ici, il est dii a
Kurzweil [28]. Pour une démonstration plus simple que celle de [28],
mais pour le cas indépendant du temps, voir l'article [5] de Clarke,
Ledyaev et Stern.

Ce théoréme montre la « robustesse » de 'asymptotique stabilité.
En effet de ce théoréme on déduit facilement (cela peut aussi se mon-
trer & la main)

Théoreme 2.3. Si le point xq est globalement asymptotiquement stable,
1l existe

r e COR™ . {z0},]0, +o0)
tel que, pour tout Y € CO(R™ x R;R™) satisfaisant
(2.2) Y (z,t) — X(x,t)| <r(x), VY(z,t) e (R"{x0}) xR,

le point xo est globalement asymptotiquement stable pour & =Y (z,t).

De la version locale du théoréme 2.2 (voir [28]), on déduit une
version locale du théoreme 2.3 en remplagant « globalement » par
localement et en demandant que (2.2) soit vrai pour tout (z,t) €
R x R avec 0 < |z — x¢| < € pour un € > 0.

Rappelons que 'on a (voir, par exemple, [19] ou [1])

Proposition 2.4. Soit X € CY(R™;R) et soit xg € R™. Si z est locale-
ment asymptotiquement stable pour le systéme linéaire & = X'(xg)x,
alors xq est localement asymptotiquement stable pour & = X (x).

Rappelons aussi que 0 est localement ( = globalement) asympto-
tiquement pour le systeme linéaire £ = Ax si et seulement si toutes
les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative ;
voir [19] ou [1] par exemple.
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2.3. Stabilisabilité et stabilisabilité du linéarisé

Dans cette section et les suivantes on se donne f € C*°(R"xR™; R"™)
vérifiant

£(0,0) = 0.

Un feedback est une fonction u : R — R™, x +— u(z). On devrait
en fait dire « feedback stationnaire » pour insister sur le fait que le
feedback ne dépend pas du temps. On ne le fera pas pour ne pas
alourdir le texte.

On introduit la définition

Définition 2.5. On dit que le systéme @ = f(z,u) est localement
(resp. globalement) asymptotiquement stabilisable a 1’aide d’un feed-
back sl existe u € C°(R";R™) s’annulant en 0 tel que 0(€ R")
est localement (resp. globalement) asymptotiquement stable pour le
systeme & = f(z,u(x)).

Le but de cette section est de montrer la proposition simple, mais
trés utile, suivante :

Proposition 2.6. Si le linéarisé de & = f(x,u) en (0,0) est localement
asymptotiquement stabilisable a l'aide d’un feedback, alors le systéme

= f(x,u) est localement asymptotiquement stabilisable d l’aide d’un
feedback.

Comme un systeme linéaire & = Ax+ Bu commandable est globale-
ment asymptotiquement stabilisable a ’aide d’un feedback (linéaire;
voir [30]), on déduit de la proposition 2.6 le

Corollaire 2.7. Si le linéarisé de © = f(xz,u) en (0,0) est comman-
dable, alors le systéme & = f(x,u) est localement asymptotiquement
stabilisable a ’aide d’un feedback.

Par exemple le systeme (1.31) modélisant I’évolution de l'orien-
tation d’un satellite est localement asymptotiquement stabilisable a
I'aide d’un feedback si on a trois tuyeres indépendantes, c’est-a-dire
si m = 3 et si les 3 vecteurs by, by et by sont indépendants.
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Montrons maintenant la proposition 2.6. On suppose donc que le
systeéme linéaire

y = Ay + Bv
ou le contréle est v € R™ et I’état y € R™ et ou
of of
A=—(0,0 B=—-—-(0,0
0,0, B=2(00),

est localement asymptotiquement stabilisable. Admettons pour I’ins-
tant le lemme

Lemme 2.8. Si le systéeme linéaire y = Ay + Bv est localement asymp-
totiqguement stabilisable a l'aide d’un feedback, alors il existe un feed-
back linéaire u(x) = Cx avec C' € L(R™;R™) tel que 0 est globalement
asymptotiquement stable pour & = (A + BC)x.

Soit donc C' € L(R™;R™) tel que 0 est globalement asymptoti-
quement stable pour & = (A + BC)z. Soit X (z) = f(x,u(x)) avec
u(z) = Cz. Onaalors X’(0) = A+ BC et donc, d’aprés la proposition
2.4, 0 est localement asymptotiquement stable pour & = X (x).

Montrons le lemme 2.8. Soit

R(A,B) = ev{A'Bu; u ¢ R™; i € {0,1,...,m — 1}}.

Soit k la dimension de R(A, B). Soit (ei,...,en) une base de R"™.
Soit (f1,..., fn) une base de R™ telle que (fi,..., fi) est une base de
R(A, B). On voit facilement que

(2.3) TIAT = <A1 A2) :

0 A
(2.4) T-'B = <%1> :

ot By € My, (i.e. est une matrice réelle avec k lignes et m colonnes ;
comme d’habitude les vecteurs de R? sont identifiés a des matrices a
p lignes et 1 colonne), Ay € My i, As € My ks As € My _kpn—k- On
voit aussi facilement que

R(TT'AT, T7'B) = ev{ <A1€1u> ;1€40,1,...,n—1},u e Rm}
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et donc le systéme 11 = Ayy; + Biv ou l'état est y; € R¥ et le controle
v € R™ est commandable. Le théoréme du placement poles (voir par
exemple [30]) nous donne l'existence de C € M, tel que

(2.5) 0(A1+ B1C1) C {z€C; Re z <0},

ot o(A;+ B1Cq) désigne ’ensemble des valeurs propres complexes de
A1+ B1C1. D’aprés I'hypothese du lemme 2.8, il existe u € CO(R™; R™)
s’annulant en 0 tel que 0 est localement asymptotiquement stable
pour §y = Ay + Bv(y). Posant y = Ty, on voit alors que 0 est loca-
lement asymptotiquement stable pour ﬂ = T YATy + Bv(T™ '),
et donc, avec (2.3) et (2.4), 0 € R"* est localement asymptotique-
ment stable pour g2 = Asys. D’ou

(2.6) o0(Az) C {z€ C; Re z < 0}.
Soit

C=(C1,0) € My,
et soit C = CT. On a
o(A+ BC)=o(T 'AT + T 'BC)

A+ By AQ)

-1 e
T AT +T BC—( 0 Ay

de sorte que
o(A+ BC) =o0(A1 + B1C1) Uo(As3).
Donc, avec (2.5) et (2.6),
0(A+ BC) Cc {z€C; Re 2 <0},

ce qui implique que le feedback linéaire v(y) = Cy stabilise asymp-
totiquement le systeme ¢y = Ay + Bu. ([

Retournons, a titre d’exemple, au systéeme de contrdle (1.31) de
Porientation d’un satellite (voir 'exemple 1.16). Si les 3 tuyeres fonc-
tionnent (i.e. m = 3 et ev{by,be,b3} = R? avec les notations de
lexemple 1.16), on a vu que le linéarisé de ce systeme en (0,0) €
RS x R3? est commandable. Donc d’aprés le corollaire 2.7, le sys-
téme (1.31) est localement asymptotiquement stabilisable a 'aide
d’un feedback.
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Par contre, comme on va le voir dans la section suivante, il existe
« beaucoup » de systémes de controle & = f(x,u) localement com-
mandable en (0,0) qui ne sont pas localement asymptotiquement sta-
bilisables a ’aide d’un feedback.

2.4. Obstruction a la stabilisabilité

Ce résultat principal de cette section est le théoreme suivant, dii a
Brockett [3].

Théoréme 2.9. Si le systéme & = f(x,u) est localement asymptotique-
ment stabilisable a 'aide d’un feedback, alors l'image par f de tout
voisinage de (0,0) dans R™ x R™ est un voisinage de 0 dans R™.

Avant de donner la démonstration de ce théoréme montrons sur
deux exemples que la commandabilité locale n’implique pas que I'ima-
ge par f de tout voisinage de (0,0) dans R™ x R™ soit un voisinage
de 0 dans R™.

Le premier exemple est le systeme (1.33) (le modele de voiture).
On a vu que ce systéme est commandable (voir le théoréme 1.21) et
aussi localement commandable en (0, 0) (voir (ii) page 153) ; pourtant,
pour ce systéme,

F(R® x R?) =R*~ ({(0,0)} x (R~ {0}))

n’est pas un voisinage de I'origine dans R?. Donc, d’apres le théoréme
2.9, ce systéme n’est pas localement asymptotiquement stabilisable a
I’aide d’un feedback.

Le deuxieme exemple est celui du pilotage de I'orientation du sa-
tellite en mode dégradé : c’est le systeme (1.31) avec m = 2. On
suppose que la condition de rang (1.64) est satisfaite. Alors le sys-
téme est localement commandable (voir ’exemple 1.28). Pourtant,
avec les notations de (1.31),

{J‘lS(w) Jw+ Y2 uib; = Q

—  QeRb +Rb
An)w =0

et donc I'image par f d’un voisinage de l'origine (dans R®) n’est ja-
mais un voisinage de l'origine (dans R®). Et donc, de nouveau, on a un
systéme localement commandable en (0,0) qui n’est pas localement
asymptotiquement stabilisable a 1’aide d’un feedback.
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La démonstration du théoréme 2.9 que nous allons donner repose
sur la théorie du degré. Pour une présentation complete de cette théo-
rie, voir, par exemple, [23]. Ici nous nous contenterons d’admettre le
théoreme

Théoréme 2.10. Il existe une et une seule application, noté deg, qus
a tout ouvert non vide borné Q, a toute fonction o € C°(;R™) et
tout b € R™ \ p(99) associe un entier relatif deg(p, 2, b) vérifiant les
deux propriétés suivantes :

(i) si p € CHO;R™) N COQ;R™) et si b € R \ (0N) est une
valeur réquliére de ¢ (i.e. si (p(x) =b et x € Q) = det¢'(z) # 0)
on a
(2.7) deg(p, Q,b) = Z sgn(det ¢'(x));

z€p~1(b)

(ii) continuité par rapport a ¢ : pour tout ouwvert non vide borné
Q, pour toute fonction ¢ € CO(Q;R™) et pour tout b € R™ ~ p(99),
il existe € > 0 tel que pour tout p € CO(Q;R™) tel que

o(z) —d(z)| <e, VreQ,
on deg(1,Q,b) = deg(p, 2, b).

Dans (2.7) on a utilisé la notation
sgn(s)=1 si s>0, sgn(s)=-1 si s<0.

On convient aussi que le second membre de (2.7) est nul si o~ !(b) =
@. Notons qu’il résulte facilement du théoréeme d’inversion locale que,
sib € R" \ p(09Q) est une valeur réguliere de ¢ € C*(Q);R") N
CY(;R™), alors ¢~ 1(b) n’a qu'un nombre fini d’éléments et donc le
membre de droite de (2.7) est bien défini.

Des deux propriétés (i) et (ii) on déduit facilement les propriétés
suivantes de ’application deg.

Proposition 2.11. Soit Q) un ouvert non vide borné de R™. On a
(i) (Invariance par homotopie). Soit H : Q x [0,1] — R"™, (z,t) —
H(x,t) une application continue et soit b dans R™ ~ (H (99 x [0,1])).
On a
deg(H(v 0)» Qa b) = deg(H(v 1)7 Q7 0)
(i) Sip € COQ;R™) et sibe R™ . ¢(Q), alors deg(p,Q,b) = 0.
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L’invariance par homotopie se déduit trivialement de (ii) du théo-
reme 2.10. Pour montrer (ii), soit € > 0 tel que

(2.8) 1€ = |p(x)—b>¢
et soit 1 € C1(Q;R™) N CO(Q;R™) tel que
(2.9) [Y(z) — p(x)] < e vz € Q.

Soit H : Q x [0,1] — R™ défini par H(z,t) = (1 — t)p(z) + ti(z). De
(2.8) et (2.9) on déduit facilement que
(2.10) |H(z,t) —b| >0  V(x,t) €Q x[0,1].
Donc, avec (i) de la proposition 2.11,
(2.11) deg(p, 2, b) = deg (4,2, b).
Mais le membre de droite de ’égalité (2.11) vaut 0 d’apres (2.7), car
d’apres (2.8) et (2.9), b & ¥(Q).
Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme suivant, di a

Krasnoselskii [25] (voir aussi [26]) et dont le théoréeme 2.9 est un
simple corollaire,

Théoréme 2.12. Soit X € CO(R™;R") tel que 0 est localement asymp-
totiquement stable pour & = X(x). Alors, pour € > 0 assez petit,
deg(X, {x € R"; |z| < e},0) est bien défini et vaut (—1)".
Montrons le théoreme 2.12. Commencons par traiter le cas ou X

est de classe C!. Soit ¢ : R™ x R — R” le flot associé a X :

dp

T X

2~ X(e),

o(x,0) =z, VzeR"

Soit, pour ¢ > 0, B. = {z € R"; |z| < €}. Soit H : B. x [0,1] — R"
défini par

o(z,t/(1—t) —x

H(z,t) = ; site]0,1],
H(z,1) = —x,
H(z,0) = X(x).

En utilisant le fait que 0 est localement asymptotiquement stable
pour & = X (z), on vérifie facilement que, pour € > 0 assez petit,
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H € C°(B. x [0,1];R") et ne s’annule pas sur 9B x [0, 1]. En consi-
dérant H(-,0) on voit donc que pour € > 0 assez petit, deg(X, Be,0)
est bien défini et 'invariance par homotopie du degré ((i) de la pro-
position 2.11) nous donne

(2.12) deg(X, B¢, 0) = deg(x — —z, B¢, 0).

Mais le nombre de droite de 1’égalité (2.12) vaut, d’apres (2.7), (—1)".

Reste a traiter le cas ol X est seulement continu. Comme 0 est
localement asymptotiquement stable pour & = X (z) la version locale
du théoréme 2.2 nous donne 'existence de V- € C*°(R"; [0, +o0|) et
de n > 0 tels que

(2.13) V(0)=0<V(z), VzeR"\{0},

ov
6331'

(2.14)  X(x) VV(z) =) Xi(z);—(z) <0, Vze By~ {0}.
=1

Soit £ €10, 7| et soit H : B x [0,1] — R™ défini par
H(z,t)=(1-t)X(x) —tVV(x).
Avec (2.14), on a
H(x,t)-VV(z) <0 Vo€ B.~{0}, Vte]|o,1].

En particulier

H(x,t)#0 Vz € 0B vt € [0, 1],
et I'invariance par homotopie du degré nous donne
(2.15) deg(X, Be,0) = deg(—VV, B, 0).
Mais, de (2.14), on voit

—VV(z) -VV(z) <0 Vo € B, ~\ {0},

et donc (version locale du théoréeme 2.2 : c’est la partie « si » de ce
théoréme, i.e. la partie la plus facile) 0 est localement asymptoti-

quement stable pour & = —VV(z). Par conséquent, d’apres ce qui
précede, pour € > 0 assez petit deg(—VV, B.,0) = (—1)", ce qui avec
(2.15) termine la démonstration du théoreme 2.12. O

De ce théoreme 2.12, on déduit le corollaire suivant qui implique
le théoreme 2.9 (considérer X (x) = f(x,u(x)))
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Corollaire 2.13. Si X € C°(R™;R) est tel que 0 est localement asymp-
totiquement stable pour & = X (x), alors l'image par X de tout voisi-
nage de 0 dans R™ est un voisinage de 0 dans R™.

En effet, soit € > 0 assez petit de sorte que deg(X, B:,0) est bien
défini et vaut (—1)". La propriété (ii) du théoréme 2.10 (continuité du
degré par rapport a ) nous donne 'existence de n > 0 (dépendant
de € > 0) tel que

deg(X - y7B€70) = (_1)71(# 0) Vy € Bna
qui avec (ii) de la proposition 2.11 assure que B, C X(B;). O

2.5. Feedbacks instationnaires

Dans les sections 2.3 et 2.4, les feedbacks étaient indépendants du
temps. L’objet de cette section est de montrer que l'introduction de
feedbacks instationnaires (c’est-a-dire de fonctions (x,t) — u(x,t))
est utile pour la stabilisation asymptotique. On va voir que la com-
mandabilité locale implique « souvent » ’existence de feedbacks insta-
tionnaires localement asymptotiquement stabilisants. On va regarder
d’abord le cas des systémes sans dérive (dans ce cas on a méme un
résultat global) puis le cas des systémes avec dérive.

2.5.a. Systémes sans dérive. Dans cette sous-section
m
f(m,u) = Zulfz(x)ﬂ
i=1

c’est-a-dire que le systéeme est sans dérive et affine par rapport au
controle. Pour de tels systémes, on peut obtenir un résultat « global ».
On a le théoréme suivant, montré dans [6],

Théoreme 2.14. Supposons que

(2.16) {h(z); h € Lie{f1,..., fm}} =R", VzeR™

Alors, pour tout T € |0, +oc], il existe u € C°(R™ x R;R™) tel que
(2.17) u(0,t) =0, VteR,

(2.18) u(z,t +7T) =u(x,t), V(zr,t)eR" xR,

(2.19) 0 est globalement asymptotiquement stable pour

&= 30 ui(,t) fi(2).
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En particulier le systeme (1.33) (le modele de voiture) est globale-
ment asymptotiquement stabilisable a ’aide de feedbacks instation-
naires (périodiques en temps) alors que (voir la section précédente) il
n’est pas localement asymptotiquement stabilisable a 1'aide de feed-
backs indépendants du temps.

Remarque 2.15. Le cas particulier du systéeme (1.33) a été traité par
Samson dans [37] ; c’est cet exemple et 1’article de Sontag et Sussmann
[39] qui ont montré les premiers I'intérét des feedbacks instationnaires
par rapport aux feedbacks indépendants du temps pour le probleme
de la stabilisation. L’article de [39] considére le cas n = 1 (mais pour
des systéemes & = f(z,u) généraux) et montre que la commanda-
bilité implique la stabilisabilité asymptotique a ’aide de feedbacks
instationnazires.

Avant d’esquisser les étapes de la démonstration du théoreme 1.28,
rappelons que

« la condition (2.16) implique la commandabilité de
&= uifi(x);
i=1

voir le théoréme 1.21;

. siles f;, 1 <i < m, sont analytiques, la condition (2.16) est équi-
valente a la commandabilité de & = >\ u; f;(x); voir le théoréme
1.24.

Bien siir la version « locale » du théoréme 1.28 est aussi vraie.

Esquissons maintenant les étapes de la démonstration du théoréme
1.28. Le point clé est la démonstration de l'existence, pour 7" > 0
donné, de ©w € C®(R" x R;R"™) vérifiant (2.17), (2.18) et tel que,
pour toute solution de & = Y ", w;(x,t) fi(x) sur [0, 17,

(2.20) x(T) = x(0),
(2.21) si (0) # 0, le linéarisé autour de (x,u)
. est commandable sur [0, 7.

Utilisant (2.20) et (2.21), on montre assez facilement ’existence d’une
application v € C°(R"xR; R") satisfaisant (2.17) et (2.18), « petite »
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et telle que si & = f(x, (u+ v)(x,t)) et (0) # 0 alors
|z(T)| < [z(0)];

ce qui implique que 0 est globalement asymptotiquement stable. Pour
assurer (2.20), il suffit d’imposer

(2.22) u(x, T —t) = —u(z,t), VreR" VteR

En effet, si on a (2.22), alors pour toute solution de & = f(x,u(x,t))
défini au temps T/2 on a x(T —t) = x(t) car t — (T —t) est solution
de la méme équation différentielle et égal & = au temps 7/2. On a
donc (2.20), au moins s’il n’y a pas explosion. (Pour éviter I’explosion
prendre « u(x,t) petit »). Il reste & assurer (2.21). C’est la partie
difficile de la preuve. (Noter que @ = 0 ne convient généralement
pas.) On montre l'existence de e € CO(R™\. {0}, ]0, +-00]) tel que « la
plupart » des w € C*°(R" x R;R") satisfaisant (2.17), (2.18), (2.22)
et
[u(x,t)| < e(x), VeeR", Vtel0,T],

conviennent. (Essayer sur le modele (1.33) de la voiture en utilisant
le théoreme 1.8).

Remarque 2.16. La méthode précédente suggere aussi la méthode sui-
vante pour étudier la commandabilité locale d’un systéme en (0,0) :
au lieu de regarder le linéarisé autour de la trajectoire (z,w) = 0, étu-
dier le linéarisé autour d’autres trajectoires (Z,u) avec Z(0) = T(e) =
0 et [u(t)] < e Vt € [0,e]. Essayons cette méthode sur la voiture
(1.33). Soit € > 0; soit u € C°°(]0, ¢]; R?) avec
[u(t)] <e, Vtel0e],
u(e —t) = —u(t), Vtel0,e].
Soit T : [0,&] — R3 la solution de
T = f(z,u(z,¢)),
z(0) = 0.
Comme ci-dessus T(e —t) = T(t) Vt € [0,¢], et en particulier T(¢) =
Z(0). Siw = 0 sur [0, £] le linéarisé autour de (Z, ) n’est pas comman-

dable et on ne peut pas conclure. Mais on vérifie facilement que si
u Z 0 sur [0, €] le linéarisé autour de (T, u) est commandable (utiliser
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le théoreme 1.8) et donc, avec le théoreme 1.12, le systeme (1.33) est
localement le long de la trajectoire (Z,u). On en déduit facilement
que le systeme (1.33) est localement commandable en (0,0). (D’ou
l'on déduit d’ailleurs la commandabilité globale par des arguments
d’homogénéité). On a ainsi pu réduire de nouveau le probleme de
la commandabilité locale d’un systéme non linéaire a la commanda-
bilité d'un systéme linéaire (mais dépendant du temps). Cette mé-
thode (« méthode du retour ») est surtout utile pour le contrdle des
équations aux dérivées partielles; en effet pour ces équations les mé-
thodes non linéaires reposant sur les crochets de Lie ne marchent pas
bien et I'essentiel des résultats connus portent sur la commandabilité
des systémes linéaires. Pour ces systémes, on dispose de différentes
méthodes puissantes pour ’étude de la commandabilité comme la
méthode H.U.M. (Hilbert Uniqueness Method) de J.-L. Lions [29];
voir le texte de Puel [35]. La méthode du retour permet justement
d’étudier la commandabilité de systémes non linéaires a ’aide de la
commandabilité de systémes linéaires (dépendant du temps). Pour
différentes applications de cette méthode a des équations aux déri-
vées partielles non linéaires, voir [9], [10], [21].

2.5.b. Systémes avec dérive. Pour les systemes avec dérive la
situation est beaucoup plus compliquée et on va se contenter de cher-
cher un résultat local. Notons tout de suite qu’on ne peut espérer
pouvoir stabiliser a l'aide de feedbacks, méme instationnaires, de
classe C! les systémes commandables. En effet, prenons par exemple
n =m = 1 et considérons le systéme

(2.23) b=z —u’.

On vérifie facilement que ce systeme est localement commandable en
(0,0) € R x R. Mais il n’existe pas de u € C*(R x R;R), (z,t) —
u(x,t), tel que 0 est localement asymptotiquement stable pour le sys-
téme bouclé # = z — u3(z,t). Le systéme (2.23) n’est pas affine en le
contréle. Mais on a un contre-exemple affine en le controle en « ajou-
tant un intégrateur au systéme » (2.23), c’est-a-dire en considérant
le systeme

(2.24) t=x—y3 y=u,
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oit le controle est u € R et Détat (z,9)* € R2 Le systéme (2.24)
est localement commandable. Cela peut se voir a la main; on peut
aussi noter que ce systéme satisfait la condition de Sussmann S(0),
la condition de rang (1.60) et appliquer le théoréme 1.27. Pourtant
on peut montrer assez facilement (c’est toutefois plus compliqué que
pour le systéme (2.23)) qu'’il n’existe pas de feedbacks instationnai-
res de classe C' u : (x,9)* = u((z,y)*,t) tel que 0 est localement
asymptotiquement stable pour le systeme bouclé

g=x—y’ §=u((z,y)* )
Pour cette raison on diminue la régularité des feedbacks.

Noter d’ailleurs que les systemes (2.23) et (2.24) sont globalement
asymptotiquement stabilisables & 1’aide de feedbacks (indépendants
du temps) : pour le systéme (2.23) on peut par exemple prendre
u(z) = (22)Y/3; pour le systéme (2.24) c’est un peu plus compliqué
mais, par exemple, u((z,y)*) = —y + 2z'/3 + (z — y*) convient ; voir
[24].

On a le théoreme suivant, montré dans [8] :

Théoréme 2.17. Supposons que, pour un 0 € [0,1], le systéme
m
&= fo(z) + > uifi(x)
i=1

satisfasse la condition de Sussmann S(0). Supposons que n ¢ {2,3}
et que

{9(0); g € Lie{fo, f1,.... fm}} =R".
Alors, pour tout T > 0, il existe u € CO(R™ x R;R™), de classe C™
sur (R™ ~ {0}) x R tel que
w(0,t) =0, VteR,
u(z,t +7T) =u(x,t), VteR, VaeR"
0 est localement asymptotiquement stable pour

&= folw) + 225 wil=, 1) fi(=).

On ne sait pas si 'hypothese n ¢ {2, 3} peut étre supprimée. Rap-
pelons que, d’apres le théoreme 1.27, les hypotheéses du théoreme
2.17 entrainent la commandabilité locale en (0,0) € R™ x R™ de
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& = fo(z) + >  uifi(z). En fait (voir [8]) la conclusion du théo-
reme 2.17 reste valable si n ¢ {2,3} pour les conditions suffisantes
connues de commandabilité locale et il est tentant de conjecturer,
qu’au moins pour les systemes analytiques, la conclusion du théo-
reme 2.17 reste valable sous la seule hypothese de la commandabilité

locale de & = fo(x) + > v uifi(x) en (0,0) € R" x R™.

Exemple 2.18 (satellite en mode dégradé). Revenons de nouveau au
probléme du contréle de 'orientation d’un satellite en mode dégradé ;
voir I’exemple 1.28. on suppose (1.64). Alors les hypotheéses du théo-
reme 2.17 sont satisfaites pour le systéme de controle (1.31) et donc
ce systéme est localement asymptotiquement stabilisable a I'aide de
feedbacks instationnaires. De tels feedbacks ont été construits dans
[32], [12] et [31]. Rappelons que ce systéme n’est pas localement
asymptotiquement stabilisable a ’aide de feedbacks stationnaires;
voir le deuxieme exemple de la page 162.

2.6. Quelques compléments

Beaucoup de questions fondamentales n’ont pas été abordées dans
ce chapitre. En particulier

« Nous n’avons pas expliqué comment construire des feedbacks
explicites asymptotiquement stabilisants. Ce probléeme fondamental
a été bien str abordé par de nombreux auteurs et de nombreux
livres ou articles de synthése ont été écrits dessus; voir par exemple
[11, 13, 17, 22, 27, 34, 38].

« Souvent on ne mesure pas tout ’état x, mais une partie y de x.
On ne peut donc pas utiliser des feedbacks dépendant de x : il faut
se limiter a des feedbacks dépendant de y. Sur ce sujet il existe de
nouveau une tres vaste littérature. Mentionnons juste I’article de Teel
et Praly [41], qui contient un des résultats les plus intéressants ob-
tenus récemment sur ce sujet. Notons que de nouveau il est utile de
considérer des feedbacks instationnaires; par exemple le systéme

T =u, y = z?
ne peut étre stabiliser asymptotiquement a l’aide de feedbacks de
la forme « u(y) », bien qu’il puisse étre stabilisé asymptotiquement
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a laide de feedbacks de la forme « u(z) » (prendre, par exemple
u(x) = —x). Mais il peut étre stabilisé asymptotiquement a 'aide

de feedbacks de la forme « u(y,t) ». Voir [7] ou [11] pour plus d’in-

formations.
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