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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBERY-GRENOBLE
1990-1991 (177-188)

TRANSPLANTATION ET ISOSPECTRALITE 1I

par Pierre BERARD

I. INTRODUCTION ET RESULTATS

Soit N une variété riemannienne fermée. Soit A le laplacien agissant sur les
fonctions C*°. Le spectre du Laplacien est constitué d’une suite de valeurs propres de
multiplicités finies, appelée spectre de la variété riemannienne N

SpecN ={0=X <X <A< -/ +o0} .

Deux variétés riemanniennes isométriques ont bien siir le méme spectre — elles sont
isospectrales — et une question naturelle qui se pose est de savoir si deux variétés
isospectrales sont toujours isométriques. La réponse, on le sait, est non : il existe
des couples de variétés riemanniennes isospectrales, non isométriques. Des exemples
sporadiques de tels couples ont été donnés par J. Milnor (1964 : tores plats),
M.F. Vignéras (1978 : variétés hyperboliques) et A. Ikeda (1980 : espaces lenticulaires).
A partir de 1984, sont apparues des constructions systématiques (C. Gordon et
E. Wilson : déformations isospectrales non triviales de variétés de dimension > 1;
T. Sunada : couples de vari€tés isospectrales non isométriques), ...voir [BD 1] pour
plus de détails. Le prototype des résultats obtenus est le théoréme suivant, di a T. Sunada
([suD :

1. THEOREME. — Soit N une variété riemannienne sur laquelle un groupe
fini G opére i gauche isométriquement. On suppose donnés deux sous-groupes Iy
et I', de G qui opérent sur N sans points fixes et qui vérifient la condition

)] VgeG, #({g}le n) =#({g}c NT3)

(ici #A désigne le nombre d’éléments de I’ensemble A; {g}¢ désigne la classe de
conjugaison de g dans G). Alors, les quotients riemanniens I'\N et I\N (avec
les métriques obtenues par passage au quotient) sont isospectraux.

D. DeTurck et C. Gordon ([D-G]) ont étendu la construction de T. Sunada 2 des
situations plus générales : ils considérent G un groupe de Lie unimodulaire qui agit



178

isométriquement sur une variété riemannienne compléte M et des sous-groupes I'1, I,
discrets, uniformes dans G, qui opérent librement et proprement discontiniment sur
M. La condition (S) du Théoreme 1 ci-dessus est remplacée par la condition suivante
([D-G], Formule (1.17), p. 1073)

(DG) v g€ G) T(G, Fl’g) = T(G, F2' g)

avec r(G,T;g):= Z PP (C(y,\C(v,G)), ot p™ est une mesure ad hoc,
{7}rc{glc

dont I’existence résulte du fait que le groupe C(v,G) est lui-méme unimodulaire ([D-

Gl, p. 1069 4 1072). Quand G est fini, p est la mesure de comptage et on retrouve

la condition (S) de T. Sunada ([D-G], Formule (1.21), p. 1074).

11 est facile de voir que la condition (S) du théoréme de T. Sunada traduit exacte-
ment 1’équivalence des représentations de permutation du groupe fini G sur les quotients
I'\G, resp. I\G ([BD 2]). On peut donc se demander : la condition (DG) ci-dessus
traduit-elle I’équivalence des représentations quasi-réguliéeres R; de G dans
L*(I';\G)? La réponse est positive :

2. PROPOSITION. —  Les sous-groupes discrets uniformes I'y et I, de G
vérifient la condition (DG) ci-dessus si et seulement si les représentations quasi-
réguliéres R, et Ry sont équivalentes.

Ceci étant acquis, il est naturel de se demander si ’isospectralité des variétés
N\M et I\M ([D-G], Theorem 1.16, p. 1072) résulte de 1’existence d’un opérateur
de transplantation, comme c’est le cas pour les variétés isospectrales construites avec
le Théoréme de T. Sunada (cf. [BD 2]).

3. THEOREME. — Soit G un groupe de Lie unimodulaire qui agit
isométriquement sur une variété riemannienne compléte (M, m). Soient Iy et I
deux sous-groupes discrets uniformes de G qui agissent sur M Iibrement et
proprement discontiniment. Si les sous-groupes I et I'; vérifient la condi-
tion (DG) ci-dessus, il existe un opérateur de transplantation, c’est-a-dire une
isométrie T de L*(IN\M,dvm) sur L*(I';2\M,dvm) qui induit une isométrie de
H*(I''\M,m) sur H*(I',\M,m), pour tout entier k (espaces de Sobolev cons-
truits avec les dérivées covariantes successives et les normes ad hoc). En particulier,
les variétés (I''\M,m) et (I'\M, m) sont isospectrales.

4. REMARQUE. — En fait, l]a méme méthode montre que les variétés ci-dessus
sont fortement isospectrales au sens de [D-GJ; en particulier, elles sont p-isospectrales
(c’est-a-dire isospectrales pour les Laplaciens agissant sur les p-formes différentielles).
11 est facile de voir, également, que la démonstration donnée dans le § III reste valable
méme si les groupes I'; n’agissent pas librement (le quotient est alors un “orbifold”).

Dans le §IV, nous illustrons le Théoréme 3 dans le cas oi G est le groupe
d’isométrie de R"” (resp. du groupe de Heisenberg H,, muni d’une métrique invariante
a gauche) et ou les sous-groupes I'; sont des sous-groupes discrets uniformes de R"”
(resp. H,).
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5. HYPOTHESES. — Dans tout le reste de I’article, nous désignerons par
G un groupe de Lie unimodulaire qui opére a gauche, par isométries, sur une variété
riemannienne compléte (M, m). Nous désignerons génériquement par I' un sous-
groupe discret uniforme (i.e. discret co-compact) de G qui agit de fagon libre et
proprement discontinue sur M avec un quotient I'\M compact (cette derniére
hypothése n’est pas nécessaire dans I’Appendice).

Je remercie J.P. Labesse pour son aide a propos de 1a Proposition 2 ([LA]).

II. PREUVE DE LA PROPOSITION 2

Désignons par Ry (resp. Rs) lareprésentation quasi-réguliére de G sur L*(I'1\G)
(resp. L*(I\G)). Pour ¢ € C$°(G) on introduit aussi les opérateurs R;(p), définis
par

(1) (Ri@)f) () := /G w(g)f(z - g)dg

pour f € L¥(I';\G), = € I';\G. Les opérateurs R;(y) sont a trace ([J-L]).

Si les représentations R et R, sont équivalentes, on a bien sir Trace R;(p) =
Trace Ry(p) pour toute fonction ¢ € C§°(G). 1l résulte du lemme de la page 495
de [J-L], que la réciproque est vraic. Pour examiner 1’équivalence éventuelle des
représentations R;, il suffit donc de considérer 1’égalit€ des Trace R;(i). 1l résulte des
calculs faits dans [D-G] que I’on a, pour toute fonction ¢ € C§°(G),

Trace Ri(p) = Y., >, pP(CH,D\C(,G) / oz~ ha)dz
{r}c€{G} {1}rC{h}a Ch.ENG
ot {h}e désigne la classe de conjugaison de h € G, {G} I’ensemble de ces classes,
etc.

11 résulte immédiatement de cette formule que la condition (DG) du § I implique
I’égalité des traces.

Remarque. — La mesure p qui apparait dans la définition de (G, T’; g)
est bien définie parce que {g}¢ contient un élément de I" (cf. [D-G] p. 1069). Si ce
n’est pas le cas, (G, I’;g) vaut O par définition.

2. LEMME. — Pour tout ouvert relativement compact §2 de G, I’ensemble
Aa={{rv}clv€Tet{y}c N2 #0} estfini
Preuve. — Comme I’ est uniforme dans G, on peut écrire G = I'D, avec

D relativement compact dans G. Si z € G esttel que z~!vz € £, on écrit z = 116,
avec 1 €I'eté6 € D etdonc, v, 14y € DD, qui est relativement compact dans
G, donc 7'y € DOD'NT qui est fini. W

Soit v € I'. On choisit %, un voisinage ouvert relativement compact de
0. Comme {y0}c¢ € Agq, qui est fini, on peut trouver une fonction positive ou
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nulle ¢ € C§(p) telle que ¢(y0) = 1 et Suppp N {y}e = 0 dés que
{7}¢ # {1}c, ¥ € I'. On a alors,

Trace R:i(¢) = r(G, I'i; 10) o(z" Y yoz)dz
C(7,G)\G

ou l’intégrale est strictement positive & cause du choix de ¢. Ceci démontre que la
connaissance de Trace R;(yp) détermine les r(G,I5,9). B

III. PREUVE DU THEOREME 3

1. Dans toute la suite, on suppose que la variété I'\M est compacte; on
suppose €galement, pour simplifier, que la mesure de Haar bi-invariante dg de G, est
choisie de telle sorte que Vol(I'\G) = 1.

Le groupe G agitsur M; := M x I'\G par a-(z,§) := (a~!-z,ga) on
a désigne la classe de @ € G dans I'\G . En fait, on peut montrer que G agit
proprement sur M) et que le quotient est homéomorphe 3 I'\M.

2. PROPOSITION. —  Sous les hypothéses faites sur G et M, il existe
une fonction 6 € C§°(M) ,8 = 0, telle que pour tout =z € M, fG f(g-x)dg =1.

Preuve. — Voir Appendice, Proposition 6. B

Dans ce qui suit, on notera encore 6 la fonction @, vue comme élément de
Cg°(My); elle vérifie I’identité V £ = (z,a) € M, fc 6(g - &)dg = 1.

3. NOTATIONS. — On pose Lo = L2 .(M;) etonnote L§ le sous-espace
de Lo des fonctions invariantes par I’action de G sur M;.

1
On munit Lo des semi-normes po(f) = ( fM; 0(.'1:)_1‘2(.1L-,c’:)d:r:dt‘z)2 et

pa(f) = ( fnxr‘\ ¢ fz(z,a)dzda) (o 2 est un ouvert relativement compact de
M).

4. LEMME. — Si Suppf C §2 C M, les semi-normes pg et pa sont
€équivalentes sur ,Cf,; . De plus, si 6, et 62 sont toutes deux données par la
Proposition 2, alors les semi-normes py, et py, sont égales. La semi-norme py
définit une norme sur L§.

Preuve. — 1l est clair qu’il existe une constante C telle que py < Cpq. Soit
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f une fonction sur M;. On peut écrire :

/ e =/ 10(©)f2(€)dé = 1)z, )6(g - z)dgdzda
Ox\G M,

M1 xG

= / 1a(g™! - 9 f%(9 - (v,a - g71))6(y)dgdyda
M)XG

= / 1a(g~" - ) (v, B)6(y)dgdydb
MxI'\GxG

en effet, G opere par isométries sur M, f et da sont G-invariantes. Reste & montrer que
P’intégrale fG 1a(g~! - y)dg peut se majorer indépendamment de y € 2. Cela résulte
du fait que ’ensemble {g € G | g- 2NN # 0} est relativement compact dans G
(Appendice, Lemme 3).

La suite se démontre de mani¢re analogue. B

5. LEMME. — Si f € L§ , il existe une suite f, € C¢ de fonctions
continues, G-invariantes sur M, , telles que po(f — f,) tende vers 0 quand
n tend vers oo.

Preuve. — On choisit une fonction # comme ci-dessus. Comme f € Lo, il
existe une suite de fonctions continues ¢,, sur M; telle que pys(f—,) tende vers O.
On considére alors les fonctions sur M; définies par f,(z) = fc 6(g-z)pn(g-z)dg . Si
le point z varie dans un compact K C M, ’intégration ci-dessus a lieu sur une partie
relativement compacte de G (Appendice, Lemme 3) et ’on en déduit que f,, € CC.
On peut alors écrire :  f(z) — fa(z) = !G 8(g - z)(f(g - ) — pnlg - z))dg puisque
f € LS, dob on déduit |f(z) — fal@)2 < [56(g - 2)|F(g - 2) = pnlg - )|*dg puis,
par intégration contre fdz, pe(f — fn) < ps(f — pn). B

6. PROPOSITION. — L’espace L?*(I'\M) est canoniquement isomorphe &
Pespace L§ muni de la norme pg introduite ci-dessus.

Preuve. — D’apres le lemme précédent, il suffit de considérer des fonctions
continues. Soit f une fonction continue sur I'\ M. On peut la voir comme une fonction
continue sur M, I'-invariante. On considére alors la fonction définie par : F(z,g) :=
f(g - ). C’est une fonction continue sur M x G qui passe au quotient en une fonction
continue (encore notée F) sur M xI'\G.On aalors: F(g-(z,d)) = F(g~'-z,ag) =
f(agg™! - z), d’oti I’on déduit que F € CC(M).

Réciproquement, si F € C¢ (M), la fonction définie par : f(z) = F(z,1g) est
continue sur M et I'-invariante. On vérifie immédiatement que les applications ci-
dessus sont inverses 1’une de ’autre. On a donc une bijection B entre les fonctions
continues sur I'\M et les fonctions continues G-invariantes sur M;.

Si I’on applique la Proposition 2 ci-dessus au couple (I', M), on obtient une
fonction ¢ € CJ(M), o 2 0, telle que Y ro(y-z) = 1, pour tout z. Pour
z € M, et pour tout ¢ € G, posons o.(9) = o(g - ). Alors (Appendice, Lemme
4), o, € C’g(G), et > roz(vg) =1, pour tout g € G.

Pour toute fonction continue sur I'\ M, vue comme fonction I'-invariante sur
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M,ona fr\ p f@)Z = f am () f(z)dz. On a un résultat analogue pour les fonctions

continues sur I'\G, en remplagant o par 1’'une quelconque des fonctions o;. Soit
maintenant F' la fonction continue sur M;, G-invariante, qui correspond a la fonction
f : F = B(f). On peut alors écrire :

PP = fyy, FX(2,9)0(2)dzdg = [, ( f5 F*(2,9)0.(0)dg ) b(2)dz

= fuxe 0@)o(g - 2)f2(g - z)dzdg = (f o PP @) ([ 007" y)dg)dy)
ce qui démontre 1’égalité des normes L2 de f etde F. ®

7. NOTATIONS. — On considére maintenant les semi-normes suivantes sur
C>®(M):

1/2
20(5) = (faxrve (@8 +10.f(z, D) dzda) et

1/2
g(f) = ( Jor, (F3(=z,8) +0:f (=, a)|2)9(z)dzda)

ou 2 est un ouvert relativement compact de M, ou 6 est une fonction donnée par la
Proposition 2 ci-dessus, et ou J: f(z,a) désigne la différentielle partielle, par rapport
a la premiére variable, de la fonction f sur M; = M x I'\G.

On désigne par £; ( ou encore par Hll,loc(Ml) ) le complété de C°°(M,) pour
les semi-normes ¢n quand {2 parcourt I’ensemble des ouverts relativement compacts
de M (c’est un espace de Sobolev “partiel” par rapport a la premiére variable). On note
L T'ensemble des éléments de £, qui sont invariants sous 1’action de G sur M;.

Les résultats ci-dessous sont les analogues, pour [L;, des résultats obtenus
précedemment pour Ly (les démonstrations suivent essentiellement les mémes lignes).

8. LEMME. — Si Suppf C 2 C M, les semi-normes gqq et qq sont
équivalentes sur L§ . De plus, si 6, et 6, sont toutes deux données par la
Proposition 2, alors les semi-normes ¢q, €t g4, sont égales. La semi-norme ¢y
définit une norme sur L§.

9. LEMME. — Si f € L, il existe une suite ¢, € C*°(M;)¢ (fonctions
C® sur M), invariantes par G) telle que qo(f —p,) tende vers 0 quand n tend
vers oo .

10. PROPOSITION. — L’espace H'(I'\M) est canoniquement isométrique
a 'espace LIG muni de la norme ¢¢ définie ci-dessus.

Preuve. — On voit facilement que ’application B (définie dans la preuve de
la Proposition 6) réalise une bijection de C*(I'\M) sur C>(M;)¢ qui préserve les
normes H!.m

11. 11 résulte du théoréme de Fubini que 1’espace Lo (resp. [,1) est isomorphe
a I'espace L% (M,L¥(I'\G)) (resp. HL (M, Lz(F\G))), via I’application donnée par
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&(f) = {z — f(z,)}.

Définissons une action A de G sur L2 (M,L¥I'\G)) par (A(g)-¢)(z) =
R(g) - (p(g~" - z), ol R désigne la représentation quasi-réguliere de G sur L%(I'\G). -
On a alors : (A(g) - #(f))(z)@) = R(g)(®(f)g~! - 2))(@) = f(g~'-z,a-g). N en
résulte que 1’isomorphisme ci-dessus commute aux actions de G.

Fin de la preuve du Théoréme 1.3. — 11 suffit d’appliquer ce qui précede et
de remarquer que si les représentations quasi-réguli¢res R; de G sur les L3(I';\G) sont
équivalentes, il existe une isométrie T : L*(IN\G) — L?(I;\G) qui entrelace
les Ri. Cette isométrie réalise une tranplantation de L2 (M, L*(\G))¢ sur
LE (M, L2(I"2\G))G et donc, d’aprés ce qui précéde, une transplantation de L?(I'}\ M)
sur L2(I'\M). Cette transplantation induit également une isométrie au niveau des
espaces de Sobolev H!. &

IV. DEUX EXEMPLES

Dans ce paragraphe, nous donnons deux illustrations du Théor¢me 1.3 dans un
cadre maintenant classique : tores plats et variétés de Heisenberg.

A) Cas des tores plats.

On munit R" de la structure euclidienne usuelle et on considére son groupe
d’isométries G = R™ x O(n), produit semi-direct de R" et de O(n) ( (z, A)-(y, B) =
(z+Ay, AB) ). On peut identifier un réseau I de R" 2 un sous-groupe discret uniforme
de GparI'3 vy — (y,1d) € G. On a alors le

1. THEOREME. — Soient I'} et I'; deux réseaux de R".

(i) Les représentations quasi-réguliéres de R™ sur L*(I';\R") sont unitaire-
ment équivalentes si et seulement si Iy = I'y;

(i1) Les repsésentations quasi-réguliéres du groupe d’isométries G de R™ sur
L¥(I';\G) sont unitairement équivalentes si et seulement si les tores plats I'l\R"
et I'\R" sont isospectraux.

Preuve. — L’assertion (i) est évidente : par décomposition en séries de Fourier,
les deux représentations sont équivalentes si et seulement si les réseaux duals Iy et I';
sont égaux, d’ou I} = I';

L’assertion (ii) est démontrée par D. DeTurck et C. Gordon ([D-G], Examples
1.20 (ii), p. 1074) par vérification de la condition (DG) du §I . On peut en donner
une démonstration directe en décomposant la représentation quasi-réguliére R de G sur
L*(I'\G) quand T est un réseau de R™. On remarque que le tore I'\R" agit & gauche
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sur I'\G; on en déduit la décomposition orthogonale (séries de Fourier) :

LAI\G) = @ M., avec
Aere

Hy = {f € L | f(@,1d) - (Z, A)) = &7 f(z, A)}

et la représentation quasi-réguliére R laisse les H, invariants. Il est facile de voir que
la restriction de R a H, est équivalente a la représentation p) de G dans L*(O(n))
donnée par :

(PA(T, @) f)(A) = ¥ (XAM) £(Aq).

LEMME. — Pour A et ¢ € R™, les représentations p) et p, sont
(i) équivalentes si || A ||=|| ¢ |;
(ii) étrangeéres sinon.

La preuve du lemme n’est pas difficile. L’assertion (i) est claire; pour 1’assertion
(i), on prend le Laplacien de la fonction ¢ — py(t, Id)f, pour f € L?(O(n)) et on peut
conclure. B

B) Cas des variétés de Heisenberg.

On désigne par H,, le groupe de Heisenberg de dimension (2n + 1). On appelle
variété de Heisenberg toute variété de la forme (I'\ H,,, g) ou la métrique g se remonte
en une métrique invariante a gauche sur H, et ou I' est un sous-groupe discret
uniforme de H,. C. Gordon a montré ([G] Proposition 2.16, p. 86) qu’il suffit de
se limiter aux variétés de Heisenberg “de type 7 c’est-a-dire aux variétés (I'\H,, g)
pour lesquelles la métrique g est représentée par une matrice diagonale de la forme
Diag(ay,...,an,a1,...,a,,1) dans la base canonique de 1’algébre de Lie de H, et -
pour lesquelles I' = {y(z,y,%) : (z,y) € L ett € cZ} ol ¢ € R} et o £ est un réseau
de R?" tel que pour tous (z,y), (z',y') € £ on ait (z,y’) € cZ (le produit scalaire
usuel de z et ¥’ dans R™; cette condition garantit que I' est bien un sous-groupe). Un
tel groupe I' est ’image par un automorphisme de H,, d’un groupe de type I', unique
avec r = {r,...7,} ol les entiers naturels r; vérifient les conditions de divisibilité
r|r... | el =rMZ®..0mZZL..0ZdZ (G-W] §2, p. 254 et
suivantes). On pose alors | I' |= ... r,. L’analogue de I’assertion (i) du Théoréme 1
ci-dessus est la

2. PROPOSITION. — La représentation quasi-réguliére RT de H, sur
L*(I'\H,,), pour un groupe I = I'(L, ¢), de type T, se décompose en

R=@ DIk
TEL® keZ*

ol les f; et les m, sont les représentations irréductibles usuelles de H,, ([G-W]
Lemma 3.7, p. 259).

En particulier, les représentations RT et R sont équivalentes si et seule-
ment si les groupes I' et I'' sont égaux.
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Etant donnée une métrique invariante & gauche g sur H,, on peut considérer son
groupe d’isométries. Si I’on pose

K, = {® € Aut(H,): $°g = g}
on a ([D-G], p. 1091)

PROPOSITION. — Le groupe d’isométrie de (H,,g) est le produit semi-
direct G = H, > K.

Etant donnés une métrique g de type 7 sur H, et deux sous-groupes discrets
uniformes de type 7, I} et I'; de H,, on se pose la question de 1’équivalence des
représentations quasi-réguli¢res du groupe d’isométrie G de (H,,, g) sur L%(I;\G).

Dans [G], C. Gordon donne une condition nécessaire pour que deux variétés
de Heisenberg de type 7, (I'(L, c)\Hy,g) et (I'(L’',c')\H,, g) soient p-isospectrales
pour tout p (c’est-a-dire isospectrales pour les Laplaciens opérant sur les p—formes

différentielles). Cette condition ([G], Condition (P2), Lemma 5.2 et Lemma 5.3 p. 91 )
s’écrit :
Il existe une bijection 6 : L* — L' telle que,
pour tout 7 € L, il existe & € K telle que 6(7) = " 7.
Dans [D-G] (Appendix A p. 1089), D. DeTurck et C. Gordon montrent que les variétés

de Heisenberg p-isospectrales construites dans [G] vérifient toutes la conditions (DG)
du §1. On peut préciser ce résultat par le

3. THEOREME. — Les représentations quasi-réguliéres RT et RT' de
G = H, < Ky sur LAI'(L,c)\G) et LAI'(L',c')\G) sont équivalentes si et
seulement si

(iJ)e=c, et

(ii) les réseaux L et L' vérifient la condition ci-dessus.

Preuve. —

La preuve n’est pas difficile, mais elle est un peu longue, aussi n’en donnerons
nous qu’un résumé. Dans tout ce qui suit, on note G le groupe d’isométrie H,, b1 K|
de (Hp,g) et on désigne par I' = I'(L, ¢) un sous-groupe discret uniforme de type 7.
Etant donné v € I', on note L, la multiplication & gauche par v dans G (ou dans H,)
et L Paction associée sur les fonctions. On note RT D’action de G sur les fonctions

sur I'\G : (RF (g) /)@ = f@P).

On peut identifier LA(I'\G) a I'espace H = {f € LL.(G) | L3 f = f, Vy € T'}.
Le centre Z de H,, agit & gauche sur H; on en déduit la décomposition orthogonale

H=PM:

heZ
Hy ={f € LE(G) |Vy €T, Lif =fet Vi€ Z, L} f =e¥"*'f)

ol les espaces A sont laissés invariants par RT.
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a) Analyse de RT agissant sur .

Etant donnés = une forme linéaire sur I’algébre de Lie de H,,, nulle sur le centre,
et v(§,n,{) dans H,, on note 7(§,n) = 7 o log(v(§, n,{)). On identifie les €léments
de £* a des formes linéaires sur 1’algébre de Lie de H,,, nulles sur le centre. Le tore
L\R"™ agit par L* sur Hy et on en déduit la décomposition orthogonale :

Ho = @ Ho,-
TEL"®
'Ho',. = {f eEH I L;(f,'l,()f —_ eZin-r(f,'l)f}
et on peut identifier Ho» 2 Cf; ® L¥(K ¢), ol fr est le caractére de Hy associé a

7 € L". La restriction de RT 4 H, . est unitairement équivalente 2 la représentation p,
de G dans L%(X,) donnée par :

(pr (8, )F)(p) = "¢ " F(pa).
On peut alors vérifier le
4. LEMME. — Etant données deux formes linéaires T et o sur ’algébre de
Lie de H,,, nulle sur le centre, les représentations p, et p, définies ci-dessus sont :

(1) équivalentes s’il existe $ € K, telle que &*7 = o;

(ii) étrangéres sinon.

b) Analyse de R! agissant sur H;, k # 0.

Notons £, resp. L, les projections du réseau £ sur le premier, resp. le second
facteur de la décomposition R?" = R"@®R". La condition pour tous (z, ), (z',y’) € £
on a (z,y’) € cZ, imposée a L, permet de montrer que £; et £, sont des réseaux.
Considérant alors 1’action L;(O,y,O) sur les fonctions de leoc(G), on obtient :

5. LEMME.

(i) L3040,y € R" laisse stable Hy si et seulement si y € £L;;

(ii) on a la décomposition orthogonale

He= P Hep
bECz‘ mod %C;

Hip = {f € Hi | L('o,y,o)f = ezi"(b'y)f}_

On montre ensuite le

6. LEMME. — L’espace Hi; est isométrique (i un facteur prés) a I’espace
L*(R"™ x K,). De plus,

(i) RF | Hi et RT | H} sont étrangeéres si et seulement si k # k';

(ii) RT | Hi» et RT | Hy »+ sont équivalentes pour tous b, b’ € L3; elles sont

alors équivalentes & mx ® p sur L>(R" x K), ol p est la représentation réguliére
de K,.
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Ceci achéve la preuve du Théoréme 3. B

APPENDICE

Le but de cet appendice est d’établir les résultats utilisés dans les paragraphes
précédents. Sans doute ces résultats sont-ils connus; ne les ayant pas localisés dans la
littérature, nous en esquissons les démonstrations.

Rappelons les hypothéses : M est une vari€té riemannienne compléte sur laquelle
le groupe G (localement compact, unimodulaire) agit a2 gauche par isométries; I"
est un sous-groupe discret uniforme de G qui agit sur M librement et proprement
discontiniment.

1. LEMME. — Etant donnés z € M et une suite {y,} d’éléments de I,

la suite {vn -z} ne peut converger dans M que si la suite {v,} est constante
a partir d’un certain rang.

Preuve. — Sila suite {7, -z} converge vers y € M, on considére les deux
cas ye I'-zety ¢ I-z; on en tire une contradiction avec le fait que le groupe
I' agit de facon libre et proprement discontinue sur M. B

2. LEMME . — Soient K;, K, deux compacts de M. Alors, I’ensemble
Ar(K1,Ka):={y €T |y- KiN Kz # 0} est fini.

Preuve. — Par I’absurde en utilisant le Lemme 1. B

3. LEMME . — Soient K, K; deux compacts de M. Alors, I’ensemble
Ac(K1,K2):={g€G|g-KiN Kz # 0} est relativement compact dans G.

Preuve. — On utilise le fait que I' est uniforme et on écrit G = I'D, ou
D est compact dans G, puis on utilise le Lemme 2. B

4. LEMME. — Pour =z € M (fixé), l'application R; : G — M, g —
g - =, est propre.

Preuve. — On écrit R;1(K) = Ag({z},K) et on utilise le Lemme 3. ®

5. PROPOSITION. — Le groupe G agit proprement sur M. La projection
canonique p: M — G\M est continue et ouverte. De plus, ’espace topologique
G\M est séparé et localement compact (il est compact si '\M Iest).

Preuve. — Classique. B

6. PROPOSITION. — Sous les hypothéses faites sur G et M, il existe
une fonction 0 € C*(M), 8 > 0 telle que, pour tout compact K C G\M,
p~}(K)NSupph est compact dans M , et pour tout z € M, fG 6(g-z)dg =1 (si
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G\M est compact, alors 6 est & support compact).

Preuve. — Du fait que M est une variété, donc localement compacte et
dénombrable a I'infini, on déduit qu’il en est de méme pour G\M et en particulier
que cet espace est paracompact. Considérant des familles {U, C Ul}zem d’ouverts
relativement compacts de M , et leurs projections sur G\M, on trouve deux
recouvrements ouverts localement finis, {V;} et {V/}, i € N de G\M, avec
V; C V! et deux familles localement finies d’ouverts relativement compacts de M,
{WI'}: {Wi,}’ avec Wt - Wi’ ’ p(Wl) = ‘/t ’ P(W.") = ‘/i’°

On peut donc trouver des fonctions ¢; € C§°(W)), avec ¢; =1 sur W;.
La fonction donnée par ¢(z) = 3, pi(z) est bien définie et C*. L’assertion sur
le support suit du choix des W/ . Appliquant le Lemme 4, on voit que I’intégrale
@(x) = [, p(g- x)dg existe pour tout z € M (en fait on intégre sur un compact de
G )eton voitque ¢ >0 (car {V;} estun recouvrement de G\M). On pose alors
6(z) = p(z)/p(x), qui a les propriétés requises. Cette preuve s’inspire de la preuve du
Lemme de la page 18 de [BR]. m
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