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L'ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES
POUR L'OPÉRATEUR DE SCHRÖDINGER

AVEC UN POTENTIEL PÉRIODIQUE PERTURBÉ

par George D. RAIKOV

1. Introduction

Soit W e C°°(Rm), m ^ 2, une fonction périodique sur un réseau T tel que
R m / r soit compact. Soit V G C°°(Rm) une perturbation qui vérifie les estimations

\Dt>V{x)\ < c0(xra~M, <*> := d + |* | 2 ) 1 / 2 , V/? € N"\ (1)

pour un a e (0,2) et des constantes positives cp.

Sur l'espace de Sobolev # 2 (R m ) , on considère l'opérateur de Schrödinger

qui est auto-adjoint sur L2(Rm).

Comme la multiplication par V est relativement compacte par rapport à A, le
spectre esssentiel o*cssW) de l'opérateur Ti ne dépend pas de V, et coïncide avec le
spectre GÇHQ) de l'opérateur

qui est purement continu. H est bien connu que <?(WQ) a une structure des bandes,
c'est-à-dire on a

= J5 //<
où h sont des intervalles compacts qui peuvent être disjoints ou se recouvrir. On note

)> fc = 0 , 1 , . . . , /f f les trous dans <r(7io) telles que

R\<rÇHo)= U ( ^ r ^ ) ^ f c <^r+n * = 0 I 1 , . . . , / C < o o .
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Puisque m ^ 2, le nombre K est fini dans le cas général (cf. [SKR]), mais ce
n'est pas essentiel pour le problème considéré ici. Remarquons que le premier trou
(£<r>£o) e s t semi-infini, c'est-à-dire £0~ = — oo. Le but de cet exposé est l'étude du
comportement asymptotique des valeurs propres de l'opérateur H près d'un point fixé

f

2. Quelques faits de la théorie de Bloch

Pour formuler notre résultat principal, il faut rappeler brièvement quelques faits
de la théorie de Bloch.

On note Q le domaine fondamental du tore R m / I \ Soit T* le réseau dual de T.
Alors Q* désigne le domaine fondamental du tore dual R m / r \ Le domaine fi* est
connu dans la littérature physique comme la zone de Brillouin.

Pour 9 e TV fixé on introduit l'opérateur

^ : = - A + W (2)

avec le domaine

{u e L2(Rm/r> a L2(Q) : uê e i / 2 (R m / r )}

où u#(x) := exp{- i0 • x] u(x), x G fl, et H2(Rm/Y) est l'espace de Sobolev habituel
sur la variété R m / I \

L'opérateur f)s est auto-adjoint et elliptique dans L2(Rm/r). Soit

la suite des valeurs propres de f)$, 6 € H*. Evidemment, toutes les fonctions Ei(6),
sont continues sur Q*. En effet, ces fonctions sont analytiques sur Rm/F* hors d'un
fermé des points du branchement.

On introduit l'espace hilbertien

£ : = ZZÖ; f ®L\Rm/T)d9 (3)

VOIS/ Jum/v

et l'opérateur

50 := — L - / GfoM (4)
voin* yqui est auto-adjoint dans £. On définit l'opérateur U : L2(Rm) —• £ par

(Uf)(x; 0) := E 7 € r e x p { - » 7 > ƒ(« + 7), ƒ € L2(Rm). (5)

L'opérateur U est isométrique et on a

UHolT = B0.

Alors on peut décrire les bandes de aÇHo) explicitement :
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De plus, chacun des points S^, k = 1 , . . . , K, (respectivement, ££, Jt = O, . . . , /v)
de la frontière du (TCSS(W) coïncide avec la valeur maximale (respectivement, minimale)
d'une fonction Et(9), O 1.

Nous disons que la valeur Sf est régulière si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées :

i) il n'y a qu'une fonction E*o(0) de la suite {#i(0)}/>i qui prend la valeur £f ;

ii) la fonction E*o(0) prend la valeur £* aux points isolés 0*y., j = 1 , . . . , J* < oo;

iii) la matrice

où

est définie-positive aux points 9 = 9f.j, j = 1 , . . . , J* .

Les valeurs propres de la matrice inverse de Mf(9f.j) sont connues dans
la littérature physique comme étant les masses effectives aux points 0 = 0*-,
i = 1,..., J?.

3. Enoncé du résultat principal

Soit T un opérateur auto-adjoint dans un espace hilbertien. Soit g c R u n ouvert
tel que le spectre de T sur g soit purement discret, alos N(g\T) désigne le nombre des
valeurs propres de T situées sur g, chacune étant comptée suivant sa multiplicité.

Soit ( 5 ^ , ^ ) , k = 0 , 1 , . . . , / ^ un trou dans a(W0) = o-essCW). On se donne
S € (££", SI) fixé, et pour tout À > 0 assez petit on pose

, Jb = 0 , . . . , K.

Le théorème suivant contient deux assertions indépendantes suivant respective-
ment le signe supérieur ou le signe inférieur dans les signes doubles " ± " et " T ".

THÉORÈME PRINCIPAL. — On suppose que W est périodique sur le réseau T
et V satisfait (1). De plus, on suppose que l'estimation

vol{x e Rm : TV(x) > fi}> cyT™1" (6)±

est vérifié pour avec une constante positive c, pour tout // > 0 assez petit et avec le
même a e (0,2) comme dans (1).

Soit (£j~, ££), k = 0 , 1 , . . . , K, un trou dans aÇHo). On suppose que la valeur €$
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ou £jjf, k — 1 ,...,ƒ<", est régulière. Alors on a

^ tf +0(1)), A | 0,

où (, -, ) désigne le produit scalaire engendré par la métrique euclidienne.
On déduit de l'inégalité (1) avec /? = 0 et de l'estimation (6)± que la quantité à

la droite de la relation (7)± est de Tordre A- m ( 2 ~ o ) / 2 a lorsque A j 0.
Des formules asymptotiques qui ressemblent à (7)± mais concernent le cas

m = 1 ont été obtenues par Zelenko [ZEL] sous des hypothèses trop restrictives. Une
amélioration considérable de ces résultats a été anoncée par Khryachtchov [KHR] qui
considérait aussi seulement le cas m = 1.

D y a une littérature importante concernant l'asymptotique de N(—oo, — A|—A+V)
lorsque A | 0 dans le cas m ^ 2, c'est-à-dire l'asymptotique des valeurs propres isolées
de l'opérateur H avec W = 0 (cf [ROZ], [TAM]). Par exemple, le résultat suivant qui
sera utilisé plus loin.

PROPOSITION. — Soit m ^ 2. On suppose que V satisfait (1). De plus, on
suppose que l'estimation (6)+ est vérifiée. Alors on a

= (27r)-m vol{(ar, 0) £ !TRm : \6\2 + V(x) < - A } ( l +0(1)), A | 0.

Finalement, nous remarquons que nos résultats sont analogues aux résultats
de Deift, Hempel [DE-HE], Alama, Deift, Hempel [Al^DE-HE], Gesztesy, Simon
[GE-SI] et Hempel [HE], Mais ces auteurs étudient l'asymptotique lorsque g —• oo
du nombre des valeurs propres de l'opérateur —A + W — tV> V ^ 0, qui traversent un
niveau d'énergie £ G (££, ££) fixé lorsque le paramètre t croît de zéro à la valeur g.

4. Résumé de la démonstration du théorème principal

On propose un résumé de la démonstration du théorème principal pour le cas d'un
minimum ££, k = 1,. •., K. Pour simplifier, on suppose que la valeur ££ est prise par
la fonction E%0(6) en un seul point 6k € fi*.

D'abord, on utilise l'opérateur U (cf. (5)) pour montrer que l'opérateur H est
équivalent unitairement à l'opérateur

fi := fi0 + 2*

où fio est introduit dans (4) et 5J est défini par
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1 _
vol fi*

7) / exp{i(ô' - 0 • y}g(x, e')d8', g € £ ,

(cf. (3)). Donc, on a
Wî (8)

Puis, on introduit la fonction propre <p(x,6) € L°°(fi x fi") de l'opérateur rj*
(<ƒ. (2)) associée à la valeur propre ££„(0), telle que

<p(x,8) = txp{ix-8}1f,(x,0) (9)

où VO, 0) € # 2 (R m / r ) pour chaque 0 € fi* (en effet, if>(-, 8) € C°°(Rm /r), VÔ € fi*).
On suppose que V'O, ̂ ) dépend de Ö analytiquement dans un voisinage de 0k par rapport
à la topologie de L2(Rm/r). En outre, on suppose qu'on a

/ \<p(x,0)\2dx = / \xl>(x,0)\2dx = 1, VÔ € fi*.

L'existence des fonctions propres qui possèdent ces propriétés est montrée dans
[WILC].

On prolonge xj>(x, 6) par périodicité pour tous x € Rm, et on prolonge la fonction
<p(x, 8) selon (9).

On définit l'opérateur $ : L\ü*) —> Z,2(fi-) par

f w€L2(fi*). (10)
VOl Si* Jfl» yRm

On pose
1/2 1 / 2

o y ( 0 ) 1 / 2 . (11)
On obtient les estimations

<±Ar(l=F£,o^|7e(A))+0(A-m(2-a)/2a)J AiO, Ve € (0,1). (12)±

Pour les avoir, on définit le projecteur orthogonal P : £ —• £ par

(Pg)(x,8) = <p(x,0) / l^\0)g(x',0)dx', g G £,

et on pose Q := Id —P. Alors on a

(13)

L'opérateur PsP , avec comme domaine P2, est équivalent unitairement à E%0 + $ et
on a

- # + A + $ ) =

, A 10 , (14)
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et par le principe de Birman-Schwinger, on obtient

iV(-oo,0|J3£ - £î + A + $ ) = N(l, oo\n(X)). (15)

D'autre part, le spectre essentiel de l'opérateur QÔQ avec le domaine £i:=Q&(a)
est situé hors du fermé [£,££] et, par conséquent, on a

= 0(1), À | 0. (16)

Maintenant, les estimations (12)± résultent de (13) (16); la présence de
deux derniers termes dans (13) entraîne l'apparition du nombre e ^ 0 et du reste
0(A-m(2-a)/2a) dan$ ( 1 2 ) ±

L'étape suivante est la localisation par rapport à 0. Plus précisément, on choisit
un domaine quelconque O c f i * tel que 0* 6 O et on définit l'opérateur TloiX) par
analogie avec 7£(A) (cf. (10) - (11)) en remplaçant Q* par Ö. Alors on a

+O(A-m(2-a)/2a ) j A | (), V* € (0, 1), W € (*, 1). (17)±

On choisit des coordonnées sur O telles que 0k = 0, et on introduit l'opérateur

no(\) := - ( i (Mt(0k)0,0) + A) " 1 / 2 $ O (^(-MÏ(^)Ö, Ö) + A ) - 1 / 2 (18)

où l'opérateur $c> est défini par

(3>ot/)(0) = - i — / / exp{i(ö' - 0) • x}K(ar)u(e')rf*d^, « e L2(O). (19)

Alors on a

+ 0 ( A-m(2-o)/2o ) j A | 0, Ve G (0,1), Ve' € (e, 1). (20)±

Pour vérifier (20)±, on écrit

^ , 0') = exp{iXÖ' - Ö) • x)WJ)xKx, 9') =

= exp{*'(0' - 0) •

exp{i(0' - 0) • x} l E ̂  Vy (0)tfy(0') - vol fi)/(vol Q)2

+ E exp{2#(0' — 0 + f' — 7") • x]xl>.

OÙ /
^ r ( ö ) := / exp{iy • x}xl>(x,6)dx,y' € T', 0 € fi .

Les deux derniers termes à droite sont négligeables : le premier d'entre eux est égal à
zéro pour 0 = 0', et les gradients par rapport à x des fonctions de phase (ô'-9+y-7 / /)*a;
dans le deuxième terme ne s'annulent pas si diam Ö est assez petit. De plus, ici on a
utilisé la relation vol Q vol fi* = (2?r)m.
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Finalement, on introduit l'opérateur Û(\) par analogie avec HoW (cf. (18) -
(19)) en remplaçant le domaine Ö par Rm, et on vérifie l'estimation

±N(l =F e, oo\no(X)) ^±N(lT e', oo|£(A))+

40(A-m(2"û)/2û), À | 0, Ve € (0, 1), Ve' € (e, 1). (21)±

Le principe de Birman-Schwinger implique que

N(l - e,oo\n(X)) = N( - oo, -À| - A + (1 - eTxV)^e € (-1,1), (22)±

En combinant (8), (12)±, (17)± et (20)± - (22)± et en appliquant le résultat de la
proposition, on obtient (7)±.
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