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Séminaire de Théorie spectrale et Géométrie V.l
CHAMBERY- GRENOB LE

1983-1984

CALCUL DU SPECTRE DE CERTAINES NILVARIETES
COMPACTES DE DIMENSION 3

Exposé de Yves COLIN DE VERDIERE

Le but de cet exposé est le calcul du spectre du laplacien d'une

variété riemannienne compacte M = r \G où G est le groupe de

Heisenberg de dimension 3 muni d'une métrique invariante à gauche

et r un sous-groupe discret opérant par translation à gauche sur G .

Après avoir décrit de façon précise les variétés M en question,

le calcul repose sur le lemme algébrique classique qui permet le calcul
d^ 2 2

du spectre de l'oscillateur harmonique Q = - —- + uu x .
dx^

II serait intéressant de généraliser ces calculs à des quotients

d'autres groupes nilpotents et éventuellement de mettre ainsi en évi-

dence certaines déformations isospectrales explicites de variétés r ie-

manniennes compactes.

1. DESCRIPTION DES VARIETES RIEMANNIENNE S,

Soit G le groupe des matrices 3x3 à coefficients réels de
, 1 X ZX

la forme g = I 0 1 y 1 , on notera aussi g = <x,y,z> . Ce groupe
Vo 0 1 '

G est le groupe de Heisenberg de dimension 3 .
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On a :

<x,y,z><x',y\zr> *= <x+x' , y+y' , z+z'+xy')

et donc, avec des notations évidentes :

L'algèbre de Lie Q des champs de vecteurs invariants à gauche est

engendrée par X = — , Y = — + x — , Z = — qui admet pour

base duale Ç = dx , r\ = dy , Ç = dz-xdy .

[X, Zl = [Y, Z] = 0 ; [X,Y] = Z .

Soit r un sous-groupe discret de G qui opère par translation

à gauche et tel que M = r\G est compacte. Soit

où k est un entier > 1 , on a le :

THEOREME. - II existe un k unique et un automorphisme

cp de G tel que cp(r) = r. : M est difféomorphe à rAG

pour un certain k . Ce k est un invariant topologique de M

(il se calcule à partir du groupe fondamental n-(M) ).

Détermination de k : soit C = {(0,0,t> |t€lR} le centre de

G , Zo = TOC , Zx = [ r , r ] e Z 0 , on a k = fZ():Z1] .

La démonstration du théorème n'est pas difficile. On peut utiliser

des automorphisme s de l'algèbre de Lie en travaillant sur des relève-

ments par exp de générateurs convenables de r •

Description de M : soit E = G/C^Ht et r = r / lT lCcE ,

alors E / f est un tore de dimension 2 . L'application naturelle

n : M — E / f = T est une fibration en cercles. La fibre de 0 est

~ IR/2TTZ; et on a n«x^yv^>) = (xTy) € T .
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Métriques riemanniennes : soit g une métrique riemannienne

invariante à gauche sur G ; g s'écrit
2 2

g = P(dx,dy) + t (dz-xdy + Adx+Bdy) . En faisant opérer les transla-

tions à droite de G , on obtient des variétés E\G 2 à 2 isométri-

ques : (R (r.g) = TgYft) et
0

B* (g) = P(dx,dy) + t2(dz-(x+x0)dy+y(

En prenant yQ = -A et x = B , on obtient :

R* (g) = P(dx,dy) + t2(dz-xdy)2 ;
Y0

R* (g) = adx2 + 2bdxdy + cdy2 + t2(dz-xdy)2 .
Y0

On est ainsi ramené à étudier M = I \ \G où G est muni de
2 2 2 2

la métrique g = adx + 2bdxdy + cdy + t (dz-xdy) . La fibration pré-

cédente M__^T est une submersion riemannienne à fibres totalement

géodésiques. T est le tore plat Ht / n avec

- , V2nkn2) |n19n ÇZ;} muni de la métrique

0
2 2

adx + 2bdxdy + cdy . Les fibres C/Z sont de longueurs 2rrt .

Calcul des volumes : soit 6 = v a c - b 2 , vol(M) = 4n ktô

vol(T) = 2nk6 .

Question : soit M une variété riemannienne compacte locale-

ment isométrique au groupe de Heisenberg G de dimension 3 muni

d'une métrique invariante à gauche, M est-elle globalement isométri-

que à une variété n \G du type précédent.
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2. CALCUL DU SPECTRE

a. Un lemme.

Soit A un opérateur fermé non borné sur un espace de Hubert

« , A* son adjoint et B = A*A avec D(B) = [x€D(A) | Ax€D(A*)} ,

il n'est pas difficile de voir que B est autoadjoint, en fait c'est l'ex-

tension de Friedrichs de la forme quadratique fermée de domaine D(A)

définie par q(x) = ||Ax|| . On suppose que [A,A*] = c.Id avec c ^ 0

et que B est à résolvante compacte, alors le spectre de B peut être

ainsi décrit : les espaces propres sont tous de même dimension et le

spectre est

(i) si c>0 , Sp(B) = {0,c,2c,3c,..-}

(ii) £i c < 0 , Sp(B) = {-c , -2c , -3c , . . . } .

Remarque : si c = 0 , A est auto adjoint et on ne peut rien dire de

plus que Sp(B) c [0,+œ[ .

Preuve• - Si E est un espace propre de B de valeur propre
X

X , alors :

A ( V C \ - c ; A * ( V C V c ; A*A| EX = XW ;

AA*. = (\+c)H .

l E x
En effet, par exemple, de A*Acp = \cp , on tire

A*AAcp = (AA*-c)Acp = (X-c)Acp (Si cpÇE^) . Itonc, si X est valeur
propre de B , A est un isomorphisme de E sur E sauf si

A. A.—C
X = 0 et A* est un isomorphisme de E sur E sauf si X+c = 0

A. X + C

Soit c > 0 : si XQ valeur propre de B , \ -c,. . . ,X0-kc sont

d'autres valeurs propres, jusqu'à ce qu'on arrive à 0 : on doit donc ar-

river à 0 (car B>0) , c'est-à-dire que Sp(B) = {0,c,2c,...} avec des

espaces propres isomorphes.

Le cas c < 0 se traite de façon analogue.
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b. Utilisation du lemme.

Calcul du laplacien :

.A (A B\ / a b \ " x

soit I j = I , on a :

^B C' \b c)

A = -[AX2+B(XY+YX) +CY2+-^-J .

En effet, cet opérateur est symétrique, à coefficients réels, à symbole

principal g* et Al = 0 .

On peut encore écrire A sous la forme :

A = - \5C+(y + "5" I s avec Z = VA X + —— Y et ^ = Y
\ tl J JA

et donc :

l%,z] = [y,z] = o

on pose alors :

D = -
et on a :

tD , Z] = 0 .

Le calcul du spectre de A se fait à partir de celui du spectre joint de

G et Z

%>ectre(Z) = {im|m€&3 et Q =

donc, avec une notation évidente :

Spectre de Aft : les fonctions correspondantes sont constantes sur les

fibres, Spectre(A0) = Spectre(T) : c'est le spectre du tore plat R / E
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Efrectre de A
m

soit A = -

m

A* = , on a :

et [A, A*] = -

Donc si m>0 , Sp(A ) = } — = 0 f 1 , 2 , . . . j ,

si m<0 ,
Iml

Les multiplicités ne dépendent que de m et g , mais pas de g .

Pour les calculer, on utilise l'asymptotique de Weyl en remarquant que

à s'identifie au laplacien sur les sections dTun fibre en droites com-
m

plexes sur T et donc :

JL r i ^ A •) a i re (TV ko#= [valeurs propres de A £ \) ' \ = —\ .
m T: TT ù

Donc, si v est la multiplicité :
m

ce qui donne

v = k.mm

Pour résumer, on a :

m m §
%>ectre(A) = %)ectre(T)U — ( 2 ^ + 1 ) + — | m = l , 2 , 3 , . . .

* 8 = -0 ,1 ,2 , . . .

chacune de ce s valeurs propres étant de multiplicité 2km

En particulier, la plus petite valeur propre non nulle de M est donnée

par :


