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LES ESPACES DE BRACELETS
ET LES COMPLEXES DE STASHEFF

par Peter GREENBERG

l. Introduction

Soit H le demi-plan supérieur (un disque dans toutes nos figures). Un bracelet est
un ensemble fini d’horocercles b = {hy,..., hns1} tel que les points & I'infini des h;

sont dans I’ordre trigonométrique, et tel que h; est tangent & h;,1, et h,4; est tangent
ah.

Fig. 1 — Normalisation d’un bracelet

Etant donné un bracelet b = {hy,..., hq41} il existe une unique isométrie de H
dont I'image de h) = {z|]Imz = 1} et dont I'image de h,, est tangente a 0; alors
hy N hpy = {i} et [—00,0] est partagé en n intervalles par les points a I’infini des h;.
L’espace de tels bracelets “normalisés” s’appelle B,,. On veut le comprendre.

On observe d’abord que B,, est une variété C*, difféomorphe 2 R"~2. Or, les
points a I’infini des k;, 2 < i < n — 1, varient librement et leur configuration dans 6H
fixe le bracelet. Nous allons étudier la topologie d’un certain sous-espace de B,,.

Soit b € B, et soit a(b) I’arc fermé “horocercle par morceaux” qui parcourt les
h; entre les points d’intersection avec h;_j et h;y; (voir fig. 1, oi a(b) est plus foncé).
On trouve que la longueur de a(b) est une fonction de Morse sur B,;,, avec un seul point
singulier, un minimum, le bracelet symétrique invariant par une isométrie de H d’ordre
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n + 1. La longueur de cet a(b) minimal est 2(n + 1) cos(w/n + 1) (voir I’ Appendice).

Si I’arc a(b) est simple (sans points d’autointersection) on dit que b est propre.
Le sous-espace de B,, (évidemment ouvert) des bracelets propres s’appelle Bf. Nous
écrivons aussi 1’adhérence Ff‘ = BP U B}, oi B} est I’espace de bracelets tangents,
i.e. tels que a(b) possede au moins un point d’autointersection, mais tels que tous ces
poinEp sont de degré 0 : < (voir fig. 2). Notre but est de détailler la structure
des B

ne

e %/“V\

b +— a(b)

Fig. 2 — Un bracelet tangent et son arbre

On verra que _ﬁ’,’, est une variété stratifiée (dans un sens faible : Ff, est une union
de variétés ouvertes s,, 0 < dim s, < n — 2, dont I’adhérence 5§, est une union de 5g,
dim sg < dims,). Il y a une strate s, pour chaque arbre planaire 2 n racines et une
“téte” (voir fig. 2). Or, les complexes de Stasheff, eux aussi, possédent une face pour
chacun de ces arbres. Notre résultat principal est en effet :

3. THEOREME. — Soit K, le complexe de Stasheff ({St], dit “I'associahedron”,
voir [L]). Alors, il existe un homéomorphisme entre les paires (K,,0K,) — (B, B!)
qui envoie les intérieurs des faces sur les strates.

4. COROLLAIRE. — B}, est homéomorphe @ S™3, et BE, est une (n — 2)-boule
ouverte dans By,.

Démonstration. — On sait (d’apreés Stasheff [St]) que (K,,,dK,,) est homéomor-
phe & (F"-z, S"-3). Or, BE, est ouvert et la fronti¢re de Ff, est B! Sn-3, d’od B
est une (n — 2)-boule.

S. Remarque. — Le groupe F de Thomson posséde deux descriptions : comme
un groupe d’homéomorphismes de [—o00,0], et comme un groupe de ‘“‘changements
d’associativit€” (voir fig. 6).
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Fig. 6 - Un élément g € F

Le deuxieme point de vue fait penser qu’on peut construire un K(F,1) avec
les K, car ils ont été introduits ([St]) comme paramétres entre des fagons différentes
d’associer n symboles. Du premier point de vue, on voit (voir [G]) que F agit comme
groupe de revétement sur un espace de fonctions homéomorphe, d’une fagon naturelle,
a une limite directe l£1‘1 Bjx. Le théoréme lie ces deux points de vue.

Il reste & comprendre le fait que I’action de F ne préserve “qu’a l’infini” la
structure combinatoire des Bj. - - -

Je remercie Richard Kenyon, qui m’a indiqué une erreur dans une version
antérieure, Lucien Guillou pour son aide en topologie, ainsi que Jacques Helmstetter,
Gilles Carron et Yves Carriére pour m’avoir aider avec les résultats de 1’appendice.

L’organisation de cette note est simple : on construit les KX, avec soin, de
telle fagon que la preuve du théoréme ne soit pas difficile. L’appendice contient une
paramétrisation explicite des™ B,,, comme sous-vari€tés analytiques de R™*!, et quelques
remarques.

Il. Les “Associahedra” de Stasheff

Bien que la construction originale des K,, utilise un calcul des “associations de
n symboles”, il nous convient de les construire, selon une idée de Boardman, avec des
arbres.

Soit A,, donc I’ensemble des arbres planaires (i.e. munis d’un plongement dans
R?, défini 2 isotopie pres) avec n+1 racines, ’'une d’entre elles, la téte, distinguée. Pour
a € A,, soit n(a) ’ensemble des sommets intérieurs (dont la valence est au moins
2) de a; si ¢ € n(a) soit n; le nombre de “directions descendantes”, soit la valence
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moins 1. Soit o] = 3 (n; — 2). On appelle T(n) € A, I'arbre —7' 7 , défini
t€En(a) S——

par [T(n)l =n—2.

-
— —— . X /_/_/ x
u&d\ AE oy \5,2
C { “Ne
/\
(a) un arbre o € Ajg (b) la contraction de o par z
n(a) = {a, b’c’ da €, f}
n, =4, ny = 3, erc...
h: =a,b;=c¢
Fig. 7
Une aréte intérieure de o € A, est une aréte dont la frontitre z = {h,,b;}
se trouve dans n(a). Pour une aréte intérieure = de a, soit la contraction de o par z
I’arbre § € A, qu’on obtient en identifiant z U 8z & un sommet r, (voir fig. 7). Nous
écrivons donc o <f, et si @ < --- <f, nous €crivons a < . Notons que si o <f, on
peut écrire ‘ oo T ’
n(a) = {hs,bz,...}
n(f) = {re,...}

c’est-a-dire , n(f) = n(a) — {hz,b;} U {r:}, et puis que |8] = |a| + 1.
La définition des K,, se fait par récurrence. Les I(,, seront en effet une union des
faces fermées fo, avec dim f, = |a|, @ € A, ;enplus K = frmyet 8K, = |J fo.

®)

a#gT(n)
Si a < B, fo est une face de 8. Pour commencer, on définit :
K =f, =lray=+ un point
Ky = . . un intervalle .
7~ -— AN
9 JTo L)\

Supposons, maintenant, les f, définies, o € A;j, 2 < j < n — 1 ainsi que des
inclusions igo : 8o — 8 si @ < B, et puis que (K;,0K;) = (F"z,sj"3), et
construisons 9K ,.

Posons, pour & € An, @ # T(n), ga = [[ frmn- Si @ <B # T(n), il faut

ien(a)
définir igqo : fo — fp, soit (d’apres (8))

iga i frew) X Frow X [ fremn — Fron x [ freo -



Les espaces de Bracelets et les complexes de Stasheff 115

Sur les derniers facteurs, ig, = id; il nous reste & définir igo : fren,) X fT@my) — fren,)-
Soit V le sous-arbre de o avec z comme seule aréte intérieure, qui contient toutes les
arétes qui intersectent z. Alors par définition on a fy = fra) X fre). et par récurrence
une inclusion ipe,)v : fv — fre,). La composition

= iT(n, )V

fremy X fre) » fv + fT(n.)

définit igg.

Selon Stasheff [St], le complexe JK, obtenu est homéomorphe a sn-3,
définissons K,, = fr(,) comme l'intérieur de cette sphere, c’est-2-dire fr(,) est une
(n — 2)-cellule dont la frontitre est 0K,,.

Fig. 9

Stasheff donne des modeles explicites pour les K,,. Voyons maintenant que les
?’,’; le sont aussi.

ll. Les strates des B,

Nous définirons maintenant une fonction a : ﬁf, — A, dont les images inverses
sont les strates s, de B, @ € A,. Soit b = {hi} € _B_f‘, alors (voir fig. 2) a(b) est
I’arbre qui fournit un 1-squelette de H— (Jint(h;); la téte de a(b) correspond a la région

]
de H - Uint(h.-) dont le bord est I’axe réel positif. Evidemment, on a sr) = BE, un

]
ouvert dans B,,. La proposition qui suit nous rappelle la définition des f, de la section
IL

10. PROPOSITION. — 54 est difféomorphe @ [] BE_ et donc est une variété
t€n(a)
C®™ ouverte, de dimension |a.

Démonstration. — Pour cette preuve, donnons a ’ensemble n(a) des sommets
intérieurs I’ordre —< “de haut en bas, de gauche 2 droite” (voir fig. 7, ou I’ordre
alphabétique des éléments de n(a) est aussi 'ordre —<).

Nous définissons F, : [ BS, — s, : soit (&) € [J]BE,
t€En(a)
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) = (b1,...,benca)), i —< i+ 1. D’abord, on construit &;. Alors, on déscend 2 la
région dans H — Uint(h;) qui correspond au sommet 2. Elle est bordée par deux horo-
cercles de by ; normalisons-les, puis mettons b, dedans. On continue ainsi (voir fig. 11);

F,, est bien-définie, et bijective. |
1
o= //L\ 3 (61, 52,b3) —
n 5
—— //-
Fig. 11
Démonstration du théoréme 3. — Enoncé : il existe un homéomorphisme B, —

K, qui envoie 5, sur f,, a € A,,.
Par récurrence : commengons avecn =2, n=3:

Kz =+ = frp), Bz:Bé:B-gz{@ }
K3 = !?———M!’

. @ - @

5 A sy = B} 81
Supposons par récurrence, que pour @ € Aj, 2 € j < n—1on a un
homéomorphisme h, : fo — 35, tel que si a <f, hpig, = ho. On définit
h : 0K, — B, en écrivant fo = [] friys 8o = [1B5,, blimys. = []h1en,)- Par
récurrence, h est un homéomorphisme. Alors, B! est homéomorphe A un S"—3. Mais

aussi, B}, est la frontitre (topologique) de BE dans B, = R"~2, et donc BP est une
boule ouverte dans B,,. D’ou ’existence d’une extension de h & K,,. [ ]

n=2
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Appendice — Géographie des Bracelets

Pour ceux que cela intéresse, on donne ici une paramétrisation des espaces By,.
Nous présentons seulement les résultats de certains calculs, dont les détails apparaitront
(peut-étre) ailleurs.

Soit b € B,,. L’arc a(b) (voir fig. 1) se divise en n+1 sous-arcs a; C h;. Soit ¢; la
longueur de I’arc a;(b), et soit £(b) = (4y,...,£,+1). L'application £ est un plongement
de B, dans (R*)"*!. En posons n = 2, on trouve £(b) = (1,1,1) (il n’y a qu’un seul
bracelet). Avec n = 3, on trouve £(b) = (21 (0),2/6,(b),£41(d),2/4 (b)). Or, le plongement
p3 : RY — (R*)* défini par p3(0) = (0,2/0, 0,2/0) fournit une paramétrisation de Bj.
En général, on trouve :

A.l Résultat. — Soit p,, : (R*)"~2 — (R*)™*! définie par

1+05 07+03 Oj—2+0; Opng+0p_2
pn(ala"'i"n—Z):(ala ) yecey IREERE]
o1 o2 051 On-3
1+0,_3 1 1 1 1
— 2 Op2,—F——+ - +oeo 4 )
On-2 oy 0102 00541 On-2

Alors p,, est un plongement, dont 1’image est £(B,,).

Quelques remarques suivent :

1. — Des paramétrisations p,,, on tire des équations qui définissent les £(B,);
on trouve facilement, par exemple, que
144 _1+4 1 1 1 }

% B=——, 5= —+—+—

By = {(e,,... ,Ks)lfz = 2 L L 444

n+l

2. — Enposant L(#y,...,8n+1) = 3 £, 1a longueur de ’arc a(b) est L(£(b)). On
1
trouve que la fonction L o p,, est de Morse, avec un seul point singulier, un minimum.
Le bracelet minimal b, est symétrique, invariant par un €lément de Isom(H) d’ordre
n+1, et p,(bmin) = 2cosw/n+1,,...,2cos 7/n+1), Lp,(bmin) = 2(n+1) cos(w/n+1).
3. — Le plongement p,, nous fournit une action curieuse de Z/n + 1 sur
RH™2. Or, si (f1,...,8,4) = £b), b € B, alors il existe ¥ € B, tel que
L) = (f2,0s,...,8n41,4), et donc I'automorphisme rot de (R*)™*!, défini par
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rot(y,...,ln1) = (€2,...,8,41,41) envoie £(B,) A lui-méme, donnant ainsi un au-
tomorphxsme d’ordre n + l de RHY"~2 = {(01,...,0n_2)}.

Soit {¢4;} les fonctions “coordonnées” de R"”. Alors, £; rot(p,(0)) = £is1(pn(0)),
£41 101(Pn(0)) = £1(pa(0)), 0 € (R*)"~2. On trouve, par exemple, avec n = 5

1+02 024+0y103—0, 1 1 1 1
rot(m,az,og):( 2, ] 173 2,—+—+———-+——)
o1 02 (e8] 0102 0203 03
un automorphisme d’ordre 6.
4. — On peut examiner les strates (ou plutdt leurs extensions comme sous-

variétés analytiques de B,) avec I’aide des plongements p,. Soit par exemple
a= A\\ ; on considére s, € Bs (voir fig. A2). Si b € s,, la proposition 10

exprime b comme b = (b;, b;) € By x Ba.

Fig. A.2 — Un bracelet de s
On trouve donc &, = 2/4, £3 = £; + £s d’oli 02 = 1, et alors p;‘E(s,,) est un
ensemble ouvert dans {(o1, 1, 03)}.

On peut aussi calculer que dans (R*)° les strates de dimension 1 de B, s’inter-
sectent en formant un angle de = /2 :

D’ou (et des autres calculs) la conjecture que les 7 sont des vanétés stratifiées dans
le sens de Whitney (“condition (b)”, par exemple).
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