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Séminaire de théorie spectrale et géométrie

CHAMBÉRY43RENOBLE

1990-1991 (67-87)

FLOT GEODESIQUE ET GROUPES HYPERBOLIQUES
D'APRÈS M. GROMOV

(Mémoire Je D.E.A.)

par Frédéric MATHEUS

I. Introduction

Le but de ce travail est d'étudier la construction de M. Gromov ([Gr 2], § 8.3)
du flot géodésique d'un groupe hyperbolique. Le théorème suivant ([Gr 1]), que nous
démontrons au § VI-2, motive cette étude :

THÉORÈME. — Soient (V, g) et ( V , g') deux variétés riemanniennes compactes
à courbures négatives, et soit <p un isomorphisme en les groupes fondamentaux de V et
V'.

Alors il existe un homéomorphisme h(ip) entre les fibres unitaires tangents T\(V)
et T\(Vf) àVetV' qui envoie les orbites du flot géodésique de V sur celles du flot
géodésique de V'.

On va donc tenter de reconstituer le flot géodésique à partir du groupe fondamental.
Plus généralement, soit Y un groupe hyperbolique quelconque (qui n'est peut-être pas
le groupe fondamental d^une variété riemannienne compacte à courbure négative). On
va construire un espace G(T\ et un "flot géodésique" sur G(T\ tous deux bien définis
à quasi-isométrie T-équivariante préservant les orbites près.

Pour guider l'intuition, on gardera à l'esprit le fait que, dans le cas où T est le
groupe fondamental d'une variété compacte V munie d'une métrique riemannienne à
courbure négative, l'espace G(T) doit jouer le rôle du fibre unitaire tangent T\(V) au
revêtement universel V de V.
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IL Flot géodésique sur le groupe libre de rang deux

Soit L — L(Q, /?) le groupe libre à deux générateurs, et A' le graphe de Cayley de L
pour le système de générateurs S = {a, /?, a'1, /3"1}. X est un arbre dont les arêtes ont
pour longueur 1 et tel que chaque sommet de A' appartient à quatre arêtes. Notons T\ X
l'ensemble des triplets (x, a, 6) € X x dX x öA' tels que x appartienne à la goédésique de
X d'extrémités (a, 6). (dX désigne le bord de A). Sur T\X on définit un flot géodésique

par : <pt(x,a,b) = (y,a,6) où y est
le point de la géodésique d'extrémités
(a, 6) à distance t de x. L'espace des
directions autour de x, noté (T\X)T,
est constitué des couples (mi,rn2) de
mots infinis en a,/?,**"1,/?"1. Le pre-
mier mot décrit le passé de x, le second
décrit le futur de x sous l'action du flot
géodésique <pt. Les premières lettres de
w\ et mi doivent être différentes. On
notera que (T\X)X est homéomorphe à
un ensemble de Cantor, et n'est donc
pas une variété.

L'action de L sur T\X est donnée par : 7 • (x,mi,ni2) = (7*,mi îm2) de sorte
qu'on a un flot géodésique %p% sur X/L qui est un bouquet de deux cercles. Par exemple,

£>i(*imi)sr™2) = (* i 5 ~ l m i j m 2) On notera
que l'on a pu définir sans difficulté le flot <pt

car, par deux points distincts de dX passe une
unique géodésique.

Voici maintenant quelques généralités sur le

III. Flot géodésique sur un espace métrique

Soit X un espace métrique. On note rf(x,y) ou |x — y\x la distance entre deux
points x, y e X. On note GX l'ensemble des géodésiques de AT, c'est-à-dire l'ensemble
des isométries de R dans A', et on munit GX de la métrique suivante : pour j , / i ç A ' ,
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on pose

\g - h\GX = / \g(t) - h(t)\x2-Mdt.

L'inégalité \g(ï) - h(i)\x ^ 2\i\ + \g(0) - h(jO)\x montre que l'intégrale définissant
I? - h\GX est convergente. Cette inégalité que l'on peut réécrire ainsi :

W G R, \g{i) - h(t)\x - 2\t\ < |*(0) - h(0)\x < \g(t) -

montre que l'application GX —> X, <jr •-• «/(O) est une quasi-isométrie.

E y a deux actions isométriques sur GX : celle du groupe Isom(X) des isométries
de X, par composition au but, et celle de Z/2Z, par changement du sens de parcours
des géodésiques.

En revanche, le flot géodésique, qui est l'action de R par translation à la source
sur GX, n'est pas une action isométrique, mais seulement lipschitzienne; en effet, les
inégalités suivantes, valables pour tous a,t G R,

donnent
2- | û | • \g - h\ox < \9° - h°\GX < 2W - \g - h\GX

où g° (resp. hQ) désignent les éléments i H-* g(a + <)(resp.t •-> /i(a + <)) de

Enfin, l'action de Isom(X) commute avec celles de R et Z/2Z, tandis que ces
dernières "anticommutent", c'est-à-dire que, si l'on note a l'application de GX dans
lui-même donnée par (<rg)(t) = g(—t), on a : <r(gQ) = (<rg)~a.

On suppose maintenant que X est un espace métrique géodésique hyperbolique.
On note dX son bord, et on note d2X l'ensemble {(a, 6) e dX x dX,a ^ 6}.
La projection D : GX —• d2X qui, à une géodésique, associe ses extrémités, est
continue et surjective. La préimage D" î(a )6) d'un point de d2X est l'ensemble de
toutes les géodésiques dont (a, 6) est le couple d'extrémités. On va tenter d'identifier
convenablement ces géodésiques en une seule, et ce de sorte que l'action isométrique de
Isom(X) donne une action isométrique sur ce quotient de GX. Venons-en au théorème
que l'on a en vue.

IV. Enoncé du théorème principal

1. Le théorème.

THÉORÈME. — Soit T un groupe hyperbolique. Alors il existe un espace
métrique hyperbolique et propre noté G, et possédant :

i) une action isométrique de Z/2Z,

ii) une action isométrique de T qui commute avec celle de Z/2Z, et dont chaque
orbite Y —> G est une quasi-isométrie à image discrète,
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Ui) une action libre de R, commutant avec celle de F, anticommutant avec celle de
Z/2Z, dont chaque orbite R —* G est une quasi-géodésique continue, sans point
double, et dont l'espace des orbites G/R est homéomorphe à Ô2G.

De plus, si G\ et G% sont deux espaces métriques hyperboliques propres,^vérifiant
i), ii) et iii), alors il existe une quasi-isométrie F x T/H-équivariante entre G\ ef G%,
et qui envoie homéomorphiquement chaque R-orbite de G\ sur une R-orbite de G2.

Enfin, si X est un espace métrique hyperbolique propre sur lequel F opère
isométriquement, proprement discontinûment et avec quotient compact, alors il existe
une quasi-isométrie continue GX —• G, F x Z/21-équivariante, et qui échange
homéomorphiquement les R-orbites de GX et G.

2. Commentaires.
a) Soit F^un groupe hyperbolique, et G l'espace fourni par le théorème. Fixons

go € G. La quasi-isométrie T —• G, 7 •—• 7 • 00 s'étend en un homéomorphisme
r-équivariant entre dT et ÔG.

b) Les propriétés de l'action de R sur G permettent de reconstituer celui-ci à partir de
R et Ô2G. Plus précisément, on montrera qu'il existe un homéomorphisme entre
G et d2G x R qui conjugue les actions de R.

c) Soient S\ et St deux systèmes générateurs de T, d\, di les métriques des mots qui
leur sont associées, et G\ ,Gi les^espaces fournis par le théorème. Il existe alors
une quasi-isométrie entre G] et G2» F-équivariante, et qui échange les R-orbites.
Donc G = G(F), et le flot géodésique sur G(F), sont bien définis à quasi-isométrie
F-équivariante préservant les orbites près.

d) Soient Fi et F2 deux groupes hyperboliques, et <p une quasi-isométrie entre Fi et
F2. Alors (p se prolonge en un homéomorphisme $ entre dT\ et ôFa, qui^fournit
donc, d'après les points a) et b) ci-dessus, un homéomorphisme entre G(Fi) et
G(F2) qui conjugue les flots géodésiques (mais non les actions de Fi et F2).

e) Pour des compléments, on pourra consulter [Ch].

V. Preuve du théorème

Le schéma de la preuve est le suivant : suivant M. Gromov dans JGr 2] on part
d'un espace X comme à la fin du théorème, on construit^un espace G vérifiant les
propriétés i), ii) et iii) du théorème, puis on s'assure que G ne dépend pas de X en
prouvant l'unicité faible.

1. Construction de G.

Soit X un espace métrique 6-hyperbolique, propre, sur lequel F opère par
isométries, proprement discontinûment, et avec quotient compact.

Soient XQ e X un point-base, et p un réel strictement positif. Notons A l'ensemble
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des couples (a, 6) G d2X pour lesquels il existe une géodésique d'extrémités (a, 6) qui
ne rencontre pas la boule ouverte Boteo, />)• On va montrer que A est fermé. Pour ce
faire, on a besoin du lemme suivant :

LEMME. — Soit (o„,6„) € d2X une suite de points de d2X qui converge vers
un point (a, 6) G d2X, et soit gn mie géodésique d'extrémités (a„, bn).

Alors il existe une suite Orn)n€N de points de X, qui est bornée, et telle que9

pour tout n, xn appartienne à l'image de gn.

Preuve. — Soient U et V deux voisinages compacts disjoints de a et 6. Pour n
assez grand, an e U et bn € V\ et le produit (on\bn)Xo est borné indépendamment de
n. Maintenant fixons n. Pour p, q assez grand, on a :

L'inégalité résulte du lemme 2.17 page 39 de [G-H]. On en déduit

rf[*o,<7»(R)] ^ Hm inf (gn(-p)\gn(q))rn + * < (<in\hn)T0 + 6

qui est borné indépendamment de n. Il existe donc, pour tout n un point xn £ </n(R)
tel que sup \xo — xn\ < +oo. •

n>0

Plaçons-nous dans la situation du lemme, et supposons que le paramétrage de
la géodésique gn soit tel que xn = <7„(0). La suite (xn) est bornée, et l'espace X est
propre, donc, quitte à extraire, la suite (xn) converge, vers un point u>. En s'inspirant des
pages 101-102 de [G-H], on extrait de (gn)
une suite qui converge uniformément sur les
compacts vers une géodésique g. En relisant
la page 123 de [G-H], on constate que la suite
(anibn) converge vers le couple d'extrémités A

de g, qui n'est donc rien d'autre que (fl,6). OL/^

De plus, il est bien clair que, si l'on suppose qu'aucune géodésique gn ne rencontre
la boule ouverte Bo(xo>p), alors c'est toujours le cas pour la géodésique g. On a donc
montré que la limite de toute suite de points de A est dans A> c'est-à-dire que A est
fermé.

Il est par ailleurs aisé de voir que, si p est assez grand alors il existe (n, 6) e d2X
qui n'appartient pas à A.

Soit maintenant ?/ : d2X —> R+ la fonction donnée par : 77(0,6) = dist[(a,6) ;«4].
Cette fonction rj est continue, non identiquement nulle, et rj(a,b) > 0 si et seulement si
toutes les géodésiques d'extrémités (a, b) rencontrent la boule ouverte J9o(zo,p).

Soient po et p\ deux réels vérifiant p < po < p\9 et <p : R+ —* R une application
continue vérifiant tp = 1 sur [O,po] et y? = 0 sur [/>i,+oo[. On note, par ailleurs,
* : X —• R+ l'application donnée par :$(ar) = <p(\x — XQ\).
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Maintenant, soit (a, 6) € d2X, tel que 17(0,6) > 0. A toute géodésique g
d'extrémités (a, 6), on associe une "origine" notée t0 = io(g), et définie par

/ * o g(t)dt - l * o 0(/.)rf< = - / * o g(t)dt.
J-00 Jto *• J-00

On note alors Lg(i) l'intégrale curviligne normalisée de * le long de </, entre h et t :

J-oo

Comme $ o $r est continue à support compact, on en déduit que \Lg{t)\ = J si |t| est
assez grand, et plus précisément on a :

assez grand
assez grand.

On peut préciser ce dernier fait : soit t € R tel que g(l) $ ~B{xo,p\ +26) (boule fermée).
On a les implications suivantes :

. ( . _ ƒ +5 si t — 1-o est asse
9 ~ \ — \ si <o - i est ass

= - - et / > < o = > i s ( O = + : .

Justifions ceci : déjà, puisque ij(a,b) > 0, il existe T e R tel que g(T) €fî (xo,p\). Si
la constante 6 est choisie de sorte que tous les triangles géodésiques de .Y soient 6-finis,
alors toutes les boules sont 26-convexes (d'après [G-H] prop. 25, p. 45), donc si t < T,
alors Vs ^ t, g(s) £ B(xo,p\) donc * o g = 0 sur ] - oo,i], donc Lg(t) = - i . De
même, si t > T, alors Lg(t) = \. On termine en remarquant que Lg(t) est du signe de
t-to.

t
I

1,(0

Maintenant, si ari = g\(i\) et «2 = ^2^2) sont deux points sur deux géodésiques
et 02 d'extrémités (a, b), on pose :

n,b;xuz2)=l ^(a'b) ' ILf-<*i> ~ M f 2>] si ^a>6> > °
^ 0 si ?/(a,fc) = 0.

Notons to(rtsp. 1-1) T"instant origine" sur la géodésique ji(resp. gi). D'après ce que
l'on vient de voir, si xuz2 i B(x0}p\ + 26) et si sgn (*, - /J) = sgn (t2 - <g), alors
L ( & \z\,x2) = 0.

Si Ton contrapose cette dernière assertion, on a :

ou : x2

ou : :n et x2 ^ S,et sgn(/i - /J) ^ sgn(/2 -
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Examinons la troisième situation : on va montrer que, dans ce cas, \x\ — xo| ^ \x\ — x2\
et \x2 — xç>\ ^ \x\ — x2\, à condition que p\ soit assez grand.

Pour ce faire, on observe que, puisque les géodésiques .91, g2 contenant *, et x2

ont mêmes extrémités, il existe u € R tel que sup \g\(t) — g2(t — v)\ < 166 (voir [G-H]

p. 119) donc le point y\ — g2(t\ — u) de g2 vérifie \x\ — y\\<t 166. Quitte à remplacer
p\ par p\ +166, on peut supposer que y\ n'appartient pas à la boule B de centre XQ, de
rayon p\ + 26. La situation est donc la suivante : y\ et x% sont deux points de gz qui est
une géodésique de X qui traverse la boule B(xo,p\), et y\ et x2 sont à une distance
supérieure à p\ + 26 de XQ :

Soit yo un point de gi(R) H B(XQ, p\). On a :

|yi - «o| + ko - xz\ < \y\ - yo\ + \yo - r2\ + 2p\ = \y\ - xi\ + 2p\

et comme

ki - *o| ^ |yi - xo\ + 166 et \yi - x2\ ^ \x\ - x2\ + 166

il vient
|xi - xo| + ko - x2\ ^ ki - x2\ + 2p\ + 166 ;

de
ko-Z2 | ^ Pi +26

il vient
ki - *o| < ki - x2\ + 2p\ - pi + 146,

et
px > 2p\ + 146

donne

ki - aro| < k l - x2\.

Par conséquent, on a les implications suivantes :

O=î>I | : C l ~ X o | ^ P l + 2 6 ' OU : kz ~ KoK Pi+26°' ' * 1 ' i C 2 ) * 0 ^ l o u : |«, roi < |«, - «2| et |«a - «ol < |*i - «il

f k i - J C o | < P i + 2 6 + k i -
ou
l«2 - sol < P\ + 26 + kl -
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donc l'ensemble {7 € T.Loiya^yb 172:1,72:2) ^ 0} est inclus dans l'ensemble
..U {7 € I \ \yxi - aro| ^ p\ + 26 + |xi - x2\] puisque \yx\ - 7X2I = |*i - 2r2|,
S — 1 , 2

et ce dernier ensemble est fini, car l'action de T sur AT est proprement discontinue et
car X est propre. L'ensemble {7 e I \ £0(70,76 172:1,72:2) ^ 0} est donc fini, ce qui
permet de définir

Fixons toujours (a, 6) G d2X. La fonction L est alors un cocycle en (2:1,22), c'est-à-
dire que l'on a :

Lia, 6 ; xi, 2:2) = -L(a, b ; z2, *i)

et :
L(a, 6 ; 2:1,2:2) + £(a, b ; z 2 , x3) + L(a,6 ; 2:3,2:1) = 0.

Donc la relation sur GX = Isom(R, A') donnée par :

V</i, g2 € GXy 01 ~ 02 <=* D(gi) = D(^2) = (a, b) et L(a, 6 ; 5 ,(0), flf2(0)) = 0

est une relation d'équivalence. On note G le quotient de GX par cette relation.

2. Premières propriétés de G.

Comme L est T-invariant, et comme L(a,fe ;2ri,2£) = — L(b,a \x\,X2) l'action
de F x Z/2Z sur GX passe au quotient en une action sur G dont les propriétés métriques
seront précisées plus loin.

On peut établir une autre propriété de G d'ordre topologique si l'on munit G de
la topologie quotient, on a la

PROPOSITION. — G est localement compact.

Cette proposition sera améliorée plus loin, lorsqu'on aura muni G d'une métrique.
Elle résulte du lemme suivant

LEMME. — Si X est un espace métrique propre, alors l'espace GX =
Isom(R, X) est également un espace métrique propre.

La métrique de GX a été décrite au § III. Prouvons ce lemme. Soit B une boule
fermée de GX. Il s'agit de montrer qu'elle est compacte. Soit (gn)neN une suite de
géodésiques de B. Comme l'application p : GX —* AT, g >-> <jf(O) est une quasi-isométrie,
p(B) est contenu dans une boule de AT, qui est compacte car X est propre. Donc, quitte
à extraire, la suite (0n(O))n€N converge vers un point w € X. En adaptant la preuve du
théorème 5-25 de [G-H] (p. 101-102) on montre que la suite (£n) possède une sous-suite
qui converge uniformément sur les compacts vers une géodésique g telle que #(0) = w.
Puis on vérifie aisément que |#„ — g\GX tend vers 0 quand on tend vers l'infini. •

Ce lemme va, par ailleurs, nous servir pour établir la compacité des classes
modulo ~ .
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3. Compacité des classes d'équivalence.

Ce paragraphe est consacré à la proposition suivante :

PROPOSITION. — Les classes d'équivalence de GX pour la relation ~ sont
compactes.

Pour prouver ce fait, commençons par ce

LEMME. — // existe une constante C (ne dépendant que de 6 et p\) vérifiant :
V#, h e GX, g ~ h implique \g — h \ax ^ C En particulier, les classes de GX modulo
~ sont bornées.

Prouvons ce lemme. Soit Ci = 2{p\ + 26) + 326, et soient x\ = g\{t\),x2 =
deux points sur deux géodésiques g\,g2 d'extrémités (a, b). Il est assez aisé de voir que,
si" fci - x2 | ^ C), alors le signe de L0(yn, yb ; yx\, 7*2) pour 7 e F ne dépend pas de

sont sur une même géodésique g, alorsEn effet, si xi et

1,76 ,7x2) = 77(70,76) I \&
L

dont le signe ne dépend pas de 7, mais seulement de celui de t\ — t2.

Dans le cas général, on remplace xi par un point x\ = g2{i\) de g2 qui est 166-
proche de x\. Si |xi — X2I ^ Ci, alors Lo(n,6 ;xi,X2) et Lo(fl,fc ;*î ,*2) ont même
signe. En effet, si x2 G 5(x0 , />i+26), alors
ni xi, ni x\ n'appartienne à cette boule,
de sorte que L9l(t\) = L92(t\) = ± 5 et
donc Lo(a,6 ;xi,X2) et Lo(a,b ;xj,X2)
ont même signe. Si X2 £ B(xo,p\ + 26),
alors on a par exemple L9l(t2) = i , et
L9{t) — L92(t2) est alors toujours négatif,
et ce quels que soient t e R et g e
GX d'extrémités (a, 6). On en déduit que,
pour tout 7 € I\Lo(7a,7& î 7*1,7*2)
et Lo(ya,yb ;7x^,7x2) ont même signe.
En vertu du cas particulier, le signe de
£0(70, yb ; 7*i, 7*2) ne dépend pas de 7.

On observe de plus que, si p\ est assez grand, alors il existe 7 tel que
Lo(ya,yb 17x1,7x2) ^ 0. Ceci provient du fait que l'action de T sur X est à quo-
tient borné, et donc si p\ est tel que p\ +26 ^ diam(F\X), alors il existe 7 e T tel que
7x1 e B(xo,px +26); dans ce cas, 7x2 £ £(*o,/>i +26), et Lo(ya,yb ; 7x1,7x2) ^ 0.
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On a donc montré l'implication suivante : \x\ — xi\ > C\ =• L(a,b ;x\,X2) ^ 0.
On en déduit que, si g ~ h, alors |<7(0) - 1 ^ 4 I
/i(0)| ^ Ci, donc \g-h\GX < C, où Gest fo W - ~ * " ~ ~ Z I - ~ f - ^
une constante ne dépendant que de p\,69 V
et des constantes de quasi-isométries de
l'application GAT — X, g ~ g(0). m

Prouvons maintenant la proposition. On vient de voir que les classes modulo ~
sont bornées, donc relativement compactes puisque GX est propre (d'après le lemme du
§ V-2). Il reste donc à voir qu'elles sont fermées. Soit (gn)n£St une suite de géodésiques
de GX qui converge vers g € GX> et vérifiant : V n , / ) Ç N j n ^ j p . Soit (o, 6) = D(gn)
(indépendant de 71). On a donc : Vn,p e N, L(a,b ;fffî(0),^r(0)) = 0. Comme la suite
de fonctions t »-* |^n(/) — ff(0| converge vers 0 dans Ll(RJ2~^€lt)9 il en existe une
sous-suite qui converge presque partout vers 0. 11 existe donc un négligeable W c R e t
une suite croissante d'entiers (np)r€N tels que, pour t ^ Nygnp(t) converge vers g(t)
lorsque p tend vers +oo. Au paragraphe V-7, on établira l'existence d'une constante
M > 0 telle que, pour tout i Ç R et pour toute géodésique h d'extrémités (n, 6), on ait
\L(a,b\h(0),h(t))\ ^ M|/|. Compte tenu des égalités ci-dessous :

L(a,b;gn{t),gnp(t)) =

{a, 6; *„(/), ffn(0)) + L(a, 6; gn{0),

et L(af6;ffn(0),9nF(0)) = 0, on en déduit : |L(a,6; (/„(/),.^r(0| ^ 2Af|<|.

En prenant < ̂  TV et en faisant tendre p vers +oo, il vient :

Puis en faisant tendre t vers O^t^N, il vient :

L(a,6;<,n(0),<7(0))=0,

de sorte que g ~ gn, et les classes modulo ~ sont fermées. •

4. Propriétés métriques de l'espace G.

II s'agit de munir G d'une métrique F-invariante qui redonne la topologie quotient
de G. Je remercie ici Christophe Champetier de l'E.N.S. Lyon pour m'avoir signalé une
erreur dans une première version.

En guise de premier essai, étudions la métrique de Hausdorff sur G. L'écart de
Hausdorff est défini, pour £ • rj G G, par :

|Ç - 77I* = inf{H > 0 tel que Vg € £, d(g, rf) ̂  H et Vy G 77, rf(y,O

= max{ sup rf(flf, rf) ; sup rf(y, 0 } •

L'inégalité triangulaire est toujours vérifiée. Comme les éléments de G sont des
parties compactes de GX, cet écart est en fait une distance : pour £ • rj G G, on a
K "" v\n < + o ° i et |£ — T/|^ = 0 => ^ = 7;. Cette distance est T-invariante, et la
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projection GX —• G est une quasi-isométrie. En effet, si G désigne la constante du
lemme du § V-3 et si Tj désigne la classe de g € GX modulo ~ , alors il est aisé de voir
que \g - h\cx — 2C < \g — h\n ^ \g - h\GX + 2G. Le problème est que cette distance
ne redonne peut-être pas la topologie quotient de G.

Pour prouver la proposition suivante, le lecteur pourra consulter [Ch], ou suivre
les indications de [Gr 2] § 8-3-D :

PROPOSITION. — II existe sur G une métrique, notée | • \g, Y-invariante qui

redonne la topologie quotient de G.

Puisque G/Y est compact, on en déduit aussitôt que l'application r —+ G, 7 •-> 7 ^
(£ fixé 6 G) est une quasi-isométrie.

Etudions maintenant la projection GX —+ G. Elle est bien entendu continue. Pour
voir que c'est une quasi-isométrie, il suffit de voir que c'est le cas pour l'application

Ce dernier fait provient de ce (F, | • |tv) > (GX, | • \GX)
que, dans le diagramme commutatif ci-
contre, les deux flèches Y —* X,y *-+
7 • 0(0) et GX -> X, h i-f h(0) sont
des quasi-isométries.

( * . 1 • o

5. Recollement de géodésiques.

Le but de ce paragraphe est d'étudier la restriction de l'application GX —* G à une
R-orbite, puis d'étudier la façon dont deux géodésiques de X ayant mêmes extrémités,
se trouvent "recollées" par la relation ~.

Soient x\ = g(i\) et x2 = g(t2) deux points sur une même géodésique g
d'extrémités (a, 6), avec x\ ^ x2. Pour 7 e F tel que 7/(70,76) ^ 0, on a :

1 ftl

L0(ya,yb ;yx\,yx2) = ri(yaiyb)T— ƒ * o yg{i)dt

dont le signe ne dépend pas de 7. Comme F \ X est borné, si p\ est assez grand
(supérieur à diam(F \ A')), il existe 7 e F tel que yxx € B(xo,p\), de sorte que
£0(70,76 ;721,7*2) ^ 0. Finalement, si i\ ^ i2, alors L(o,6 ;g(t\),g(t2)) ^ 0, de
sorte que g et g° ne sont équivalents que si a = 0 (on rappelle que gQ désigne la
géodésique i »-+ g(a + t)). Il s'en suit que l'application i >-v gf est un homéomorphisme
de R sur son image.

Maintenant, soient deux géodésiques g, h ayant mêmes extrémités (n,6). Alors il
existe un unique i € R tel que g ~ fc'. Prouvons ceci. Déjà, il existe t\ et i2 réels,
vérifiant les propriétés suivantes : \A\\\

i) \g(0) - h(U)\ ï C pour t = 1,2
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ii) L(a,b; (7(0), h(U)) > 0 et L(a,b ;0(0), h(t2)) < 0

Donc il existe t G R tel que L(a,b ;g(O),h(t)) = 0 et / est unique, car
h% ~ h9 implique t = s. On a donc montre que, pour tout t G R, l'équation
£(a ,6 ;0(Oifc(*)) = 0 à l'inconnue s, admet une unique solution st. L'application
t »-+ s^R —> R est^bien sûr un homéomoiphisme croissant de R, car les applications
t H-> g* et s H-> hs sont des homéomorphismes sur leurs images qui sont égales, et
qui sont parcourues dans le même sens. Cette application t *-+ st est enfin une quasi-
isométrie, comme on le vérifie facilement :

l*«i ~ 5 t 2 | = \h(sh) - h(st2)\

< \h(stl) - gHx)\ + \g(t}) - g(t2)\ + \g(i2) - h(st2)\

donc \stl — st2j ^ \t\ — t2\ + 2C. En permutant / et st, on trouve :
|*i - ti\ ~2C< \stl - 5<2| ^ \tx - <2| + 2C.

6. Flot géodésique sur G.

D s'agit, dans le présent paragraphe, de définir un flot géodésique, c'est-à-dire une
action de R sur_G. La R-orbite de G d'extrémités (a, 6) sera l'image de l'application
R —• G,< •—> g* (classe de g* modulo ^ ) , où g e GX a pour extrémités (a, b). En
revanche, son paramétrage ne proviendra pas de celui de g, car l'action de R sur GX
n'est pas compatible avec la relation ~*>9 c'est-à-dire que g ~ h n'implique pas g* ~ h*.
On va procéder comme suit.

Soient a, b deux points distincts dans dX, ttg£ GX une géodésique d'extrémités
(a, 6). Commençons par étudier l'application $ : R —• R, s •-> L(a, 6 ; g(0), g(s)). (Pour
la définition de L, voir § V-l) on a :

^ / N V^ / IA Jo * ° 79(u)du ^-^ * o jg(s)

LEMME 1. — ƒ/ cjcwre m > 0 tel que pour tout s € R, $'($) ^ m.

Preuve. — Commençons par minorer la fonction 77. On rappelle que 77(0,6) =
dist[(a,6) ;A] où A = {(a,fc) G Ô2AT tel qu'il existe une géodésique d'extrémités
(a, 6) ne rencontrant pas Bo(xo,p)}. Soit / / > 0, et B l'ensemble {(a, 6) G Ô2X tel
qu'il existe une géodésique d'extrémités (a, b) qui rencontre Bf(xo,pf)} (on rappelle
que So=boule ouverte et J5/=boule fermée). L'ensemble B est fermé (c'est la même
preuve que pour A : voir § V-l), et même compact. De plus, si /?' + 166 < pf alors
BnA = 0, car deux géodésiques ayant mêmes extrémités sont 166-proches (voir [G-H]
p. 119). Pour tout x G B, d{x,A) > 0 et donc d = dist(J5,,4) = i n f ^ s d(x,A) > 0.
On suppose maintenant que 2p' > diam(X/r), de sorte qu'il existe 7 € T tel que
yg(s) e B/(xOi p% et alors (7a, 76) € B, donc 77(70, yb) ^ d.

Comme p' < p < po, on aura aussi ^[70(5)] = 1. Enfin, si u £ [s — C, s + C] où
C = pi + p' + 1, alors on a :

bg(u) - 70(s)| - I70O?) - xo\ = |u - s\ -

C - p' = p\ + 1 > p\
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de sorte que ̂ [yg(u)] = 0, car * est nulle en dehors de BJ(XQ, p\) donc / R W o y g =

f**c * o 70 ^ 2C, et donc $'(s) ̂  ^r. •

On en déduit que $ est un homéomorphisme de R de sorte que l'on peut énoncer :

V(a,6) G Ô2X, V0 G GAT d'extrémités (a, 6), Vf € R,

3!s G R tel que L(a,6 ;s(0),g(s)) = i.

On définit maintenant un flot sur G via L de la façon suivante. Si £ G G et < G R, alors
((i) est défini par :

Vfl G £, 0S G £(*) <=> L(n, 6 ; ff(0), <7(.s)) = <.

Cette définition a bien un sens, car si g\ ~ g% et si g** ~ g^2* alors

, g2(Q))+L(a, 6; </2(0), ff2(«2))+i/(«, &; /72(«2), ̂ îC^i))

7. Propriétés du flot géodésique.

On observe tout d'abord que, puisque L est IMnvariant et que L(fc, a ; ̂ 1,^2) =
—L(a,6,0:1,3:2), cette action de R sur G est compatible avec celle de T x Z/2Z, c'est-
à-dire qu'elle commute avec celle de T, et anticommute avec celle de Z/2Z.

On véjnfie ensuite que chaque orbite t *—• £(/.) est un plongement quasi-isométrique
de R dans G. L'application / «-+ £(/) est la composée de trois applications :

ii) le flot géodésique s »--• g$ sur GX, qui est bilipschitz

«ij la projection GX -+ G qui est une quasi-isométrie.

Pour savoir si l'orbite t »-+ £(ƒ) est une quasi-géodésique, il suffit donc de montrer
que «Ê"1 est bilipschitz. On sait, d'après le lemme 1 du paragraphe précédent, que
3>' ^ m > 0, il reste donc à établir le lemme suivant :

LEMME 2. — // existe M tel que Vs G R, $'(«) ̂  M.

Preuve.— Commençons par minorer JR ty o yg. Si 77(70,76) > 0, alors la
géodésique 70 rencontre la boule Bo(xoiP).

Soit p" e]p,po[
Soit i\ = ir

= sup{* < ty\\yg(i)-xo\

Puisque yg(1-o) et 7^(*3) sont à distance p" de xo, on en déduit que le segment
géodésique [yg(to),yg{h)] est à distance au plus p19 +26 de x0, car les boules de X
sont 26-convexes ([G-H] p. 45). Si l'on choisit p" et po tels que p" + 2 K /*, on a
* o yg(i) = 1 pour / G [/o,<3]; de plus,
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donc ƒ„ * o 7g Z j£ * o T ^ p " - p.
Maintenant, majorons la fonction rj. Soit C = {(a, b) G d2X tel qu'il existe une

géodésique d'extrémités (a,6) rencontrant Bo(xo>p)}-

Cet ensemble C est compact, et CUA = Ô2A\ de sorte que la fonction rj est nulle
sur le complémentaire de C dans d2X. Finalement, la fonction rj est bornée sur d2X,
par Mo par exemple.

Enfin, le cardinal de l'ensemble {7 € F \ * o 7*7(5) ^ 0}, qui est fini, est majoré
indépendamment de s et g. En effet, cet ensemble est précisément {7 € F \ yg(s) G
Bo(xo,p\)}. Par ailleurs, le quotient X/T étant de diamètre fini D, il existe 70 G F tel
que |xo - yogis)1 < D. Puis, si ko - ygi&)\ < Pu alors on a

x o | ^ ko - 70001 + \l9is) - 77<T1;co|

< P\ + \g(s) - 7ô"lxo| = p\ + ko - 7o0(s)| < p\ + D.

Donc, l'ensemble {7 € F \ 7^(5) e J5o(xo,pi)} est contenu dans un translaté de
{7 G F \ 72:0 € Bf(zo,p\ + D)} dont le cardinal N est indépendant de g et 5.

De tout ceci, on déduit : Vs G R, $'(s) ^ —-—-. •
P" -P

Signalons, pour terminer, que l'application D : G —+ d G qui, à un élément de G
associe les extrémités de sa R-orbite, est F x Z/22-équivariante, et passe au quotient
en un homéomorphisme équivariant entre G/R et d2G ^ Ô2F. Le prochain paragraphe
va permettre de reconstituer G à partir de d2T et R.

8. L'espace G est homéomorphe à Ô2F x R.

Rappelons quelle est la situation. On dispose d'un espace métrique hyperbolique
propre G, et d'une action de R sur G vérifiant

i) chaque orbite R —• G est un plongement quasi-isométrique

ii) l'espace des orbites est homéomorphe à Ô2G.

On va montrer qu'il existe un homéomorphisme entre G et d2G x R. Il s'agit en
fait de construire une jsection de la projection D : G —> Ô2G, c'est-à-dire une application
continue s : d2G —> G telle que D o s = I d ^ .

Soit x0 G G, et /JL : G —• R; l'application donnée par /i(x) = e"l r- r°l . Soit
(a, 6) G d2G. Si * <—• g(t) est un paramétrage de l'orbite d'extrémités (a, 6), on note r
le réel donné par :

=
JT

fJt[gH)]dt = \
—00

Puis on note x(a, 6) = g(r) le point de paramètre r sur j . Il est aisé de voir que
ar(a, b) ne dépend pas du paramétrage de la R-orbite entre a et b : si gQ : t •-* y (a + <)
en est un autre, alors le réel r' associé à ce paramétrage vérifie r = r' + a, et on a bien
g(r) = g°{T<).
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L'application s : d2G —• G,(a,b) *-+ x(ayb) vérifie donc Dos = Idô2£. Vérifions

qu'elle est continue. Soit ƒ : G —•](), 1[ l'application donnée par

1 "
ƒ(*) =

où x = <7(<)> et où t »—• #(<) est un paramétrage de la R-orbite de x. Bien sûr, / (x ) ne
dépend que de x, et non du paramétrage de son orbite.

Montrons que ƒ est continue. Soit x € G, et (xn)n €N une suite de points
convergeants vers x. On choisit le paramétrage <7n(resp. g) de l'orbite de xn(resp.x)
de sorte que xn = £n(0)(resp.x = g(0)). De lim <jrn(O) = g(0). On déduit lim

9n(t) = 5(0 puis on déduit que (gn) converge vers g uniformément sur les compacts.
On en déduit enfin que lim L fiogn = L fiog et que lim ƒ_^ fiogn = ƒ_ fiog,
et donc lim f(xn) = f(x). La fonction ƒ est donc continue.

n—»+oo

Etablissons maintenant la continuité de s. Soit (a, 6) G <92G, et (an ,6n)n €N une
suite convergeant vers (a,6). Soit xn = x(an,6n)(resp. x = z(a,6)). On a donc

/ ( ) ( / ( )

Soit enfin gn le paramétrage de l'orbite de xn tel que xn = ^n(0). En utilisant le
fait que D(gn) converge vers (a, 6), et le lemme du § V-l, on voit que la suite (arn)neN
est bornée. L'ensemble de ses valeurs est donc d'adhérence compacte, donc il existe une
sous-suite (znp)j>€N convergente. Soit y sa limite. La continuité de ƒ donne f (y) = 5,
et celle de D donne D(y) = (a, 6) = D(x). En observant que la restriction de ƒ à
chaque R-orbite est un homéomorphisme croissant sur ]0,1[, il vient y = x, et donc
(xnp) converge vers x.

En résumé, la suite (xn) est donc une suite à valeurs dans un compact, et admettant
x pour unique valeur d'adhérence. On en déduit que (xn) converge vers x. Finalement
la fonction s est bien continue.

On construit alors aisément l'homéomorphisme cherché soit F : d2G x R —• G
l'application qui, au triplet (a, b ;<), associe le point de paramètre t sur l'orbite de
x(a,6), paramétrée de sorte^que x(aj>) soit le point de paramètre 0. Alors F est un
homéomorphisme entre Ô2G x R et G qui conjugue les actions de R.

9. Conclusion.

A partir d'un espace hyperbolique X, on a construit un espace G quasi-isométrique
à X et un flot géodésique sur G vérifiant les propriétés i), ii) et iii) du théorème.

On va maintenant étudier les questions d'unicité du flot géodésique.
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VI. Unicité du flot géodésique

1. Unicité faible du flot géodésique.

Soient G\ et Gi deux espaces métriques hyperboliques propres, vérifiant les
propriétés i)t H) et iii) du théorème^ principal. On va construire une quasi-isométrie
F x Z/2Z-équivariante entre G\ et Gi qui envoie homéomorphiquement R-orbites sur
R-orbites. Ceci achèvera la preuve du théorème.

On a déjà, pour i = 1,J2, une quasi-isométrie quasi-surjective et F-équivariante,
F —* G,,7 h^-ï*^i» °ù .9* € G» est fixé, qui fournit un homéomorphisme F-équivariant
entre dV et dd. On dispose^ donc (Tune quasi-isométrie F-équivariante F : G\ —• G2
dont le prolongement F : ôGj —> ÔG2 est un homéomorphisme F-équivariant.

^ Soit g : t *-> g(t) une R-orbite dans Gi d'extrémités (a, 6). L'application^ R —
G2,< »-* F[g(/)J est alors une quasi-géodésique de G2 d'extrémités (a',bf) = F(a,b).
Notons s i-+ g'(s) un paramétrage de la R-orbite d'extrémités (o', 6') dans G2, et
7T : G2 —•> ff'(R) la projection ainsi définie : pour 37 € G2, T(.V) est l'élément de g'(R) de
paramètre < défini par : t = inf{s G R, ^'(5) - y| = dist[ys^(R)]}.

En remplaçant, le long de ff(R), F par ir o F, et̂ en modifiant ainsi F le long de
chaque R-orbite, on obtient une quasi-isométrie H : G\ —• G2, envoyant R-orbites sur
R-orbites et F-équivariante, car F opère par isométries sur G2.

Soit g une orbite de Gi et g' l'orbite de G2 image de g par H. Soit ƒ : R —• R
l'application donnée par : H o g = g9 o ƒ. La fonction ƒ est une quasi-isométrie de R,
que Ton va maintenant tenter de "régulariser". Pour ce faire, on va introduire la notion
de diffusion.

Soit T un réel strictement positif, et ƒ : R —• R une fonction localement intégrable.
La T-diffusion de ƒ est l'application fT : R -* R définie par fT(x) = ^ JJ*J f(i)dt.
La fonction jr est continue, dérivable presque partout, et est une quasi-isométrie dès
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que ƒ est une quasi-isométrie. Notons far la T-diffusion de fr : c'est une fonction
continûment dérivable, dont la dérivée est donnée par

ITT(*) = 2^ [M* + T) - ƒ,•<* - T)].

De plus, si ƒ est une quasi-isométrie, il existe alors deux réels A,C > 0 tels que Ton
ait, pour tous s,t € R,

l | s _ f | _ C - < \fT(s) - fT(t)\ < X\s - * | + Cf

de sorte que, pour tout x € R, |/rT0r)I ^ ^ ( Ç - C)- Si T > ^f, la fonction
est alors un homéomorphisme de R.

Dans la situation présente, ƒ est une quasi-isométrie mesurable de R, "croissante
à grande distance", de sorte que for est un homéomorphisme croissant de R. On pose
donc H[g(t)] = ^'[/TTOO]. H est aisé de vérifier que cette définition ne dépend pas du
choix du paramétrage de l'orbite g. Ceci provient du fait que, si fT : R —> R désigne
la fonction donnée par fT(x) = f(x + r), alors on a (fT)r = UTY - les opérations
de diffusion et de translation commutent. En remplaçant H par H le long de g(R),
et enjnodifiant ainsi H le long de chaque R-orbite, on obtient une quasi-isométrie
H : G\ —* G% envoyant homéomorphiquement R-orbites sur R-orbites. Vérifions que
H est r-équivariante. Soit 7 G I\ L'égalité entre 7" l o H o 7 et H le long de $(R)
se traduit par l'existence de deux constantes réelles a cl r (ne dépendant que de 7 et
de l'orbite g) vérifiant : Vi € R, f(t +^r) = f(t) + a; il est clair qu'alors / T et for
vérifient la même propriété, donc que H est T-équivariante,

2. Unicité forte dans le cas géométrique.

On se propose ici de démontrer le théorème annoncé dans l'introduction, et que
l'on rappelle ici :

THÉORÈME. — Soient (V,g) et (K',^0 deux variétés riemanniennes connexes
compactes à courbures négatives, et soit <p un isomorphisme entre les groupes fonda-
mentaux de V et V'.

Alors il existe un homéomorphisme h{<p) entre les fibres unitaires tangents T\(V)
et T\(V') à V et V', qui envoie les orbites du flot géodésique de V sur celle du flot
géodésique de V9.

Preuve. — Le revêtement universel V de V est une variété riemanienne simple-
ment connexe, complète, dont la courbure /^vérifie K < k < 0. C'est donc un espace
métrique hyperbolique. De plus, l'espace GV des géodésiques de V9 c'est-à-dire des
isométries de R dans V\ s'identifie naturellement au fibre unitaire tangent T\ V à V. On
rappelle enfin que, puisque le groupe fondamental T de V est un sous-groupe discret
d'isométries de V opérant jjroprement discontinûment et avec quotient compact sur V9

F est quasi-isométrique à V, et est donc un groupe hyperbolique. Pour tous ces faits,
voir [G-H], chapitre 3.

Bien entendu, tout ceci reste vrai en remplaçant V(resp.V9T,T\V) par
V"(resp. V\ T' = ' %



84 F. MATHEUS

On va maintenant construire une application continue F : T\V —• T\V9 qui
conjugue les actions de T et F" via Fisomorphisme y>, c'est-à-dire vérifiant, pour tout

Tout d'abord, d'après le théorème de Cartan-Hadamard, la variété V(rcsp. V') est
contractile, de sorte que, pour n ^ 2, 7rn(K) ^ *n(V) = {0}, ce qui exprime que
V(resp. V') est un K(*, 1). Un théorème de G. Whitehead QW], p. 82) assure alors
l'existence d'une application continue ƒ : V —• V' induisant l'isomorphisme <p entre
F = it\{V) et r' = *\(V9).On relève ƒ en une application f : V -+V' qui conjugue
les actions de T et Y' sur V et K' via tp. On construit alors^F : T\ V -+ Tî V9 de la
façon suivante. On observe tout d'abord que l'application ƒ est une quasi-isométrie
entre V et V\ qui induit un homéomorphisme équivariant df entre dV et dK'.
Maintenant, soit (x,~u) £ T\V; notons (rc,ô) les extrémités de la géodésique de V

qui passe par x et dirigée par

^ c t <«'-6') = O9 ^ )
de

ƒ (x) sur la géodésique de V'

d'extrémités (a', 6'), et ï 7 le
vecteur unitaire tangent à cette
géodésique en x\ et dirigé de
a' vers 6'. On pose F(x, It) =

. L'application F est continue, car ƒ l'est, et car une géodésique dépend de ses
extrémités de façon continue. Elle est équivariante, car df l'est, et^car r'j>père
par isométries sur V9. Elle est surjective, car son prolongement à dV et dV9 est
F homéomorphisme df, de sorte que toutes les orbites sont atteintes, et car l'image par
ƒ de la géodésique g d'extrémités (a ,6) est une quasi-géodésique de V9 d'extrémités
(a', 6'), qui reste donc à distance bornée de la géodésique g9 de V9 d'extrémités (a', 6'),
de sorte que la projection orthogonale de f og(R) sur $'(R) est surjective. L'application
F envoie les orbites sur les orbites, mais n'est pas injective. Puisque deux points de V
situés sur deux orbites distincts ont des images par F distinctes, il suffit, pour rendre F
injective, de rendre injective sa restriction à chaque R-orbite.

Soit (a, 6) G d2V9 et t •—> g(t) un paramétrage de la géodésique de V d'extrémités
(a, 5). Posons a^ = df(a),bf = df(h) et notons t »-• g9(t) un paramétrage de la
géodésique de V9 d'extrémités (a', 6'). La restriction de F à ^(R) et g9(R) fournit
une application continue <p : R —* R, quasi-isométrique, donnée par : F o g = g9 o (p.
On dispose donc de deux constantes A,C, qui ne dépendent que des constantes de
quasi-isométrie de F - et non de la géodésique choisie - et qui vérifient :

R, j\s -1 \ - c < Itfo - *>(*)! ̂  x\s -1 \ + c.
Notons ipr la T-diffusion de <p (T est un réel > 0). C'est l'application donnée par

= 2T fx-T <P(s)ds. L'application <pr est continûment dérivable, et sa dérivée
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vérifie :

de sorte que <pr est alors un homéomorphisme croissant de R. Posons
^'[^TÖ)]. En remplaçant F par H le long de g(R) et en modifiant F ainsi le long de
chaque orbite, on supprime le défaut d'injectivité de F. L'application H ainsi construite
est continue, suijective, et envoie homéomorphiquement R-orbites sur R^rbites.J^'est
un homéomorphisme, qui conjugue toujours les actions de F et F' sur T1 V et T1 V' via
(p. Il répond à la question. (Pour des détails sur la diffusion, voir le § VI-1).

Appendice. — Le but de cet appendice est de construire un espace métrique non
localement compact qui ne possède pas de flot géodésique. Plus précisément, on va
construire un espace métrique non localement compact X, quasi-isométrique à R, et
possédant un groupe d'isométries F opérant proprement discontinûment sur X9 vérifiant

i) le quotient r \ X est borné,

ii) il n'y a pas d'action isométrique (non triviale) de F sur R.

Un tel espace X n'a pas de flot géodésique. En effet, supposons qu'il existe un
espace métrique G comme dans le théorème principal. Comme X est quasi-isométrique
à R, on a :

ÔG = dX = ÔR = {-oo,+oo},

de sorte que G est constitué d'une seule géodésique, et est donc isométrique à R.
L'action de T sur G par isométries est donc triviale, ce qui contredit la propriété ii) du
théorème que doit vérifier G.

La construction de l'espace X repose sur le lemme suivant :

LEMME. — Soit F un groupe de type fini possédant un quasi-morphisme non
borné h : r -> R vérifiant : V7, h(y~x) = -h(y).

Alors il existe un système de générateurs S de Y tel que, si ds désigne la métrique
des mots sur F associée à 5, l'application h : (I\ d$) —> (R, | | ) soit une quasi-isométrie.

Démonstration. — Par définition, il existe d ^ 0 tel que, pour tous 71,72 € F,
on ait 1/1(7172) — h(y\) — ̂ (72)! ^ d. Comme h n'est pas borné, il existe 7 e F tel
que h(j) > d. De l'inégalité \h(jn) - nh(y)\ < nd on tire h(yn) ^ n[h(y) « d]9 de
sorte que lim h(yn) = +00. De l'inégalité \h(yn) - ^(7) - h(yn~l)\ < d on déduit

n-*+oo
\h(yn) - h(yn'l)\ < K où K = d + h(y), et ce pour tout n € Z. En observant que l'on
a aussi lim h(yn) = — 00, on voit que la constante K vérifie :

VxGR, dist[x,/x(F)]^ K,
ce qui exprime que la fonction h est quasi-surjective.

Maintenant, soit So un système fini de générateurs de F, et c un réel positif
vérifiant : h-l([-c, c]) D 50. On pose c' = AK + d + c, et 5 = h'l{[-cf, c9]) - {e} :
c'est un système de générateurs de F qui vérifie : S"1 = 5 . Notons | • \s la métrique
des mots sur F associée à 5. On va montrer ceci :

3A > 0 tel que V71,72 € F, T | T i - yi\s - d < IM71) - ^72)1 ^ A|-jn - y2\s + cf.
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Déjà, on a, pour tous 71,72 € T,\h(yx) - h(y2)\ < \h(y^-n)\ + d. De plus,
si 7 e T s'écrit 7 = « i , . . . , « n avec SJC € 5 et n = ||7||s alors |/i(7)| <

nrf + | £ h(s{)\ < nrf+ £ |/ifo)| ^ n(d + c') = (d + c')||7||s de sorte que

+ rf = (rf + c')|7i - 72|s + d.

Réciproquement, soit 7 € F, et posons n = El^ïc ) (panie entière). Soient

«OÎ--- î^n € [0, A(7)] donnés par XQ = 0, |arj — Zj_i| = 2/vT pour j € [ l ,n — 1], et
xn = /i(7), de sorte que \xn - arn_i| ^ 2 / \ . Pour z e [ l ,n - 1], il existe a,- € F tel
que \x{ — h(ai)\ < K. On pose an = 7. On a la succession d'inégalités suivante :

En remarquant que Ton a 7 = ai • (af1 • 02),. . -, (^"li • an) , il vient

IMU <

où l'on a posé M = sup{||a||5, a € T vérifiant \h(a)\ ^ AK + d}.

En remarquant que \h(a)\ < AK + rf =^ a 6 5 =• ||a||s = 1> on voit que M — 1,
de sorte que ||7||s ^ 5^|^(7)|» et ce V7 € F. Il vient

I71 - 72U = Ihï

On a finalement, pour tous 71,72 € F, les inégalités

2A'|7i - 72U - rf < |A(7l) " «72)1 < (rf + c')|7i - 7i\s + rf
On a donc montré que l'application /z : (I\ | • \s) —> (R, | • |) est une quasi-isométrie, ce
qui achève la preuve. •

On considère maintenant le groupe T = Z/3Z * Z/3Z. Une présentation de
T est : {a,p\a3 = /33 = 1). Un élément 7 6 F s'écrit, d'une unique manière,

K
sous la forme 7 = n a"1/?171', avec n^m* 6 {1S2} et éventuellement ni = 0

1=1
et/ou m # = 0. Notons p(y) le nombre de 1 et q(y) le nombre de 2 figurants
dans l'ensemble {n»,mj ;1 ^ i < AT}. On pose h(y) = ^(7) — 9(7). On vérifie
aisément que h(y~l) = -M7) , que |/i(a2) - 2h(a)\ = 3, et plus généralement, que
|^(7i72) - M71) - K72) ^ 3; on constate enfin que h est non borné : on a en
effet h[(ab)n] = 2n. L'application /i vérifie donc toutes les hypothèses du lemme.
Ce dernier fournit un système de générateurs S tel que h : (F, | • \s) —• (R, | • |) soit
une quasi-isométrie. On prend, pour X, le graphe de Cayley de F pour le système de
générateurs S. On observe que, puisque 5 est infini - il contient h~*(0) qui contient
{(ab2)n ; n 6 Z} - , l'espace X n'est pas localement compact. Il est de plus clair qu'il
n'y a pas d'action non triviale par isométries de F dans R, car les éléments d'ordre fini
de Isom(R) = {x »-• ex + a ; e2 = 1, a e R} sont d'ordre deux.

Pour des compléments, on pourra consulter [Gr 2], § 8-3-A.
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