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FONCTIONS ZETA DE SELBERG
ET SURFACES DE GÉOMÉTRIE FINIE

par Laurent GUILLOPÉ

1 Soit M une surface hyperbolique (i.e. à courbure constante — 1) de géométrie
finie à bord géodésique. Le spectre des longueurs {/<?} des lacets géodésiques (orientés,
se réfléchissant suivant les lois de l'optique géométrique sur le bord) est une partie
discrète de R dont certaines propriétés de distribution sont reflétées par les propriétés
analytiques d'un produit eulérien, la fonction zêta de Selberg de la surface M.

Soit Z\ défini par Zj(s) = Hk>0 1 - (-l)''*e-' ( s+*\ s € C, où / est un réel non
négatif et i un entier.

La fonction zêta de Selberg ZM est définie comme le produit

portant sur tous les lacets géodésiques (orientés) C de M avec

si C, de longueur le, est porté par le bord et

ZM (C) = \l
sinon, pour un lacet C de longueur le et de nombre d'intersection ic avec le bord.

La croissance exponentielle du volume des boules dans le plan hyperbolique
implique classiquement la convergence de ce produit infini, au moins sur le demi-plan
{$es> 1}.

2 L'objet de ce texte est le théorème suivant, dont la preuve sera seulement
esquissée.

THÉORÈME. — La fonction zêta de Selberg d'une surface hyperbolique de
géométrie finie et à bord géodésique admet un prolongement méromorphe à C.

Travail effectué en partie dans le cadre du Contrat CEE GADGET n° SC1-0105-C.
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3 Si Af est d'aire finie, ce résultat classique (et utilisé de manière essentielle dans
notre traitement des surfaces d'aire infinie) est issu de la formule de traces de Selberg
([SEL]), dont on peut reformuler un cas particulier de manière multiplicative : si M
est compacte, suivant Sarnak ([SAR]) ou Voros ([VOR]), ZM est égal, à des facteurs
F près, au déterminant dtt[ AM — 5(1 — s)] (A M note le laplacien riemannien sur M,
le polynôme caractéristique dct[AM — A] est régularisé par la méthode de la fonction
spectrale O» alors que si M ne Test pas, Effrat ([EFF]) exprime ZM en termes d'un
déterminant régularisé de valeurs propres (L2 et résonances) et du déterminant dtl CM (s)
où CM($) est le coefficient d'entrelacement du système des séries d'Eisenstein associé
à l'ensemble (fini) des pointes de M.

Fried ([FRI]) démontre aussi ce théorème si l'ensemble récurrent du flot
géodésique est compact, i.e, si la surface est compacte ou d'aire infinie sans pointes.
La preuve repose sur l'existence d'une partition de Markov finie, avec applications
de premier retour analytiques et expansives : ZM s'exprime alors comme produit de
déterminants d'opérateurs dits de transfert. Si M a des pointes, la dynamique du flot
géodésique est décrite par une partition de Markov dénombrable, avec des applications
de premier retour dont les propriétés d'expansion ne sont pas établies. Néanmoins,
pour la surface modulaire H2/PSL2(Z)i l'ensemble des géodésiques périodiques est
en correspondance biunivoque avec celui des points périodiques d'une transformation
de GauB, ce qui permet à Mayer ([MAY]) d'exprimer ZM comme produit de deux
opérateurs de transfert et d'établir par ce biais le prolongement méromorphe de ZM.

4 Notre étude englobe le cas des surfaces d'aire infinie avec ou sans pointes et repose
sur une formule de traces à la Selberg, en s'articulant le long des trois propositions ci-
dessous. Par laplacien sur une variété riemannienne X à bord, on entendra, dans cet
abrégé, l'extension autoadjointe Ax du laplacien riemannien symétrique sur Co°(X)y

avec conditions de Neumann sur le bord (des conditions mixtes Dirichlet/Neumann
exigent une modification convenable de la définition de ZM afin que la formule de
traces de la proposition C reste valide).

PROPOSITION A. — Soit V une courbe régulière compacte d'une surface
riemannienne M.

(i) L'opérateur TM,v(A) = (AM - A)"1 - (AM\v - A)"1 est à trace,
méromorphe sur le complémentaire du spectre essentiel de

(H) Si M est de topologie unie et à courbure — 1 au voisinage de l'infini,
(s) = tr7M,v(s(l — $)), définie sur {3?es > 1}, admet un prolongement

méromorphe à C.

PROPOSITION B. — Soit M surface riemannienne de topologie finie et
hyperbolique au voisinage de l'infini, pour laquelle CM(S) note le coefficient
d'entrelacement des fonctions d'Eisenstein associées au laplacien AM- Soit V une
courbe régulière compacte de M.

(i) L'opérateur CM(S)CM\V(S)~* — 1 est à trace, méromorphe (en tant
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qu'opérateur de L2(A$ M (oo))) en s € C.

(H) Soit S]tfy = {(p, rnp)} Vensemble des pôles simples p avec résidu mp

de (2s - l)rMtv(s) sur {$es = 1/2}, Ss
My = {(p,rnp)} (resp. Sp^/A) l'ensemble

ldes pôles et zéros (avec multiplicité) de dtt[CM\v(s)~lC\f(s)] dans le demi-plan

{Stes < 1/2} (resp. du produit FIA<I/4(A " *0 " *))mM(A) avec mM(A) multiplicité

de X comme valeur propre de Au) et SM,V Vunion de Sf^y^Sj^y^S^1'4 et
çM\V

Si Tlp£SMV(s "" P)mp désigne une fonction entière dont l'ensemble des
zéros/pôles (avec multiplicité) est S\ftv, alors il existe une fonction entière
telle que

PROPOSITION C. — Soit M une surface de topologie finie, à courbure
constante — 1 et V une courbe géodésique compacte de M.

TM,V(S) = 2J--—log[ZM(s)/ZM\V(s)].

S Soit donc M surface de topologie finie, hyperbolique à l'infini. Cette surface
se décompose en l'union d'une partie compacte et d'un nombre fini de bouts, demi-
cylindres riemanniens (S1 x 04, oo), !i2(r)dd2+dr1) de deux types : pointe (h(r) = e"r)
ou entonnoir (h(r) = chr). Les bouts pointus sont d'aire finie, alors que les bouts évasés
sont en dehors de (la projection) de l'ensemble récurrent du flot géodésique. Ainsi, les
surfaces envisagées ont un ensemble géodésique récurrent d'aire finie (voire compact si
M n'a pas de pointes). Suivant Mazzeo-Melrose ([MAMEL]), il convient de considérer
M comme l'intérieur d'un espace compact ~M dont le bord à l'infini M (oo) = U \ M
(= {p = 0} pour une fonction p sur M convenablement choisie) est l'union compacte
de composantes de dimension 1 (bords circulaires des entonnoirs) et de points (les
pointes) (M privé des pointes est une variété à bord).

La proposition B repose sur la théorie de la diffusion (stationnaire et non
stationnaire) sur les surfaces M,M\V. On introduit, en guise de fonctions propres du
spectre continu, les fonctions Eu (s, moo)(™), dites fonctions d'Eisenstein (en souvenir
des séries d'Eisenstein avec lesquelles elles coïncident, à un facteur près, si M est
hyperbolique), définies comme les traces du noyau

sur la strate M x M(oo) du bord de M x M, où l'application rg est constante au
voisinage de Af(oo), égale à 1 - dim C sur chaque composante C de M (oo). Pour
gommer au possible leur dépendance vis-à-vis du choix de la fonction p, il est utile
d'introduire le fibre AsM(oo) des s-densités sur M(oo) et de considérer les fonctions

rriooXm) comme des sections du fibre AsM(o6) de base M(oo) x M.
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Le comportement à l'infini des sections EM(S) 0tes € (0,1)) est décrit sim-
plement en termes des coefficients d'Eisenstein CM, opérateurs à noyaux sections de
AsM(oo)B A1"* Af(oo), sections qui sont (après normalisation convenable) des traces
distributionnelles de £W(s,™oo)(™) sur le bord Af(oo) x M(oo). Aussi le comporte-
ment du noyau de la résolvante (et de son prolongement méromorphe en s € C) est-il
au cœur de notre présentation de la diffusion (qui s'inspire très largement des travaux
de Agmon ([AGM]) et Perry ([PER])) sur ces surfaces; il est obtenu simplement en
examinant celui des résolvantes associées aux cylindres (hyperboliques ou paraboliques)
portant les bouts de M (l'analyse en dimension supérieure est d'un tout autre ordre de
difficultés).

Cette analyse des fonctions d'Eisenstein génère d'une part la décomposition
spectrale de la partie absolument continue du laplacien AM , d'autre part les équations
fonctionnelles auxquelles sont assujettis les fonctions et coefficients d'Eisenstein :

ce qui permet d'expliciter les opérateurs d'onde de la théorie de diffusion non station-
naire du couple (AM,AM\V)* La proposition B découle alors de principes généraux
établis par Birman, Kato et Krein ([BIR],[KAT],[KRE]). Notons au passage que, si la
proposition A établit le prolongement méromorphe de la trace TM}V , sa preuve est in-
capable de préciser l'ordre de ces pôles (et la valeur de leurs résidus), ce que réalise
parfaitement la proposition B en exprimant cette trace en termes d'une dérivée logarith-
mique.

La proposition C, basée sur les calculs mis en œuvre par Selberg pour sa formule
de traces, n'est valable que pour des surfaces M, M \ V à courbure constante négative
et bord totalement géodésique.

Le théorème résulte facilement de la combinaison de ces trois propositions : une
surface hyperbolique de géométrie finie est l'union de surfaces dont le prolongement
méromorphe des fonctions zêta est classiquement établi ([SEL]), à savoir sa région de
Nielsen (ou cœur convexe, surface d'aire finie) N et un nombre fini de demi-cylindres
hyperboliques qui bordent N le long d'une courbe géodésique V = dN.

6 À tout fibre plat hermitien £ —• M (de rang tf{) est associée une fonction zêta
Z(. Les énoncés précédents conservent, mutatis mutandis, leur validité pour des fibres
hermitiens avec connection, plats_à l'infini. S'introduit notamment un espace singulier
£, fibre sur la compactification M : sa partie à l'infini £(oo) est un fibre de rang dç
sur les composantes de dimension 1 de M(oo) et de rang df(poo) sur une pointe Poo si
d((Poo) est la multiplicité de la valeur propre 1 de l'holonomie de £ pour un lacet autour
de cette pointe. Les fonctions d'Eisenstein Eç(s) sont définies comme des sections du
fibié (A5M(oo)®£(oo))Hr de base M(oo) x M.

7 Nous renvoyons à [GUIL] pour les démonstrations et nous contenterons de clore
ce texte par quelques questions.

8 La fonction zêta ZM est d'ordre 2 (si ZM & des pôles, cela signifie qu'elle est
quotient de deux fonctions entières d'ordre 2) si M est d'aire finie (par la voie spectrale,
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cf. [VEN]) ou de volume infini sans pointes (par la vo ie dynamique, cf. [FRI]); qu'en
est - i l en général?

Quel est le type de croissance du déterminant det [Cjj} \ v (*)£*#(£)]? Que l l e s
relations entre zéros et pôles de ce déterminant et l es pô les des résolvantes R ( )

Y-a-t-il une possibilité d'utiliser ces méthodes en dimension supérieure; le
premier cas d'intérêt est celui des variétés de dimension 3 associées à des groupes quasi-
fuchsiens, la géométrie y est plus élaborée : le cœur convexe (compact en l'absence
de pointes) est bordé par une surface hyperbolique plissée le long d'une lamination
géodésique.

Pour une surface supposée à courbure constante seulement au voisinage de l'infini
(qui ne donne plus lieu à une formule de traces à la Selberg), le domaine de méromorphie
de Zu contient un voisinage du demi-plan {fàes ^ /IM}> OÙ h M note l'entropie du
flot géodésique (cf. par exemple [POL]). Ce voisinage serait-il égal à C tout entier?

Par un argument taubérien basé sur le théorème de Wiener-Ikehara, on peut
préciser le comportement asymptotique de la fonction de comptage associée au spectre
des longueurs des géodésiques périodiques TÏMQ) = #{CJc ^ 0 lorsque le bas du
spectre XM du laplacien AM est constitué d'une valeur propre XM (nécessairement
simple alors) :

ekMi

où /ijv/, entropie du flot géodésique sur M QIM > 1/2 alors), détermine XM suivant
XM = ^M(1 — ̂ M)- Peut-on préciser cet asymptotique par une estimation du reste,
comme c'est le cas pour des surfaces d'aire finie? Pour les surfaces à spectre purement
continu (Le. les surfaces sans pointes, d'aire infinie et à entropie au plus égale à 1/2), un
argument de dynamique symbolique permet à Lalley ([LAL]) d'obtenir l'asymptotique
précédent; de quelle manière l'obtenir par la théorie spectrale?

Si a est une classe d'homologie de M et ir^ la fonction de comptage associée
à l'ensemble des géodésiques homologues à a, l'asymptotique de wfc est établi dans
le cas M compact par Katsuda-Sunada ([KS]) et Phillips-Sarnak ([PS]) et celui d'aire
finie par Epstein ([EPS]) en analysant les propriétés spectrales de la famille (Aç) où £
parcourt la famille des fibres en droites plats de base M (ou de manière équivalente, le
tore des caractères de l'homologie HX(M^Z)). Peut-on mener un travail similaire pour
M d'aire infinie?
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