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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

DE LA DISTRIBUTION DES VALEURS PROPRES
DE L'EQUATION DE SCHRODINGER

ASSOCIE A CERTAINS CHAMPS MAGNETIQUES
SUR UN CYLINDRE

par Alain DUFRESNOY

On considére X = IR/2MZ x IR et sur X un champ magnétique
ne dépendant que de y , B = B(y)dxAdy . On désigne par a une
1-forme différentielle telle que da = B , on appelle équation de

Schrodinger associée &4 B

2 2 2
H@) = - (v-ia)” = - (%-ial) - (aiy-iaz)

ol a =a.dx+ady.
1x a2y

On sait que si B tend vers l'infini & 1'infini, alors l'opérateur

H(a) associé est & résolvante compacte (cf. par exemple [A.H.S.1).

‘Dans [M], Florence Michau a étudié le cas ol B(y) = 2y et
a donné un équivalent du comportement asymptotique de la distribution

des valeurs propres de l'opérateur de Schrédinger associé.

On se propose ici de généraliser, par une méthode légérement
différente, ce dernier résultat aux champs magnétiques dépendant de
y et vérifiant certaines propriétés de régularité (par exemple les po-

lynémes).
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§ 1. RESULTATS PRELIMINAIRES

Considérons F une primitive de B (c'est-d-dire F : R — 1R
kil
2

telle que F'(y) = B(y) ) alors H(a) = -(—aa;ﬂF(y))2 -
oy

; cet opé-
rateur commutant avec -aa—}-{ , on a une décomposition
2 ikx 2
12x = o (LZ®xe™™}~ o 2w
kez Y kez Y

et une décomposition de H(a) en une somme directe d'opérateurs
2

2
H : @) ~L2@®) on Hy = - +gerEen® = -5y
y y dy dy
. . PP -tH(a)
Suivant F. Michau, nous étudions le comportement de Tre
lorsque t tend vers 0 ; pour cela, on remarque que
_ -tH,
Tr e tHE@ _ T Tre K ;
keZ

-tH,
utilisant alors que e k est un opérateur i noyau continu (noté

-tH,
[e 1‘Kl(x,y) ), on a

] 1]

-tH -tH
Tre X =[ le M,ydy
R

et donc

§ ~tH,
Tre M@ _ 7 T le K(y,ydy -
R k€Z

Si on pose Hk = ';:Hl:: , on a, d'aprés la formule de Feynmann-Kac
t
[ ‘tHk] LT J‘O vk(xs)ds
e v,y) = [e Ao o ot

(nous renvoyons pour les notations au livre de B. Simon [S])

donc : ¢
—tH -[ V, (X )ds

2 le k](y,y) =f T e 0 s du, ¢

kez kez ' YoV,
Soit X : 0,t] — IR une application continue ; calculons

t

-[ (F(Xs)+k)2ds

e 0 ; ceci est égal &

k€Z
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t_2 1 t 2 1t 2
-J’OF (Xs)ds t”{fo F(Xs)ds} -tk ro F(X )ds)
e X e X 2, e
k€Z
t : 2 t
| -t(k+t1_j‘0F(Xs)ds) 1 _ —{«/t_(k+-t1—J‘ F(X )ds) }2
or 2 e =— x 2 JJtxe 0
kE€Z Jt  KEZ
et 1'on reconnaft dans cette derniére somme une somme de Riemann
—x2
pour e avec pas/t . On obtient alors
t_2
-l F(X)ds 1,,t 2
o Lro ( S) _t{tro F(XS)dS} _
- e X /11 (1-¢€(t))
W
t 2 -fth(x yds 1 .,t 2
-J’ (F(X )+k)“ds 40 s —{f F(X )ds}
0 s e t o s
< L e < e x J/m(l+e(t)) .
k€Z NG

En particulier, on a :

LEMME 1. - Soit X : [0,t] — IR continue ; alors il existe

une constante A ne dépendant ni de F nide X telle que,

si t<1, on ait
tFX +k2d
~[FX)+k)"ds

A
e < - .
k€Z ﬁ

Démonstration. ~ Il suffit de remarquer qu'on peut, quitte a

-

t
rajouter une constante entiére & F , supposer que 0 < J‘ F(Xs)ds <t
0

et utiliser les inégalités précédemment obtenues.

Ceci étant, lorsque t est '"petit" la plupart des trajectoires
du pont brownien restent "prés'" de y et dans cette région, F est
"presque' une fonction affine, ce qui permet d'obtenir des résultats

plus précis que le lemme précédent.

Plus précisément,

LEMME 2 [M]. - Sit y € R et a > 0. Alors

2 202
IX(MESG 10,tl ; |w(s)—y|2a)du0,y,y,t < (;T_E)% exp(——%—) .



Iv.4

Démonstration. - On peut par exemple comparer le noyau de
+tH0

tA

e sur IR et de e oll H0 est le laplacien sur 1R+ , avec

condition de Dirichlet en 0 (voir par exemple le lemme V.1 de [M]).

LEMME 3. -~ Considérons un intervalle [yo-a, ,yo+a] =1 sur
lequel F est une fonction croissante et telle que

Suexi F'(y)/Inf F'(y) = 1+6 ; désignons par w = Sup F'(y) .
de nombres réels tel que

Alors il existe une suite

pour tout k€ Z on_ ait Vk < (wy +k+nk) ; de plus, la

suite Nk peut 8tre choisie bornée et vérifiant 0 < M1~ N S 5.

Démonstration. - On désigne par X la solution de F(x)+k = 0

sur I si elle existe ; sinon on pose
xk=Ian si F(x) +k> 0 sur I
et X, = Supl si F(x) +k< 0 sur I.

On considére alors la fonction affine de pente  vérifiant

F(xk) = WX, + 'r]k . I1 est immédiat de voir que, sur I, on a

F+k)% = Vs @y+ken )’

La suite Xk est une suite décroissante car F est une fonction crois-

sante ; ceci entrathe, puisque w = Sup F'(y) , que la suite Nk est

. ) yel
une suite croissante. On a

1
nk+1 —nk < (xk—xk+1)w-1 < Xw—l = § .

olt )\ désigne Inf F'(y) .
y€l

On obtient de la méme maniére :

LEMME 3bis. - Considérons [yo-—a , yo+<1] = I un intervalle
sur lequel F est croissant et tel que Sél? F'(y)/InefIF'(y) = 1+% ;
y y

désignons par )\ =yIr€1fI F'(y) .Alors il existe une suite {Ck}kez

de nombres réels telle que pour tout k€ Z on ait

peut &tre choisie bor-

Vk > (ay +k+gk)2 ; de plus la suite
£oeps 8
née et vérifiant 0 < Ck_gkﬂ <133

Ck
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On calcule alors les sommes
1 2

-tH 1 d 2
Ze kyy on H =3 -—+@ytk+ny
keZ dy

En utilisant les formules connues pour l'oscillateur harmonique, on

W ]é 5 _wichwt - 1) (X Nk |2
[21Tsh(wt) ez T shwt ® :

-

a4 peu prés une somme de Riemann pour la fonction

trouve

On reconnaft alors

e 2 si on multiplie par le pas "moyen" = chwt - 1 #
P p p y p w shwt
Si on remarque que
w - W
(21'r)§(chwt—1)é 2,/ sh-"-"2—t
1'expression devient
——— T pexl- {p(k+nk)]
271 shw keZ
Autrement dit, la somme s'écrit
-x2

2 pi( ol = pk+n,) et f: xr-e

L pfx) < 2 ( )f()s<1+6)2pf<)

DRI = T (gm0 % -
La somme qui est au milieu est évidemment minorée indépendamment
de @ par une constante qui tend vers ./m lorsque t — 0 . On vérifie

en effet que

=(chwt-1)’é < %é

w shyt

et on trouve alors

-tH,
W) ——— < T [e ](v,y)-
2,\/TTsh— keZ

-tH
On peut faire exactement le m&me calcul pour 2 |e "k] v.y)
kez
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1 [ &2 2
oll Hk = -] — +()\y+k+gk) ] , et 1'on trouve
~ 2 dy2

Z[ _tgk] Jrret 1+8
ke |o.y) = M_x(n et)) x(1+90) .

2,\/T7 Sh—z—
On peut maintenant écrire t
) P [P R > o Til¥gae
e ) = e vl .
k Q kEZ 0, y,y,t

Si on désigne par Ql I'ensemble des trajectoires du pont brownien qui,
durant l'intervalle [0,t] restent dans ]yo-a. , y0+0,[ =1, ona

~ t ~
~tH -[ V(X )ds
;&[e k](y,y)-f D e 0 ks

du
[:Ql kez O’y,y,t
t
-J. V. (X )dS -tH
s [ Ze 0o ks du, tSZ[e Nk](y,Y)-
Qlkez Yo Y, kez

En utilisant alors les résultats des lemmes 1 et 2, on a

~tH B 902 ~tH
z [e k](v,y) -Texp(-—%-) < Ze k](y,y)
kEEZ kEZ
~tH

Sk%\%[e ~ ](y,y) + %exp(—ztiz) .

Soit en remplacant les deux sommes de gauche et droite par leur
valeur

2
B 2
T WA et —— -?exp(- “)

2;\/1'_r sh%E t

"t |t o

-tH 2
< T [ Ky = aromirery —2 o+ 2 (- = ) .
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“tH
§ 2. COMPORTEMENT DE 2 Tre X LORSQUE t — 0
KEZ

POUR CERTAINES FONCTIONS F ; APPLICATION.

On supposera tout d'abord que F(y) est monotone sur les deux

composantes du complémentaire d'un intervalle borné de IR .

On peut écrire

-2 [e-tHk] v.ydy = [ 2 [e_tHk](y y)dy +
R kEZ - ’ [-M, M] KEZ ’

~tH
+ 2 [e k](y,y)dy.
y€l-m, M] k€Z

En utilisant la formule de Feynmann-Kac, le lemme 1 et le fait que la

1
mesure de est de masse totale — , on est assuré que la
0,y,y,t
E
contribution du premier terme est majorée par 2M X3 5 pour le

deuxiéme terme, nous nous proposons d'utiliser 1'encadrement obtenu

4 la fin du paragraphe précédent.

Pour chaque y ¢ [—M,M] , on associe un intervalle centré en
y de longueur 20(y) sur lequel F est une fonction monotone.
202(y)
t

tion majorable par un multiple de 1 , il suffit de choisir

t
i
ay) =t x (Log|y|)® puisque

B
Pour que l'intégrale du terme T exp (- ) ait une contribu-

+o too
_?IM exp ( (Y))d < —J‘ exp(-ZIogy) < tE‘fM -3% .

1
Dans la suite, on fixera la longueur de l'intervalle Iy & 2'\/1?(10g|y|)"2

~

et on désignera par &(t,y) la valeur de & associée i cet intervalle.
Au cas ol la fonction &(t,y) converge vers 0 lorsque t tend vers
0 , il est clair que
1 w(y) w(y)
dy —~— J' —_dy (A
yel-m, ) 1T OGY) 0O T £ -0 Cygiy a) snUE
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ainsi que

A(Y) A(Y)
(1+8)——=——dy ~~ —dy (A2)
y€l-M, M] sh)ﬁg’i t-0 “yel-M,M] shﬁ%)f

Ceci est le cas si le champ magnétique B(y) = F'(y) vérifie la pro-

priété suivante

|1 |x N{ax | B |
(S) y Y est borné sur IR\[-M,M] pour une valeur
Min | B
I;n ‘ l strictement positive de t .
Exemples. Un polyndme, une somme de fonctions homogénes

vérifient la propriété (S).

y

Remarque. Dans le cas oi B(y) = € , on peut montrer que

(A1) et (A2) sont satisfaites sans que (S) le soit.

Considérons maintenant un champ magnétique monotone sur les
intervalles J]-o,-M] et [M,+wl et vérifiant les conditions (A1) et

(A2).

Un changement de variable montre facilement que :

+ o +
_ _wO) t:dy ~ —————Bg) tdy .
M shVLSD— t=0 "M sh_;yl.

Remarquons alors que les intégrales précédentes ne sont pas

majorées par un multiple de 1 et que toute intégrale sur un inter-

B(y) t 1
valle borné de ——— est majoré par un multiple de —
B(y)t t
sh———=
2
On a montré :
PROPOSITION. - Soit B un champ magnétique qui est mono-

tone sur les deux composantes du complémentaire d'un ensemble

borné et qui vérifie les conditions (Al) et (A2). Alors on a
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Z‘ Tr e—tHk M

~~S y .
k€Z t-0" R 2sh EM
2

En particulier, si B est un polyndme, la proposition précé-

dente s'applique.

En fait, on peut montrer plus généralement que si B peut étre
encadré par deux champs magnétiques B1 et 32 , tous deux monoto-
nes sur les deux composantes du complémentaire d'un intervalle borné,

tels que B, —~~ B_ vérifiant tous deux les conditions (A1) et (A2)

b fyfee 2
et finalement
[ |B, 0| 4 [ | By | .
T Tm i Y . Ay
leh_lBlz(Y”t o 'R shl_Bzz(Y)i
alors
~tHy | By) |

2 Tre —~ ——r——dy .
2

En particulier, si B est un champ polynomial, ce qui compte pour le
comportement asymptotique de 2, Tre k est le terme dominant du

k€Z
polynéme.

Si ce coefficient dominant est Cym , on a:

-tH. +o l |m to m
2, Tre k ~ Cly dy ~ ———C—y———dy

kEZ ts0 " - m t-0 "0 m
2sh(ﬂll—£) sh Cy ¢
2 2
ou encore
-tH 1+1An + o m
2 Tre k ~ 1+11/in 2 Thn I umdu
k€Z t-0 C 0 shu
et donc
m
-tH(a) 1 1 teo y
Tre ~ X j‘ du .
t-0 t1+1/in Cl/ifn 0 shu™

En appliquant le lemme de Karamata ([S]), on obtient :

1+1 1 © ™
N (H@) ~ E i e .
CT(@2+1/m) O shu

du

- CO



Iv.10

oll NE(H(a)) désigne le nombre de valeurs propres de H(a) inférieu-
res & E .

Remarque 1. - Ce calcul ne fait pas intervenir que m est
entier.
o M
Remarque 2. - On peut calculer [ du ; un calcul facile
"0 shu™
montre que
+
J‘+°° o™ du = & I"(1+1/n) gt tiAn L 1+1/4n)
m m Zr—x

0 shu

(pour le voir on exprime sh en fonction de 1'exponentielle et on fait

) . 2ut
apparaftre au dénominateur 1-e

; on développe en série).

1-e2u™
On trouve alors :
Ng(HE) ~ —0—1751(—;17”2 27 14 1yt
Remarquons encore :
LEMME 4. - Soient deux fonctions positives continues f et g

tendant vers 1'infini & 1'infini et telles que

| {y; f(y)sc}| ~ |y g(y)sc}l alors
C—

I 104y~ [ _80)
f(.Y)t t=0 ]R Sh g(}zl)t

dy .

Démonstration. -~ On désigne par % : u— ;E— ; il suffit de

montrer que si 1'hypothése est satisfaite, on a

[ atiyNdy ~ [ a(tg()dy
R t-0 IR

or

(X)

}|dx ou encore, pour ceR,

fmé(tf(y)dy J" tys t <2

& (ct)

J.O

1
|os £y y< 2O 0‘) )lax + [ ls £ < 2 O‘) )jax .
d(ct)
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Le deuxiéme terme tend vers 0 avec t , donc
d(ct) -1
[ &ttondy ~ [ |3 f(y)s%&)ﬂd)\.
R t-0 "0

Pour tout € >0, on peut choisir c¢ assez grand de maniére i ce que

-1
'J.Jb(ct) |75 £ < @t (\)

)|dx

-1l =<c¢

IO |v; 8 < to‘))ldk

ce qui fournit le résultat désiré.
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