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FORMULE(S) DE PESIN

par Gilles F. ROBERT

Introduction

M étant une variété Riemannienne compacte de classe C",» > 3 sans points
focaux, Pesin donne une formule pour I’entropie du flot géodésique (f*), mesurée pour
la mesure de Liouville A:

ha(f) = H(v) dA(v)
SM

ou H(v) est la courbure moyenne au point m = w(v) de I’horosphére (dans M) passant
par m orthogonal a v.

La démonstration de cette égalité s’effectue en trois étapes:

1) Inégalité de Ruelle.

Si M est compacte et T : M — M est un C'-difféomorphisme préservant la
mesure u, on a ’inégalité:

® hD < [ x5 duco)
ol x7(z) est la somme des exposants caractéristiques de Lyapounoff positifs.

2) Premiére formule de Pesin.

Si on suppose de plus que 7" est C!+ et que p est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue, alors (*) devient une égalité.

3) Deuxiéme formule de Pesin.

Une manipulation de I’intégrale permettra alors de prouver 1’égalité cherchée.
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PRELIMINAIRES

1. Définition de I’Entropie.

Les démonstrations peuvent étre trouvées dans [M2,pp.207-226] ou dans [R1]; je
ne les expliciterai pas.

P et Q étant deux partitions de M, on convient de noter P(z) 1’élément de P
contenant z € M et P V Q la partition engendrée par P et Q.

On définit alors:

Pentropie de P comme

H,(P)= =) u(P)log p(P)
PeP

et ’entropie relative de P par rapport 8 Q@ comme

BP0 =Y u@ |- T HEOD 0 uP ”Q’]

deo rer M@ H@)
(PNQ)
- PNQ)logZ
PGZP w(P N Q)log =5
Qee

On aura alors H,(P V Q) = H,(Q) + H,(P|Q) et, si P est plus fine que Po:

Hu(P|Q) > Hu(PolQ)
H,(QIP) < H,(Q|Po)

SiT : M — M préserve alors la mesure g, on définit I’entropie de 7 relativement
a la partition P comme

1 n—1
hy(T,P) = lim —H,,(V T-iP)
=0
On a alors h,(T,P) = lim,_, oo Hu(P| V;"=o T-iPp).
La suite du second membre étant alors décroissante, il vient
hu(T,P) < Hy(P|T~'P)

Autre écriture.
Si on remarque alors H,(P) = f u — log p(P(z)) du(z), appelant P™ la partition
ViZo \ T=iP, on a la formule

hu(T,P) = lim / — 1 log u(P" (@) du(a).
n—00 M n



Formule(s) de Pesin 65
Le théoréme de Shannon-McMillan-Breiman, qui permet d’assurer la convergence

de la suite de fonctions (—1/log u(P"(z))) dans £! pour le cas ot P a une entropie
finie, nous permet d’écrire

h@,P)= [ — tim (1 logn(P"u») dpu(z).
M PO\ n

nEN

Si on appelle alors entropie mesurée de T le réel h,(T) = sup h,(T,P), et si
P

(Pr)neN est une suite croissante de partitions engendrant la tribu Borélienne de M, le
théoréme de Kolmogorov-Sinai nous assure

hu(T) = lm k(T Pn).

2. Exposants de Lyapounoff-Théoréme d’Oseledec’s.
Voir [O] ou [M2,pp.267-281]

Si T est un difféomorphisme sur M compacte, il existe un ensemble A C M de
mesure pleine pour toute mesure invariante vérifiant:

dh(@) > A(z) > ... > An(z)
Vz € A,
JE(z)® B2 (2)® ... D E(z) =T: M
Yv € Ei(z), v#0= \(z)= Jim alog ||(D-T™)v||

On appelle E;(z) les espaces caractéristiques en z et A;(z) les exposants de
Lyapounoff associé€s. On pose alors

Xr@) = ) Xi(z)dim Ei(z).
Ai(z)>0

1. INEGALITE DE RUELLE

L’idée de la démonstration consiste a choisir une partition de M qui permette de
mesurer les exposants de Lyapounoff.

Pour ce faire, Ruelle [R2] utilise une triangulation de la variété, tandis que Maiie
[M2,pp.281-285] préfere utiliser le Théoréme de Nash-Moser.

Soit donc un plongement isométrique de M dans RE.

M étant fermée dans R, pour tout y € RY, il existe £ = w(y) dans M vérifiant
d(y,z) = infpmenm d(y,m) = d(y, M), y appartient alors A ’espace affine (T, M)*
orthogonal a T, M passant par z.

Si on note alors B.((T,M)?1) 1a boule de rayon & centrée en z contenue dans cet
espace, ceci prouve le résultat suivant:
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Pour tout € > 0, 'ouvert M, = {y € R® | d(y, M) < ¢} est

M, = | B.(TM)"),
rEM

La continuité du rayon d’injectivité de I’exponentielle normale sur M compacte
permet alors de trouver o > 0 tel que (z;,z2) € M
21 # 22 = Beo(Tr, M)Y) N By (Tr, M)*1) = 0.
Ceci permet alors de prolonger 7 : M — M en Ty : M., — M., difféomorphisme
sur son image et vérifiant:
To:M—*MCtT()lM:T
(D:To) : Tz M)t — (L) M)*
VzeM, { 0 (Toz)
(D= To)er, my+|l < 12
Soit un indice j fixé, & z € R on associe T}(z) la tranche de M par I’hyperplan
.’L'J' =7I.

Appelant ¥; = {z € R| u(Tj(z)) # 0}, le fait que p soit une mesure de
probabilit€ entraine que X; est au plus dénombrable.

Ceci permet donc, R/Q étant non dénombrable, de trouver z = (z1,...z¢) tel
que pour tout ¢ € Q, et tout j € [1,4], on ait u(Tj(z; +4)) = 0.

On effectue alors une translation ramenant (z;,...z¢) en (0, ...0) et on considere,
n > 1 étant donné, la partition P,, de R? en cubes de la forme

+1 +1
|2, 20 x |2, et
n n n n

La suite de partitions (Py)n>1 engendrant la tribu Borélienne de M privé d’un
ensemble de mesure nulle, comme la partition P,,,, est plus fine que Py, V P,, le
théor¢me de Kolmogorov-Sinai montre

hy(T) = lim h,(T,P, N M).

Comme de plus b, (T, P, " M) < H,(PnNM |T-1(P,, N M)), la concavité de
la fonction z ~ log z montre

H,(Pa N M|T™Y(P, N M))

< Y wAlog#{BeP.NM|BNT (A #0},
AEP.NM

Si on pose alors vp,(z) =#{B € P, | BNT '(A)#£ 0} pourz € A, ona

hp(T) PO M) <L / log VT,u(z) du(z),
M
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On pose alors vr(z) = limsup,_, ., vt n(z) et le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue montrera alors

h(D < [ logur()duco).

Cette inégalité reste bien entendu vraie si, au lieu de T prolongé par Tp, je
consideére 7" prolongé par T3, j’ai donc

1
h(D = 2k < [ loguns(2)duto).

Le fait que T soit un difféomorphisme sur son image montre alors, en appelant
Qo le cube [~1,1]¢:

vra(z) < sup# {P € P1 | (y + (D T3)Qo) N P # 0},
y

Cette inégalité étant renforcée si je considére a la place de (o un parallélépipede
le contenant.

Soit donc @ un tel parallélépipede dont les vecteurs de base (ex)1<k<¢ soient
(1) Soit dans un espace caractéristique E;(z)
(2) Soit dans (T, M)*.

y € R¢ étant alors fixé, le parallélogramme (y + (D,T)Q) aura pour cotés
(I(DzT5")ex|1<x<e, un lemme simple montre alors que le nombre de cubes de coté 1
le rencontrant est inférieur au produit des longueurs des c6tés supérieurs & 1 multiplié
par une constante, on a alors

vpa(z) < Cste H [(D=T5")ex]|,
DT )ex||>1
et donc

lim sup l logvpn(z) < Z Ai(z)dim Ei(z) = xp(z).
n—oo T Ai@)>0

11 suit, aprés une autre utilisation du théoréme de convergence dominée

hu(T) = lim %h,,(T") < / lim sup % log vr»(z) dp(z)

M n—oo

B < [ X3 duco)
M
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2. PREMIERE FORMULE DE PESIN

La premi¢re démonstration de cette formule, donnée par Pesin dans [P1], rentre
dans le cadre d’une étude beaucoup plus large concernant en particulier les variétés
stables et instables. Cette étude n’étant pas nécessaire a la démonstration, nous suivrons
plutdt le plan de celle donnée par Maiie dans [M1].

Cette démonstration comprend deux étapes:

Premiére étape.

Si p invariante est absolument continue par rapport a2 une autre mesure v, si
p : M —]0, 1] est telle que (log p) soit intégrable par rapport a g, on a

hu(T) > /M h(T, p, 2) dpu(z)

ol h, (T, p,z) = limsup (—alog ¥(Sn(T, p, z)))

n— 00

et Su(T,p,2) = {y € M | V0 < j < n,d(TV(2), TV () < p(T? ()} -

Démonstration. — On pose r, = e " et U, = {z €M |rpu <p@)<7rn},
comme on a nu(Up,) = fU” ndp(z) < fU,. [~ log p(z)] dp(z), ’intégrabilité de (log p)
entraine alors la convergence de la série de terme général nu(U,).

On construit alors une partition P en utilisant 1’existence de C > 0 et pour tout
r < diam(M), d’une partition (P,) de M en parties de diameétre inférieur a » dont le
cardinal soit majoré par

#P, < C (oM

Les atomes de la parition P seront alors les (U, N P) pour P € P, _,,.

On aura alors pour z € Uy, diamP(z) < rpy1 < p(x) et la convergence de
>~ npu(Uyn) montrera, avec la concavité de z — logz, que P a une entropie finie.

Notant alors P" = V;.‘;J TP, on aura

hu(T) > hy(T,P) = /M Tim (—%log u(P"(z))) d(z).

L’absolue continuité de p par rapport a » entrainera
_ pP@) _ (de
nllmw s P(2) — \dv (z) v presque-partout.
On aura alors
1 1
lim (—— log u(P"(z))) = lim (—— log u(’P"(z)))
n—00 n n— 00 n

. 1. p(P"(z))
+ lim (—;log——-—u(pn (x»)

n— 00
JHm (-% log u(P"(x))) = lim (_;1; log v(P"(z))) p P-P-
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L’'inégalité diam P(z) < p(z) entrainant P*(z) C S, (T, p, =), on aura
lim (—Yalog(P"(2))) > hy(T, p,z),

=00

et donc
mD 2 [ W02 duca).

Deuxiéme étape.

Supposant alors que T est C1'* et que v est la mesure de Lebesgue, le probléme
consiste a trouver, € > 0 étant fixé, N > 1, p: M —=]0,1[ et K C M vérifiant

(1) (logp) est p-intégrable,

@ wK)<e

(3) h(TN,p,2) > Nx4(z)—€]  pour z € K.
En effet, on aura alors:

ha(T) = hu(T) > /M B (TN, p, 7) du(z)

1 1
>+ /K BT, p, 2) dp(e) 2 /K Nlx (=) — €] du(z)

> [ i@ duta) e 2 [ @) dute) - 1+ )
K M

ou C majore x7(z) pour p-presque tout z € M.
Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on en déduit que (*) est une égalité.

Démonstration. — Cette démonstration étant longue et technique, je ne la
détraillerai pas, me contentant d’en exposer les idées principales.

Notant E¥(z) = @, (550 E*(z) et E°(z) = @, ()<o £'(2), si on pose T; =
{z € M | dim E*(z) = j} et p;(A) = p(A N Z;)/p(Z;) quand p(E;) # 0, la linéarité
de ’entropie permet d’écrire h,(T) = 5 uzz0 Pu;(Tjx;) et on peut alors se contenter
d’effectuer la démonstration pour M = ;.

L’idée consiste alors a assimiler M a un espace vectoriel par le choix d’un atlas,
ce qui permet de parler de graphes et de dispersion de ces graphes.

Le fait que v soit la mesure de Lebesgue permettant d’écrire
vt = B [ tuner AN G+ E @) drpn®

oll V| Eo(z) €t Vjy+Ex(z) SONt les mesures de Lebesgue sur les deux espaces affines et B(z)
I’“angle” entre ces deux espaces.
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On pose alors A,(y) = .S',,(TN , P, Z) N (y + E¥(z)) et on cherche a minorer
hv (TNs P .'B) lim sup - lOg/ V]y-i—E“(z)(An(y)) dV‘E°(z)(y))

71— 00

1
> lim sup(——log SUP  Yy+En(z)(An (y)))
n— oo n y€ E%z)

> limsup inf (—lloguly.,gu(,,)(An(y)))

n—oo YEEUZ)\ N
€ > 0 étant donné, les théorémes d’Egorov et Birkhoff montrent alors 1’existence
de KoC M, N >1,A> 3> 1tels que u(K§) < € et, posant g = TV
Vv € E*(z), [[(Dzg" )| 2 A™||2|
Vz € Ko,¥n €N, Vv € E%@),||(Dzg™l] < B°lo]l
(Yan) log | det(Dzg") E+ ()| 2 X7(2) — €
Posant alors p(z) = V@ ot N(z) = min{n > 1] g"(z) € Ko} et £ est petit, on

a la propriété que si z € Ko, g"(z) € Ko, y € E%z) et A,(y) # 0, alors g"(An(y)) est
un graphe dont on majore la dispersion, on peut alors en majorer le volume et donc:

Cste > / | det(D, 9"\, Ay dv(2),
n(¥y)

et la troisieme inégalité permet de conclure.

3. DEUXIEME FORMULE DE PESIN

Dans le cadre du flot géodésique d’une variét€é compacte sans points focaux,
I’ergodicité de la mesure de Liouville limite a cette seule mesure les cas d’application
de I’égalité ci-dessus, les conditions de régularité étant satisfaites pour une métrique C.

Si & v € SM on associe un parallélépipéde I7(v) de 1’espace instable E“(x) et si
on pose
Vol(df* IT (v)) ) Vol(dwdf® I1(v))
—_— N :(v) =

Ai(v) = Vol(17(v)) © Vol(d= IT(v))

Ces deux quantités seront indépendantes du choix de I7(v) et on aura
xs1(v) = hm 1hlog Ane(v) = lim 1/..log At ()

La premiére égalité provient directement de la définition, alors que la seconde
vient du fait que (d7);g+() et son inverse ont des normes bornées uniformément sur

SM.
Remarquant alors A;(v) = 1_['-'—1 Ae(f7*(v)), on a

n—l

w9 = [ xpodes= [t —Zlog)\:(f"(v)) dA®).

SM"™
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Le théoreme de Birkhoff permet alors d’écrire

Aa(F!) = /S ToEA) )

On aura alors
M == [ FogAe) )
SM

et, de méme hy(f!) = / llog)‘_,(v) d\(v)
smt

On exprimera alors lim;_o }4log A;(v) et lim,_.o 14log X¢(v) en termes de cour-
bures principales de I’horosphére.

Remarquons que, la métrique étant de classe C3, les fonctions de Busemann sont de
classe C2, donc les horosphéres aussi, ce qui assure I’existence des courbures principales.

Soit donc (ei(v))1<i<n-1 la base orthonormée de vt formée des directions des
courbures principales de I’horosphére et K;(v) les valeurs de ces courbures.

Appelant alors (§;(v)hi<i<n-1 la base de E“(v) vérifiant dw§;(v) = e;(v) et
Y;(t) = dndf'€;(v) le champ de Jacobi limite défini par la valeur initiale Y;(0) = e;(v),
la définition de I’horosphére montrera Y/ (0) = — K;(v)e;(v).

Si je choisis alors pour parallélépipéde celui basé sur (£;(¥))1<i<n-1, le pa-
rallélépipéde dwdf* IT1(v) sera basé sur (Y; <ign—1 €t A (v) sera le déterminant de la
matrice donnant les Y;(¢) dans la base transponée parallelement a (e;(v)), la dérivée a
I’origine sera alors la trace de la matrice dérivée, c’est a dire

. ~— A
lim 1log X (v) = lim L = Z —Ki(v) = H(v).

i=1
et la méme manipulation sur A;(v) permet d’écrire

n-—1

E_r’r(l’ Ihlog Ai(v) = Z -

K; —
(©) 51 - T
=1

1+ K;(v
ou K;(v) = (R(v, e;(v))v | €i(v)) est la courbure sectionnelle suivant le 2-plan engendré

par v et e;(v), on a donc

() = / H(v) dA()

n-1

K; (v) _—
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