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REsuME. — En 1911, Bieberbach [B] démontre que les sous-groupes discrets d’isométries eucli-
diennes possédent un sous-groupe d'indice fini abélien. Visant 2 généraliser ce théoréme, Milnor conjecture
qu’un sous-groupe affine opérant proprement discontinment librement sur R™ est, 2 indice fini pras, résoluble.
En 1987 Margulis [M] démontre I’existence en dimension 3 de sous-groupes affines vérifiant les hypotheses
de la conjecture et pourtant libres! Je donnerai ici une construction explicite de tels groupes en puisant
généreusement dans les écrits de Todd Drumm [D-G] et de Margulis (M].

I. INTRODUCTION

Le groupe affine GL(3, R) & R? sera noté Aff(3). Je représenterai un élément de
Aff(3) par un couple (g,v) ol g désigne la partie linéaire et v celle de translation.
A un sous-groupe I' C Aff(3) est associ€ le groupe L(I') C GL(3,R) constitué des
parties linéaires de T. Par définition, I’ opere proprement discontiniiment sur R? si pour
tout compact K, I’ensemble I'(K) = {y € I'/y(K)N K # 0} est fini. On dira que
I’action est libre si seule 1’identité fixe un point. En dimension 2, la conjecture de Milnor
est vraie grice aux travaux de Fried-Goldman [F-G], mais en dimension 3, [F-G] se
heurtent au cas ot L(I') C SO(2, 1), le groupe préservant la forme de Lorentz définie

par ¢(z) = 22+ 22 — z} ol z1, 72, z3 sont les coordonnées de z dans la base canonique.
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Ce cas est d’ailleurs si résistant qu’en 1987 Margulis démontre que :

THEOREME DE MARGULIS. — Il existe des sous-groupes libres non abéliens
@ deux générateurs dans SO(2,1) x R® opérant proprement discontinliment librement
sur R3,

II. LEs ELEMENTS HYPERBOLIQUES

Dans R? muni de la forme de Lorentz ¢(z), on désigne par W le cone de lumitre
{g(z) = 0}N{z3 > 0} et par S I’hyperboloide & une nappe ¢g(z) = 1. Soit s un élément
de S, on vérifie aisément que son orthogonal relativement 2 la forme de Lorentz, stv,
et passant par O, est un plan coupant W en deux demi-droites distinctes. L’intersection
de ces deux demi-droites avec la sphere euclidienne $? se compose de deux points s*,
s~ choisis pour que (s,s~, s*) soit une base directe.

I1.1. DEFINITION. — Un élément s de S est e-spatial si ||s* = 5™ ||ewa. 2 € .

L’hyperboloide S est obtenue par rotation Ry autour de I’axe (Oz3) de la courbe
paramétrée (r, O, =V 72 —1)avec r > 1. Par conséquent, s € S a pour coordonnées
Re(r, O, £v/rZ — 1) et on montre sans peine que ||s* — 8~ |jevar. = ig . Par conséquent,
plus s est haut sur S (i.e. plus r est grand) et plus ||s* — s ||eua. est petit. On peut
donc dire que ||s* — s~ ||cua. représente la distance de s au cone de lumitre. L’ensemble
composé de tous les points e-spatiaux, pour ¢ fixé, est un compact noté€ S¢ .

Un élément g hyperbolique de SO(2, 1) a, par définition, 3 valeurs propres réelles
distinctes 1, A, A~! avec A < 1. On montre sans difficulté que les vecteurs propres
associés 2 A et A~! sont isotropes (i.e. ¢(z) = 0) et que celui relatif 2 1 se situe 2
I’extérieur du cone de lumitre. Ces remarques permettent d’associer a g trois vecteurs
définis par :

I1.2. DEFINITION. — Soit g un élément hyperbolique, on note z*(g) € WNS?,
les vecteurs propres de g relativement @ A¥! (A < 1) et °(g) € S, le vecteur fixé par
g tel que

(z°(9), 27 (9), z*(9))

soit une base directe.

Remarquons que z¥(g~!) = z¥(g) et que z°(¢~') = —z°(g) . On constate de
plus que z°(g)*s NWNS? = {z(g), z*(g)} . Si z°(¢g) est noté s, d’apres les notations
introduites au début du §II, on obtient : z%(g) = s* .

I1.3. DEFINITION. — Un élément hyperbolique g est s-hyperbolique si z°(g)
est e-spatial.

On dira qu’une transformation affine de SO(2,1) X R® est e-hyperbolique si sa
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partie linéaire 1’est.

I1.4. PROPRIETE. — Une transformation affine hyperbolique h = (g, v) laisse
globalement invariante une droite C(h), dirigée par z°(g). L’ action de h sur C(h) est
une translation.

Démonstration. — Dans la base (z°(g), z~(g), z*(g)), le vecteur v est représenté

par (a, b, c). On vérifie aisément que la droite C(h) d"équation { > . P!
T3 = 1=x=7

désigne la valeur propre de g, est globalement invariante, c’est 1’axe du “vissage
hyperbolique”. On montre sans difficulté que 1’action de h sur C(h) est une translation
de vecteur az°(g). [ ]

Remarque. — Les vecteurs z%(g) étant orthogonaux 2 z°(g), la quantité az°(g)
s’écrit encore q(u,z°(g)) x z°(g). Cette remarque a priori anodine nous améne au
paragraphe essentiel sur

III. L’INVARIANT DE MARGULIS

L’idée est d’attacher a une transformation hyperbolique, un invariant permettant en
quelque sorte de contrdler la distance entre un point et son image. Je rappelle qu’un sous-
groupe I' agit proprement discontiniment sur R® si pour tout compact K, I’ensemble
I'(K) = {7 € /7K N K # 0} est fini. Autrement dit, I’ensemble des éléments de T
envoyant un point 2 distance bornée doit étre fini, d’ol I'idée d’un tel invariant.

II1.1. PROPOSITION. — Soit h = (g,v) une transformation affine hyperbo-
lique, la quantité q(h(z) — z,z°(g)) est indépendante de = . On la notera a(h) et on
la baptisera invariant de Margulis.

La démonstration est immédiate et repose sur la remarque;

g(9(2),2°(9)) = ¢(z,2°(9)) -
En choisissant z = 0, on obtient a(h) = q(v,z°(g)) avec h = (g,v) . D’aprés la

propriété 11.4, on en déduit que, d’un point de vue géométrique, a(h) représente le
déplacement d’un point de C(h) par I’action de 4 .

I11.2. LEMME. — Soit s un élément e-spatial |q(s, z)| < %llzllm, , VzeR3.

Démonstration. — D’apres I1.1, un élément de S s’écrit Rg(r, O, /72 — 1) od
Ry est la rotation d’axe (Oz3). La symétrie par rapport 2 z3 = O et Ry étant dans
SO(2, 1), on peut se restreindre au cas ol s = (r, O, £v/r2 — 1). De plus, s étant e-spatial
on en déduit que r < ¥2. Soit z = (1,22, 73), on a |g(s,7)| = |e1r + z3v/rZ = 1] ce
qui s’écrit encore |g(s, z)| = |p(s, z)| ol p représente le produit scalaire euclidien. Ainsi
la(s, )| < ||8lleuct.||zleuct. OF [|s]leuct. € 2 car s est e-spatial, d’o |g(s, z)] < 2||z||cur.- B
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I11.3. PROPOSITION — Soit h=(g, v) une transformation affine e-hyperbolique:
£
la®)|3 < [|A=z) = zllesct. , Yz ER® .

Ce résultat n’est qu’une conséquence du lemme précédent appliqué & s = z°(g)
eth(z)—=z.

IV. CONSTRUCTION DE GROUPES LIBRES OPERANT
PROPREMENT DISCONTINUGMENT

Un groupe opérant proprement discontiniiment et sans torsion (i.e. 7" = Id <

v = 1d) opere librement. D’aprés le lemme de Selberg [A], un groupe de type fini inclus

dans GL(n, R) posséde un sous-groupe d’indice fini sans torsion. Dans la suite on ne se

préoccupera donc que du caractére proprement discontinu de 1’action. Un mot en Ay, k
L

noté m = [] k¥ avec §; = %1 et n; = 1,2 est réduit si n; = n;1 implique & = 641

=1
Un groupe.engendré par h; et h; est libre si aucun mot réduit non trivial n’est I’identité.
La construction de 1’exemple repose sur le critére suivant dii 8 Drumm [D-G].

IV.1. CRITERE DE DRUMM. — Soient h;, hy € SO(2,1) x R® engendrant un
groupe libre T = (h1, hy) et tels qu’il existe € > 0, go € SO(2, 1), ¢ > 0 vérifiant (1) et
2):

¢)) go m(hy, ha) est e-hyperbolique, pour tout mot m(h,, hy)
) la:(go m(hy, h2))| = cl(m) ont €(m) représente la longueur de m
alors T opére proprement discontiniment sur R3.

Démonstration. — Soit K un compact de R, montrons que I'(X) = {m € T,
mK N K # 0} est fini, c’est-a-dire , £(m) est majorée uniformément sur I'(X). En
utilisant ’hypothése (2), on obtient que £(m) < %Ia(go m)| . D’aprés la proposition
I3, |a(go m)| < %"go m(z) — z||euct. pour tout z. En choisissant m € I'(K) et
z € m~'(K) N K, on obtient £(m) < 2 diam(X U goK) qui est une majoration
indépendante de m d’apres (1). n

La construction de 1’exemple consiste tout d’abord a choisir 3 parties linéaires
9o, 91, g2 vérifiant 1a condition (1) puis 2 ajouter 2 g, g2 des parties de translation v;, vz
assurant la condition (2).

Choix des parties linéaires.

Dans R3, la forme de Lorentz g , restreinte aux plans tangents de I’hyperboloide
a 2 nappes (i.e. ¢(z) = 1) lui confére une structure de variété riemannienne a courbure
—1. La projection stéréographique de la nappe supérieure H, sur le plan z3 = 0 par
rapport au sommet de la nappe inférieure permet de visualiser % comme le disque D
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de Poincaré, muni de la métrique transportée. Le bord de D, appelé bord 2 I’infini,
correspond 2 la projection du cone de lumitre. Le groupe SO°(2, 1) s’identifie alors aux
isométries de D et un élément hyperbolique de SO°(2, 1) devient une transformation
fixant 2 points 2 I'infini. Soient 3 éléments go, g1, g2 appartenant & SO°(2, 1) et vérifiant
dans le modele de Poincaré€ :
gi(A]) = s\ A7

ot les AF sont des intervalles tous disjoints inclus dans le bord 2 I'infini §! . Remarquons
que g; '(A}) C A} ainsi, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, g; ! posséde un
point fixe. Un raisonnement analogue appliqué a g;(A;”) permet d’obtenir un deuxiéme
point fixe dans A;. Les g; sont donc des éléments hyperboliques et z*(g;) € AF ,
suivant les notations du paragraphe II.

¢
IV.2. LEMME. — Soit un mot réduit m = [] g¢’i avec 6; = £1etn; =0,1,2.
=1
m(S'\ A%) C A" .

Ce lemme est 1’analogue du lemme du Ping-Pong de Tits [T} et se démontre par
récurrence sur la longueur des mots. Les conséquences sont tout d’abord que le groupe

¢
(90,91, 92) est libre. En effet, soit un mot réduit non trivial m = [] g% , d’aprés le
=1
lemme précédent, si z € (8 ~ A%) \ A% alors m(z) # = .
La deuxieme

1V.3. CONSEQUENCE. — go m(g1, g2) est -hyperbolique pour € choisi supé-
rieur & inf d(A¥, AT) avec i,j € {0,1,2} .

La démonstration n’est qu’une application du Lemme IV.2.

Remarque. — Si m est un mot en g;,g, vérifiant g& # g% , il est aisé, en
s’aidant du lemme IV.2, de montrer que m est hyperbolique avec z*(m) € Af,“ et
z—(m) € A,‘;," . Vu le choix de &, m est donc e-hyperbolique. Le probléme est en
revanche plus délicat si g} = gnle , c’est-a-dire si m est conjugué 2 un autre mot m’.
Certes m sera hyperbolique mais on n’aura aucune information sur z* (m) qui pourront
étre arbitrairement proches, m ne sera alors plus e-hyperbolique. Cette remarque, je
I’espere, vous éclaire sur I'idée de faire intervenir go # Id .

Choix des parties de translation.

Reste maintenant 4 trouver deux parties de translation v;, v2 associées 2 g1, g2
telles que si by = (g1, 1) et hy = (g2, v2), on ait |a(go m(hy, h2))| = cf(m) ol c est
une constante indépendante du mot m . Le groupe (A3, hy) sera libre puisque (g1, 92)

L

I’est. Le chemin conduisant 2 v}, v, sera sinueux. Je décomposerai un mot m = [] hf;'l.

s=1
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_ j-1 ¢
odn; € {l,2} et =tlenm= mjchf.’jmjn od mf" = [T ki et mjD = JI Ré.
s=1 s=j+1

Je noterai m(gi, g2) la partie linéaire de m(h;, h3).

IV.4. LEMME. — Soient deux transformations affines hy = (g1,v), ha =
¢
(92,v2). Si m(hy,hy) = [] ki et si fi(m) représente la transformation affine
i=1
, ¢
(gn.- (m? (91,9z)m?(91,gz))6',vn.-) alors a(m) = 3 a(fi(m)).

s=1

La démonstration est relativement technique, je n’en donnerai ici que la trame.
Apreés s’étre rappelé que a(m) = ¢(m(0), z°(m(g, g2)), 1a premitre étape consiste 2
L

démontrer par récurrence que m(0) = 3 mf (91, gz)hf;'j (0). Ceci permet de transformer
j=1

[ 3
a(m) en 5= g(mf(91,92)h250),2° (mler, 92)))-
J -
La démonstration du lemme IV.4 s’achéve alors en utilisant les

Remarques.

(@) hE(0) = g, T (6v;) od 6 = 1.

(b) Soient g € SO°(2,1), h une transformation affine hyperbolique et v € R3,
6 = =1 alors ¢(g(6v), z°(h)) = q(v,z°(g~ k%)) .

Le lemme IV4 se généralise aisément & plus de 2 générateurs. Ceci permet
d’énoncer la

IV.5. PROPOSITION. — Soient hy = (g1,v1), hy = (g2, v2) deux transforma-
tions affines

£
a(go m(h1, h2)) = _Zla(fj(go m))
j=

avec f;(go m) = (gn;(m? g0 m§)%5,vp;) .

Le probléme se réduit donc (?!) & trouver une constante c et deux vecteurs v;, vz
tels que : :

(*) la(fj(g0 m(hy,h2))| 2 c.

En effet, d’aprés la proposition IV.5, on aura |a(go m)| > c(w) et la condition (2) du
crittre de Drumm sera satisfaite. Si toutefois le lecteur n’est pas trop épuisé, je I’invite
a chercher concrétement des parties de translations v, vz vérifiant (*). Soient A et B
deux intervalles fermés disjoints de S’, vu comme bord 2 I’infini dans le modele de
Poincaré. On considére U(A4,B) = {s € §/s~ € A,s* € B} selon les notations du
§II. L’ensemble U(A, B) est un compact connexe de S. On a les
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PROPRIETE 1. — Soit I'ensemble U+ défini par U+ = U  ule , cer
u€U(A,B)
ensemble est différent de R® .

Pour cela, il suffit de choisir un élément dans S! \ (A U B) de norme euclidienne
égale a 1.

PROPRIETE 2. — Soit U(A, B), il existe v et ¢ > 0 tels que :
q(u,v) 2c , Yue U(A,B).

Démonstration. — Prenons v € R? \ U+ et considérons
U(A,B) L=

u+— gq(u,v) .

L'image de U(A, B) par f, est un intervalle fermé€ [a, b} de R ne rencontrant pas 0. Si
b > 0 on choisira ¢ = a et si b < 0 on remplacera v par —v et c par —b . |

L’exemple de Margulis.

Rappelons que gg,g1,92 sont trois €léments de SO(2,1)° vérifiant g;(A}) =
S! \ A7 ob les A* sont des intervalles tous disjoints inclus dans $' . Considérons
pour chaque ¢ = 1,2 un intervalle fermé B; contenant tous les A* sauf A;. D’aprés
1a propriété 2 ci-dessus, il existe pour chaque ¢; > O tels que :

(*%) q(u,v;) 2 ¢, Vue UA],B;) .

THEOREME. — Le groupe engendré par hy = (g1,v1), h2 = (g2, v2), out (g;, v;)
sont définis ci-dessus, est un groupe libre opérant proprement discontiniiment.

Démonstration. — Les parties linéaires satisfaisant la condition (1) du critére de
Drumm avec ¢ = infd(A¥, AF), il suffit de montrer que |a(go m(h1, h2))| > cf(m) ob
¢ est une constante 2 détenmner Choisissons C = min(c, ¢2), les ¢; intervenant dans

(+#). Soit un mot m = I'[ hi; et f;(m) = (ga;(mPgo m§)%i,v,;) avec n; = 1,2 et

é; = £1. En apphquant la conséquence IV.3, on en déduit que z~(f;(m)) € A;; et

z*(fj(m)) € By,;. Ainsi f; €U (A,‘,’, By,,) et par la formule (+), on a a(f;(m)) 2 C,.J
donc o(f;(m)) ? C . Ceci nous permet d’aprés la proposition IV.5 de montrer que
|a(go m)| = cf(m) qui est la condition (2) du crittre de Drumm. ]

FINALEMENT

Cette construction a un zest de magie qu’il parait difficile d’éviter. Toutefois si
le lecteur est désireux de démystifier encore un peu plus cet exemple, je lui conseille
vivement de se reporter 2 la belle these de Todd Drumm (Université de Maryland 1990)
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dans laquelle il construit le domaine fondamental décrit par les groupes de Margulis et
montre que les variétés obtenues sont I’intérieur d’une surface de genre 2. Un probléme
intéressant consiste & se donner un sous-groupe SO(2, 1), cette fois de volume fini et a
essayer de le relever dans Aff(3) afin qu’il opere proprement discontiniment sur R>. Je
serais tentée de penser que ce probléme n’a pas de solution...
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