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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBERY-GRENOBLE
1988—-1989 (123-133)

FONCTIONS PROPRES SUR DES VARIETES AVEC DES ANSES FINES,
APPLICATION A LA MULTIPLICITE

par Colette ANNE

REsUME. — On présente ici 1'étude des fonctions propres du Laplacien lorsque I'on fait une
perturbation par ajout d’une anse fine 2 une variélé ricmannienne compacte X). Ce travail se situe donc
dans la suite de [A] qui donnait un résultat de convergence du spectre. Nous nous sommes restreints 2 la
dimension 2. Les résultats de cette étude (théordme 1 ci-dessous) permettent alors d’énoncer un théoréme
concernant 1'augmentation de la multiplicité d’une valeur propre (théoréme 2) : si une valeur propre Ao de
X1, de multiplicité m, est fortement stable (SAH au sens de Colin de Verditre [CdV]); notons Eq 1'espace
propre correspondant. Alors en tout couple de points (p, q) de la variéié tel que 1'une des deux formes linéaires
1+(f) = f(p) £ f(q) est nulle sur Ey on peut ajouter une anse fine telle que par perturbation de la métrique
de départ 1a variété M, obtenue admet Ay comme valeur propre de multiplicité (m + 1).

L 1. Introduction

Comment sont les fonctions propres du Lapla-
cien sur M,?

On a vu ([A]) que par normalisation de la forme
volume sur I’anse, il suffit d’étudier le modéle
suivant. Si (X, g) est une surface compacte et
p,¢ deux points distincts de Xy ; L un réel
L>0:

Xi1(e) = X1 — (B(p,e) U B(q,¢€))
X, = [0, L] x S! muni de la métrique cylindrique, en utilisant I’isométrie
La(Xa,eds A df) — La(X32)

h +— \/eh.

On se raméne 2 un probléme de couplage entre les formes quadratiques [ |df|? sur
Xi(e) et [ (18L2+%|4E %) sur X, par les conditions de recollement aux bords. Posons
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M, = Xi(e) Uy X3, Ly(M,) = La(X1()) x L2(X3) et

H'(M,) = {(f1, f2) € H' (Xi(e)) x H' (X2) | fa10x, = VEfiiaxuta)-
La forme quadratique ¢, de domaine H!(Af,)
0frp 1,85 )
_ 2 Olap 1,922
qe(flsz)— Al(e) Idfll +Lz (I ds I + €2| aal
définit, par polarisation, un opérateur autoadjoint A, dans I’espace de Hilbert L(M,),
Laplacien de M,.

On sait déja que le spectre de A, converge vers 'union des spectres de A,
opérateur de Laplace-Beltrami de (X}, g) et de Az, opérateur de Laplace avec conditions
de Dirichlet sur [O, L].

Les fonctions de I’'une des deux parties peuvent se voir sur A,. On a :
@ : H'(X1) - H(M,)
f (le;(e)s he(£))

ol 7’;h,( f) est la prolongée harmonique, pour A,, de la donnée au bord de

X2 ¢ flaxue
¥, :  HJ(O,L]) - H'(M,)

1
h 0,—=h).
= 075N
Soit X dans le spectre limite (A € Sp(A1) U Sp(A3)) et I un intervalle ouvert tel

que
IN(Sp(A1)USP(AL) = {A}).

E.(I) est I’espace propre de A, relatif a I’intervalle I, E) ’espace propre de A; pour
la valeur propre ) (peut-étre E) = {0}!) et hy(s) = \/% sin Vs si A = ("T”)2

2. Théoréme abstrait

Un couple (f, ) € H'(M,) x R est un quasi-mode si f est proche d’une fonction
propre de A, de valeur propre proche de A. Pour décider si (f, A) est un quasi-mode,
ona:

PROPOSITION 1. — (g,D) est une forme quadratique positive fermée de
I’espace de Hilbert H.

1F1? = | £l +q(f)- N1} est le projécteur spectral associé a I'intervalle I =]e, B[ ,
a¢ Splg), B¢ Sple) .
3AC > 0 tel que si f € D et A € I vérifient :

Ifll=1et(x) Vg €D |g(f,9) - A, 9| < llglh
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alors

C
I (I + oM re () < =&
o a minore la distance de o et 3 au spectre de q.
N.B. La propriété () peut se dire ||(A — M) f|l-1 < & si A est I'opérateur défini
par q.

Démonstration. — Posons ¢ = f = II;(f) = ;c(f) , ¢ = wo + ¢ si
0 = Ij_oo,al(f) €t 1 = II}p 400l (f).

Appliquons (x) 2 ¢p :
la(e0) — Mlwoll?| < Bliwolls

mais o — a < 0 (et alors o = 0!) ou g(¢o) € (@ — a)|po|? , donc

lleoll} < (1 +a —a)lgof?

ct
(alloli®) < Bllwola
az a—a)(l+a—a
= "‘PO"2 < ?(l +a—a) et glpo) < ( )(a2 )az
On a des majorations similaires en appliquant () a ¢. o

Grédce a cette proposition on peut décider si un espace vectoriel approche un
espace propre avec :

PROPOSITION 2. —  Si, avec les mémes notations que dans la proposition 1,
dim E(I) = m (E(I) = ImIl;) et si (f;... fi") est une famille orthonormée d’ éléments
de D qui vérifient ||[I1(f)| < £ (avec 25 < a).

Alors si E =< f; >, d(E, E(I)) = O(0) et si de plus [q(f;, ;)] se diagonalise
dans la base orthonormée ¢ ...pm de E avec les valeurs propres u; de multiplicité
m;, alors on pose I; =]yu; — $, 1 + $1 (a minorant les distances mutuelles des p; et
leur distance au bord de I) et E; I'espace engendré par les p; de valeur propre ;.
Alors

2
E =olE; d(E; EU)) = O(%) et sur E(I;): A = p;1d + O(8).
Démonstration de la proposition 2. — Les ¢; sont orthonormés, g(y;,r) =
#i0jk et
M)l < B
U
M g@1(p;). T 1(pn)) = glpj, i) + O

(2) (HI‘P}'! HI‘PL‘) = (g’js ‘Pk) + 0(32)
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Soit alors (¢)1<;j<m obtenue par othonormalisation de (IT(¢;))1 < gm-

D’aprés (2),
ej =T1p;+ 03

donc
gej,ex) = g1, Mj01) + OD?)

= ,u,-a,-k + 0(32)
= (A — pj)e; = 08,
Sie;j =ej+gqj,e; € E(I), pj = ;i
(A - piXg;) = 0

82
= llgjll < e

et
(A — pidej = 0(BY).

Remarque. — Ces résultats sont des versions “forme quadratique” du théoréme
de Helffer ([H] p.30), ils ont par ailleurs ét€é démontrés par Colin de Verdiére d’une
maniére différente utilisant les fermions.

3. ) € Sp(A2) — Sp(Ay)

11 faut alors estimer ||r||—1 ol r = (A, — A)W.(h)) :
F = (f,h) € H'(M,)

V27r(F) = (A,—A)lr.,\-h+/ %-h
X2 ax: :

on
ah,\ - _ EI
B (s=0,L)= :t\/ T

27
[r(F)| < \/:_,I\, A (1f(exp,(O)| + |f(exp (eO)])dO
< cv/flelogelliflh.

Conséquence. — La fonction propre sur Af, s’écrit :
U, (hy) + O(y/|eloge]) et sa valeur propre est A, = A + O(eloge).

donc :
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4. A € Sp(A1) — Sp(A2)

1l faut ici estimer ||r1]||-y si 1y = (A, — A)®.(f1) et fi € E, est normée.
Soit F = (f,h) € H'(M.), ®.(f)=(f.h.)

r(F) = ] (d®.(f2), dF) — A / B.(fx)- F
ofs Oh.
= L —_—h=A he-h
/ax,(e) on f+ ax, On X2 '

%{% est bornée, donc |faxl(e) %% - fl € Cey/|logell|fl1, les deux derniers termes sont
en /e. Donc

Ir1ll-1 = O(Ve).

Conséquence. — On a (2.(f1),8(f2)) = O(e) et g.(B.f1,Pcf2) = O(e) 2
cause des estimées de h.(f;).

Donc d(E.(I),®.(E))) = O(\e) et les valeurs propres de E,.(I) s’écrivent
A+ O(e).

5. ) € Sp(A1) N Sp(A2)

Il faut alors mesurer 1'interaction entre E et R, et donc avoir un quasi-mode
venant de I’anse qui interagit avec la surface; on choisira la fonction propre d’une bobine
V. qui tend vers h)

Ve = [X1(e) N (B, p) U B(g, p))] Ur Xa.

D’apres le théoréme 1, si p est choisi en sorte que A n’est pas valeur propre des disques
B(p, p), B(q, p), le laplacien avec conditions de Dirichlet sur V, admet une unique valeur
propre A¢ avec lim,_g A® = A et sa fonction propre normée ¢° qui tend vers ¥.(h,).

On notera dans la suite ¢ = L (hy).

PROPOSITION 3. —  Si (F.,).) est le mode qui tend vers (-hl;h,\,,\) de

(Ve,g%) ok on a muni les deux couronnes Ci(e) = B(p,p) N Xi(e) et Ca(e) =
B(q, p) N Xa(¢) de la métrique plate dr? + rd6*

|Fe — ¢elli = O(VE) (dans H'(M.,))
et: A, = \+4ev/Aloge + O(e)

. 2  nw
F = (sur le cylindre) \/; sin s+ 0(Ve)
(sur les couronnes Ci(e)) Veci(e)(logr + gie(r))
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F, est invariante par rotation, c;(¢) est bornée en e, p;. (1) les restrictions a la
couronne de fonctions C™> sur le disque qui convegent et ro = (A, — A)F, Vérifie

(1) |iroll-1 = O(/e).

D’aprés (1) et la proposition 1 appliquée 2 V, et & M,, A* = A, + O(e),
¢® = F, + O(\/¢), plus exactement

”F, - <F¢/¢e)‘r°t"2 + ‘I’e(Fz - (Fc/‘P!)‘PC) = O(e)
et
ITLe Fe|? + ge(T1 e F*) = O(e)

donc aussi
ITLze@® || + (T 1e%)? = OCe).

Donc une base orthonormée f; ... f,, de E, étant choisie, I’espace vectoriel E, engendré
par (I)e(fl) coe q)e(fm) et o° approche E.(D).

Soit (e ... em+1) P'orthonormalisée de Schmidt de (®.(f1)... B (fin), ¥*).
On a, comme pour le théoréme précédent :
i<jk<m = e;=0.(f;})+0(e) et gelcj,ex) = Adjx + O(e)

m

emst = (1+ 0P — D _(p°, @e(f;)) e () + O()
1

(car (p°, ®.(f;)) = O(Ve)).

11 reste a calculer les termes croisés :

of; Oh(f;
qe(‘Pe» ¢e(f.))) =A fjsoe +/ ¢ei +/ so'.l_(fl_).
Ci(e)UCi(e) aXife) aXa

on ait
De |¢® — F.|li = O(/¢) et des estimées de F, on déduit que :
ge(p®s 2e(f) = A fie® + O(e)
Ci(e)UCy(e)
et donc :

ge(em+1,€5) = qe(©®, () — (9%, Be(£;))ge(Be(£;) + O(e))

== [ ¢t he(f)+ 0@

¢® = F, + O(\/e), F, est invariante par rotation, la partie invariante par rotation de
he(f;) est: : .
\/E(‘L‘(fj(Q) — [i) + fi(p)) + O(e).

.Donc :

/\, ohe(f,;) = VEL(S;) + )

£H = Z (5 - (-1 f(a)
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et

qe(em-ﬂ ) ej) = —\/EL(AlfJ) + O(E)

Remarque. — On vient de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 1. —  Si I est un intervalle dont les bords ne rencontrent pas
Sp(A1)USpP(A) et si I'espace propre de A relatifa I, Ej(A,), a une base orthonormée
(fi... fm) de valeurs propres (\y,....\n), l'espace propre de A; relatif @ I est de
dimension 1 SpA; NI = {)\} de fonction propre hy, alors E.(I) admet une base
orthonormée privilégiée e ...em+1 dans laquelle la forme quadratique q. s’écrit :

A\ 0 —VEL(AL 1)
0 | /\m —\/Ec(Alfm) +O(€)
~VELWAIGA)) ... (—VEL(AI(fm)) A+4eVAloge

cette base vérifie €; = e; + O(Ve) si (e1...emqs1) est I'orthonormalisée de (®.(f1)...
®.(fm),¢%). Donc e; = &.(f;) + O(VE) et ems1 = ¢ + O(/E).

Reprenons le cas ot A\ = - = A, = A,
On voit qu’il se présente deux cas :

(#) si £y, = 0 le développement de g, () €St :

A
0
- 0 +0(e)
0 A
0 A +4evVAloge
Il y a donc une fonction propre localisée sur I’ anse.

(+) Si Lig, # 0. Choisissons f;... fm—1 dans le noyau de Ljg, et posons
am = —AL(fm) # 0. Le développement de g, g (1) st :

A 0
0 +0
0 A Veam ©

0 Veam A+4ev/Xloge
A, admet (m — 1) valeurs propres en A+ O(e) donc I’espace propre correspondant est 2
distance /2 de < ®.(f1)--- ®(fm-1) > une valeur propre en A + \/ea,, + O(e loge)
de fonction propre ®,.(fm) + . + O(\/Z) et une valeur propre en A — \/ean, + O(elog €)
de fonction propre ®.(fm) — ¢ + O(V¢), il n’y a pas de fonction propre localis€e sur
I’anse.
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7. Application & Paugmentation de multiplicité

Peut-on, par ajout d’une anse fine, augmenter la multiplicité de A ? Nous allons
utiliser les méthodes de stabilité introduites par Colin de Verdiére.

Soit (X, go) une surface compacte et Ao une valeur propre du Laplacien de
(X1, 90) de multiplicité m stable (SAH) dans les variations de métriques sur X de
classe C*¥ (k > 1). Clest-a-dire M, = {g/ métriques sur X; de classe C*} est un
espace de Banach, gp € M; et sur un voisinage U de go les métriques qui admettent
Ao comme valeur propre de multiplicité m forment une sous-variété ¥ de codimension
—(1‘—*11 . Comme I’a fait remarquer Gérard Besson, il convient de fixer ’espace de Hilbert

dcs fonctions L2, sur X; en Ly(X4,dvg,). Pour une métrique g proche de go on €étudie
le spectre de I’opérateur A,

Ay () = / dv, ( /gi;’:u) si A, est le Laplacien sur (X, g).

11 existe une petite isométrie U, de E,, I'espace propre de A ,, = A, relatif 4 I’intervalle
I tel que I NSp(Ag,) = {Ao} sur E, I'espace propre de A, relatif & I’intervalle I. (Si
g est proche de go dim E; = dim E,,). On pose alors

g: (U C M) = Q(Eqg)
grqg= (A, o Ug; Ug)

(Q(E,,) est I'’ensemble des formes quadratiques sur E,) et on fait ’hypothése
(H1) : q est une submersion en gg.

Soit maintenant G = {(g,L);g € M¥* L > 0} et Ao = (T’!) n € N - {0}
Lo > 0 et Lo(f) = (f(p) — (—=1)"L(g)). Il nous faut construire Q : G — Q(FEp) qui
corresponde au ¢.|E,(I) que nous avons étudi€.

Eo = Eg ® Rhy,

si g est proche de go et L de Ly, il existe d’aprés [CdV] une petite isométrie
Ugr = Uy ® UL de Eg sur E; @ Rhy = E(g,L). D’aprés les calculs précédents
(.Y, )N(E;®Rh,) est proche de E,(I). Choisissons une base u; ... u, de Eg. C, est
I’orthonormalisation de Schmidt de @,(Ugu1)... ®.(Ugum), ¥ (UL hy,). Enfin il existe
une isométrie D, de C,0®, @V, oU,, (Eo) sur E.(I). Notons U, = D,0oC,0®, @ V..

A étudier :
Qe : G — Q(Eo)
(g.L)— geoU, o Ug,L-
THEOREME 2. —  Si Lo, = O et (H1) il existe dans un voisinage O de

(go, Lo) un élément (g, L) tel que Q.(g,L) = Aold et Q. est essentielle en ce point.

Démonstration. — Ecrivons Q(Eg) = Q(E,) @ E;, @ R. D’aprés notre dernier
théoréme, on a : @, = Q! + R, od Q! = (gq.—vEL 0 Ay 0 Uy, (5E)? o Uy)) et
| Re]l = O(eLoge).
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Soit H. € End(Q(Eyp)) : H.(q,(,a) = (¢, —El, &) (H.(\o) = \o). Définissons
enfin: Q¥ = H 10 Q.. Alors :
Qo= Qo+ B, avec ||B|l = O(Veloge)

et
Qo = (ge, Lo Ayo Uy, ("—I:')2 o UL).

Rappelons que f : O (ouvert dans un Banach) — E espace de Banach (continue)
est essentielle en A9 = f(po), po € O, si il existe a > 0 tel que Vf' : O — E continue

If=f'll <a= Xo € Imf'.

Donc, A essentielle en py pour Q. < Ao essentielle en pp pour Q9. Par ailleurs, Qo
vérifie SAH, pour Ao = Je1 > 0 tel que € < &1 = Ao essentielle pour QO.

Il suffit donc de vérifier : Ao = Qo(go, Lo) vérifie SAH en (go, Lo).

Ceci se fait facilement en reprenant les calculs de [B].
. . . d
din, 2@, 0 = ({AC0).,.}, Lo 0 (A©) + A©) 0 UON, 5= ((5£)” 0 U2)0)

(puisque Lo, Eop = 0.) U est I’homothétie de rapport ,/—’f la surjectivité par rapport a
la derniére variable est donc claire. Il faut montrer :

Q: My — Q(E,) & E},
g ((Ag o Ug, Ug,[,o o Ag (¢] U,)
vérifie SAH en ()\g,0).

Preuves. — Fixons une base u;...u,;, de Eg. Si Q n’est pas une submersion,
il existe des scalaires (aijigigj<m €t (Bihgigm tels que :

Yh € TyM* Z a;j(dgoA(In)u;,u,-)+£o[((dgoA(h)+Agood,°U(h))(z Biu;)] =0.
i<y
Restreignons-nous & h € Ty IV correspondant & une variation conforme de la métrique

gt =¢'fgo : h € T,,W = la premitre somme est nulle car g,, = ¢*® = Ao ! Ecrivons
v= T Bius , vy(t) = Uy, (v)

h = goy € Te,(WV) & f € (E%)*  (voir [B]).

On a donc : .
Vf € (EL):  L(AO)y + AQ)ig) = 0.
Mais _
(Ag. - /\o)vj(t) =0 = A(O)v, + Aoi)f = /\oi)f
donc

) Vf e (B2 Lwp)=0
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par ailleurs, d’aprés la ligne précédente i = (Ao — Xo)~! o Ao(vy). Mais (voir [B])

A = —%(,\o +A)(f,) (en dimension 2!).
Et: 1
i’] = _I\O(Ago - ’\0)-1(fu) - E(fv)

Donc (2) & Vf € (E%)*

Lo(fu) +2X0 . (R (p, X) — (-1)" Ry (g, X)) f(z)v(z)dz =0

= v(p)bp — (—1)"v(g)6, + 2A0v R, ) — (~1)"2MvRn,(g,.) € E2 C C*.

L’étude des singularités en p (ou g) : 6, est en ,—5 et Ry (p,.) en logr, impose alors
que tout soitnul : v =0= B; =0V, 1< j < m. A vérifie SAH pour g donc aussi
a;; =0.

8. Applications

Ce théoréme d’augmentation de multiplicité s’applique a la sphére S? canonique
pour n’importe quel espace propre pourvu que p et g soient antipodaux (les fonctions
propres sont des polyndmes homoggnes de R? ! ) Cela donne des grandes multiplicités
pour des grandes valeurs propres d’un tore. Pour la premiére valeur propre non nulle,
on obtient une multiplicité 4 WAH. Mais on sait que le tore équilatéral a une premiére
valeur propre non nulle de multiplicité 6 SAH.

Les résultats nouveaux n’apparaissent donc que pour \,, n > 3,

(M1 =0 < Az,...,...) :il existe des tores ayant une valeur propre A, de multiplicité
2k ,n=(k—-1)2%+1. '

Cette technique s’adapte sans probléme au recollement en un point d’un cylindre,
M, est alors une variété a bord, on obtient alors :

si \; est une valeur propre de X1 de multiplicit€ m; stable (SAH) et si il existe
un point p € X, ou toutes les fonctions propres de Ax s’annulent, il existe sur M, une
métrique qui admet la valeur propre \; avec multiplicité m, + 1 faiblement stable pour
la condition au bord de Dirichlet.

On retrouve ainsi un résultat de Colin de Verdigre. Il existe une sphére avec un trou
de deuxiéme valeur propre de multiplicité 3 faiblement stable (on sait par ailleurs, [N],
que c’est la multiplicité maximale pour une sphére trouée) : soit sur S? une métrique g
telle que )\, soit de multiplicité 2 SAH; ceci existe d’apres la stabilité de la multiplicité
de la deuxiéme valeur propre de (52, can). Alors les lignes modales des deux fonctions
propres se coupent (sinon cela contredirait le fait que A;(f2) est strictement décroissant
par rapport & I’ouvert §, en regardant, pour une fonction propre f, Q = {f > 0} car
A1(R2) = X valeur propre de f !). Il suffit alors d’appliquer le résultat ci-dessus.
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N.B. Les détails de calcul sont dans [Al], a paraitre.
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