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INTRODUCTION A L'INVARIANT n

par Laurent GUILLOPE

Soit (X, g) variété riemannienne compacte, £ — X un fibré hermitien complexe
(de rang fini) et A : C(E) — C(E) un opérateur différentiel elliptique auto-adjoint
d’ordre positif.

Le spectre 0(A) de A est discret réel (sans point d’accumulation fini). Afin de
mesurer 1’asymétrie globale de A a travers son spectre, on introduit la fonction n4

définie par
na(s)= D AT = D AT,

AE€0(A).A>0 A€o (A),A<0

série absolument convergente pour Res > dim X/ord A L’invariant n de A est défini
comme étant (I’invariant spectral) 7 4(0), dont la finitude est donnée par le

THEOREME,. La fonction 4 admet un prolongement méromorphe a C ,
régulier en s = 0.

Remarque 0.1. — Le théoréme est valable pour A pseudo—différentiel d’ordre
positif, ayant une demi-droite R*e*? (non réelle) d’ellipticité au sens od le spectre du
symbole principal a,(Z) est inclus dans C —R*e*? pour tout covecteur = de T*X. Dans
la démonstration du th,,, on se place dans la catégorie des opérateurs pseundodifférentiels.

Remarque 0.2. — On a

ir Ae—tA ges2 88

2 -(a+l)/2
na(s) = tr A(A?) -———-r«s”) = / _ :

soit it
—tA?
n(A) = 1.,(1/2)/ tr Ae \/i

Travail effectué en partie dans le cadre du Contrat CEE GADGET n°SC1-0105-C.
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Le théoréme,, est donc équivalent a I’existence d’un développement asymptotique de la
2 . . L
trace de Ae™'4", avec nullité des coefficients des termes les plus singuliers.

On notera la propri€té d’invariance par homotéthie sur 'opérateur : n(cA) =
n(A).

Remarque 0.3. — On n’a pas tenu compte des valeurs propres nulles éventuelles
de A, ce qui apparait regrettable lorsqu’on considére des familles d’opérateurs (A,), dont
une branche de valeur propre peut croiser 0, auquel cas la variation de 7 est un entier
pair. On introduit ij(4) = @‘K";{“’lﬁ) (considéré souvent modulo Z), I'invariant n
réduit. Cet invariant réduit intervient lorsqu’on utilise 77 comme phase du déterminant
det A.

Remarque 04 (Exemple). — Soit (E,V) un fibré hermitien avec connexion
hermitienne sur X = S'. Si /86 note le champ de vecteur unitaire sur S', ’opérateur
A = iV est autoadjoint. D’autre part, en utilisant une base de la fibre E,,

diagonalisant I’holonomie H,, (unitairement équivalente 3 (e'#i)), on trivialise de
maniére naturelle le fibré E, transformant I’opérateur A en la somme @; — i'f—e + @),

qui permet de caculer aisément 'invariant réduit 7 = !%5 + '—93-%-’-’-.

La preuve du théoréme,, dans sa partie méromorphie, repose sur les résultats de
Seeley concernant la fonction p d’opérateurs elliptiques semi—-bornés (asymétrie totale).
Pour obtenir la finitude de 7(A4), on définit, a partir de I’éventuel résidu de la fonction
n4 un morphisme de la K-théorie du fibré en spheres cotangentes S* X dans C, dont la
nullité (établie en étudiant sa valeur sur une famille de générateurs de J{(S* X)) donnera
celle du résidu. La démonstration nécessite de se placer dans la catégorie des opérateurs
pseudodifférentiels, ot nous avons le théoreme, modifié :

THEOREME,. —~ Soit X une variété riemannienne compacte, E fibré her-
mitien de rang fini sur X et A opérateur pseudodifférentiel d ordre positif sur
C(E), a symbole principal elliptique autoadjoint. La fonction n(s) est définie pour
Res > dim X/ ord A et admet un prolongement méromorphe a C, régulier en s = 0.

Une ample (mais non exhaustive!) n-bibliographie, constituée a 1’occasion des
journées n organisées a Palaiseau sous I’égide de GADGET (17-19 avril 1989), clot ce
texte.

1. Les résultats de Seeley ([5])

Soit A un opérateur pseudo—différentiel classique. Son symbole total a admet
(dans chaque carte U de X) un développement a ~ Z;‘;’O (ord A—j » OU les ax(z, §),
(x € U, € € R") sont homogeénes en £ de degré k. On suppose que le symbole principal
(défini comme section du fibré End(x*E) — S*.X, ol 7 est la projection S*X — X)
admet un rayon d’ellipticité R*¢*® (non réel), i.e. rayon ne rencontrant pas le spectre du
symbole principal aora 4.

Soit v un contour de Cauchy (entourant le rayon R*e’?) pour la fonction u* (i.e.
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pu? = 1/2ir f,y u®/(p — u)du). La fonction A~* définie par
A~ = l/2z'7r/ u~*/(A — u)du

b

est & valeurs opérateurs pseudodifférentiels.

Pour Res > dim X/ ord A, 'opérateur A~* est de classe trace et la fonction—
trace p4(s) = trA~* admet un prolongement méromorphe a C, régulier en s =
0. p(4) = pa(0) est 'intégrale sur S*X d’une forme différentielles w4, qui, en
coordonnées locales, s’exprime comme une expression polynomiale homogéne de degré
dim X en les dérivées des composantes homogeénes du symbole de A, si I’on considére
0%aon A-j d’ ordre d’homogénéité |a| + j.

En particulier, si B est un opérateur d’ordre inférieur a2 ord A — dim X, p(A4) =
p(A + B).

Dans le cas d’un opérateur semi-borné, les fonctions n et p coincident a une
somme finie de valeurs propres prés, on a donc le corollaire :

COROLLAIRE 1.1. — Le théoréme, est vrai pour A totalement asymétrique
i.e. A semi-borné.

COROLLAIRE 1.2. — Avec les hypothéses du théoréme,, la fonction n 4 admet
un prolongement méromorphe a C.

Preuve. — Les opérateurs |A] = (4%)!/2, A + 2|A| et A — 2|A| sont pseudo-
différentiels et semi-bornés. On a

na(s) =
ce qui permet de conclure avec le corollaire précédent. D

pAa+2|Al(8) — pa-214|(s)

- ’

DEFINITION 1.3. — On pose R(A) = Res(s = 0,n4(s))ord A.

La normalisation est justifiée par 1’égalité
na(s/d) = UA'A'LﬁA(S)
qui implique R(A) = R(A|A|'%*). Le résidu R(A) est un invariant local (car égal 2

Jx(Was214) — wa-214))/ log 3, au contraire de 7(A) (dont la finitude a ét€ vue dans le
cas de fibrés sur S1).

2. Asymétrie ([6])

On a deux cas simples ol 'asymétrie de I'opérateur A est induite par une
décomposition géométrique.

A. Asymétrie spectrale triviale. — On suppose que le fibré E est une somme
directe E, @ E_, stable par une décompositionde Aen A = A, P A_ avec £ A4 semi—
bornés positifs. Ceci induit une décomposition de la fonction n4 en la somme de deux
fonctions 1 d’opérateurs semi-bornés, donc régulieres en 0 d’apres le corollaire 1.2.
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B. Asymétrie microlocale triviale. — Le fibré »*E (de base $*X) a une
décomposition 7*E = L, @ L_, invariante sous I’action du symbole principal et telle
@ord A(Z)|L4 = SOIt positif. Si 74 est un lacet d’indice 1 par rapport 2 la partie positive
du spectre de +aord A(Z)}x+ <, 12 projection de 7*Ejz sur L= parallélement & Lgj=
est donnée par (2ix)~! [y d2/(aora 4S) — 2).

DEFINITION 2.1. — L’opérateur A est dit microlocalement trivial si le(s)
fibré(s) Ly sur S*X est isomorphe @ un (des) fibré(s) image-réciproque de fibré sur
X.

Exemple 2.2. — Soit d la différenticlle extérieure sur les formes différentielles
Q*(X) = C(A*(X)), 6 son adjoint riemannien. L’opérateur A = d + § a pour symbole
principal £ A+£ 4. Soit py : Ly — 7*A?*(X) la projection sur les formes de degré pair.
Si p1p =0, 1a composante de degré impair de ¢ est nulle aussi (vu EAp+€d ¢ = t¢),
et donc aussi . On en déduit que p4 est un isomorphisme et que A est microlocalement
trivial.

En fait, I’'opérateur C, opérant par multiplication de (—1)* sur A¥(X), anticom-
mute avec d + §, ainsi le spectre de d + é est symétrique et 1a fonction n4 nulle.

Si X est de dimension impaire orientée, notons par wx = i"le;...e2041 la
forme volume d’orientation (de norme unité) dans le fibré en algébres de Clifford
Cliffc(TX) sur X. Le raisonnement fait pour A ne vaut pas, en fait iwy A n’est pas
microlocalement trivial (cf. ci-dessous).

Exemple 2.3. — Soit X spinorielle de dimension impaire 2n+1, Spin(X) —» X
un fibré principal de fibre Spin(2n + 1), F représentation spinorielle irréductible de
Spin2n + 1) et F — X le fibré Spin(X’) x F/Spin(2n + 1), avec opérateur de Dirac
Dx. Notant par e I’action de Clifford sur F, le symbole principal de Dx est ife.

LEMME 2.4. — Soit a I'automorphisme du fibré trivial F de fibre F sur
S (c R*™) défini par ajp, = i€ o . Le fibré L.(F) = Ker(a — 1) engendre la
I -théorie réduite I{(S*") de la sphére S*".

Preuve. — Un générateur de I(S?") est décrit de la manigre suivante en termes
de groupes, espaces homogénes et représentations Spin ([4], p. 195). De I’inclusion
Spin(2n) — Spin(2n + 1), on déduit la restriction au niveau des anneaux de groupe
de représentation R(Spin(2n + 1)) — R(Spin(2n)). Si A, note la représentation
spinorielle irréductible de Spin(2n) sur laquelle la forme volume de Clifford opére
trivialement, on a plus précisément , en tant qur R(Spin(2n+1))-modules, R(Spin(2n)) =
R(Spin(2n+1)+ A, R(Spin(2n+1)). Considérant la sphére 52" comme espace homogeéne
Spin(2n)/ Spin(2n+1), on en déduit le fibré associé a la représentation A, qui engendre
la I(~théorie réduite K(S?").

Pour définir la représentation spinorielle F de R2™*!, on choisit un axe ¢ dans
R2*! et une forme volume de Clifford w; dans ¢, ce qui induit la représentation
¥ : Cliff R?"*)) — Cliff(¢+) ~ End(F) définie sur les générateurs par ¢(£) = iw, et
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¥)e+ = id. Les sous—espaces Ay = Ker(w F 1) de F sont les composantes irréductibles

de F sous I’action de Spin(¢+) (ce sont les deux représentations spinorielles irréductibles
de Spin(¢+) ~ Spin(2n)).

Ainsi le sous-espace positif F, (relativement 2 Paction de £) est A, et le
fibré image réciproque 7, F, — Spin(2n + 1) du fibré F, — S?" par la projection
7 : Spin(2n + 1) — 52" = Spin(2n + 1)/ Spin(2n), de point base ¢,

T Fy = {(0,f),0 € Spin@n+1),f € F,0f o f = f}
est trivialisé par le morphisme
(0,f) € Spin@2n+1) x Ay — (0,00 f) € 7 F,
vu que o € Spin(2n + 1) opére sur R2"*1(C Cliff(R?"*)) suivant 0§ = c e £ e 0!,
On obtient ainsi F; ~ Spin(2n + 1) x A,/ Spin(2n) et le lemme. 0

On en déduit que (F — X, D) n’est pas microlocalement trivial : sinon, pour
z € X, le fibré L, s. x, serait trivial, ce qui n’est pas d’apres le lemme.

En tant que Cliff(R2"*!')-module, A*R?"*! est isomorphe 4 2"(F, @ F_), od
F.,F_ sont les deux représentations irréductibles de Cliff(R®***!), distinguées par
I’action (1) de la forme volume w, élément central involutif de I’algébre de Clifford.
L’action de Clifford e sur A*R?™*! s’identifie naturellement & I’action du symbole
principal é A +£J.

Les représentations (F,,¢e) et (F_,wée) (¢ € R?"*!) sont isomorphes, ainsi
(A*R?™1 | €e) est isomorphe & 2™'F,, ce qui implique la non trivialité microlocale
de ($2(X),2wx A) annoncée plus haut.

LEMME 2.5. — Soit A microlocalement trivial. Pout tout m > 0, il existe
un pseudodifférentiel P,, d'ordre 0 tel que P, AP soit un opérateur spectralement
trivial, @ un opérateur pseudodifférentiel d’ ordre —m prés

COROLLAIRE 2.6. — Si A est microlocalement trivial, alors n 4 est réguliére
en 0.

Preuve du corollaire. — On a P,,.AP;‘ = Ty +rm, avec Ty, spectralement
trivial et ordrp, < —m. Le résidu R(A) est un invariant spectral (car n4 = np, 4p-1)
et ne dépend que des composantes de degré au plus égal a ord A — dim X du symbole
de A (ainsi R(Ty, + rn) = R(Ty,) si ordr, < ordT,, — dimX ) : ainsi pour
m>dimX —ordA4,on a R(4) = R(Ty, +rm) = R(Tw) =0. 0

Preuve du lemme. — A la décomposition 7*E = n* E, @ n* E_ correspond la
décomposition matricielle du symbole a de A

(% o
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avec sup(ord b,ordc) < orday = ord A. Dans le produit
1 k\(a b 1 -k a,+kc b—ak+ka_ — kck
(0 l)(c+ a_)(O l)=( c +a_—ck )’

on choisit le symbole £ homogene, tel que :

{ ord k = ord b — ord a,(< 0)

ordb—ayk+ ka_ =0

ce qui est toujours possible grace au lemme suivant, dont la démonstration est confiée
au lecteur

LEMME 2.7. — Soient ay,az deux matrices d’ordre ny,ny resp. dont les
spectres sont disjoints. Alors I'opérateur S défini sur I’espace des matrices d’ordre
(n1,n2) par Sk = a1k — kay est inversible.

Ainsi par conjugaison par des opérateurs pseudodifférentiels 2 symboles triangu-
laires supérieur (comme le précédent) ou inférieur, on fait décroitre & volonté les ordres
des opérateurs hors de la diagonale de A dans une représentation matricielle adaptée a
la décomposition de n*E. o

3. Le morphisme de IK-théorie

Notons par Vect(M) P'espace des fibrés vectoriels sur ’espace M. Un fibré
ve:toriel de base compacte €tant stablement trivial, pour tout P de Vect(S*X), il existe
un @ dans Vect S*X tel que P @ Q € ©* Vect(X). Soit a une section de Isom(P & Q)
dont le noyau positif L, soit P (on peut prendre par exemple p — g oll p (resp. g) est
la projection sur P parallélement & @) (resp. ...)) et A un opérateur pseudodifférentiel
de symbole principal a et d’ordre positif. On pose R(P) = R(A) et on a la proposition

PROPOSITION 3.1. — L’application R est bien définie sur KX(S5*X), s’annu-
lant sur n* K(X).

Preuve. — Soit pour ¢ = 1,2 un fibré @Q;, un pseudodifférentiel A; d’ordre d;

satisfaisant aux conditions précédemment énoncées. D’aprés la normalisation choisie
l-d;

pour le résidu R(A), quitte a remplacer A; par AilA4i| =, on peut supposer d; = 1. Le
couple (P Q1 &P dQ2, A1 & — A2) est microlocalemnt trivial : L, = P@ Q2 = n*E;.
Ainsi R(A; & —Az) = 0 et, par additivité de R sur les sommes directes d’opérateurs,
on en déduit R(A4;) = R(A3). Le résidu R(P) est bien défini, autant sur Vect(S*X)
que sur JK(S*X). L’opérateur A correspondant & un €élément de #* Vect(X), est par
construction, microlocalement trivial, et donc 2 R(A) nul. 0

La finitude de 174 en s = 0 est alors un corollaire de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2. — Le morphisme R est identiquement nul sur le quotient
K(S*X)/n*K(X).

Disons qu'un ensemble d’opérateurs pseudodifférentiels { A} engendre un espace
de I-théorie si la famille {L,(A)} I'engendre. La proposition précédente est établie
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en montrant la nullit€¢ de R sur des générateurs de la I{-théorie, dont une famille est
donnée par le lemme topologique général suivant :

LEMME 3.3. — Soit X variété compacte. Le Kq(X)-module quotient
Ko(S*X)/n* Kqo(X) est engendré par :

~ les opérateurs différentiels d’ordre pair, si dim X est paire, ([2], p. 267).
— par I'opérateur de signature wx(d + 6), si dim X est impaire ([2], p. 263).

Grice a ce lemme, on peut montrer le cas de la dimension paire 3 partir de la
dimension impaire. Soit A différentiel sur X et Q un opérateur pseudodifférentiel sur
C®(F — S") d’ordre ord A et d’indice 1 (un tel opérateur n’est pas différentiel car tout
opérateur différentiel sur S! est d’indice Eul).lL’c;pérageur

_ ® Q"
42@=1gq -4e1 i
opérant sur C(EQF®EQ®F — M xS! )Ovériﬁe N4saQ = Ind @n 4 (si Q est inversible,

*

A ba Q est conjugué A son oppos€ par ( )), mais n’est pas pseudodifférentiel

(en raison de I’absence de décroissance du symbole de @ dans les directions conormales
a S1). Soit B = —i9/06 et

Q(A) = e—iO(B + (lBlordA + |Al)l/ordA) +B - (BONIA + IAI)I/MA'
Alors A ba Q(A)(|B|+|A[!/ o8 A)yord A-1 et pseudodifférentiel, avec une fonction n égale
a celle de A (en utilisant la propriété précédente dans une décomposition spectrale de
A). Ainsi n4 est—elle réguliére en s = 0.

En ce qui concerne la dimension impaire, la nullité de la fonction R sur les
opérateurs de Grassmann-Dirac est démontrée de diverses maniéres :

* @ la Atiyah-Patodi-Singer (qui introduisirent I'invariant n) Le groupe de
cobordisme orienté en dimension impaire étant fini, on peut (quitte & prendre un
nombre fini d’exemplaires de X, ce qui est sans importance pour examiner la nullité de
I'invariant local R(A)) supposer que X borde une variété M. L’invariant 4 apparait
comme un terme correcteur a 1a formule de I’indice classique pour un probléme elliptique
naturellement associé & A sur la variété M.

* @ la Gilkey On utilise la théorie des invariants orthogonaux, pour affirmer
que R est I’intégrale d’une forme dans I’anneau engendré par les formes de Pontriagin,
donc de dimension multiple de 4. L’intégrant sur X de dimension impaire, on obtient
la nullité de R.

* @ la Bismut En utilisant la supersymétrie grassmannienne (i.e. une Z;-
graduation convenable), on montre que les intégrants des termes les plus singuliers
intervenant dans le développement de tr(de=""" en temps petit sont identiquement nuls
(cette propriété n’est pas générique dans I’espace des opérateurs pseudodifférentiels,
bien que I'intégration sur X donne toujours zéro).

Nous allons dans le paragraphe suivant esquisser largement la premiére démarche,
pour le cas particulier de I’opérateur wy (d + 6) sur Q*(X).
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4. Le probléme elliptique a bord d’Atiyah-Patodi-Singer

En général (voir [3] par ex.), un probléme elliptique (“classique™) sur une variété
M a bord X = OM est donné par un opérateur D : C(E — M) — C(F — M) et
une condition au bord, représentée (dans le cas d’un opérateur D d’ordre 1) par un
opérateur d’ordre 0 B : C(E — M) — C(G — OM) local (par exemple, projection sur
la composante tangentielle dans le cas de 1’opérateur d’Euler). Le probléme (D, B) est
elliptique si, en sus de I’ellipticité de D a I’intérieur, une condition dite de Lopatinski—
Schapiro, est vérifiée. Sur OM, le symbole principal d; de D est de la forme

di(x,€ndn + €) = B(én + a1(2))

avec £ = (z,§) € T*X, dn vecteur conormal & M, B € Hom(n*Ez,7*Fjz) et
ay € End(n*E2). Si b(Z) : 7* E|jz — n* Gz est le symbole principal de B et K,(a1)=
la somme des espaces propres généralisés de a;(Z) a valeurs propres de partie réelle
positive, la condition de Lopatinski—Schapiro énonce I'inversiblité de b(=) opérant de
K.(a1)z dans 7* G|z, condition qui implique, si elle est vérifiée, la trivialité microlocale
de w* Ej5p relativement au symbole principal a;.

On munit la variété A d’une métrique riemannienne de type produit au voisinage
de son bord. Soit & le vecteur normal (et dn son dual) & X, wx,wpm = dnwy les
formes volumes dans les algebres de Clifford Cliff(T*X), Cliff(T*M). On introduit
A*(M) = Ker(wps o F1) et on considére 1’opérateur de signature Dpy = d+ 6 :

C(A*(M)) — C(A™(M).

L’application, qui associe a la forme ¢ € A*(X) la forme ¢ Lwpryp de A(M)x,
est un isomorphisme de A*(X) sur A*(Af )| x> qui induit un isomorphisme de p*A*(X)
sur A*(AM) au voisinage de X (p notant la projection normale sur le bord, projection
définie sur un voisinage de OAf). Dans ce voisinage, le symbole principal djs de Dy
(rapporté a p*A*(X) via les isomorphismes précédents) est de la forme

dpndn +8) = iwy o (—€n +wxfe), £ € T*X.

(en fait, D), étant un opérateur naturel, ona Dps ~ dn e (7% + wx(d + 6) x)) et, pour
toute condition au bord, la condition de Lopatinski-Schapiro n’est pas vérifiée, vu la
non trivialité microlocale de Ay = iwy(d + ) x vue dans la partie 2,

Atiyah-Patodi-Singer introduisent la condition au bord B sur C(A*(X)) consis-
tant en la projection L? sur ’espace positif relativement  I’opérateur Ax.

On a alors le théoréme :

THEOREME 4.1 ([1]). - Le probléme (Dy;, B) est Fredholm et

(*») Ind(DM.B)=/A wp,, — 1(Aan)
1

o} wp,, est la forme canonique intervenant dans le théoréme de l'indice pour
I'opérateur Dyg sur la variété close double de M.

La finitude de I'invariant 5(A) est implicite dans I’énoncé du théoréme 4.1
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Preuve. — (Résumé) L’indice du probléme elliptique (D4, B) a une expression
en termes d’opérateurs de la chaleur :

Ind(Dyg, B) = tr(e~*PMDhs — ¢—tDis Dary
ol Dy Dj, a pour domaine
{v € L*,Dyu € L?,Bu=0,DpyD}gu € L?, B*Dpu = 0}

On construit une paramétrice de ces opérateurs de la chaleur en recollant une
paramétrice intérieure e;(t) et une paramétrice du collier ec(t). La premiére est obtenue
a partir d’une paramétrice sur la variété double, la seconde & partir du probléme (Dyy, B)
sur le cylindre C,, = R* x X, ot I'étude se fait explicitement par sé€paration des variables
en fonction de la théorie spectrale de 1’opérateur sur la tranche X i.e. iwx(dx + 6x).
On a ainsi la formule de trace asymptotique

Ind(P, B) = tl_i‘n(}. /M ei(t) + /C ec().

L’intégrant du premier terme a un développement asymptotique (intégrable) comme il
résulte de la théorie sur une variété close. Le second est, a2 un terme exponentiellement
petit pres, équivalent A e (t) = fce° ec,. (t) pour lequel on a

o dimKerA  dt = T(s+1/2)
/o (eoo(t)+———2-——)t el P n42s).

L’existence du développement asymptotique pour e.o(t) d’aprés () foumit le prolon-
gement méromorphe de 14, ainsi que sa finitude en s = O : ainsi pour I’opérateur
twx(d+ 6)x (non microlocalement trivial) le résidu R est nul. O
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