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Séminaire de théorie spectrale et géométrie

CHAMBÉRY-GRENOBLE

1988-1989 (53-91)

SURFACES MINIMALES DANS

par Celso COSTA

1. Introduction

Lagrange en 1760, trouve l'équation différentielle d'une surface minimale.

Soient D c R2 un domaine simplement connexe avec coordonnées (ui, m) € D ,
ƒ : D -* R une fonction de classe C2 et X : D —» R3 la surface donnée par le graphe
de ƒ

A'(«i,«2) = (Ul,1f2,

Alors l'aire A de X est donnée par

A = / v/det(<7,i)du,£fu2 = / Jl + fl,+
JD JD V

Soit 77:1? —• R une fonction de classe C2 telle que rj/dD = 0 . Alors

F : ( -e , e) x 15 - • R3 , F(/ , ui , «2) = ƒ(n\, ti2) + <T?(UI , u2)

définit une variation à un paramètre de ƒ , avec dD fixe. On écrit

ƒ ' : D - R3 , ƒ *(t/,, u2) = F(t, u, , U2) ,

alors l'aire A(t) de la surface Xt définie par le graphe de ƒ ' est donnée par

A(t)= f [i+iflf^ifU
JD

Nous avons,

Alors, en utilisant la notation classique

P = / t t l , ? = /«2 et u; =
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on trouve que
d

DÉFINITION 1. — Si A'(0) = 0 , pour toutes les variations 77, avec rj/dD = 0 ,
on dit que X est une surface minimale.

On observe que

Alors
A\0)= f [ A ( £ , ) + j L ( ! , ) ] r f u i c * u 2 - f \ » ( P ) + 0 ( 1 ) - i

JD iou\ w ' oui iu 'J JDidu\xw/ oui vu»7J
Le premier terme du deuxième membre de l'égalité ci-dessus est nul. Pour montrer

cela, on utilise la 1 -forme différentielle
C ( ï ) i (

Nous avons

Alors, le théorème de Stokes et ij/dD = 0 entraînent que

L'D
Donc, si X est une surface minimale, nous avons

A'(0) = - ƒ [-/-(£) + ̂ - ( - )h^ i^2 = o.
JD

Cela entraîne que
0 1 ) » ( ) + (

OU lu 7 ÖU2 «>
On peut obtenir cette dernière conclusion par des arguments canoniques. Si en un

point p G D nous avons ^ - ( ^ ) + ^fjC^) > 0 , par exemple, alors il existe un petit
disque Dip) centré sur p tel que la même inégalité est encore vraie. Soit V(p) un autre
disque tel que D(p) C V(p) c D . Alors on peut trouver une C2—fonction rç : D —> R
avec 0 < 77 ^ 1 , r]/D(p) = 1 et t]/D(p) - V(p) = 0 . Avec cette fonction rj nous
obtenons A'(0) > 0 . Donc (1.1) est vraie.

L'équation (1.1) développée nous donne l'équation de Lagrange pour les surfaces
minimales :
(1.2) (1 + ftx)fu2u2 + d + /22)/u,«, - 2fUlfuJUlU2 = 0 .
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2. Surfaces minimales et courbure moyenne

Mcusnier en 1776 montre que l'équation (12) est équivalente à ce que la courbure
moyenne H de la surface X soit nulle.

Soit X : D -• R3 , une fonction de classe C2 , X = (X\%Xi,Xi) telle que

(2.1) XmtAX%tÏO.
Alors, À" définit une surface locale, S = X(D), immergée dans R3 . L'espace tangent
à 5 , Tx(p)S , au point X(p), p G D , est engendré par À'UI et -Ytt2 ;

Txip)S = {aXUl + bXUî G R3 ; a,b G R} .

Une courbe a de classe Ck , k ^ 1 dans R3 , c'est simplement une fonction
<* : [-e,£] -> R3 de classe C*. Soit a : [-£,e] -> R3, de classe C2, telle
que a(*) G 5 , Vt et Q(0) = X(p) = q e S . Alors, de (2.1), si e > 0 est
suffisamment petit il existe une courbe 0 : [-e,e] -> D f 0(f) = ( IM(<) ,«2(0) telle que
X(t) = X(/5(<)) = o(t). Le vecteur tangent à la courbe a(t) au point a(<o) est donné
par

(2.2) ^ U t o

La longueur L de a est donnée par l'intégrale

On peut définir une fonction s : [—e,e] —• [0, L] , par

Nous avons s'(<) = |^f| > 0 . Si la courbe a est régulière (a'(<) ^ 0 , V<)
alors s'(t) > 0 , la fonction s est strictement croissante et on peut définir l'inverse
t(s) , t : [0, L] -+ [-£,e]. Nous avons le diagramme

[0,1] ^ [ - £ , £ ]
qui définit une autre courbe X(s) : [0, L] -• R3 sur 5 . Nous avons

dX dXdt ,dXx t

Dans cette condition, on dit que la courbe X(s) est paramétrisée "par longueur d'arc".
On a aussi

et

(2.3)

D'autre part, soit la fonction N : S —* S2 donnée en coordonnées locales
(ui,u2)€Z?par,
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N définit un champ de vecteurs normaux sur la surface S . On appelle N la fonction
normale de Gauss. On observe que (N, Xu) = (N, Xv) = 0 . Alors, de (2.3), on trouve
qu'au long de la courbe X(s), on a

où

Si on fait le calcul pour la valeur t = 0, correspondant au point a(0) = X(p) G 5 et en
rappelant que,

que ̂  = ^ ( $ r \ alors

Le numérateur de l'expression (2.4) est une forme quadratique sur l'espace tangent
Tx(P)S . La matrice de cette forme dans la base {XUl, XU1} est donnée par les scalaires
bij. On appelle cette forme la deuxième forme fondamentale TTV(P) pour la surface S
au point X(p) = q e S

TTÇ : TgS —> R , Kq(v) = ^ bijViVj , v = i>i-YUl + vzXul .

On observe que la 2 x 2 matrice (6tJ = (bij(q)) dépend seulement de Xu. et XUiUJ au
point g = X(p) . Donc TT9 dépend de la façon dont 5 est immergée dans R3 dans un
voisinage de q = X(p).

Le dénominateur de l'expression (2.4) est une forme quadratique aussi sur TqS ,
on appelle cette forme, la première forme fondamentale Iq de la surface 5 au point
X(p) = q ,

Ig:TgS-+R , J9(r) = {^

Donc / ç mesure la longueur des vecteurs tangents à 5 au point X(p) . { , ) est le
produit scalaire canonique dans l'espace R3 .

A cause de l'homogénéité par rapport à u'j(0) du deuxième membre (tout entier)
de (2.4), on voit que ce membre dépend seulement de la direction déterminée par le
vecteur v —' u[(0)XUl + U2(0)À'U2 . Alors si T 6 Tx(P)S est un vecteur unitaire, on
définit la courbure normale k(T) de 5 au point X(p) dans la direction T , par

(2 5) HT) = t— N) =

Si T varie en Tx(p)S , avec \T\ = 1 , on obtient les valeurs

k\ = max k(T) , hi = min HT) ,
T T
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qu'on appelle les courbures principales de la surface 5 au point X(p) . Comme ces
courbures sont, respectivement, le maximum et le minimum du quotient de deux formes
quadratiques, alors les vecteurs directions v\,v2 G Tx{p)S , \v\\ = (t l̂ = 1 tels que
kj = k(vj) , j = 1,2 , sont orthogonales. On définit alors la courbure moyenne if e la
courbure Gaussienne K au point X(p) par, respectivement,

(2.6) H = ̂ Y1 et /̂  = *i • *a -

Maintenant, on retourne à l'équation (2.4) pour obtenir l'expression pour H et
K . Les valeurs maximum et minimum k\ et k% sont les racines \i de l'équation

det(6tJ - figij) = 0 .

Nous avons, alors que

(2.7) dtl(gijfx
2 - (<722&ii + 9n622 - 2012&12)// + det(60) = 0 .

Pour la somme et le produit des racines nous avons

u £11622 + 322611 — 2<7i2&i2 Tf det(6 t J )
Jtl = r ~ ; — i V =

Soit une surface À' : I? —» R3 donnée par le graphe d'une C2—fonction
ƒ : D -* R . Donc,

X(u\, U2) = («1, «2, ƒ (MI , «2)) •

Nous avons

XU1 = (1,0, ƒ„,) , A'nî = (0,1, ƒ„ , ) , XUIU1 = (0,0,/„ l t t I)
= = ("iU, Ju\U%) i -*U2«2 ^ ("î^W

Alors, comme 0tJ = (X«, ,X U > ) , i y = (^,X«,. t t>) , i , j = 1,2 , nous trouvons que

011 = 1 +(/ui)2 , <M2 = 021 = fui fut , 022 = 1 +(/uj)2

&11 = ~/ti i«i , &12 ~bz\ = — / « I « Î , &22 = — Ajtt2 •

Ainsi, nous trouvons

(2.9) 011622+022611-2012612 = ^{[l+(/«1)2] /«2« t+[l+(/«2)2] /«i«,-2/«, /«2 /«1« î} .

Cette dernière expression avec les résultats (2.8) et (1.2) montrent que la surface 5
donnée par le graphe est minimale (un point stationnaire pour la fonction aire) si et
seulement si sa courbure moyenne H est nulle partout.

Maintenant, si X : D -» R3 , X = {X\, A'2, X3) est une surface dans R3 , à cause
de la propriété XUI A XU2 # 0 , pour chaque point p € D on peut trouver un voisinage
V(p) c D tel que X/V(p) soit injective et le morceau de surface S\ = X(V(p)) a une
projection injective sur le plan tangent TX{P)S . Alors S\ est donnée par le graphe d'une
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fonction définie dans un voisinage du plan Tx{P)S . Après une isométrie de déterminant
positive de l'espace R3, on peut supposer que Tx(g) est parallèle au plan X$ = 0.
C'est facile de voir qu'une isométrie de déterminant positive ne change pas la première
forme fondamentale (longueur des vecteurs) ni la deuxième forme fondamentale (la
façon comme la surface est immergée dans R3). Donc on peut élargir la définition de
surfaces minimales : (voir définition 1).

DÉFINITION 2. — Soit X : D -> R3 une fonction de classe C2 tel que
XUI A Xut ^ 0. Alors la surface immergée S = X(D) est une surface minimale si
et seulement si H = 0 .

3. Exemples de surfaces minimales

On regarde les problèmes suivants :

(A) Trouver une surface minimale donnée par le graphe d'une fonction de classe
C2, ƒ, de telle façon que les courbes de niveau de ƒ sont des droites.

(B) Quelles sont les surfaces minimales de révolution?

(C) Trouver une solution de l'équation (12) par la méthode de séparations de
variables.

Solution du problème (A) (Meusnier 1776),

Soit X : D -* R3, X(u\,u2) = (ui,U2,/(tM,U2)) une surface minimale ayant la
propriété additionnelle que toutes les courbes de niveau sont des droites. De l'équation
des surfaces minimales (1.2) nous avons que

(3.1) A / = /umi + /u2«2 = —(/tfl) /u2«2 "(fui) /uittl +2/ui/u2./tUU2

où A est l'opérateur laplacien dans R2.

Soit une courbe de niveau a(s) de la surface. Comme a est une droite parallèle
au plan de coordonnées (it\, ui), il existe O < 0 < ? r e t p o € < D tels que

cc{s) = po + $(cos 0, sin 8) , ƒ(a(s) = cte.

Alors, le calcul de la dérivée première et de la dérivée deuxième de /(cv(s)) = cte par
rapport à s, donne les équations,

cos 6 ƒ„, + sin 0 fVl = 0

et
cos2 9f Ului + 2 cos d • sin 0fuit,2 + sin2 6fU2U2 = 0 .

Si on élimine 9 dans ces équations (en rappelant que 0 < 9 < TT) et en utilisant (3.1)
on trouve que

A ƒ = 0-
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Finalement, la seule solution du problème A ƒ = 0, avec la condition que les courbes
de niveau soient des droites, est que

/(ui,u2) = 4arctg Ul " % B , O ,6 ,>1 , JBGR .

Le graphe de cette fonction est un plan (-4 = 0) ou la portion d'un hélicoïde d'équation

ui — a = vi cos t'2

U2 — 6 = v\ sin V2

t/3 — B =

Solution du problème (B) (Meusnier 1776).

Soient (u\, U2, m) G R3 et t/3 = a(u\) où a est une courbe régulière (a'(tii) ^ 0)
de classe C2, a(u3> > 0 . Alors, la rotation de a autour de Taxe u\ va engendrer une
surface de révolution 5* On suppose cette surface minimale.

M

Dans le dessin ci-dessus M est le méridien de la surface engendrée par la rotation
du point P, 77 est le vecteur normal à la courbe plane M , Pr est la courbe a qui est un
parallèle de la surface. En géométrie différentielle classique, on montre (Do Carmo [8])
que ces courbes sont lignes de courbure principales de 5. Le méridien il ƒ est une courbe
plane (un cercle de rayon t/3 = a(ti])). Donc sa courbure est 1/Q(«I) - La courbure
principale de 5 au point P selon la direction donnée par M sera :

(3.2) k\ = —T-T • COS(TT - 6) .
a(wi)

L'équation pour le parallèle Pr est

(3.3) '

Donc

De (3.2) nous trouvons

(3.4)
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pour la première courbure principale de 5 au point p.

Pour le parallèle Pr , on observe que le vecteur N appartient au plan (u\, 113) et il
est normal à la tangente à la courbe Pr. Donc la courbure de Pr est la courbure normale
au point p dans la direction définie par Pr. Alors la deuxième courbure principale fe
coïncide avec la courbure de la courbe (3 donnée en (3.3), On observe que 0 n'est pas
paramétré, en général, par la longueur d'arc. Sa courbure est (voir Do Carmo [8]),

ex K\ ; o "(m)

Comme S est minimale alors fci = — Jb* et (3.4), (3.5) entraînent que

a " 1 a'a"

Maintenant si

Donc

Ainsi,

1 *

Donc

TTc^F = à ' S01t ÏTÖPP = ^ •

w(ui) = 1 + [a'(tti)]2 , alors — = 2— .

logw = log(Aa)2 ==> w(ui) = [.<4a(ui)]2 , A € R .

k')2 = U a ) 2

~!cos h~!(i4a(ui)) = + B , B € R

a(ui) = — cosh(±Au\ + B ) , > 1 , B € R , ^ 4 ^ 0 .

La courbe a(ui),ui G R est la chaînette et la surface minimale engendrée est le
catenoïde.

Solution du problème (C) (Scherk 1835).

On suppose que la solution de l'équation différentielle (1.2) est de la forme

ƒ(«i, «2) = h(u\ ) + 0(u2) ,

où g et h sont des fonctions de classe C2. Alors,

fu\ = "m > fui = 9uz 1 /«i«i = "«iui 1 fu\u% = 0 , et f mm =

En remplaçant ces valeurs dans l'équation (1.2) nous avons

Le premier membre de Téquation ci-dessus dépend de la variable u\ et en revanche
le deuxième membre dépend de la variable m . Donc, ils sont égaux à une constante
a € R . Pour a = 0 la solution sera un plan dans R3. Pour a ^ 0, nous avons

h(n\) — - logcosoui , 0(1/2) = -Iogcosau2 .
a a
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Alors

f(uuu2) = - l o g , cos(auj) ^ 0 , j = 1,2 .
a cos au\

La surface décrite par ƒ est la surface de Scherk.

Pour finir cette partie, nous observons que le catenoïde a été découvert par Euler
comme surface minimale en 1764. Meusnier en 1776 a découvert l'hélicoïde qui est
une surface minimale simplement connexe et engendrée par des droites. Meusnier a
donné une nouvelle démonstration de la minimalité du catenoïde. Ces deux exemples
plus le plan sont restés les seuls exemples de surfaces minimales plongées dans R3 et
à topologie finie connus jusqu'à 198S. La surface de Scherk, n'est pas définie si

(2m - 1)TT (2n - 1)TT
u , = — — — , m = — ^ — , m, n € Z .

Donc la surface de Scherk est de topologie infinie et plongée dans R3.

Deux problèmes ouverts et qui me semblent très difficiles sont :

Problème 1 : montrer que l'hélicoïde est la seule surface minimale complète plongée
dans R3 et difféomorphe au plan.

Problème 2 : montrer que le catenoïde est la seule surface minimale complète plongée
dans R3 et difféomorphe à un cylindre.

4. Représentations de Weierstrass

On continue à considérer un disque ouvert D c R2 et une surface immergée
X : D -> R3 (i.e. X est une C2 «fonction et XUl A XU2 jt 0). On dit que les paramètres
(«i, t/2) € D sont des paramètres isothermes pour la surface S = X(D) C R3 s'il existe
une C1 - fonction A : D -> R , A > 0 , telle que

(XUX,XUX) = (XUZ,XU1) = A2(u!,t/2) , (Xmt,Xm)-0.

On a le théorème :

THÉORÈME 4.1. — Soit X : D -> R3 une surface immergée, Xjde classe Ck ,
k ^ 2 . Alors il existe un Ck-difféomorphisme <p : D —> D tel que X = X o ip est
une surface minimale immergée et les paramètres (û\ ,«2) € i? sont des paramètres
isothermes.

On remarque que X(D) = X{D) = S • Une démonstration de ce théorème dans
le cas où on admet en plus que X est minimale peut être trouver dans Ossermann [17].
Avec les hypothèses énoncées une démonstration se trouve dans Spivak [20], vol.4.

PROPOSITION 4.2. Soit X : D -+ R3 une C2-surface immergée où
(u\, ui) 6 D sont des paramètres isothermes. Alors

(4.2) A-Y = (2A2tf )N
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où X = (X\X\ X3) , AX> = X>ltil + X>2U2 , j = 1,2,3 er JV est le vecteur normal
à la surface.

Preuve. — Comme (1/1,1/2) sont des paramètres isothermes pour la surface,

(4.3) (-YttI,JVuj) = 0 , (À',,,,À'uj) = (XU 2 ,XU 2 )

La dérivée par rapport à u\ de (4.3) nous donne

\XU ,U , iX\,2) — \ X U l , AU l U 2) = 0 , \ A t t ) B p A t t l ) + \AU 1 U 2 ,X t t 2)

et la dérivée par rapport à u2 nous donne

\Xtt lU2, AU2/ + (AU1, Auit l2) = 0 , \AU1U2,XUI} = (AU2U2,AU2) .

Les équations ci-dessus entraînent que

Donc le vecteur AX est parallèle à N . C'est-à-dire AX = {AX,N)N . Alors,

(4.4) A X = (Xutmï +XWN)N = (611 +&22)iV .

D'autre part, de (4.1) et (4.3) on a

Su = ff22 = A2 et 012 = 0 ,

et de (2.8) on a

fA cv rr _ 1̂1022 + fazgn - 2bng\2 _ 611 +622
( } 2det(ff0) -

Finalement, de (4.4) et (4.5), on arrive à

AX = (2\2H)N .

COROLLAIRE 4.3. — Soit X : D -> R3 une C2-surface immergée, où
(u\, «2) G I> so/ir des paramètres isothermes. Alors X est une surface minimale si
et seulement si les coordonnées AM,X2 ,A'3 de X sont des fonctions harmoniques
( A X > = 0 , j = 1,2,3).

Remarque. — Le corollaire entraîne que les coordonnées d'une surface minimale
sont des fonctions analytiques réelles.

A partir de maintenant on va considérer toujours une surface immergée minimale
X : D —> R3 donnée en paramètres isothermes. Les fonctions coordonnées seront
des fonctions harmoniques. On dira dimplement que X est une surface minimale
(simplement connexe).

Soit X : D -> R3 une surface minimale, X = ( A ^ A ^ X 3 ) . Alors on peut définir
les trois fonctions complexes,

(4.6) <pj : D -> C . tpj; = Xi, - %Xit , j = 1,2,3 .
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PROPOSITION 4.4. — Les fonctions ipj sont holomorphes et

Preuve.— On a AA'J = A*j(lUl + Xl2Ui = 0 , j = 1,2,3 . Ces propriétés
entraînent que <fj vérifient la condition de Cauchy-Riemann

Donc ipj sont holomorphes, j = 1,2,3 . D'autre part,

.Xut) - (XU2,XU2) -2i(Xul,Xul) = 0
et

3

Maintenant, on va résoudre l'équation (a) de la proposition (4.4). Soit X =
(A*1,-Y2, À"3) : D —• R3 une surface minimale telle que X(D) ne soit pas un plan.
Ca veut dire, Àr3 ^ cte et y?3(z), z = u\ + n/2, est une fonction non nulle. Ca entraîne
de (a) de la proposition (4.4) que <p\ — ixpi est une fonction non nulle. On remarque
qu'il peut y avoir des points isolés zo e D , où v?i(*o) — ?V2(̂ o) = 0 . On définit une
paire (gyf)> g : D -+CU {oo} et ƒ : D —• C par les équations

(4.7) g(z) =

Donc ff est une fonction méromorphe sur D et ƒ est une fonction holomorphe sur D .
D'autre part de (a)9 proposition (4.4) il s'ensuit que

(4.8) (<p\ - 1V2XV1 + *V>2) = "Ŝ 3 e t - fg2 = ¥>i + *V2 .

Alors, ô € D est un pôle d'ordre w de y si et seulement si zo est un zéro d'ordre 2m
de ƒ . De (aj, prop.(4.4) et de (4.7),

(4.9) < )

D'autre part de (4.4) si on fixe *o 6 C, on peut déduire,

(4.10) X'(z) = Rc / v>i(*)<k + aj , j = 1,2,3 , a,- € R .

Pour voir ça on observe que, comme D est simplement connexe, V'j(z) = J/o Vj{z)dz
définit une fonction holomorphe sur I> et tfj = ^ j . Donc, comme 4^{z) = ^ ( R e V»j)+

t ^ ( I m ^ ) = ^(ReV'j) - ^ ( R e V v ) * o n d é d u i t d e (4-6) W\\ existe â  G R tels
que (4.10) soit vrai.
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En résumé, on vient de démontrer Ie théorème :

THÉORÈME 4.5. — Soit X : D - • R3 une surface minimale donnée en
paramètres isothermes, z = u\ +û>2 € D . Alors, il existe une fonction méromorphe g,
une fonction holomorphe ƒ sur D et a = (ai, 02,03) G R3 tels que

a) X(z) = Re £ [J/(l - g2) , {f(l + g2), J

b) un point g e D est un pôle d'ordre m de g si et seulement si g est un zéro
d'ordre 2m de ƒ ;

c) la métrique de X est donnée par

I = ds2 = \Hdu2 + du\) = 1(1 + M2)2|ƒ|2|<fe|2 ;

d) g représente la fonction normale de Gauss de la surface.

Plus précisément, si ir : S2 — {(1,0,0)} —> C est la projection stéréo graphique
par le pôle nord, alors N = 7T"1 o g .

Réciproquement, s'il existe une paire (#, ƒ), où g est une fonction méromorphe et
ƒ est une fonction holomorphe en D tel que la propriété (b) soit vérifiée alors l'équation
(a) définit une surface minimale X : D - • R3 , la métrique est donnée par (c) et g est
la normale de Gauss de X .

La paire (g,f) est ce qu'on appelle la "représentation de Weierstrass" de la
surface minimale X.

Preuve. — Soit A" : D —* R3 une surface minimale. Alors on définit les fonctions
analytiques ipj comme en (4.6) et les fonctions g et ƒ comme en (4.7). Les calculs
antérieurs à l'énoncé du théorème montrent que (a) et (b) sont vraies. Pour montrer (c)
on observe que de (b) de la proposition (4.4), de (4.7) et (4.8) :

l/l2d + \g\2)2 = [M + \fg2\]2 = [l̂ i - tel + kpi + tel]2

Cela prouve (c) du théorème.

Pour montrer (d) nous rappelons que TT"1 : C -» S2 — {(1,0,0)} est donné par :
M3

«2 0 = («I,«2,M3) ,

M2 + û | + Û| = 1

7r(g) = z = u! +
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Donc,
*~}°9 = y7|^j2(2Re0,2Im0,|<7|2 - 1) .

D'autre part, de (4.4)

XUi AXU2 =Im {(^2^3, V391, Vi^3)} = l / | ( 1
4

+ | y l \2Reg,21mg,\g\2-l) .

Donc

Cela prouve (d) du théorème.

La démonstration de la réciproque est évidente à partir de tout ce qu'on a déjà
montré, (exercice!) •

5. Exemples

5.1. L'hélicoïde.

D = C , g(z) = - i e * et ƒ = e~*. On observe que g n'a pas de pôles et ƒ n'a
pas de zéros. Nous avons

( 1 2)^ h ( ) W = | 0 + ff2) ƒ = -« sinh(*) , v?3 = y ƒ = - i .2 |
Alors

-X̂ CO = Re ƒ cosh zrfs = Re(sinh 2) = cos U2 sinh u\ ,

A*

X2(z) = Re ƒ —t sinh rdz = Re(-i cosh z) = sin «2 cosh ui

X3(z) = Re / -tdz = Re(-tz) = U2 , z = ui + tua .
h

Donc -Y = (.Y1,-Y2,-Y3) : C —* R3 est une surface minimale et si on fait un changement
de paramètres u\ = sinh u\% «2 = 7W2» on trouve l'équation de l'hélicoïde qu'on a décrit
au paragraphe 3.

5.2. La surface de Scherk.

D = {z € C; |*| < 1}, g{z) = *f / (r)

r r p - ï ï ï - T T Ï =* A-(.-) = Rc(ilogfli) = -arg(
4z 2J 2r , . , , . _ * |
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On voit que z € D entraîne | s | 2 — 1 < 0 et

\Z — l\2 2 — 1 | c - l |

Alors, - 3 T T / 2 < Xj(z) < -ir/2 , j = 1,2. Aussi, on peut écrire

cos.Y1 = -cosargf : ) =

cos*2 = -cosarg(—) = — r ^ f = IT

et on retrouve l'équation de la surface de Scherk donnée au paragraphe 3.

Maintenant, on pose la question : quelle est la "représentation de Weierstrass" du
catenoïde? Le problème est que le caténoïde est homéomorphe à C - {0} , donc non
simplement connexe. Il faut élargir la "représentation de Weierstrass" pour aborder ces
domaines. On fera maintenant cette représentation dans le cadre d'un domaine donné
par une surface de Riemann non compact, c'est-à-dire une surface compacte orientable
de genre 7 ^ 0 et avec des trous.

6. Surfaces comme une variété tridimensionnelle

DÉFINITION 6-1. — Une surface orientée M de classe Ck
 % k ^ 1 est un

espace topologique de Hausdorff avec une base dénombrable de voisinage tel que

a) Chaque point de M a un voisinage ouvert homéomorphe à un ouvert de R2,
C'est-à-dire il existe une collection (UQ, Va, < ô), a € / , où UQt VQ sont des ouverts de
M et R2 respectivement, <pa : VQ -* UQ est un homéomorphisme et M = | J a € / I7a .

b) Si UQ H Up jt 0 alors ^ o <̂ o : tp-*{Ua n Ufi) •-> <P0(UQ n U0) est un
Ck—difféomorphisme de déterminant positif. <pa : Va —• Ua est ce qu'on appelle un
système de coordonnées locales de M et les triplets (UQ,FQ,y?Q), a G / donnent un
atlas de classe Ck pour M . Avec cet atlas on peut définir en chaque point q G M un
plan tangent bidimensionnel TqM. Si q G UQ , alors la dérivée au point y>aX(q) = pde
<pQ est un difféomorphisme linéaire entre R2 et TqM .

DÉFINITION 6.2/ — Soit M une surface orientée. Une fonction X : M - • R3

est une immersion si pour toutes coordonnées locales <̂ a : VQ - • Ua on a XUIAXU2 ^
0, (u\, v2) € VQ, où X(u\, w2) = -Y o v?a(îM, t/2) .
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On observe alors que si Ar : M -> R3 est une immersion, d'après le théorème 4.1,
on peut considérer que M est munie d'un atlas où tous les systèmes de coordonnées
locales sont isothermes.

Si X : M —> R3 est une immersion, par le théorème de la fonction inverse, pour
chaque point q G M il existe un voisinage U(q) C M tel que X/U(q) : U(q) —• X(Uq)
est un homéomorphisme. Alors, au moins localement on peut identifier M et son image
dans R3 . Cela nous permet de définir une métrique sur M , donc la première forme
fondamentale et la deuxième forme fondamentale sur M . Alors on a en chaque point de
M une courbure gaussienne A' et une courbure moyenne H . D'ailleurs ces courbures
peuvent être obtenues aussi en utilisant des coordonnées locales.

Si X : M - • R3 est une immersion donnée en coordonnées isothermes alors par
la proposition 4.2, on a localement

A-Y = (2X2H)N .

Donc une immersion X : M —> R3 donnée en coordonnées isothermes est minimale
(H = 0) si et seulement si l'expression de À' en chaque coordonnée locale est une
fonction vectorielle harmonique.

DÉFINITION 6.3. — Soit M une surface orientée par un atlas (UQ,Vay<pQ) ,a G
/ . M est une surface de Riemann si toutes les changements de coordonnées sont des
fonctions holomorphes; Le. , si UQ n U$ ^ 0 alors tp^1 o <̂ o : <p~A(UQ fl U&) - •

est holomorphe.

On voit que s'il existe une immersion X : M —> R3, où M est une surface orientée,
on peut toujours considérer M munie d'un atlas formé des coordonnées isothermes. Les
coordonnées isothermes, par définition, préservent les angles de deux vecteurs, donc
le changement de coordonnées les préservent aussi. Comme une fonction complexe
qui préserve des angles et dont le déterminant de la matrice jacobienne est positif (M
orientée) est une fonction holomorphe on obtient que M est une surface de Riemann.

D'ici jusqu'à la fin de ce travail, sauf mention contraire, on considère seulement
les immersions X : Jll - • R3 où M est une surface de Riemann non compacte.

On va développer quelques concepts et propriétés des surfaces de Riemann. Une
surface de Riemann M est une variété tridimensionnelle orientée par un atlas formé de
coordonnées isothermes locales, où les changements de coordonnées sont des fonctions
holomorphes. On dit qu'une fonction continue ƒ : M —> M entre deux surfaces de
Riemann M et M est une fonction holomorphe si pour chaque point p ç M c t pour
un couple quelconque des coordonnées locales <pa : VQ —• UQ , y?/? : V# —> Uf de M
et M respectivement, p € UQ * q = ƒ(]>) 6 U$ , on a que l'expression locale de ƒ ,
V?̂ 1 o ƒ o v?o : VQ *-+ Vfi est une fonction holomorphe.

Deux surfaces de Riemann M et M sont "conformément équivalents", s'il existe
un difféomorphisme holomorphe ƒ : M —• M . On observe que les projections
stéréographiques par le pôle nord (0,0,1) et par le pôle sud (0,0, - 1 ) , respectivement
de la sphère unitaire S2 C R3 sur le plan complexe C, forment un atlas ayant
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deux cartes de coordonnées isothermes. Alors S2 est une surface de Riemann et
S 2 - {(0,0,1)}, S2 - { (0 ,0 , -1)} et C sont conformément équivalents entre eux.
Evidemment C et toute surface compacte orientable sont des surfaces de Riemann.

De la même façon qu'on a défini une fonction holomorphe entre deux surfaces de
Riemann, on peut définir une fonction mêromorphe (fonctions dont les singularités sont
des pôles). Par exemple si ƒ, : C —• C , j = 1,2 sont deux polynômes alors fi/fi et
fi/fx donnent deux fonctions méromoiphes en C, On dit aussi qu'une fonction réelle
ƒ : M —> R est fonction harmonique (sous-harmonique) si en coordonnées isothermes
locales on a A ƒ = 0 (A ƒ > 0).

THÉORÈME FONDAMENTAL 6.4. — Soit M une surface de Riemann simple-
ment connexe. Alors M est conformément équivalente à C, D ou S2, où D = {z €
C ; \z\<l}etS2={xe&; ||T|| = 1} .

Preuve. — Ahlfors et Sario [1].

DÉFINITION 6.5. — Une surface de Riemann est :

a) parabolique si son recouvrement universel conforme est C;

b) hyperbolique si son recouvrement universel conforme est D ;

c) elliptique si son recouvrement universel conforme est S2 .

DÉFINITION 6.6. — Soient M une surface de Riemann et po € M . Une
fonction de Green, par rapport au point ;*) , est une fonction G, G(p,po) : M —• C
telle que

a) G est harmonique sur M — {po} et

b) si Ç(z) sont des coordonnées locales en po telles que C(0) = po * alors
G{Ç(z),po)) = — 2^ 1°S H + h(z) » où h est une fonction harmonique.

THÉORÈME 6.7. — Soit M une surface de Riemann non compacte. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est hyperbolique;

b) il existe une fonction h : M —• R , sous-harmonique non constante et négative;

c) pour chaque point po € M il existe une fonction de Green G(p,po) avec
G(p,po)>O.

Preuve. — L. Bers [3].

PROPOSITION 6.8. — Soient D c C un domaine borné, <p : ~D —• R une
C1 -fonction et

(zo)= f G(z,
JD

U(z
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Alors, U est de classe C2 et solution du problème Au = —v? .

Preuve. — Courant-Hilbert [7], vol. 1, page 365.

7. Surfaces minimales de courbure totale finie

DÉFINITION 7.1. — Soit X : M - • R3 une immersion minimale, où K est la
courbure gaussienne de X. La courbure totale C(M) de X est

C(M) = / |/i|dAf .
JM

Pour calculer l'intégrale qu'on vient de définir, on calcule d'abord pour un petit
voisinage, U C M contenu dans un système de coordonnées locales C(z) : V C C —• U .
Si gît = 022 = A2, pu = 0 est la métrique

ƒ |A'|dJl/ = / y/éet{gij)\K\du\du2 = / X2\K\duidu2 , z = u\ +iu2 .
Ju Jv Jv

Ensuite, on utilise une partition de l'unité du recouvrement de M ainsi obtenu. Cette
partition nous permet de définir l'intégrale comme une limite (cette limite peut être
infinie).

PROPOSITION 7.2. — Soient X : D —> R3 une immersion minimale, donnée
en paramètres isothermes u\ + iui G D où D est simplement connexe et (g^f) la
représenation de Weierstrass de À'. Alors,

b) /f = ~

Preuve. — Si X = (A*1, A'2, A"3), nous avons de (4.4), (4.6), (4.9) et (c) du
théorème (4.5)

U
'S + f9') U 1

3 '9
et

Alors,
611 = ( ^ . , ^ , J V > = (-A*U2O2,JV) = -622 = - R e * ? ' /

612 = ( * « , . , , JV) = (A'„ Ï I M ,A0 = 621 = lm g'f

9jj
= (A-tti,A-tt.) = A2 = i [ | / | ( 1 + \g\2)]2gi2 = (-Y.MA'tt2> = 0 ,1 = 1,2 .
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Donc si C(<) = Ci(0 + i&t) est une courbe sur D , la première et deuxième forme
fondamentale en Ç'(t) = Ç[ + I'CJCO nous donne

et

La courbure normale de la surface selon la direction (CfOiCiO) c s t

(M) F ^ 1
l i

où 0 < o < lit . On en déduit que les valeurs maximales et minimales de la courbure
normale, quand a varie entre 0 et 2n, sont respectivement

4g' 4g'
-1 " l/ld + M2)2 ' '2 ~ l/ld + M2)2 '

Donc la courbure gaussienne K = k\ kz est

(7.1) J f . - f 4|g>'

D'autre part, de (c) théorème 4.5, nous avons A = j ( l + |</|2)|/|. Cela donne,
après un long calcul :

(7.2) A log A = I ( A . 1 M | + XU1U2) - ^ ( A î , + A2
tt2) = -\2K .

Nous remarquons que la propriété (b) est vraie seulement avec les faibles
hypothèses : X : D —• R3 une surface donnée en paramètres isothermes, voir Spivak,
[20].

Maintenant, notre but est d'écrire la représentation de Weierstrass d'une façon
plus générale, Le. pour une immersion minimale -Y : M —> R3, où M est une surface
de Riemann.

THÉORÈME 7.3, "Représentation de Weierstrass" - extension du théorème 4.5.
Soit X : M —» R3 une immersion minimale d'une surface de Riemann M dans R3.
Alors, il existe une paire (g,u:) où g est une fonction méromorphe sur M et u; est une
\-forme différentielle holomorphe sur M avec les propriétés suivantes :

a) Xip) = i Re SI ((1 - <72V,?(1 + ff2)u;,2<7u>)+ cte. pofixé;

b) p e M est un pôle d'ordre m de g <=> p est un zéro d'ordre 2m de u>;

c) ir o N = g, où N est la normale de G ans s et n la projection, stéréographique
de S2 - { ( 0 , 0 , 1 ) } sur C;
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d) la métrique de M est

ds2 = 1(1 + M 2 ) 2 M 2 .

Réciproquement, soit M une surface de Riemann non compacte et (g, u?) un couple
où g est une fonction méromorphe et u> une 1 —forme différentielle holomorphe sur M
telles que (b) soit vérifié et que pour tout chemin fermé a C M on a

(7.3) Re f ((1 - g2)u>ii{l+g2)u>,gij) = 0 .

Alors, r équation (a) définit une immersion minimale X de M dans R3 , TT"1 O g est la
normale de Gauss de X et la métrique est donnée par (d).

Preuve. — Soit ( o : Ua C C —> Va C M des paramètres isothermes pour M tel
que M = \JQ UQ . De la même façon qu'au théorème 4.5 on définit pour chaque a les
différentielles

> -i-Y>2) , j = 1,2,3

et localement, en supposant que X(M) n'est pas un plan, on définit

(7-4) g =

On remarque que u"1 o g est la normale de Gauss, donc g est définie globalement par
l'expression ci-dessus. D'autre part, si Ua n Up ^ 0, npus avons

où tp = Câ1 ° C/3 e s t la fonction holomorphe que donne le changement de paramètre.
Donc, voir Springer [21], il existe des 1—formes différentielles holomorphes <pj>
j = 1,2,3, globalement définies sur M telles qu'en coordonnées locales Ca leur
représentation soient les ^JdzQ , j = 1,2. Cela montre que u; dans (7.8) est une
différentielle holomorphe définie sur M .

Maintenant, la suite de la démonstration est exactement identique à celle du
théorème 4.6. La seule condition supplémentaire qu'on doit admettre est (7.3). Cette
condition "la partie réelle de l'intégrale est nulle" est une condition nécessaire pour que
(a) soit bien défini, c'est-à-dire l'intégrale ne dépend pas du chemin reliant po et p. •

DÉFINITION 7.4. — Soit X : M -» R3 une immersion, où M est munie de la
métrique induite. On dit que X est une immersion complète si toutes les géodésiques
de M peuvent être prolongées jusqu'à Vinfini; c'est-à-dire si a C M est un chemin tel
que a(t) n Kc ^ 0, pour tout compact K C M , K ^ M , alors a a une longueur
infinie.

Notre but, maintenant est de démontrer le résultat fondamental :

T H É O R È M E 7.5 (R. Ossermann). — Soit X : M —• R3 une immersion
minimale complète avec courbure totale finie. Alors M est conformément équivalente
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à_une surface de Riemann compacte M moins un nombre fini de points (M =
M — {çi»-*-,Ç;v}) et la fonction normale de G a us s g : M —> S2 se prolonge en
une fonction méromorphe ~§ : M —> S2.

Preuve. — On commence en utilisant un théorèome de Huber (voir Huber [13])
qui est le suivant : "soit X : M —> R3 une immersion d'une variété bidimensionnelle
orientée M dans R3, où K est la courbure gaussienne de X et K~ = max{-A\0} .
Si j M K~dM < oo alors n\(M) a un nombre fini de générateurs; c'est-à-dire M est
à "connexion finie".

En utilisant ce résultat de Huber, parce que K < 0 et ƒ \K\dM < oo, on obtient
que M est topologiquement une surface compacte de genre 7 ^ 0, M = M 7 moins
un nombre finijde points (M~TT - {c i , . . . , ç^} . Donc il existe des courbes simples
fermées 7, C B{\ c M , où Bi est un disque ouvert, p, G 2?,, Pj £ B, si i £ j et
7i = ÔBi , % = 1 , . . . , N . Pour finir la première partie du théorème il faut montrer que
Bi — {pi} est conformément équivalent à {z G C ; 0 < |r| < 1} = {z G C ; 1 < \z\ <
00}. On suppose que

(7.5) Bi - {pi} = {* € C ; K |r| < n> < 00} ,

on va montrer que ro = 00 . Quelques assertions sont nécessaires.

ASSERTION A. — Soit Bi - {p,-} = B = {z e C ; 1 < |;r| < r0} choisi en
(75). Supposons, par l'absurde que, ro < 00 . Soit gij = SijX2 la métrique en B .
Alors, il existe une fonction harmonique h : B —> R tel que

log A < h .

Preuve. — JB est hyperbolique car la fonction z G B »-> Re(l — £) est une
fonction sous-harmonique non nulle et négative. Donc, d'après le théorème (6.7),
pour chaque p G B il existe une fonction de Green G(z,p) > 0 , G(z,p) =
hp(z) - 2^ log |z — p\ , dans un voisinage de p , où hp est une fonction harmonique.
Soit

U(q) = f
JB

Alors, U est une fonction bien définie. Pour voir cela, nous prenons un petit disque
B€ C B centré en q. Donc

/ G-U) A log \du\dui = ƒ [/?,,(-) - r - log \z - ç | | A log \du\dxtz
JB JB. L 2 ? r J

Les deux intégrales de droite sont finies, car A log À est borné sur Be et Gq(z) est
continue sur S j . Donc U est solution de l'équation de Poisson Au = - A log A , soit
A(U + log A) = 0 et h = U + log A est harmonique. D'autre part de (7.1) et (7.2) nous
avons A log A ^ 0. Comme G(c, q) > 0 on obtient U ^ 0. Donc h ^ 0 et log A ^ h. •



Surfaces minimales dans R 3 73

ASSERTION B. — Soient B = B,? - {pi} comme en (7.5) et g^ = 6OA2

la métrique en B , donnée par les hypothèses du théorème (75). Supposons que
ro < oo. Alors il existe n , 0 < n < oo , une métrique complète g^ = fi2Sij sur
B = {u? 6 C ; r^ < \w\ < r\] et une fonction harmonique h : B -* R tel que
log fi < h .

Preuve. — On peut considérer après une transformation conforme de C que
B = {z € C ; 0 < r2 < \z\ < r\ < oo} où r2 < 1/n . (Rappel : { z £ C ; O < ^ <
\z\ < C < oo} et {z 6 C ; 0 < A' < \z\ < B' < ooj sont conformément équivalents
<?=> AB' = A'B). On considère sur ce nouvel ensemble la même métrique et sur
B = {z G C ; rrl < \z\ < n} la métrique g^z) = X2(z) • XH\)&ij , z G B C B .
Alors si a(<) C B est un chemin, la longueur de Q(<) = (u\(t),«2(0)» 0 ^ < < 1, est

«or) = Jim ƒ fctiijWAdt = lim ƒ A2(a«)) • A2(^L)|a'

Supposons que limt_i \a(t)\ = T'I OU lim/_i \a(t)\ = 1/ri . Alors, comme toute courbe
/?(<) G B, r2 < /?(<) < n , 0 < t < 1, telle que lirn^i \/3(t)\ = ri a une longueur
infinie (car B est semi-complète), t(o) = +oo . Donc B est complète avec la métrique
gij. D'autre part, si /z2 = g\\ = gn, alors

log/i(r) = log \{z) + log A(4) < h{z) + 7Î(T) = Mw)

où /i est la fonction harmonique de l'assertion A. •

ASSERTION C. — Soient B c C un domaine complet pow une métrique
gij = fi26ij . Supposons qu'il existe une fonction harmonique h : B -* R tel que
log \i < h . Alors B est parabolique.

Preuve. — Soit sur B une nouvelle métrique g\j = ti'2f>ij • où /*' = e \ On
voit que B est complet avec g\j. Soit n : B -• B le revêtement universel de B . Le

diagramme B -̂ -> B H -̂» R définit une fonction harmonique h = h on : B —> R. Soit
if : j§ —* C une fonction holomorphe telle que h = J*e i î . Comme B est simplement
connexe on peut définir la fonction holomorphe rj> : B —• C,

(7.6) iliz) = / emz)dz .
Jzo

Alors, comme ^{z) = eH(?) ^ 0, Vz, V' est un difféomorphisme local de B sur son
image. Aussi,

|V>'(r)| = \eHl:)\ = eh = A ,

où 01; = /i26jj est la métrique sur B induite par la métrique gij. Donc, (7,6) montre
que 0 envoie les courbes a(t) de B sur les courbes T/S(Û(0) sur MB) en préservant leur
longueur (sur \l*(B) on considère la métrique euclidienne). En particulier 4y envoie les
géodésiques de B sur des droites^de ^(B). Comme B est complet, alors V» est injective
et ip(B) = C. Cela montre que B = C et B est parabolique. •
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Maintenant, on retourne à la preuve du théorème 7.5. On doit montrer que pour
les ensembles Bi - {p,} donné en (7.5) on a r<j = oo, ? = 1,2,. . . %N. Supposons qu'il
existe i 6 {1, N} tel que ro < oo. Dans ce cas B = S,; - {p,} est hyperbolique
et il existe (assertion A) une fonction harmonique h : B —• R tel que log À < h , où
<7tj = à%j^2 est la métrique de B. A partir de ce résultat on utilise l'assertion B pour
trouver un ensemble fî = {: e C , 0 < rfl < \z\ < n < oo} ayant une métrique
complète g^ = 6ij/.t2 sur B et une fonction harmonique 7i : B —» R tels que log// < / i .
Avec ces hypothèses sur B on utilise l'assertion C pour conduire que B est parabolique.
C'est une£ontradiction parce que B (un anneau propre) est hyperbolique. Donc ro = oo
et M = M - {ci. . g * } .

D'autre part, soit g : M - {ci , . . . </yv} —• C U {oo} la fonction normale de Gauss.
Supposons qu'au point q3 , 1 < j ^ N , g a une singularité essentielle. Alors, dans
un voisinage de q3, g prend toutes les valeurs de C, un nombre infini de fois, sauf
peut-être deux points. Dans ce cas, l'aire de l'image sphérique de g, avec multiplicité,
est infinie. Comme cette aire est égale à la courbure totale fM \K\dM , on arrive à
f M |A"|dM = oc C'est une contradiction. Donc, il existe une extension méromorphe
dtg.g M - C u j o o } = S2

COROLLAIRE 7.6. Soit X M —> R3 une immersion minimale complète
avec courbure totale finie. Alors il existe m e N, tel que

C(M)) f \K\d\f =
JM

Preuve. — Soit M = M - {q\ qw) donnée par le théorème 7.5 et soit
g M —» S2 la fonction normale de Gauss prolongée. 7j est une fonction méromorphe,
alors Vp, q e S2, nous avons,

Le nombre de points est calculé avec multiplicité. Comme A* ^ 0 et que les points
p G M où K(P) = 0 sont isolés (voir 7.1), alors,

Aire(g(m)) = / |A"|rfM = m • Aire(S2) =
JM

Pour la suite, on a besoin du lemme suivant. Une démonstration peut être trouver
dans Osserman [17] ou dans Maclane |15].

LEMMA 7 7. Soient D = {z € C ; 0 < |^| < 1} et ƒ : D -> C une fonction
holomorphe telle que f(z) ^ 0, Vr̂ G D et z = 0 est une singularité essentielle pour ƒ.
Alors, il existe un chemin a(f) € Dt 0 < / < 1, tel que limf_i o(/) = 0 et

L \f{z)\\<lz\ < oo.

DÉFINITION 7.8. Une surface de Riemann M est de genre 7 et de connec-
tivité N si M±M~ - {Q\ Qs} ; c'est-à-dire M est topologiquement une surface
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de Riemann compacte de genre 7 moins N points. On dit aussi que M est de genre 7
et N bouts.

THÉORÈME 7.9 (Osserman). Soit X : M -> R3 une immersion minimale
complète d'une surface de genre 7 et N bouts dans R3. Alors,

a) fM KdM ^ 2TT[\(M) - Arl , où \(M) est la caractéristique d'Euler-Poincaré
de M

b) Si JM KdM = -47T, M est le catenoïde ou la surface de Enneper.

Preuve. — Si j M KdM = -00 , il n'y a rien à démontrer. Supposons que
JM KdM = -4nm > -00. Cela entraîne que M est conformément équivalent à une
surface de Riemann compacte de genre 7 ^ 0 , M v moins un nombre fini N de points.
M = M^ {ÇI-JJ ,g;v}. Soient (<jf,u>) la représentation j ie Weierstrass de X et 7} la
prolongée de g à M v On va montrer que u> se prolonge à M7 comme une différentielle
méromorphe. Après une rotation de l'immersion dans R3, on peut supposer que <j est
holomorphe et non nulle dans un voisinage D\ U • • U Z?/v, où les Dj C M-y sont des
disques ouverts centrés en q} . .; = 1,2 TV. On suppose par Tabsurde qu'il existe
/ tel que u? a une singularité essentielle en q: . Comme g n'a pas de pôle en Dj , alors
de (b), théorème 7.3, on a que u;U) ^ 0, V2 € Dj - {g,} . Donc par le lemme 7.7, il
existe une courbe divergente a(t) en D2 - {g,} telle que

Ja
|u>||cte| < oo .

où L est tel que 1 + \g(z)\ ^ I , Vr G Dy Alors X : M —» R3, n'est pas une immersion
minimale complète. Cette contradiction montre que u; peut être prolongée à qj.

D'autre part, comme la métrique complète est donnée par

ds = A |d*| = —(1 + Iflfl2) |w|2 ,
4

et que g est holomorphe en Dv ^ possède un pôle d'ordre rrij ^ 1 en chaque gJf

7 = 1. ., N . On va montrer par l'absurde que m, ^ 2, Vj. S'il existe qj tel que sur

oc

D} nous avons

n=0 n=0
Alors, les conditions (7.3) donnent une contradiction. Il suffit de calculer les résidus
des formes différentielles gw . (1 - g2)u; et ?(1 + <72)u?. Nous avons donc m ; ^ 2,
7 = 1,2... . N et comme JAf KdM = -47r?n, gr a m pôles en M et de (b), théorème
7.3, u? a 27T? zéros en M. Conclusion : u; est une différentielle méromorphe sur M 7

avec #Pôles = m\ + • • + rn̂ r ^ 2iV et avec #Zéros = 2m. La relation de Riemann
donne

#Pôles - #Zéros = \(I7^) <=> 2N - 2/77 ^ x(KiJ = 2 - 27 .
Comme \ (M) = \(M^) - N = 2 - 2-, - A7 , alors,

7A
KdM = -4irm < 2TT[2 - 2 7 - 2N] = 2n[\{M) -

Ai
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Pour montrer (b), on observe que JM KdM = -4n entraîne par la formule ci-
dessus que M 7 = S2 et N = 1 ou N = 2.

Si N = 2, on peut prendre M = C - {0} et £(0) = 0. Comme ~g : Cu {oo} -+ S2

est injective nous avons que g(z) = az, a ^ 0. Aussi les conditions du théorème 7.3
entraîne que u; a un pôle double en 0 e C et un zéro double en oo. Donc u?(r) = b/z2dzf

6 ^ 0 . Par une rotation suivi d'une homothétie de la surface dans R3, on peut prendre
6 = 1/a et a > 0,

g(z) = az , u = - ^ c k , M = C - {0} .
az2

Par une transformation conforme du plan z € C —> z/a 6 C, on obtient 0(2) = * et
u; = 1 /*2 cfe qui sont la représentation de Weierstrass du catenoïde.

D'autre part, si TV = 1, M = C, on peut supposer que #(0) = 0 et g{z) = az ,
a > 0. Dans ce cas là u? n'a pas de zéro sur C; donc le # Pôles de u est 2. Cela montre
que u; = bdz, 6 G R. De la même façon (rotation et homothétie) on obtient :

g{z) = z , u) = dz 1 M = C .

Remarque. — Représentation du Weierstrass du catenoïde,

g(z) = z , w = -idr , M = C - {0} .

Nous avons

d* z z

et v?2 n'ont pas de période et y?3 n'a pas de période réelle. X* = Re ƒ <̂ i, donne

2 V uf + îij / 2 V wf + Mj / 2
Ces équations donnent le catenoïde avec l'expression du paragraphe 1, après la
transformation de coordonnées :

« = x log(?/? + vh et t> = arctg — - n .
2 tii

8. Résultats de Jorge-Meeks [14]

Soit X : M -+ R3 une surface minimale complète et de courbure totale
finie. Alors, le théorème 7.5 montre que M est conformément équivalente à une
surface de Riemann compacte de genre 7 > 0 , moins un nombre fini de points :
M = Â/ 7 — {ci*92«• • • • QN]^ De plus, si (5,0?) est la représentation de Weierstrass de
X, g et CJ se prolongent à A/^ ,

<7 : M 7 —» S2 (fonction méromorphe) ;

Ü? différentielle méromorphe sur M7 ,
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de telle façon que, après une rotation de À" dans l'espace R3, on peut supposer que
?(ÇÏ) = cj 7̂  0, cj G C, ? = 1 ,2 , . . . , N, et Z5 a un pôle d'ordre supérieur ou égal à 2
aux points ?;.

En coordonnées locales on peut écrire

(8.1)

où fcj, ï 0, cj 7E 0 ^ n ^ 2.

Si Di C M-y est un petit disque ouvert, m G D{ et ç, ^ D,-, t ^ j t alors on
appelle

3

un feowr ̂  la surface et (8.1) est une paramétrisation du bout.

Soit Yr , r > 0, l'ensemble donné par l'intersection de la sphère Sr = {s 6
R3 ; |x| = r} et la surface M (M = X(M)),

y; = sr n A / .

On considère AV la projection radiale de Yr sur la sphère S^ = {x € R3 ; |x| =
1} . Cela veut dire (voir dessin ci-dessous)

THÉORÈME 8.1 (Jorge-Meeks [14]). — Soit X : M -> R3 une immersion
minimale complète avec courbure totale finie.

a) Si r est suffisamment grand, alors Xr = { a [ , . . . , a £ } où les a j sont des
courbes fermées immergées dans S2, j = 1 ,2 , . . . , k .



78 C COSTA

b) Si T —> oo, aJ converge de façon C°° vers une géodésique, avec multiplicité,
deS2.

Preuve. — Topology, vol. 22, 1983.

COROLLAIRE 8.2. — Soit X : M —> R3 une surface minimale complète
plongée et de courbure totale finie. Alors, les vecteurs normaux aux bouts de la surface
sont parallèles. Donc, après une rotation de M dans R3 on peut supposer que les
valeurs du vecteur normal au bout de la surface sont 0 ou oo.

Preuve. — Soit M = M 7 — {c i , . . . , qw} et ~g : M 7 -+ R3 la normale de Gauss
de M prolongée à M 7 . Si, par l'absurde, ^(ç,), ~g(qj) G S2 ne pas pas parallèles, alors
F{ n Fj jt 0 où Fi et Fj sont les bouts de la surface associée aux points g, et qj
respectivement. C'est une conséquence géométrique immédiate du théorème 8.1. Mais
Fi f\Fj ^ 0 est impossible car la surface est plongée. •

THÉORÈME 8.3. — Soit M une surface minimale complète dans R3 avec N
bouts et courbure totale finie. Alors

JM
KdM < 2n(x(M) - N)

et l'égalité est vraie si et seulement si les bouts (chacun isolément) sont plongés.

Preuve. — L'inégalité ci-dessus a été prouvée au théorème 7.9. On va regarder
le cas d'égalité.

Soit M = M-> - {91, • • • * 9JV} et Fj C R3 le bout associé à qj. Par le théorème
8.1

lim - \Fj n Sr] = lim F^ = /?, c S2

r—00 r l r—00 J '
où /?j est une géodésique avec multiplicité ƒ,- > 1. Comme la convergence ci-dessus et
C°°, alors la courbure totale de la courbe FJ (/rr kds, k = courbure de Fp converge

vers 27rJj. Soit Mr = |:(A/ n Br), où Br = {ar e R3 ; |x| < r}. Alors, comme le
vecteur courbure de la géodésique 0j est dans un plan qui contient cette géodésique
et que ce plan est le plan tangent à Fj à l'infini, la courbure géodésique totale de F;
converge vers 2ir Ij quand r —+ 00.

Donc le théorème de Gauss-Bonnet pour M avec N bouts donne :

/ KdM + 5 / M ' = 2*X(Mr) = 2TTX(M) .
JMr jT{ Jn

Si r —• 00 dans la formule ci-dessus, nous avons :
N

JM
KdM + Y 2nlj = 2*x(M) .

D'autre part, on voit facilement que F£ est un cercle plongé pour r suffisamment
grand si et seulement si Ij = 1. Donc, ce résultat et l'égalité ci-dessus montrent que
l'égalité du théorème est vraie si et seulement si les bouts sont plongés. •
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EXEMPLES 8.4 (Jorge-Meeks [14]). — On va décrire des exemples de surfaces
minimales complètes dans R3 conformément équivalent à la sphère S2 moins N points
N = 1,2, . . . avec tous les bouts plongés.

On fait l'identification S2 = C U {oo} et

M = C U { o o } - { g i qN}; Qj G C , qf+1 = 1

On observe que u; a un pôle d'ordre 2 en chaque q3 et g est holomorphe dans un
voisinage de g;. Donc si une courbe a(t) c M, 0 < * < 1 diverge vers le point qj
(c'est-à-dire limt—i Q(<) = qj) alors la longueur de a est infinie

I:.1 + \g\)\u\ = +00 .
ta

Donc la surface est complète (il faut encore montrer l'existence de la surface). Nous
avons

1 _ \-z2n • -n-L^n, t , 2x i(l + z ) ,
' ** = 2( ^ )W = 2(^+ 1-l)2 '

et

Donc, (voir théorème 7.3) (g,u?) est la représentation de Weierstrass d'une immersion
minimale de M dans R3 si et seulement si, pour chaque courbe fermée simple 7j c C,
autour du point qv

0 = Re f <pk =( 8 . 2 ) 0 = R e f <pk = Re p T n r e s ^ , ^ ) ] = - 2 7 r l m [ r e s ( ^ A - , 9 j ) ] , * = 1 , 2 , 3 ,
J

où res(y?A-, qj) est le résidu de la différentielle <px au point qy

La preuve de (8.2) est un long calcul en coordonnées locales (sans aucune difficulté
majeure) et peut être trouvé dans Barbosa-Colares [2] ou Jorge-Meeks [14].

On remarque que la courbure totale est ƒ |7v"|dM = 4n ordre g = 4nN et par le
théorème 8.3 les bouts sont plongés.

THÉORÈME 8.5 (Jorge-Meeks). — Soit M - S2 - {q\,..., qN} où 3 ^ N ^
2 . Alors, M ne peut pas être plongée dans R3 comme une surface minimale complète.

Preuve. — Voir [14].

CONJECTURE. — Le théorème est vrai pour WN ^ 3 .

THÉORÈME 8.6 (R. Schoen). — Soit M = Ü77 - {91192} où M 7 est une
surface de Riemann de genre 7 > 1 . Alors, M ne peut pas être immergée dans R3

comme une surface minimale complète ayant les bouts plongés.

Preuve. — (R. Schoen [19]).
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PROBLÈME. — ^ e même énoncé du théorème 8.6 est encore vrai si Tî1 est non
orientable? {exemple : My la bouteille de Klein). 1

9. Surfaces minimales de genre un (fonctions elliptiques)

Soit Ai,A3 G C, tels que Ai ^ 0 et Im(A3/Ai) > 0 . Alors I(Ai,A3) =
{m\\ + nA3 € C; m,n G Z) définit un réseau de C .

Une fonction holomorphe ƒ : C —>CU{oo}est une fonction elliptique du réseau
X(Ai,A3)si

/ ( * + fi) = Hz) , V : e C , V Î Î G I(A,, A3) .

On remarque qu'une fonction elliptique ƒ non constante doit avoir des pôles. Sinon ƒ
serait une fonction bornée dans un domaine fondamental du réseau, donc une fonction
constante.

Soit 7T : C —> C/L(X\, A3) la projection canonique. Alors, C/L(\\, A3) est un tore
avec la structure complexe de surface de Riemann induite par n . Donc le diagramme

C ^ CU{oo} = 52

(9.1) [n ff
C/L(A,,A3)

montre qu'une fonction elliptique en C par rapport au réseau L(Ai,A2) définit une
fonction méromorphe ƒ du tore C/L(X\, A3) et vice-versa. D'autre part, si on considère
z = u\ + iu2 des paramètres globaux sur C, alors dz est une différentielle sur C
et UJ = fdz sera une différentielle elliptique si ƒ est une fonction elliptique. On
remarque qu'un diagramme identique à (9.1) nous permet d'associer une différentielle
elliptique par rapport au réseau L(\\, A3) à une différentielle méromorphe sur le tore
C/£(Ai, A3). Pour une surface de Riemann compacte M 7 de genre 7 ^ 0 on a pour une
fonction méromorphe g et pour une différentielle méromorphe a? sur My> les formules
de Riemann

# pôles de g = # zéros de g , # pôles u> - #zéros u> = \ (M 7 ) .

Donc, pour un tore ~M\ , \ (Mi ) = 0, nous avons # pôles = #zéros , soit pour les
fonctions méromorphes, soit pour les différentiels méromorphes. Donc dans un domaine
fondamental D qui définit le tore C/I(Aj, A3), par exemple

(9.2) D = {aXi + 6 A 3 € C ; O < a < l , O < 6 < l } ,

le nombre de pôles (# pôles ) et le nombre de zéros (#zéros ), avec multiplicité, d'une
fonction elliptique ƒ de I(Ai, A3) ou d'une différentielle elliptique u? = fdz de I(Ai, A3)
sont égales. On dit que deux points z\ et z% sont congruents si z\ - z% e L. On écrit
z\ = zi.

PROPOSITION 9.1. — Soient L = I(Ai,A3) c C un réseau, fuf2 deux
fonctions elliptiques de L et D le domaine (9.2).
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o) Si f\ et fa ont les mêmes points de D comme pôles avec la même multiplicité
et les mêmes points de D comme zéros avec la même multiplicité alors f\ jf% = cte .

b)Si f\ et f2 ont le même ensemble {ri,...,xr*} C D comme pôles et dans
un voisinage de Zj , f\ et ƒ2 ont la même partie principale, cela veut dire f3 =

ü ^ *£j 5 e 0 ' i = ! *• * = *>2' alors fi " h = cte.

Preuve. — On observe que le quotient f\ fft et la différence f\ — ƒ2 sont des
fonctions elliptiques (voir définition). Par hypothèse, ces fonctions n'ont aucun pôle.
Ainsi f\lh et f\ - f2 sont des fonctions holomorphes et périodiques. Donc elles sont
bornées. Cela entraîne que ƒ1 - ƒ2 = cte, f\ /ƒ2 = cte.

PROPOSITION 9.2. — Soient ƒ une fonction elliptique par rapport au réseau
L = L(Ài, A3) et b 6 C tels que la courbe a(t) définie par les segments de droite que
relient, b à b + Ai, 6 + Ai à h + Ai + A3, 6 à b + A3 et b + A3 à b + Ai + A3 ne contienne
aucun pôle de ƒ . Alors

où U C C est l'ouvert bordé par a et res(/, z) est le résidu de ƒ en z .

Preuve. — Comme le nom-
bre de pôles de ƒ est un nombre l
fini sur 17, alors f

/ fdz = £««ƒ,*) . ƒ
/ /

jaz = ^res i j ,* ; .
fa

Mais, comme ƒ est elliptique / O '

l

6 6+Ai

f(z)dz = / f(z+X3)àz = / f(z)dz, / f(z)dz = / f(z)d
Jb+Xi J6+Aj J6+A1 Jb

Alors,

Soit ƒ une fonction elliptique dans un réseau L = £(Ai, A3) et z\,..., zjt» z% ^ r̂>»
i 5É j , l'ensemble de pôles de ƒ dans un domaine fondamental de L, r* = ordre du pôle
2,-v t = 1,2, . . . 9 k. Alors, on appelle ordre de ƒ le nombre : ordre (ƒ) = £?« i r,- .

COROLLAIRE 9.3. — // n'existe pas de fonctions elliptiques d'ordre L

DÉFINITION 9.4 (P-fonction de Weierstrass). — Soit L = L(Ai,A3) un
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réseau. Alors, la fonction

est la fonction P de Weierstrass.

PROPOSITION 9.5. — La fonction P de Weierstrass est une fonction elliptique
pair d'ordre 2.

Preuve. — voir E. Ne ville [16], page 21, 22.

On remarque que la propriété d'être d'ordre 2 pour la fonction P est immédiate de
l'expression (9.3). On voit aussi par (9.3) que P est une fonction paire (P(z) = P(-z\
Wz G C). C'est facile de voir que la fonction dérivée f'(z) d'une fonction elliptique ƒ(*)
est aussi une fonction elliptique. Ainsi on a que P ' est une fonction elliptique impaire,
d'ordre 3 et les pôles de P ' sont exactement les points de L. On définit

Ai Ai + A3 A3

et
ej=P(u;j) , j = 1,2,3.

Comme P' est impair et UJ = -u>j, Vj, alors P'(u>j) = P ' ( - W J ) = -P'(u7>). d'où

P'(u>j) = 0 , Vj = 1,2,3 .

Donc, si on considère la fonction elliptique P(z) - e ,̂ cette fonction a des pôles doubles
aux points du réseau et zéros doubles aux points z =.UJ , on représente ci-dessous les
pôles et zéros de quelques-unes de ces fonctions

oo*

Par un processus d'intégration, on peut définir une fonction presque-elliptique
: C -+ C U {00} tel que :

eu: = - - = - f (P(z) - \
La fonction C(̂ ) est une fonction impaire, Ç a des pôles simples aux points du réseau
L et comme — ('(z) = P(z) il existe deux constantes 771,773 G C telles que

on observe que

^ = - W i + 2a;j <=> C(wj) = C(-Wj-) + 2T7J ^=^ C(^j) = »7> , j = 1,3 .

Donc, si on pose 772 = C(^2) on obtient :

wi + UJ2 + u>3 = 0 et 771 + 772 + 773 = 0 .
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On peut montrer aussi la formule d'addition suivante :

cte ± «) = CM ± ai)+2PU0-PU2) •
D'autre part, la fonction P vérifie la relation différentielle

(9.4) (P')2 = 4(P - ei)(F - e2)P - e3) .

Cette égalité est facile à vérifier car nous avons de chaque côté des fonctions qui
ont les mêmes pôles et les mêmes zéros avec la même multiplicité. Donc les fonctions
diffèrent par une constante multiplicative. Cette constante peut-être calculée en regardant
le développement de Laurent au point 0 G C.

Au point 0 G C, nous avons

(9.5) P(z) = - j + a2z
2 + aAz* + • • •, an € Z .

De (9.4) et (9.5) on tire

(9.6) P'2 = 4P3 - giP - g3 , ^-</2 = ] T e.e, , - g 3 = eic2e3 .

Donc,
et + e2 + e3 = 0 .

Facilement, on peut montrer aussi que

(9J) "BTV—
PU) c(5, fc,t) permutation de (1,2,3).

En faisant l'intégrale de la
fonction C sur un chemin a qui est
le bord d'un domaine fondamental a + \
du réseau, de telle façon que a fl
I(Ai,A3) = 0. Alors,

I:C(z)dz = 2ni rcs(C, 0) = 2m / 7 "Ai

a+Ai

^fl+Ai ^a+Ai+A3 ^o+A| *a+Ai

/ C(^)^ - / C(*)<fe = / C(Z)^ - ƒ C(2 •
•/a Ja+\i Ja Ja

/

a+Ai

De la même façon
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Donc, nous trouvons la relation de Legendre :

(9.8) 773 = T»7I - j - i , T = A3/A1 .

Finalement, on a les développements en série (voir Tannery-Molk [1], vol. III, page 138)

(9.9) _2 ^
_

771 ~ 12wi " ui
12wi ui 2* r ^ î T '

n 1

q = einr , T = As/Ai .

10. Immersions minimales de genre un

Po:.ir construire des surfaces minimales de genre un et N bouts, on choisit
cTabord un réseau L = L(Ai,.\3) de C, Im(A3/Ai) > 0 . Ensuite, on prend le tore
Mi = C/L, avec la structure conforme donnée par la projection n : C —» C/L . Cette
projection transforme les fonctions elliptiques et les différentielles elliptiques de L sur,
respectivement, des fonctions méromorphes et des différentielles méromorphes de M\

C iJU C/L = Mi
fonctions elliptiques ¥ fonctions méromorphes
diff. elliptiques w diff. méromorphes

Donc maintenant le travail est de choisir des points Ç I , . . . , 7 N G Mi et une paire de
Weierstrass (0,0;) où g est une fonction méromorphe sur Mi (fonction elliptique de L)
et u? est une différentielle méromorphe sur Mi (différentielle elliptique de L) telle que
les conditions du théorème (7.3) soient vérifiées.

Avant d'énoncer le prochain théorème on pose une définition

DÉFINITION 10.1. — Soti_X : M —> R3 une immersion minimale complète de
courbure totale finie avec M = Mj — {q\, • . . , </N }. Soit Fj = X(Dj — {q}}) un bout
plongé de l'immersion, où Dj c M 7 est un disque centré sur ç;. On peut supposer que
ç(qj) = 0, après une rotation de X dans R3. Donc la représentation de Weierstrass
locale {g; a;) est donnée (le bout étant plongé) par :

On dit que le bout plongé Fj est du type catenoïde si n = 1 et Fj est un bout plat
d'ordre n — 1 5/ n > 1.

On observe que pour un bout plat la différentielle méromorphe gu est holomorphe
au point qj. Donc la coordonnée AV = Re J/o gu> converge vers une valeur constante
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quand z —> qj. Ainsi géométriquement le bout Fj est asymptote à un plan parallèle au
plan xy.

THÉORÈME 10.2 (Costa), [4]. — // existe une immersion minimale de genre
un et trois bouts tels que :

a) Les bouts sont plongés, deux bouts sont de type catenoïdes et un bout est plat.

b) Les vecteurs normaux aux bouts sont parallèles.

Preuve. — Soient le réseau L(l,i) = {m + ni ; m,n G Z}% le tore Tï\ =
C / J L ( 1 , 0 avec la structure complexe induite, par la projection canonique n : C —>
C/L(l,ï) et la paire (<7,w) donnée par

où P est la fonction de Weierstrass et a e R une constante qui sera définie plus tard.
Nous allons montrer que (y,a;) est la représentation de Weierstrass d'une immersion

X : M -* R3 , M = Mi - {^(0)^(1/2)^(1/2)}

avec les propriétés de l'énoncé.

On donne ci-dessous la position des pôles et zéros de u> sur Mi

oo

Exemple. — 0 G C est un point où g a un zéro d'ordre 3.

2%

i

M = Mi -
q\ = ^(j) , 92 = *(0) , 93 = TT(-)
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On observe que aux bouts F, associés aux points Çj-, , j = 1,2,3, nous avons, le tableau

9

91

oo

régulier =^0

O3

oo2

93

oo

régulier =^o

9' =

oo

O2

comme la métrique est donnée par X = 5(1 + |<7|2)(u;) on voit que si l'immersion existe
elle est complète et au point q' l'immersion est bien définie (voir (b) théorème 7.3).

Maintenant, on doit montrer que pour tout chemin fermé a C M on a :

Re f gw = 0 , Re f (1 - g2)u = 0 et Re ƒ i(l + g2)w = 0 .
Ja Ja Ja

On observe que les deux dernières conditions sont équivalentes à fQ g2u — JQ u> = 0 ,
où la barre est la conjugaison complexe. Donc on doit montrer que (g,us) satisfait

(10.1) Re j gw = 0 et ƒ g2w = ƒ a; , Va C M fermé .
J a Ja J a

II est suffisant de montrer (10.1) pour les chemins ai,Q2,<*3,/?i,/?2 où a* est un chemin
fermé autour du point çf- , i = 1,2,3 et fi\, 02 sont les générateurs de Thomologie du
tore.

Avant de donner la preuve de (10.1) on a besoin d'un lemme :

LEMME 10.3. — Pour le réseau L = L(\,i) = {m + ni ; m,n 6 Z] on a

a) ei = - e 3 > 0 , e2 = 0 ,

fc) 2rçi = 7T , 2773 == — ni .

Preuve. — On considère le réseau L — L(i, — 1) = {mi — n,7n,?? G Z} . L est
obtenu de L par une rotation d'angle 7r/2, dans le sens antihoraire. De (9.3) on voit que
les fonctions P et P de Weierstrass associées aux réseaux L et L, respectivement, sont
égales.

fi
i 0

Q

1 - 1
Donc,

= -C(5(D)

(10.2) / Pdz = /
Ja J0

= - 2 f»

= -2^3
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De (9.9) on voit que q = ei7rr , r = i , q = c l7rf, r = - ^ = i <=» g = 9 , donc,
comme u?t = 1/2, u?i = i/2, on a

(10.3) . ÎJI = -11,1

De (10.2), (10.3) et de la relation de Legendre (9.8) on a

m = im — ni 7/i = - , <=> ïft = - - î .

D'autre part, de (9.9), pour le réseau L on a que q = einr = e"*, 2?7i et 2r;i +e j ,
j = 1,2,3 sont réels =^ ci,e2,e3 G R .

Ainsi comme t% = C2, où C2 = Pi^i)^ êi = P(cD2)- En utilisant le développement
en série de TJ\ /U)\ + e2 de (9.9) on a

771 ^ r 771 n
•7- +e2 = - — + f2
u;i Lu?i J

- 7 T + 62 = — 7T -

Finalement comme e\ + et + e3 = 0, et- G R, e2 = 0 <=» ei = —C3. Aussi la formule
(9.9) pour 771 /u?i + e3 montre que 63 < 0 • •

ASSERTION A. — (10.1) est vérifié pour des chemins fermés a i , 02, as autour
des points ci, q% et 93 respectivement.

Preuve. — On a de (9.4), (9.7) et lemme (10.3) que

(10.4) 9U = -Hz =

\
4(ci - C3) IP -

a f P'[P(z - ei) - ei] ( P'[P(z - u^) - e3]
\

et

(10.5)
4(ei

f P'[P(z - ei)
\ e\-€2

a2 f P(5 - a'i) - ei . P{z - u.^) - e3 ) _,
rr < + } dz

- c3)2 i ci - c2 c3 - e2 J

Calcul des résidus de gu aux points qj , j = 1,2,3. —

De (9.5) on a localement, (PVi) = 0)

(10.6) P'[P(z - u>j) - tj] = [PVj-X* - wi) + • • • ] [, 1 o - ci + oU - wj)
\Z — U3j)

De (9.6) on a

2P'P" = 12P2P' - g2P' ^=> P" = 6P 2 - jg2 => P'\UJ) € R , i = 1,2,3

Donc de (10.5) et (10.6) et du lemme (10.3) on obtient que

(10.7) ResWj.gu = 4 ( f i_C 3 )
f l

2 ( c ,_ e 2 )^{P'[PU) - U i ) - ej]} e R .
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De (9.5), on a aussi localement au point q% = TT(O) ,

P' [P(z - Wi) - e j] = [ - 1 + o(s)3

Donc

(10.8) Res—offu; 6 R ,

et de (10.7) et (10.8)

Re ƒ gu = Re [27r? resç> (#u;)] = 0
Jou

Calcul des résidus de g2u> et u;. —

De (10.5) et (9.5) on a

Resç> g2u = Resç> u? = 0 => / y2u; = ƒ u; = 0

ASSERTION B. — Soit 01,02 : [0,1] - • C donnés par 0\{t) = Ci + t,
fait) = C + it, où 0 < C < 1/2. Alors (10.1) est vérifié pour fy , j = 1,2 et
une certaine constante a > 0. (a est la constante qui apparaît dans la définition de g,
au début de la preuve du théorème).

Preuve. — De (10.4) et du lemme (10.3) on a,

Re / qu — — -T Re

a

comme P — e*, k = 1,3 est une fonction périodique et 0j(O) = /?>(1),

Re ƒ gu> = 0 .

D'autre part, du lemme (10.3) on a :

/ œ = / P{z)dz - -7T , / u; = / P{z)dz = ni

et de (10.5),

ƒ 2 a f 7T? — ci t — n — e$i

J0i 4(e\ — 63) l ei — C2 C3 — e2

Comme ci = —e3 > 0 et e2 = 0, on a

/ 2 ~ f l 2 / 2 "a 2^ ƒ ƒ
J fil ö e l «/A 1 J fil Jfi*
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Donc, si a = 2ei\/27r alors J0. g2u> = J0 u> , j = 1,2. Cela montre (10.1) pour les
chemins qui engendrent l'homofogie du tore. •

Cet exemple d'une surface minimale de genre un et trois bouts ayant toutes
les conditions nécessaires pour être globalement plongée; a été donnée dans ma
thèse de doctorat au IMPA au début de Tannée 1983. Après cet événement plusieurs
mathématicients on voulu résoudre la question du plongement global de cette surface.
D. Hoffman et W. Meeks ont construit en 1984 une image de cette surface en utilisant
un ordinateur. L'image a révélé plusieurs symétries de la surface et a suggéré son
plongement global. En s'inspirant de cette image ils ont trouvé une preuve mathématique
du plongement de la surface.

THÉORÈME 10.4 (Hoffmann-Meeks, [10]). — La surface donnée par le
théorème 102 est "globalement" plongée.

Preuve. — Voir Hoffmann-Meeks [10] et Hoffmann [9].

Appelons S(i) la surface donnée au théorème 10.2. On verra plus tard la raison
de cette dénomination.

DÉFINITION 10.5. — Deux surfaces minimales M et M dans R3 sont égales
s'il existe un mouvement rigide et une homothêtie de R3 qui envoie M sur M .

Nous avons un théorème d'unicité pour S(i).

THÉORÈME 10.6 (Costa [5]). — S(i) est la seule surface minimale complète
plongée dans R3 avec courbure totale finie, genre un deux bouts catenoïdes et un bout
plat.

Hoffmann et Meeks ont aussi annoncer, voir Hoffmann-Meeks [12] l'existence
d'une famille à un paramètre S(iy), y > 1 de surfaces minimales plongées de genre un
et trois bouts catenoïdes. Chaque surface S(iy) , y > 1, est conformément équivalente
au tore C/L(l , t'y), L(l, iy) = {m+niy e C ; m, n G Z}$ moins les points q\ = ir(l/2)f

qi = TT(O), Ç3 = 7r(iy/2), TT : C —» M/L(ljy) la projection canonique.

Récemment nous avons montré

THÉORÈME 10.7 (Costa [6]). — Les surfaces S(iy), y ^ 1 sont toutes les
surfaces minimales plongées dans R3 avec courbure totale 12TT .

D'autre part, on pourra aussi regarder la surface 5 (0 donnée par le théorème 10.2
du point de vue des fonctions algébriques. Dans ce cas, le tore C/L(\,i) est la surface
de Riemann de genre un M\ définie par la fonction algébrique

772 = z(z2 - e?) , C] > 0 ,

et la représentation de Weierstrass (<7,u>), est
a z

a = - , u; = —dz .
V V
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Les points q\ , q% , 93 enlevé de M\ sont q\ = 00, q% = ei, 93 = - e i et Mi est obtenue
en collant deux copies du plan C, d'où on a enlevé les segments de droites ] - 00, —a]
et [0,a].

Soit maintenant la surface de Riemann de genre k ^ 1, Â7* définie par la fonction
algébrique

rjM = zk(z2 - C2) , C G R , C> 0 .

La surface M* est obtenue en collant les segments de droite [—00, — C] et les segments
de droites [0, C] sur k + 1 copies du plan complexe. Soit A/* = M* — {00, a, —a} et
la paire (g, a;)

THÉORÈME 10.8 (Hoffmann-Meeks [11]). — Pour chaque K > 1 la paire
((7,u>) ci-dessus est la représentation de Weierstrass d'une surface minimale plongée
dans R3. Pour chaque k > 1, M* est de genre k, deux bouts catenoïdes, un bout plat
et courbure totale 4n[k + 2] .
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