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SURFACES MINIMALES DANS Rr?

par Celso COSTA

1. Introduction

Lagrange en 1760, trouve I’ équation différentielle d’une surface minimale.

_Soient D ¢ R? un domaine simplement connexe avec coordonnées (u1,u2) € D,
f : D — R une fonction de classe C2 et X : D — R3? la surface donnée par le graphe
de f

X(up,uz) = (u1,uz, flur,u2)) .
Alors I'aire A de X est donnée par

A= / vdet(gij)duyduz = / ‘/1 + f2, + f2 duyduy

D D

o gij = (8%, 8X) = (Xuin Xy;) » 6,5 =1,2.
Soit 7 : D — R une fonction de classe C? telle que n/8D =0 . Alors
F:(-c.e)xD—=R?, F(t,u1,u2) = f(uy,u2) + tn(uy, u2)

definit une variation a un paramétre de f , avec D fixe. On écrit

f:D R, fln,ug) = Ft,ur,u) ,
alors I'aire A(f) de la surface X, définie par le graphe de f* est donnée par

AQt) = / [1+ (L% + (%) P dudus .
D

Nous avons,
t‘t,' = fu,- +iny; j=12.
Alors, en utilisant la notation classique
p= ful »y @ = .fuz et w=(1 +P2+92)1,2 ’
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on trouve que

d '
-d-;A(t)lt=0 =A0)= L [(‘-f;:-)r]ul + (%)'qu] dujdu; .

DEFINITION 1. — Si A'(0) = 0, pour toutes les variations n , avec n/0D =0,
on dit que X est une surface minimale.

On observe que

au, - (2n) = (Z)na, + am = (2)y

’7) = ( ) Nuy + Oz (%)77 .

et

Buz w
Alors

A,(0)=/ [3u1 (pn) auz vn)]dmduz—L [3iu1(£)-) 6u2( )]ndmduz

Le premier terme du deuxieme membre de 1’égalité ci-dessus est nul. Pour montrer
cela, on utilise la 1-—-forme dlffcrcnnellc

¢= "("‘ﬂ)dul + (—«,ﬁdu2
Nous avons
_[9 (p 8 ,q
dc - [axq (wn) + auz (wn)]duldU2 .

Alors, le théoréme de Stokes et /8D = 0 entrainent que

/ d¢ = ¢(=0.
D aD
Donc, si X est une surface mlmmale, nous avons
' == —
A'(0) = [&“ ( ) + — auz w)] nduydus =0 .
Cela entraine que

1.1 am(w) auz( ) =0.

On peut obtenir cette derniére conclusmn par des arguments canoniques. Si en un
point p € D nous avons z2-(Z) + o 2-(4) > 0, par exemple, alors il existe un petit
disque D(p) centré sur p tel que la méme inégalité est encore vraie. Soit V' (p) un autre
disque tel que D(p) C V(p) C D . Alors on peut trouver une C2~fonction n: D —» R

avec0 < n <1, n/D(@) =1et n/D(p) - V(p) = 0. Avec cette fonction n nous
obtenons A'(0) > 0 . Donc (1.1) est vraie.

L’équation (1.1) développée nous donne 1’équation de Lagrange pour les surfaces
minimales :

(1.2) A+ £2) fugus + A+ f2) fuyur = 2fus fur furwa =0 .



Surfaces minimales dans R> 55

2. Surfaces minimales et courbure moyenne

Meusnier en 1776 montre que I' équation (1.2) est équivalente @ ce que la courbure
moyenne H de la surface X soit nulle.

Soit X : D — R3, une fonction de classe C? , X = (X1, X2, X3) telle que
2.1) XuuANXy, #0.
Alors, X définit une surface locale, S = X (D), immergée dans R3 . L’espace tangent
a5, Txy)S ,aupoint X(p), p € D, est engendré par X, et X,,;
TxpS = {aX., +bX,, €R®; a,b€R} .

Une courbe a de classe C¥ , k > 1 dans R3? , c’est simplement une fonction

: [-€,] — R3? de classe C*. Son a : [~¢6€] = R3 de classe C2, telle
que aft) € S, Vteta(0) = X(p) = ¢ e S . Alors, de (2.1), si € > O est
suffisamment petit il existe une courbe 3 : [—¢,e] — D, B(t) = (u1(2), ua(t)) telle que
X() = X(B(t)) = a(t) . Le vecteur tangent a la courbe a(t) au point a(to) est donné
par

dX
(2.2) ao'(to) = Wl,mo = uj(t0) Xy, + u3(to) X, -
La longueur L de a est donnée par l’intégrale
L= |dA |dt .

On peut définir une fonction s : [—¢,€] — [0 L] par
s(t) = I |dt

Nous avons s'(t) = |4X| > 0. Si la courbe a est réguliere (a'(t) # 0, Vi)
alors s'(t) > 0, la foncuon s est strictement croissante et on peut définir l’mverse
t(s) , t:[0,L] — [—¢,€]. Nous avons le diagramme

[0,L] % [—¢,e] EAR?,
qui définit une autre courbe X (s) : [0, L] — R? sur S . Nous avons

dX _dXdt o dX |

ds ~ dt ds ds' ™
Dans cette condition, on dit que 1a courbe X(s) est paramétrisée “par longueur d’arc
On a aussi

dX

= u)(8) Xy, + u3(8) Xy,

S
et
dz X " - ’ 2 ! ' > ' 2

2.3) JZ = u 1(8) Xy +u5 (8) Xy H 111 ()] X uy g 201 () u2(8) Xy 0y Hua(8)) Xz, -

D’autre part, soit la fonction N : § — S? donnée en coordonnées locales
(u],u2) € D par,
Xuy A Xy,

N = 13 A Xl
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N définit un champ de vecteurs normaux sur la surface S . On appelle N la fonction
normale de Gauss. On observe que (N, X,) = (N, X,) = 0. Alors, de (2.3), on trouve
qu’au long de la courbe X(s), on a

£X
(T V) = D bii(XEi(e) - uits) , 75 = 1,2,
L1

bij = bi;(X(8)) = (Xu;u;, N) .

Si on fait le calcul pour la valeur ¢ = 0, correspondant au point a(0) = X(p) € Seten
rappelant que,

LOF = 152P = 3 gisuion(o
)

. R
et que dii = dui ()™ gors

s t \dt
d?X 25 bii (X (@)u}(0)u}(0)
2.4 —,N) = = 2
(2.4) (d.s2 ) 24, 9iiui(0uj(0)

Le numérateur de I’expression (2.4) est une forme quadratique sur ’espace tangent
Tx(p)S . La matrice de cette forme dans la base {X,,, X,,} est donnée par les scalaires
b;j. On appelle cette forme la deuxi¢me forme fondamentale 7 x(,) pour la surface S
au point X(p) =q€ S

Mg :TeS - R, m(v) = Eb,-,-v,—v,— y v=u01X, +nX,,.
8]
On observe que la 2 x 2 matrice (b;; = (b;;(g)) dépend seulement de X, et X,,,; au

point ¢ = X(p) . Donc 7, dépend de la fagon dont S est immergée dans R? dans un
voisinage de ¢ = X(p) .

Le dénominateur de I’expression (2.4) est une forme quadratique aussi sur T, S,
on appelle cette forme, la premicre forme fondamentale I, de la surface S au point
X(p)=gq,

IL:T,S—-R , I(v)= (v,v)‘/2 .

Donc I, mesure la longueur des vecteurs tangents 2 S au point X(p) . (, ) estle
produit scalaire canonique dans I’espace R? .

A cause de I’homogénéité par rapport & u};(0) du deuxi¢éme membre (tout entier)
de (2.4), on voit que ce membre dépend seulement de la direction déterminée par le
vecteur v = uj(0)X,, + u3(0)X,, . Alors si T € Tx(,S est un vecteur unitaire, on
définit la courbure normale k(T) de S au point X(p) dans la direction T , par

d? X _ mg(T)

(2.5) KT =(—=,N)=7 @
q

Si T varie en Tx(;S , avec |T| =1, on obtient les valeurs
ky = max KT) , k2= m}n k(T) ,
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qu’on appelle les courbures principales de la surface S au point X(p) . Comme ces
courbures sont, respectivement, le maximum et le minimum du quotient de deux formes
quadratiques, alors les vecteurs directions vi,v2 € Tx)S , |v1] = |r2| = 1 tels que
k;j = k(v;) , j = 1,2, sont orthogonales. On définit alors la courbure moyenne H e la
courbure Gaussienne K au point X (p) par, respectivement,

k] +k2
2

Maintenant, on retourne a 1’équation (2.4) pour obtenir I’expression pour H et
K . Les valeurs maximum et minimum k; et k2 sont les racines u de 1’équation

det(b.-,- - pg,'j) =0.

(2.6) H=

et K=k -ky.

Nous avons, alors que

@7 det(giju® — (922511 + gnibaz — 2g12b12)p + det(bi;) = 0 .
Pour la somme et le produit des racines nous avons

_ det(b,-,-)
- dct(g,-j) )

__Soit une surface X : D — R? donnée par le graphe d’une C?—fonction
f: D — R . Donc,

(2.8) H = g"b22 + gZZbll - 2g12b12

2deigyy) » K

X(ur,u2) = (w1, u2, f(u1,u2)) .
Nous avons
Xu, =(1,0, fu) s Xu, = 0,1, fu) » Xuyuy = (0,0, fuyu,)
Xuyuz = (0,0, fuyu) s Xuzu, = (0,0, fuyus)
- R = e fa D w= T+ (T + Fu?
Alors, comme g;; = (Xu;, Xy;) » bij = (N, Xu,4;) » 1,§ = 1,2, nous trouvons que
g =1+(fu)?, 012 =90 = fu, fus » 922 =1+ (fu,)?

et 1 1 1
b)] = 'u_)fu”n ) blZ = bz] = ‘;fuwz ’ bzz = E’fuzuz :

Ainsi, nous trouvons

1
(2~9) g“b22+922bn_2912b12 = ;{[1+(fu1)2]fuzuz+[l+(fuz)2]fmu| -zfuxfuzflnuz} .

Cette derniére expression avec les résultats (2.8) et (1.2) montrent que la surface S
donnée par le graphe est minimale (un point stationnaire pour la fonction aire) si et
seulement si sa courbure moyenne H est nulle partout.

Maintenant, si X : D — R?, X = (Xj, X2, X3) est une surface dans R?, i cause
de la propriété X,, A X, # 0, pour chaque point p € D on peut trouver un voisinage
V(p) C D tel que X/V(p) soit injective et le morceau de surface Sy = X(V(p)) a une
projection injective sur le plan tangent Tx(,)S . Alors S; est donnée par le graphe d’une
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fonction définie dans un voisinage du plan T'x(;,)S . Apres une isométrie de déterminant
positive de I’espace R?, on peut supposer que Tx(g est paralléle au plan X3 = 0.
C’est facile de voir qu’une isométrie de déterminant positive ne change pas la premiére
forme fondamentale (longueur des vecteurs) ni la deuxiéme forme fondamentale (la
fagon comme la surface est immergée dans R?). Donc on peut élargir la définition de
surfaces minimales : (voir définition 1).

DEFINITION 2. — Soit X : D — R? une fonction de classe C* tel que

Xu, AN Xy, # 0. Alors la surface immergée S = X(D) est une surface minimale si
et seulement si H =0 .

3. Exemples de surfaces minimales

On regarde les problémes suivants :

(A) Trouver une surface minimale donnée par le graphe d’une fonction de classe
C?, £, de telle fagon que les courbes de niveau de f sont des droites.

(B) Quelles sont les surfaces minimales de révolution?

(C) Trouver une solution de I'équation (1.2) par la méthode de séparations de
variables.

Solution du probléme (A) (Meusnier 1776).

Soit X : D — R3, X (u1,u2) = (u1,u2, f(uy,uz)) une surface minimale ayant la
propriété additionnelle que toutes les courbes de niveau sont des droites. De 1’équation
des surfaces minimales (1.2) nous avons que

(3.1) Af = fuym + fuzuz = —(fux)zfuzuz - (fuz)zfulu: + 2fu1fuzfnxuz
oll A est I’opérateur laplacien dans R2

Soit une courbe de niveau a(s) de la surface. Comme o est une droite parallele
au plan de coordonnées (uy,u2) , il existe 0 < 6 < 7w et pp € D tels que

a(s) = po + s(cos 4,sin ) , f(a(s) =cte.

Alors, le calcul de la dérivée premiére et de la dérivée deuxieme de f(a(s)) = cte par
rapport a s, donne les équations,

cosff,, +sinff,, =0

ct
OS2 0 fy u, +2€05 0 - SiNOFy,u, +5in2 0 fypu, =0 .

Si on élimine @ dans ces équations (en rappelant que 0 < 6 < 7) et en utilisant (3.1)
on trouve que
Af=0.



Surfaces minimales dans R? 59

Finalement, la seule solution du probléme A f = 0, avec la condition que les courbes
de niveau soient des droites, est que

u—a

f(uy,u2) = Aarc tg

+B, abABeR.
u —b

Le graphe de cette fonction est un plan (4 = 0) ou la portion d’un hélicoide d’équation
U] —a=v100s
u — b= m sin 02
u3; — B = Avp .

Solution du probléme (B) (Meusnier 1776).

Soient (u1,u2,u3) € R3 et u3 = a(u1) ol « est une courbe régulitre (a'(u1) 5 0)
de classe C?, a(u3) > 0 . Alors, la rotation de o autour de 1’axe u; va engendrer une
surface de révolution S. On suppose cette surface minimale.

u3

u2

Dans le dessin ci-dessus M est le méridien de la surface engendrée par la rotation
du point P, 7 est le vecteur normal a la courbe plane M , Pr est la courbe a qui est un
parallgle de la surface. En géométrie différentielle classique, on montre (Do Carmo [8])
que ces courbes sont lignes de courbure principales de S. Le méridien Af est une courbe
plane (un cercle de rayon u3 = a(u;)). Donc sa courbure est 1/a(x;) . La courbure
principale de S au point P selon la direction donnée par M sera :

1

(3.2) ky = o@D -cos(r —6) .
L’équation pour le parallele Pr est
(3.3) B(uy) = (11,0,a(1)) , B'(w1) =(1,0,a'(u1)) .
Donc

cosd = {(1,0,0), #'(x1)) - 1 .

18" (u)| [1+ ' ()?])'?

De (3.2) nous trouvons
(3.4) b = ! —

- afug) 1 + (cr'(m))zlll2 ’
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pour la premiére courbure principale de S au point p.

Pour le paralléle Pr , on observe que le vecteur NV appartient au plan (u;, u3) et il
est normal a la tangente a la courbe Pr. Donc la courbure de Pr est la courbure normale
au point p dans la direction définie par Pr. Alors la deuxi¢me courbure principale &,
coincide avec la courbure de la courbe 8 donnée en (3.3). On observe que 3 n’est pas
paramétré, en général, par la longueur d’arc. Sa courbure est (voir Do Carmo [8]),

n
(3.5) k2 = o) 372
[1+(a'(u1))?]
Comme S est minimale alors k) = —k; et (3.4), (3.5) entrainent que
a" ala" al
, Ssoit

T+@)? "« T+@y " o

Maintenant si ,

!
wu) = 1+ [a"@u))? , alors = =2=.

a
Donc ,
logw = log(4a)? == w(u1) = [Aa(u1)]”, A€R.
Ainsi,
"2 = 2 e _ Ao
1+(a)” =(Aa)" = i 1 =1= Bl P =4A.
Donc

cosh~'(4a(u)) = +Au1+ B, BeR
a(uy) = %cosh(:hAul +B), ABeER, A#0.

La courbe a(ui),u1 € R est la chainette et la surface minimale engendrée est le
catenoide.

Solution du probléeme (C) (Scherk 1835).
On suppose que la solution de I’équation différentielle (1.2) est de 1a forme
fu,wz) = h(u1) + g(u2) ,
ol g et h sont des fonctions de classe C2. Alors,

fun = hux ’ fuz = Guz » funn = hulul ) fuwz =0, et fuzuz = GQuauz-
En remplagant ces valeurs dans 1’équation (1.2) nous avons
hulm — Guauz

l+h3" - l+g'2‘2 )

Le premier membre de I’équation ci-dessus dépend de la variable u; et en revanche
le deuxiegme membre dépend de la variable u; . Donc, ils sont égaux 2 une constante
a € R . Pour a = 0 la solution sera un plan dans R3. Pour a # 0, nous avons

1
h(uy) = %log cosauy , g(uz) = pe logcos aua .
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Alors 1 o
COs auz
) = -1
f(ul ug) a 08 COSs auy

La surface décrite par f est la surface de Scherk.

, cos(au;)#0, j=1,2.

Pour finir cette partie, nous observons que le catenoide a été découvert par Euler
comme surface minimale en 1764. Meusnier en 1776 a découvert I’hélicoide qui est
une surface minimale simplement connexe et engendrée par des droites. Meusnier a
donné une nouvelle démonstration de la minimalité du catenoide. Ces deux exemples
plus le plan sont restés les seuls exemples de surfaces minimales plongées dans R3 et
a topologie finie connus jusqu’a 1985. La surface de Scherk, n’est pas définie si

_@m-br _@n—Un
- 2a P = 2a
Donc la surface de Scherk est de topologie infinie et plongée dans R3.

u1 ,m,nGZ.

Deux problémes ouverts et qui me semblent trés difficiles sont :

Probléme 1 : montrer que I’hélicoide est la seule surface minimale compléte plongée
dans R3 et difféomorphe au plan.

Probléme 2 : montrer que le catenoide est la seule surface minimale compléte plongée
dans R? et difféomorphe & un cylindre.

4. Représentations de Weierstrass

On continue 2 considérer un disque ouvert D C R? et une surface immergée
X : D — R3 (i.e. X est une C?>—fonction et X, A X,, # 0). On dit que les paramétres
(u1,u2) € D sont des paramétres isothermes pour la surface § = X (D) C R3? s'il existe
une C'— fonction A: D = R, A > 0, telle que

(XunXul) = (Xustuz) = ’\z(ulsuz) . (quxuz) =0.
On a le théoréme :

THEOREME 4.1. — Soit X : D — R? une surface immergée, X de classe C*
k > 2. Alors il existe un C*—difféomorphisme ¢ : D — D tel que X = X o est
une surface minimale immergée et les paramétres (iiy, i) € D sont des paramétres
isothermes.

On remarque que X(D) = X(D) = S . Une démonstration de ce théoréme dans
le cas oll on admet en plus que X est minimale peut €tre trouver dans Ossermann [17].
Avec les hypothéses énoncées une démonstration se trouve dans Spivak [20], vol.4.

PROPOSITION 4.2. Soit X : D — R3 une C?—surface immergée on
(u1,u2) € D sont des paramétres isothermes. Alors

“4.2) AX = 2)*H)N
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o X =(X' X2 X% ,AX) =X}, +Xi,,.7=12.3et N estle vecteur normal
a la surface.

Preuve. — Comme (u;,u2) sont des paramétres isothermes pour la surface,
4.3) (Xupo Xup) =0, (Xuyy X)) = (Xupy Xoy)

La dérivée par rapport a u; de (4.3) nous donne
(Xuyurs Xup) = (Xuj . Xuyuo) =05 (Xuyuyy Xuy) + (Xiyuzs Xua)
et la dérivée par rapport 2 u; nous donne
(Xuruas Xua) + (Xurs Xurw) =05 (Xujugs Xuy) = (Nuguzs Xua) -
Les équations ci-dessus entrainent que
(AX. X,,)+(AX,X,,)=0.
Donc le vecteur AX est parallele a8 N . C’est-a-dire AX = (AX,N)N . Alors,
4.9 AX = (Xyuy + Xugugs N)N = (b1 + b2)N .
D’autre part, de (4.1) et (4.3) on a
gi=gn=X et gn=0,
et de (2.8) on a

_ biigz +bngin —2bi2giz b+ b
(4.5) H= 2det(g'1) - 232

Finalement, de (4.4) et (4.5), on arrive &
AX = (2)2H)N .

COROLLAIRE 4.3. — Soit X : D — R? une C*—surface immergée, on
(u1,u2) € D sont des paramétres isothermes. Alors X est une surface minimale si
et seulement si les coordonnées X', X% X3 de X somt des fonctions harmoniques
(AXi =0, j=123).

Remarque. — Le corollaire entraine que les coordonnées d’une surface minimale
sont des fonctions analytiques réelles.

A partir de maintenant on va considérer toujours une surface immergée minimale
X : D — R3 donnée en paramétres isothermes. Les fonctions coordonnées seront
des fonctions harmoniques. On dira dimplement que X est une surface minimale
(simplement connexe).

Soit X : D — R3 une surface minimale, X = (X, X2, X3). Alors on peut définir
les trois fonctions complexes,

(4.6) pi:D—=C.pj=X) —iX] ,j=123.
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PROPOSITION 4.4. — Les fonctions ¢ sont holomorphes et
a) PR+ +p2=0
b) le1? + |2 + |3 =2X* > 0.

Preuve. — On a AX7 = XJ , +XJ,, =0, j = 1,2,3 . Ces propriétés

entrainent que ¢; vérifient la condition de Cauchy-Riemann

0 0 0 0
%(Re‘ﬂi) = 'aTz'(Im ®i) » %(Res’j) = _a_u,(l"‘ ©5) .

Donc ¢; sont holomorphes, j = 1,2,3 . D’autre part,

3 3
Y= [(_\',{l)z — (X - 2z'x,{,xzz]
Jj=1 =1
= (XunXux) - (Xuzsxuz) - 2i(Xu,,X.,,) =0
et

3 3 2
> leif=>" ((.’x’.{,)2 + (X.{,)’] =Y (Xu Xu)=222>0.

=1 j=1 =1
a

Maintenant, on va résoudre I’équation (a) de la proposition (4.4). Soit X =
(X', X2,X3%) : D — R? une surface minimale telle que X (D) ne soit pas un plan.
Ca veut dire, X3 # cte et p3(z), z = u; +iuy, est une fonction non nulle. Ca entraine
de (a) de la proposition (4.4) que 1 — ip2 est une fonction non nulle. On remarque
qu’il peut y avoir des points isolés zp € D , oll ¢1(20) — 7p2(20) = 0 . On définit une
paire (g, f), g : D — CU {0} et f : D — C par les équations

¢3(2) _ .

4.7) g9(z) = ) — g2 (D) f(2) = ¢1(2) — ipa(2) .
Donc g est une fonction méromorphe sur D et f est une fonction holomorphe sur D .
D’autre part de (a), proposition (4.4) il s’ensuit que

(4.8) (1 — ip2)(p1 +ip2) = =5 et — fg? = o1 +ipy .

Alors, zo € D est un pdle d’ordre m de ¢ si et seulement si zo est un zéro d’ordre 2m
de f . De (a), prop.(4.4) et de (4.7),

) .
49 @ =3f0-¢) . 2=5f1+¢) , p3=fg.
D’autre part de (4.4) si on fixe 2o € C, on peut déduire,

z
(4.10) Xj(z)=Rc/ pj(z)dz+aj, j=1,2,3, a; €R.
20
Pour voir ¢a on observe que, comme D est simplement connexe, ¥;(z) = f:o p;(2)dz
définit une fonction holomorphe sur D et ¢'; = ¢; . Donc, comme ¥3(z) = a_?..'(Re P;)+
iz-(Im ¢;) = a—?‘-’.(Re ¥5) — iz (Re ;) , on déduit de (4.6) qu'il existe a; € R tels
que (4.10) soit vrai.
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En résumé, on vient de démontrer le théoréme :

THEOREME 4.5. — Soit X : D — R3 une surface minimale donnée en
paramétres isothermes, z = uy +iv, € D . Alors, il existe une fonction méromorphe g,
une fonction holomorphe f sur D et a = (a;,a2,a3) € R? tels que

@) X(z)=Re [} [1f1 = ¢, §£U+D), fo|ds+a;

b) un point g € D est un péle d’ordre m de g si et seulement si g est un zéro
d’ordre 2m de f;

c¢) la métrique de X est donnée par

1 .
I=ds* = N¥(du} + du) = 7(1 +|g?IfP|dzP 5

d) g représente la fonction normale de Gauss de la surface.

Plus précisément, si = : 5% ~ {(1,0,0)} — C est la projection stéréographique
par le péle nord, alors N =n~'og .

Réciproquement, s’il existe une paire (g, f), ok g est une fonction méromorphe et
f est une fonction holomorphe en D tel que la propriété (b) soit vérifiée alors I’ équation
(a) définit une surface minimale X : D — R3 , la métrique est donnée par (c) et g est
la normale de Gauss de X .

La paire (g, f) est ce qu'on appelle la “représentation de Weierstrass” de la
surface minimale X.

Preuve. — Soit X : D — R3 une surface minimale. Alors on définit les fonctions
analytiques ¢,; comme en (4.6) et les fonctions g et f comme en (4.7). Les calculs
antérieurs a 1’énoncé du théoréme montrent que (a) et (b) sont vraies. Pour montrer (c)
on observe que de (b) de la proposition (4.4), de (4.7) et (4.8) :

2 . L2
IR+ g = [If1+1£6%])" = [ler — iwal + |1 +iepal]
=2(lg1 [ + |2l + |3 *) = 422
Cela prouve (c) du théoréme.

Pour montrer (d) nous rappelons que 7! : C — §? — {(1,0,0)} est donn€ par :
u3

u2 g= (ﬁly 1.121 ﬁ3) ’
+ai+ad =1

1(2) = |—+—|‘;F(2u.;,2uz, ]z]2 -1

w(g) = z = uj +1uz
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Donc, 1
T 10 = — ZRe z m 2_
g 1 ; l Iz( g’ I g’lgl l) °

D’autre part, de (4.4)

Xuy A Xy, =Im {(<P2503,¢3901,¢1993)} I—f-l-(—;.'--lﬂ-)(2Reg,21m.q,Igl’— 1).
Donc
Xy AN X 1
N=H Tt o 2Reg,2Img,lg? =1) =n"log.
Ko A XL |g|2( g,2Img,|g[* - 1) g

Cela prouve (d) du théoreme

La démonstration de la réciproque est évidente & partir de tout ce qu’on a déja
montré. (exercice!) a

5. Exemples

5.1. L’hélicoide.

D =C, g(z) = —ie* et f = e~*. On observe que g n’a pas de pdles et f n’a
pas de zéros. Nous avons

1 1 . .
1= 35(1-g°)f =cosh(z) , p2 = %(1 +g")f = —isinh(z) , p3 =gf = —i .
Alors s
X!'(z) =Re / cosh zdz = Re(sinh z) = cos ua sinh u; ,
0

z
X%(2) = Re/ —1 sinh zdz = Re(—1 cosh z) = sin u cosh u
0

2z
X3(2) = Rc/ —idz = Re(—iz) = uz ,2 = uy +iuy .
()}

Donc X = (X', X2, X3): C — R? est une surface minimale et si on fait un changement
de paramétres iy = sinh vy, tiz = %uz. on trouve I’équation de I’hélicoide qu’on a décrit
au paragraphe 3.

5.2. La surface de Scherk.

D={zeClz| <1}, 9(z) = 2, f(2) = 12z

2 Pt 1(z) = 2y g2t
&) =1 7=757 " 7= X(z)—Re(zlog ) ar( )
2i i i 2y o _ G+l
@D =1—m=737" 77 — X (‘.)—Re(zlog ) arg( )
4z 2z 2z -3 2 l |z +l|
= = —_ Alz) = —_—) =1
‘P3(z) 1_24 22+1 22_1 X () Re(Ingz_l) Og(lzz—ll)
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On voit que z € D entraine [z]* — 1 < 0 et

z+iy |22 =1 z+1 |z ~-1
Re(z-—-i)_ Foig <O R <O

Alors, —37/2 < XJ¥(z) < =7 /2, j = 1,2. Aussi, on peut écrire

z+i Re (&) —|2]2 +1 —|z[2+1
cos X! = —cosar -) = — =1l — - - =
g(z-—z) =1 lz+i]|lz—1]  |22+1]
et
z+1 Re (£ —|2P+1 —|zP+1
cos X2 = —cosar = ——z=l = )
g(z—l) |%| |z + 1}]z = 1] |22 — 1§
Donc ) )
24+ 1] cos X
X3 =log =log =2
g|22—l| B os X1

et on retrouve 1’équation de la surface de Scherk donnée au paragraphe 3.

Maintenant, on pose la question : quelle est la “représentation de Weierstrass” du
catenoide? Le probleéme est que le caténoide est homéomorphe a2 C — {0} , donc non
simplement connexe. 11 faut €largir la “représentation de Weierstrass™ pour aborder ces
domaines. On fera maintenant cette représentation dans le cadre d’un domaine donné
par une surface de Riemann non compact, c’est-a-dire une surface compacte orientable
de genre v > 0 et avec des trous.

6. Surfaces comme une variété bidimensionnelle

DEFINITION 6.1. — Une surface orientée M de classe C* , k > 1 est un
espace topologique de Hausdorff avec une base dénombrable de voisinage tel que

a) Chaque point de M a un voisinage ouvert homéomorphe @ un ouvert de R?,
C’est-a-dire il existe une collection (Uq, Vo, 9a), a € I, 08 Uy, V, sont des ouverts de
M et R? respectivement, pq : Vo — Usq est un homéomorphisme et M =\|J,¢; Ua -

b) Si Us NUs # 0 alors 03" 0 9o : 07 (Ua NUp) = p(Uq N Up) est un
Ck —difféomorphisme de déterminant positif. oo : Vo — U, est ce qu’on appelle un
systéme de coordonnées locales de M et les triplets (Ua,Va.9a), a € I donnent un
atlas de classe C* pour M . Avec cet atlas on peut définir en chaque point q € M un
plan tangent bidimensionnel T,M. Si g € U, , alors la dérivée au point p3'(g) = p de
o est un difféomorphisme linéaire entre R? et T, M .

DEFINITION 6.2. — Soit M une surface orientée. Une fonction X : M — R3
est une immersion si pour toutes coordonnées locales oo : Vo — Ugona X, AX,, #
0, (u1,u3) € Vo, ot X(uy,uz) = X 0 pa(ug,u2) .
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On observe alors que si X : Af — R3 est une immersion, d’aprés le théoréme 4.1,

on peut considérer que A est munie d’un atlas ou tous les syst¢tmes de coordonnées
locales sont isothermes.

Si X : M — R? est une immersion, par le théoréme de la fonction inverse, pour
chaque point g € M il existe un voisinage U(g) C M tel que X/U(q) : U(q) — X(U,,)
est un homéomorphisme. Alors, au moins localement on peut identifier M et son image
dans R3 . Cela nous permet de définir une métrique sur Af , donc la premiére forme
fondamentale et la deuxieme forme fondamentale sur M . Alors on a en chaque point de
M une courbure gaussienne J{ et une courbure moyenne H . D’ailleurs ces courbures
peuvent €tre obtenues aussi en utilisant des coordonnées locales.

Si X : M — R? est une immersion donnée en coordonnées isothermes alors par
la proposition 4.2, on a localement

AX = (2)\*H)N .

Donc une immersion X : M — R3 donnée en coordonnées isothermes est minimale
(H = 0) si et seulement si I’expression de X en chaque coordonnée locale est une
fonction vectorielle harmonique.

DEFINITION G.3. — Soit M une surface orientée par un atlas (Uy, Vo, @a) s €
I. M est une surface de Riemann si toutes les changements de coordonnées sont des
fonctions holomorphes; i.e. , si Ua NUs # 0 alors ¢3! 0 g : 7 (Ua N Up) —
¢s(Ua NUpg) est holomorphe.

On voit que s’il existe une immersion X : A — R3, ol M est une surface orientée,
on peut toujours considérer A munie d’un atlas formé des coordonnées isothermes. Les
coordonnées isothermes, par définition, préservent les angles de deux vecteurs, donc
le changement de coordonnées les préservent aussi. Comme une fonction complexe
qui préserve des angles et dont le déterminant de la matrice jacobienne est positif (A
orientée) est une fonction holomorphe on obtient que Af est une surface de Riemann.

D’ici jusqu’a la fin de ce travail, sauf mention contraire, on considére seulement
les immersions X : M — R3 o M est une surface de Riemann non compacte.

On va développer quelques concepts et propri€tés des surfaces de Riemann. Une
surface de Riemann M est une variété bidimensionnelle orientée par un atlas formé de
coordonnées isothermes locales, ou les changements de coordonnécs sont des fonctions
holomorphes. On dit qu’une fonction continue f : M — M entre deux surfaces de
Riemann M et M est une fonctton holomorphe si pour chaque point p € M et pour
un couple quelconque des coordonnées locales o : Vo = Uy , pg: Vg = Ugde M
et M respectivement, p € U, ; ¢ = f(p) € Ug , on a que I'expression locale de f,
@5' 0 f 0 @q : Vo + Vg est une fonction holomorphe.

Deux surfaces de Riemann A et M sont “conformément équivalents”, s’il existe
un difféomorphisme holomorphe f : M — Af . On observe que les projections
stéréographiques par le pdle nord (0,0, 1) et par le pole sud (0,0, —1), respectivement
de la sphere unitaire S2 C R? sur le plan complexe C, forment un atlas ayant
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deux cartes de coordonnées isothermes. Alors S? est une surface de Riemann et
5% - {(0,0,1)},5% — {(0,0,—1)} et C sont conformément équivalents entre eux.
Evidemment C et toute surface compacte orientable sont des surfaces de Riemann.

De la méme fagon qu’on a défini une fonction holomorphe entre deux surfaces de
Riemann, on peut définir une fonction méromorphe (fonctions dont les singularités sont
des pdles). Par exemple si f; : C — C, j = 1,2 sont deux polynomes alors f;/ f, et
f2/fr donnent deux fonctions méromorphes en C. On dit aussi qu'une fonction réelle

f : M — R est fonction harmonique (sous-harmonique) si en coordonnées isothermes
localesona Af =0 (Af > 0).

THEOREME FONDAMENTAL 6.4. — Soit M une surface de Riemann simple-
ment connexe. Alors M est conformément équivalente @ C, D ou S, o D = {z €
C;:lzl<1}etS?={z€R3; |z|| =1} .

Preuve. — Ahlfors et Sario [1].

DEFINITION 6.5. — Une surface de Riemann est :
a) parabolique si son recouvrement universel conforme est C;
b) hyperbolique si son recouvrement universel conforme est D,

c) elliptique si son recouvrement universel conforme est S? .

DEFINITION 6.6. — Soient A une surface de Riemann et p9 € M . Une

fonction de Green, par rapport au point 1x , est une fonction G, G(p,p) : M — C
telle que

a) G est harmonique sur M — {po} et

b) si ((z) sont des coordonnées locales en py telles que ((0) = po , alors
G(((2),p0)) = —5= log|z| + I(z) , on h est une fonction harmonique.

THEOREME 6.7. — Soit M une surface de Riemann non compacte. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est hyperbolique;
b) il existe une fonction h : AMf — R, sous-harmonique non constante et négative;

¢) pour chaque point py € M il existe une fonction de Green G(p,po) avec
G(p,po) > 0.

Preuve. — L. Bers [3].

PROPOSITION 6.8. — Soient D C C un domaine borné, ¢ : D — R une
C! —fonction et

U(zo) = /D G(z,20)p(2)dz .



Surfaces minimales dans R3 69

Alors, U est de classe C? et solution du probléme Au = —¢ .

Preuve. — Courant-Hilbert [7], vol. 1, page 365.

7. Surfaces minimales de courbure totale finie

DEFINITION 7.1. — Soit X : M — R3? une immersion minimale, od K est la
courbure gaussienne de X. La courbure totale C'(Af) de X est

can = [ |K|dM .
M

Pour calculer I’intégrale qu’on vient de définir, on calcule d’abord pour un petit
voisinage, I/ C M contenu dans un systéme de coordonnées locales {(z) : VCcC - U.
Si g11 = g22 = A%, g12 = O est la métrique

/ |I|dA ] = / vdet(gi;)| K |duyduz = / /\2|K|du1duz , 2= uj+iuy.
U |4 | %4

Ensuite, on utilise une partition de 1'unité du recouvrement de Af ainsi obtenu. Cette
partition nous permet de définir I’intégrale comme une limite (cette limite peut &tre
infinie).

PROPOSITION 7.2. — Soient X : D — R3 une immersion minimale, donnée
en parameétres isothermes uy + iuz € D ol D est simplement connexe et (g, f) la
représenation de Weierstrass de X . Alors,

. 4)|g'| 2

K=-[—"21_|";
9 K lfl(1+|g|2)’]
b) K = —-—AlogA

A2

Preuve. — Si X = (X', X2, X3, nous avons de (4.4), (4.6), (4.9) et (c) du
théoreme 4.5) _ .
Xiw = 3Relf' —g*f' =29¢'f1 , X%, =—3Imlf'+¢*f' +2g¢'f]
X3,u =Relf'g+fg') v Xhwe = —3Im[f' — g*f' —2g¢'f]
X2, =—1Relf'+g%f' +2g9¢'f1 . X2, = —Im[f'g+ fg'],
et
N = 2(2Reg’2lmga lgl - 1)

I I
Alors,
bll = <X"l'lliN) = (-‘YuzuzsN) = —bzz = —Reg'f

bz = (‘Y“IVZ’N) = (Xuzun]\r) =by =1Im g'f
1 2 N
9ii = (Xu""xu") =)= Z[IH(I + |g|2)] q12 = (‘Yund\uz) =0,1=1,2.
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Donc si ((t) = (1(t) + i(2(t) est une courbe sur D , la premiére et deuxi¢me forme
fondamentale en ('(t) = (] + ¢(3(t) nous donne

2.2
IC'@) =) gii i) = [Ifl(l_;lgl_] '@
i

et

IIC'@) =) bicit)Cj) = Re { - fg'IC'(OF} .
i,J

La courbure normale de la surface selon la direction ({{(#), (3(t)) est
TI(¢'(t) _ [ 2
I(¢'(t)) |11 +1g[?)

oll 0 € a < 27 . On en déduit que les valeurs maximales et minimales de la courbure
normale, quand o varie entre O et 27, sont respectivement

4q' 4q'

2 . .
] Re{ _ fg'e.zm} , C') = lCI(t)Ie:a ,

M=, b= ——————— .
T AA+PE T T+ PR
Donc la courbure gaussienne X = kyk, est
. 4lg'l 12
7.1 KN=—-|—2 1 .
@1 7T+ 1oFF)

D’autre part, de (c) théoréme 4.5, nous avons A = %(l + |g/>)|f|- Cela donne,
aprés un long calcul :

1 1
(7.2) Alog ) = T Ouu + Auzua) - ,\_2(’\3" +A2) = -)K.

Nous remarquons que la propriété (b) est vraie seulement avec les faibles
hypotheses : X:: D — R3 une surface donnée en paramétres isothermes, voir Spivak,
[20].

Maintenant, notre but est d’écrire la représentation de Weierstrass d’une fagon
plus générale, i.e. pour une immersion minimale X : Af — R3, ol A est une surface
de Riemann.

THEOREME 7.3, “Représentation de Weierstrass” — extension du théoréme 4.5.
Soit X : M — R3 une immersion minimale d’une surface de Riemann M dans R3.
Alors, il existe une paire (g,w) ol g est une fonction méromorphe sur M et w est une
1—forme différentielle holomorphe sur A avec les propriétés suivantes :

a) X(p) = §Re [ ((1 — g*)e.i(1 + g*)w, 2gw)+ cte, po fixé;
b) p € M est un pdle d’ordre m de g <= p est un 2éro d’'ordre 2m de w;

¢c) toN =g, o0 N est la normale de Gauss et = la projection, stéréographique
de S* — {(0,0,1)} sur C;
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d) la métrique de M est
1
ds* = 74+ lg)?|wl? .

Réciproquement, soit A une surface de Riemann non compacte et (g,w) un couple
ol g est une fonction méromorphe et w une 1—forme différentielle holomorphe sur M
telles que (b) soit vérifié et que pour tout chemin fermé o C M on a

(7.3) Rc/ (A = gHw,i(1 + gHw,gw) =0 .

Alors, I'équation (a) définit une immersion minimale X de M dans R® , #=1 o g est la
normale de Gauss de X et la métrique est donnée par (d).

Preuve. — Soit (o : Uy C C — V, C M des paramétres isothermes pour A tel
que M = |J, U, . De la méme fagon qu’au théoréme 4.5 on définit pour chaque o les
différentielles

(’o? = (_Y‘{I -_ ?.Yaz) ’ ] = ls2s3

et localement, en supposant que X(Af) n’est pas un plan, on définit

-3 = (0% — il
(7.4) 9= 'P? _ is’i’ . W (‘Pl 12 )an y 2a € Ua .
On remarque que 7! o g est la normale de Gauss, donc g est définie globalement par
I’expression ci-dessus. D’autre part, si Uy, N Ug # @, npus avons
dCa

0(z) = 0j((23)) - ¥'(z5) = @ =7 - Eg_; ,
od ¢ = (! o (j est la fonction holomorphe que donne le changement de paramétre.
Donc, voir Springer [21], il existe des 1—formes différentielles holomorphes ¢;,
j = 1,2,3, globalement définies sur A telles qu’en coordonnées locales (, leur
représentation soient les tp;-’dza . 7 = 1,2. Cela montre que w dans (7.8) est une
différentielle holomorphe définie sur Af .

Maintenant, la suite de la démonstration est exactement identique a celle du
théoréme 4.6. La seule condition supplémentaire qu’on doit admettre est (7.3). Cette
condition “la partie réelle de I’intégrale est nulle” est une condition nécessaire pour que
(a) soit bien défini, c’est-a-dire I’intégrale ne dépend pas du chemin reliant po et p. B

DEFINITION 7.4. — Soit X : M — R3 une immersion, o M est munie de la
métrique induite. On dit que X est une immersion compléte si toutes les géodésiques
de M peuvent étre prolongées jusqu’a l'infini; c’est-a-dire si a C M est un chemin tel
que o(t) N K¢ # O, pour tout compact ' C M , I # M , alors a a une longueur
infinie.

Notre but, maintenant est de démontrer le résultat fondamental :

THEOREME 7.5 (R. Ossermann). — Soit X : M — R3 une immersion
minimale compléte avec courbure totale finie. Alors M est conformément équivalente
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a une surface de Riemann compacte M moins un nombre fini de points (M =
M — {q1,...,qn)}) et la fonction normale de Gauss g : M — S? se prolonge en
une fonction méromorphe §: M — S2.

Preuve. — On commence en utilisant un théoréome de Huber (voir Huber [13])
qui est le suivant : “soit X : M — R3 une immersion d’une variété bidimensionnelle
orientée M dans R3, ou K est la courbure gaussienne de X et K~ = max{-K,0} .

Si f m I TdM < oo alors mi(M) a un nombre fini de générateurs; c’est-a-dire M est
a “connexion finie”.

En utilisant ce résultat de Huber, parce que X <0 et [ |K|dM < oo, on obtient
que M est topologiquement une surface compacte de genre v > 0, A = M., moins
un nombre fini de points (M 22T — {q,...,qn} . Donc il existe des courbes simples
fermées v; C B; C M , ol B; est un disque ouvert, p; € B, pj € Bisii# jet
4 =0B;, t=1,...,N . Pour finir la premiére partie du théoréme il faut montrer que
B; — {p:} est conformément équivalentd {z€C; 0< |z|]<1}={z€C; 1< |z| <
oo}. On suppose que

(7.5) Bi —{pi} ={z€Cil <|z|<ro< o0},
on va montrer que ro = oo . Quelques assertions sont nécessaires.
ASSERTION A. — Soit B; — {pi} = B = {2 € C; 1 < |z| < ro} choisi en

(7.5). Supposons, par I'absurde que, 10 < oo . Soit gi; = 6.-5/\2 la métrique en B .
Alors, il existe une fonction harmonique h : B — R tel que

logA<<h.

Preuve. — B est hyperbolique car la fonction z € B — Re(l — ‘;) est une
fonction sous-harmonique non nulle et négative. Donc, d’aprés le théoreme (6.7),
pour chaque p € B il existe une fonction de Green G(z,p) > 0, G(z,p) =
hp(2) — % log |z — p| , dans un voisinage de p , ol h, est une fonction harmonique.
Soit

Ug) = / Gq(2)Alog Adudu, .
B

Alors, U est une fonction bien définie. Pour voir cela, nous prenons un petit disque
B, C B centré en q. Donc

1
/ G ()Alog Adurdu; = / [h,,(.-.) — —log|z — ql]Alog Adurduz
B B, 217

+/ G,(z)Alog Aduydu; .
B;

Les deux intégrales de droite sont finies, car Alog A est bomé sur B, et G,(z) est
continue sur B¢. Donc U est solution de 1’équation de Poisson Au = —Alog ) , soit
AU +log ) =0et h = U +log A est harmonique. D’autre part de (7.1) et (7.2) nous
avons Alog A > 0. Comme G(z,¢) >0onobtient U >0.Donc h >0etlogA < h.®
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ASSERTION B. — Soient B = B; — {p;} comme en (7.5) et g;; = 6;;)®
la métrique en B , donnée par les hypothéses du théoréme (7.5). Supposons que
ro < oo. Alors il existe ry , 0 < 11 < oo , une métrique compléte Gij = M 26:; sur

= {w € C; ri! < |w| < 1} et une fonction harmonique k : B — R tel que
log p<h.

Preuve. — On peut considérer aprés une transformation conforme de C que
B={2€C;0<rm<|zl]<rn<oc}oir,<1/r.(Rappel: {z€C; 0< A<
2] < C < oo}et{zeC; 0< A <|z|] < B' < oo} sont conformément équivalents
4-1) AB' = A’ B) On considére sur ce nouvel ensemble la méme métrique et sur

={£€C; ri' < [2] < r1} la méwique §i;(3) = A3 - N(})si; , F € BcB.
Alors si a(t) C B est un chemin, la longueur de a(t) = (u1(t), uz(t)) 0<t< ], est

t 1
. - ] . 1 !
Ua) = }E’r}/o / E )— @ij)iuydt = lx_r.r}/o A2 (a(®) - Az(m)la ®)|dt .

Supposons que lim,_.; |a(t)| = r ou lim,_; |a(?)] = 1/r; . Alors, comme toute courbe
Bt) € B, 2 < B(t) < m, 0 <t <1, telle que limy_1 |[3(t)] = 1 a une longueur
infinie (car B est semi-compléte), ((a) = +oo . Donc B est compléte avec la métrique
§ij- D’autre part, si p? = i = gz, alors

log (%) = log A(2) + log ,\(-l:) < h(2)+ h(:l;j) = ﬁ(w)

ol h est la fonction harmonique de I’assertion A. [ |

ASSERTION C. — Soient B C C un domaine complet_pour une métrique
gij = " 26i; . Supposons qu'il existe une fonction harmonique h : B — R tel que
logpu < . Alors B est parabolique.

Preuve. — Soit sur B une nouvelle métrique 9; = p'6i; . od u' = et. On
voit que B est complet avec gi;- Soit # : B — B le revétement universel de B . Le

diagramme B =5 B ™ R définit une fonction harmonique h=ho O ! B — R. Soit
H : B — C une fonction holomorphe telle que h = Re H. Comme B est simplement
connexe on peut définir la fonction holomorphe # : B - C,

(7.6) d'(z)=/ el g,

Alors, comme 3'(z) = eH® £ 0, Vz, ¥ est un difféomorphisme local de B sur son
image. Aussi,

W' (2)| = |9 =" =1,

ol §ij = ;“:.26,-,- est la métrique sur B induite par la métrique g;;. Donc, (7.6) montre
que 3 envoie les courbcs a(t) de B sur les courbes ¥ (a(t)) sur dv(ﬁ) en préservant leur
longueur (sur v,l(B) on considére la métrique euclidienne). En particulier ¢» envoie les
géodésiques de B sur des droites de ¢ (B). Comme Best complet, alors i est injective
et z,/)(B) C. Cela montre que B=CetBest parabolique. [}
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Maintenant, on retourne a la preuve du théoréme 7.5. On doit montrer que pour
les ensembles B; — {p;} donné en (7.5) on a ro = o0, 7 = 1,2,....N. Supposons qu’il
existe : € {1,....N} tel que ro < oc. Dans ce cas B = B; — {p;} est hyperbolique
et il existe (assertion A) une fonction harmonique » : B — R tel que log A < h , ol
gy = 6 ,,\ est la métrique de B. A partir de ce résultat on utilise I'assertion B pour
trouver un ensemble B={3€eC.0< ! < |3l <r < oo} ayant une métrique
compléte §;; = &;;u? sur B et une fonction harmomque h:B — Rtels quelogu < h.
Avec ces hypothéses sur Bon utilise I'assertion C pour conduire que Best parabolique.

C’est une contradiction parce que B (un anneau propre) est hyperbolique. Donc rp = oo
et ]\lﬁl\«l—{m. .qN}.

D’autre part, soit g : M — {q;... .gn} — CU{oo} la fonction normale de Gauss.
Supposons qu’au point ¢, . 1 < 7 € N, g a une singularité essentielle. Alors, dans
un voisinage de g,, g prend toutes les valeurs de C, un nombre infini de fois, sauf
peut-étre deux points. Dans ce cas, 1’aire de I’'image sphérique de g, avec multiplicité,
est infinie. Comme cette aire est égale a la courbure totale [,, |IX|dAf , on arrive &
Jp IK1dM = o< C’est une contradiction. Donc, il existe une extension méromorphe
deg.§ M -Cu{oo} =52

COROLLAIRE 7.6. Soit X M — R3 une immersion minimale compléte
avec courbure totale finie. Alors il existe m € N, tel que

CQD) | |N|dM =4xm
M

__Preuve. — Soit M = M - {q..... gn} donnée par le théoréme 7.5 et soit
§ M — S? la fonction normale de Gauss prolongée. F est une fonction méromorphe,
alors Vp, ¢ € S2. nous avons,

#Ho ' @) =#¥g'P}=m <.
Le nombre de points est calculé avec multiplicit€. Comme K < O et que les points
p € M ou K(P) = 0 sont isolés (voir 7.1), alors,

Aire(g(m)) = |[N|dA =m - Aire(S?) =4rm .
M
B

Pour la suite, on a besoin du lemme suivant. Une démonstration peut €tre trouver
dans Osserman [17] ou dans Maclane [15].

LEMMA 7 7. Soient D = {eC;0<2|< 1} et f: D — C une fonction
holomorphe telle que f(z) # 0, ¥z € D et = = 0 est une singularité essentielle pour f.
Alors, il existe un chemin a(t) € D, 0 <t < 1, tel que limy_ya(t) =0 et

/ |f(2)]||dz] < oo.

DEFINITION 7.8. Une surface de Riemann Al est de genre + et de connec-
tivit€ N si M '2—1\/7., —{@Q1.....Qn}; c'est-a-dire M est topologiquement une surface
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de Riemann compacte de genre 4 moins N points. On dit aussi que M est de genre ~
et N bouts.

THEOREME 7.9 (Osserman). Soit X : M — R? une immersion minimale
compléte d’'une surface de genre v et N bouts dans R3. Alors,

a) [, s IAM < 27[\ (M) — N1, okt \(M]) est la caractéristique d’ Euler-Poincaré
de M

b) Si [,, KdM = —4x, M est le catenolde ou la surface de Enneper.

Preuve. — Si [,, KdM = -oo, il n’y a rien & démontrer. Supposons que
Jyy KdM = —4rm > —oo. Cela entraine que M est conformément équivalent & une
surface de Riemann compacte de genre 7 > 0, A7, moins un nombre fini N de points.
M =M, {q.....qn}. Soient (g.w) la représentation de Weierstrass de X et g la
prolongée de g & M .,. On va montrer que w se prolonge @ Af., comme une différentielle
méromorphe. Aprés une rotation de I'immersion dans R3, on peut supposer que g est
holomorphe et non nulle dans un voisinage Dy U---U Dy, ol les D; C 2., sont des
disques ouverts centrésen ¢, . ) = 1.2..... N. On suppose par I’absurde qu’il existe
; tel que w a une singularité essentielle en ¢, . Comme g n’a pas de pble en D; , alors
de (b), théoréme 7.3, on a que w(z) # 0, V2 € D; — {g;} . Donc par le lemme 7.7, il
existe une courbe divergente a(t) en D, — {g;} telle que

/(l + g |wlldz| < L/ |wlldz] < oo .
a a

od L esttel que 1+|g(z)| < L, Vz € D,. Alors X : M — R3, n’est pas une immersion
minimale compléte. Cette contradiction montre que w peut étre prolongée a g;.

D’autre part, comme la métrique compléte est donnée par
1
ds? = \?|d:)* = 20+ 9wl .

et que g est holomorphe en D,, « posséde un pdle d’ordre m; > 1 en chaque g¢;,
s =1. ..N .On va montrer par I'absurde que m, > 2, Vj. §’il existe g; tel que sur
D, nous avons

w = (2;-+an:")(1: . g(:):Zc,,z" .c0#0.a #0.
n=0 n=0

Alors, les conditions (7.3) donnent une contradiction. Il suffit de calculer les résidus
des formes différentielles gw . (1 — g¥)w et i(1 + g®)w. Nous avons donc m; > 2,
)=12... N etcomme [,, KdM = —4mm, g a m pdles en M et de (b), théoréme
7.3, w a 2m zéros en M. Conclusion : w est une différentielle méromorphe sur M.,
avec #POles = m; + --- +my > 2N et avec #Z€ros = 2m. La relation de Riemann
donne

#POles — #Z€ros = \(ﬁ.,) & 2N -2m < \'(Tf.,) =2-2.
Comme (M) = \'(A—l'.,) - N=2-24 - N, alors,

LKdM = —47m < 27[2 - 29 — 2N] = 27[\(M) - N] .
M
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Pour montrer (b), on observe que f,, K'dM = —4r entraine par la formule ci-
dessus que M., = S?et N=1ou N =2.

Si N = 2, on peut prendre M = C — {0} et §(0) = 0. Comme g : CU {c0} — S?
est injective nous avons que g(z) = az, a # 0. Aussi les conditions du théoréme 7.3
entraine que w a un pdle double en 0 € C et un zéro double en co. Donc w(z) = b/z3dz,
b # 0. Par une rotation suivi d’une homothétie de la surface dans R?, on peut prendre
b=1/aeta >0,

g(z) = az w=—l—2dz , M=C-{0}.
az

Par une transformation conforme du plan z € C — z/a € C, on obtient g(z) = z et
w = 1/2% dz qui sont la représentation de Weierstrass du catenoide.

D’autre part, si N = 1, M = C, on peut supposer que g(0) = 0 et g(z) = az,
a > 0. Dans ce cas 12 w n’a pas de zéro sur C; donc le # Poles de w est 2. Cela montre
que w = bdz, b € R. De la méme fagon (rotation et homothétie) on obtient :

gz)=z. . w=dz, M=C.

Remarque. — Représentation du Weierstrass du catenoide,
g(z) ==z, w=-zl—2dz, M=C-{0}.
Nous avons
1 1 1 1 1
==(-1+—= =—=(1+—=)d = -
Pt 2( 1 zz)dz ) 2(1 zz)dz . V3 zdz ,
21 €t 2 n’ont pas de période et o3 n’a pas de période réelle. X! = Re [ i, donne
1w 1 2 Y2 1 o yd_ 1 2., .2
X = 2 (1+ u%+u%) X = 2 (1+ u%+u%) PXT = 210g(ul+u2) )
Ces équations donnent le caténoide avec 1’expression du paragraphe 1, aprés la
transformation de coordonnées :

1
U=z log(uf + u%) et v = arctg _‘L_l_z- - .
2 uy

8. Résultats de Jorge-Meeks [14]

Soit X : M — R? une surface minimale compléte et de courbure totale
finie. Alors, le théoréme 7.5 montre que M est conformément équivalente a une
surface de Riemann compacte de genre 4 > 0 , moins un nombre fini de points :
M= H, —{q1,92.-...gn}. De plus, si (g,w) est la représentation de Weierstrass de
X, g et w se prolongent a M., ,

G: M, — S§?% (fonction méromorphe) ;

@ différentielle méromorphe sur M, ,
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de telle fagon que, aprés une rotation de X' dans I’espace R3, on peut supposer que
9gi)=cy#0,¢g€C,i=1,2,...,N, et T a un pole d’ordre supérieur ou égal a 2
aux points g;.
En coordonnées locales on peut écrire
. . i i . -
8.0 g(z)=c6+c{z+--o , @(z) = -g—:‘.-+---+%+a5+a{z+---
od b, #0,c) #0etn > 2.

Si D; C M, est un petit disque ouvert, ¢; € D; et g; ¢ D;, i # j, alors on
appelle
Fi=XD;-{¢}) cR®

un bout de la surface et (8.1) est une paramétrisation du bout.

Soit Y, , r > 0, I’ensemble donné par I'intersection de la sphére S, = {z €
R3; |z| = r} et la surface M (A = X (M),

Yr,=5NnM.

On considére X, la projection radiale de Y; sur la sphére $? = {z € R?; |z| =
1} . Cela veut dire (voir dessin ci-dessous)

1
4Yr = —}’r .
r

THEOREME 8.1 (Jorge-Meeks [14]). — Soit X : M — R3 une immersion
minimale compléte avec courbure totale finie.

a) Si r est suffisamment grand, alors X, = {af,...,a}} o les ] sont des
courbes fermées immergées dans S?, j =1,2,...,k .
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b)Sir — oo, aj converge de fagon C* vers une géodésique, avec multiplicité,
de S2.

Preuve. — Topology, vol. 22, 1983.

COROLLAIRE 8.2. — Soit X : M — R3 une surface minimale compléte
plongée et de courbure totale finie. Alors, les vecteurs normaux aux bouts de la surface
sont paralléles. Donc, aprés une rotation de M dans R® on peut supposer que les
valeurs du vecteur normal au bout de la surface sont 0 ou oo.

Preuve. — Soit M =M., - {q,...,qn} et G : M., — R3? la normale de Gauss
de M prolongée a M.,. Si, par I’absurde, G(g;), G(g;) € S? ne pas pas paralléles, alors
F;NF; # 0 ou F; et F; sont les bouts de la surface associée aux points g; et g;
respectivement. C’est une conséquence géométrique immédiate du théoréme 8.1. Mais
F; N F; # 0 est impossible car la surface est plongée. |

THEOREME 8.3. — Soit M une surface minimale compléte dans R® avec N
bouts et courbure totale finie. Alors
IKdM < 2#n(x(M) - N)

M
et I'égalité est vraie si et seulement si les bouts (chacun isolément) sont plongés.

Preuve. — L’inégalité ci-dessus a ét€ prouvée au théoréme 7.9. On va regarder
le cas d’égalité.

Soit M = M., — {q1,...,gn} et F; C R3 le bout associé & g;. Par le théoréme

.1

lim -

r—oo T

ol B; est une géodésique avec multiplicité I; > 1. Comme la convergence ci-dessus et
C°, alors la courbure totale de la courbe I'j ( frr kds, k = courbure de I'}) converge

vers 2rI;. Soit M, = L(M N B,), ot B, = {z € R* ; [z| < r}. Alors, comme le
vecteur courbure de la géodésique 3; est dans un plan qui contient cette géodésique
et que ce plan est le plan tangent & F; 2 Pinfini, la courbure géodésique totale de I’}
converge vers 27 ]; quand r — oo.

8.1
[F;nS.)= lim I'f = 8; c §*
r—00

Donc le théoréme de Gauss-Bonnet pour Af avec N bouts donne :

. N

/ KdM + z / kodt = 2mx(M,) = 27 x(M) .

M : ri
r j=1 r

Si r — oo dans la formule ci-dessus, nous avons :
N
/ IKdM+) " 2nl; = 2nx(M) .
M j=l

D’autre part, on voit facilement que I' est un cercle plongé pour r suffisamment
grand si et seulement si I; = 1. Donc, ce résultat et ’égalité€ ci-dessus montrent que
I’égalité du théoréme est vraie si et seulement si les bouts sont plongés. ]
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EXEMPLES 8.4 (Jorge-Meeks [14]). — On va décrire des exemples de surfaces
minimales complétes dans R® conformément équivalent a la sphére S moins N points
N =1,2,... avec tous les bouts plongés.

On fait Iidentification $? = C U {o0} et

M=CU {0} - {g1,...,gn}: g; €C, qJ[‘M =1
dz
w(z) = GNT =1 g(z) = 2N .
On observe que w a un pole d’ordre 2 en chaque g; et g est holomorphe dans un
voisinage de g;. Donc si une courbe a(t) C M, 0 < t < 1 diverge vers le point g;
(c’est-a-dire lim,_.; a(t) = g;) alors la longueur de a est infinie

/ (1 + [gf)w] = +oo .

Donc la surface est compléte (il faut encore montrer I’existence de la surface). Nous
avons
1 — 22"

_ i(1 + 227)
w = 2(2n+1 _ 1)2

2(zn+l — 1)2 dz ’

_l 2 _’ 2 -
<P1—2(1-g) dz,soz—2(1+y)w—-

et
zﬂ
Y3 =gw = —(z"*‘ — 1)zdz .

Donc, (voir théoréme 7.3) (g,w) est la représentation de Weierstrass d’une immersion
minimale de M dans R? si et seulement si, pour chaque courbe fermée simple v; C C,
autour du point g;,

82 0= Rc/ @k = Re [2mires(¢y, g;)] = =27 Im [res(ox, ¢j)] ,k=1,2,3,
i

ot res(p yc, g;) est le résidu de la différentielle oy au point g;.

La preuve de (8.2) est un long calcul en coordonnées locales (sans aucune difficulté
majeure) et peut étre trouvé dans Barbosa—Colares [2] ou Jorge-Meeks [14].

On remarque que la courbure totale est [ |[N|dA = 4x ordre g = 4x N et par le
théoréme 8.3 les bouts sont plongés.

THEOREME 8.5 (Jorge-Meeks). — Soit M = S? — {q1,...,gn} o83 < N <
2 . Alors, M ne peut pas étre plongée dans R® comme une surface minimale compléte.

Preuve. — Voir [14].

CONJECTURE. — Le théoréme est vrai pour YN > 3.

THEOREME 8.6 (R. Schoen). — Soit M = M. — {q1.q2} oR M, est une
surface de Riemann de genre v > 1 . Alors, M ne peut pas étre immergée dans R>
comme une surface minimale compléte ayant les bouts plongés.

Preuve. — (R. Schoen [19]).
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PROBLEME. — Le méme énoncé du théoréme 8.6 est encore vrai si 11, est non
orientable? (exemple : M., la bouteille de Klein).

9. Surfaces minimales de genre un (fonctions elliptiques)

Soit A1,A3 € C, tels que A\; # 0 et Im(A3/A1) > 0. Alors L()\,A3) =
{mA +nlX3 € C; m,n € Z} définit un réseau de C .

Une fonction holomorphe f : C — C U {oc} est une fonction elliptique du réseau
L(\1,A3) si
f(Z+Q)=f(2’) ) VzeC ’ VQ e L(A],/\3) .

On remarque qu’une fonction elliptique f non constante doit avoir des pdles. Sinon f

serait une fonction bornée dans un domaine fondamental du réseau, donc une fonction
constante.

Soit w : C — C/L()\1, A3) la projection canonique. Alors, C/L(A1, A3) est un tore
avec la structure complexe de surface de Riemann induite par 7 . Donc le diagramme

C L, Cu{cw}=5?
©.1) I ¥,
C/L(A1, A3)

montre qu’une fonction elliptique en C par rapport au réseau L(A;, Az) définit une
fonction méromorphe f du tore C/L()\;, A3) et vice-versa. D’autre part, si on considére
z = uy + iup des paramétres globaux sur C, alors dz est une différentielle sur C
et w = fdz sera une différentielle elliptique si f est une fonction elliptique. On
remarque qu’un diagramme identique a (9.1) nous permet d’associer une différentielle
elliptique par rapport au réseau L(A;, A3) & une différentielle méromorphe sur le tore
C/L()\1, A3). Pour une surface de Riemann compacte Tf., de genre v > 0 on a pour une
fonction méromorphe g et pour une différentielle méromorphe w sur M., les formules
de Riemann

# poles de g = # zéros de g , # pdles w — #zéros w = (M) .

Donc, pour un tore M; , x(A7;) = 0, nous avons # pdles = #zéros , soit pour les
fonctions méromorphes, soit pour les différentiels méromorphes. Donc dans un domaine
fondamental D qui définit le tore C/L()\;, A3), par exemple

9.2) D={a\+b\seC;0<a<1,0<b<1},

le nombre de pdles (# pdles ) et le nombre de z€ros (#z€ros ), avec multiplicité, d’une
fonction elliptique f de L(A;, A3) ou d’une différentielle elliptique w = fdz de L(A1, A3)
sont égales. On dit que deux points z; et z2 sont congruents si 27 — z2 € L. On écrit
21 = 2.

PROPOSITION 9.1. — Soient L = L(\,A3) C C un réseau, fi,f» deux
fonctions elliptiques de L et D le domaine (9.2).
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a) Si fy et f, ont les mémes points de D comme péles avec la méme multiplicité
et les mémes points de D comme zéros avec la méme multiplicité alors f1/f2 = cte .

b)Si f1 et f, ont le méme ensemble {z1,...,zx} C D comme péles et dans
un voisinage de z; , fi et f ont la méme partie principale, cela veut dire f, =

o e (z_z 3 b,,’ #0,j=1,...,k s=1,2, alors f — f, = cte.

Preuve. — On observe que le quotient fi/f, et la différence fi — f2 sont des
fonctions elliptiques (voir définition). Par hypothése, ces fonctions n’ont aucun pole.
Ainsi f1/f2 et fi — fa2 sont des fonctions holomorphes et périodiques. Donc elles sont
bornées. Cela entraine que fi — f, =cte, f1/f2 = cte.

PROPOSITION 9.2. — Soient f une fonction elliptique par rapport au réseau
L = L(\,\3) et b e C tels que la courbe a(t) définie par les segments de droite que
relient, ba b+ X, 0+ X @b+ XA+ X3, bab+ X3 etb+ A3 adb+ )\ + )3 ne contienne

aucun péle de f . Alors _
) res(f,2) =0

el

o U C C est I'ouvert bordé par o et res(f, z) est le résidu de f en z .

Preuve. — Comme le nom-
bre de poles de f est un nombre )‘E ________
fini sur U, alors b+ A b+ A+ A3
/ fdz =Y res(f,2) . ; i, /
o zeU ’I’ " 'l’
Mais, comme f est elliptique K 0 ’ A
) ,’
bcemacccvnane
b b+ A\
b+ b+A1+)s b+ X1+ 3 b+ b+
f(z)dz = / f(z4+X3)dz = / f(2)dz, / f(2)dz = f(2)dz=.
b b+ A3 b+ )3 b+ b
Alors,

/nfd'y=0

Soit f une fonction elliptique dans un réseau L = L(\, A3) et z1,..., 2k, 2; & 2,
i # _1, I’ensemble de pdles de f dans un domaine fondamental de L, r; = ordre du pole
zi, t = 1,2,..., k. Alors, on appelle ordre de f le nombre : ordre (f) = Z,_I ri.

COROLLAIRE 9.3. — [l n’existe pas de fonctions elliptiques d’ ordre 1.

DEFINITION 9.4 (P-fonction de Weierstrass). — Soit L = L(\,A3) un
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réseau. Alors, la fonction

9.3) P@)=5+Y { 5 éz}

neL
N0

est la fonction P de Weierstrass.

PROPOSITION 9.5. — La fonction P de Weierstrass est une fonction elliptique
pair d’ordre 2.

Preuve. — voir E. Neville [16], page 21, 22.

On remarque que la propriété d’étre d’ordre 2 pour la fonction P est immédiate de
I’expression (9.3). On voit aussi par (9.3) que P est une fonction paire (P(z) = P(-z2),
Vz € C). C’est facile de voir que la fonction dérivée f'(z) d’une fonction elliptique f(z2)
est aussi une fonction elliptique. Ainsi on a que P’ est une fonction elliptique impaire,
d’ordre 3 et les pOles de P’ sont exactement les points de L. On définit

M AL+ A3 A3

w]=?sw2=— 2 1w3=?

et
ej =Pw;) , j=12,3.

Comme P’ est impair et w; = —wj, Vj, alors P'(w;) = P'(-w;) = —P'(w;), d’ot
P'wj)=0,V;j=1273.

Donc, si on considére la fonction elliptique P(z)— e;, cette fonction a des poles doubles

aux points du réseau et zéros doubles aux points z = w; , on représente ci-dessous les
poles et zéros de quelques-unes de ces fonctions

— €2
Par un processus d’mtégranon, on peut déﬁmr une fonction presque-elliptique
(:C - CuU{oo} tel que:

((z) = —'i' = —/o (P(z) - -zlz-)dz < ('(2) =-P(2).
La fonction {(z) est une fonction impaire, ¢ a des podles simples aux points du réseau
L et comme —('(z) = P(2) il existe deux constantes 71,73 € C telles que
Cz+X)=((x)+2n; , =13, Aj=2w;, j=1,3.
on observe que
wj = —wj+2w; <= ((wj)= ((—w)+2n; <= (Wwy)=1n;,3i=13.
Donc, si on pose n2 = ((w2) on obtient :
wtwr+wy=0et m+m+n; =0.
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On peut montrer aussi la formule d’addition suivante :

. e 4 oy 2 LP'(21) F P(z2)
C(z1 £ 22) = ((21) £ ((22) + 3 PG = Pla)

D’autre part, la fonction P vérifie la relation différentielle
94) (P =4(P - e1)(P - e2)P —e3) .

Cette égalit€ est facile a vérifier car nous avons de chaque coté des fonctions qui
ont les mémes poles et les mémes zéros avec la méme multiplicité. Donc les fonctions
different par une constante multiplicative. Cette constante peut-&tre calculée en regardant
le développement de Laurent au point 0 € C.

Au point 0 € C, nous avons

(9.5) P(z)=%+azzz+a4z4+---,a.,,EZ.
De (9.4) et (9.5) on tire
-1 1
2 _ 3 _ _ —y — s ey =
(9.6) P“=4P° — g, P — g3 , 7 g2 = Ze,e, , 493 = e1cze3 .

i<j
Donc,
e1+e3+e3=0.
Facilement, on peut montrer aussi que
Ly
P(z) — e
(s, k,t) permutation de (1,2,3).

0.7 =P(z—-wi)—€r, Ly = (e; — er)(er — ex) ,

En faisant I'intégrale de la

fonction ¢ sur un chemin a qui est A3
le bord d’un domaine fondamental a+ M a+ )\ +As
du réseau, de telle fagon que a N rememfea- 7
L\, A3) = 0. Alors, ’o' /
’ [
/ ((2)dz = 2mi 1es((,0) = 2mi ;o 0 M
a ! '
. -/
a a+ )\
a+); a+ A +23 a+A) a+);
/ ((2)dz — / ((z)dz = / ¢(2)dz — / C(z + \3)dz
[ a+)3 a a

a+); a+Ay
= / ((z)dz — / [C(2) +2ip3)ldz = 2m3 )\

a+A1+)3 a+3
] cm-/ ) =2ms .

+A;

De la méme fagon
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Donc, nous trouvons la relation de Legendre :

(9.8) m=Tm — -/—(r;i sy T=M/A .

Finalement, on a les développements en série (voir Tannery-Molk [1], vol. III, page 138)

©.9 _ 72 __2_7ﬁ+i ng®" mo, .. 2 2n? °°( 1y" ng?"
o= 1207 wy 1-g" " V73272 1—-g2n’
n=l] 1 1 n=1

M, e =27 +i( n" o M 4oy = 21rzf: ng”
2 =" @ w32 n=11_qzn’

g=¢€"", r=XM/\.

10. Immersions minimales de genre un

Pour construi-e des suriaces minimales de genre un et N bouts, on choisit
d’abord un réseau L = L(\1, A3) de C, Im(A3/XA1) > O . Ensuite, on prend le tore
M, = C/L, avec la structure conforme donnée par la projection = : C — C/L . Cette
projection transforme les fonctions elliptiques et les différentielles elliptiques de L sur,
respectivement, des fonctions méromorphes et des différentielles méromorphes de M)

C — C/L =M
fonctions elliptiques __, fonctions méromorphes
diff. elliptiques = diff. méromorphes

Donc maintenant le travail est de choisir des points qp,...,qn € M; et une paire de
Weierstrass (g,w) ol g est une fonction méromorphe sur Af; (fonction elliptique de L)
et w est une différentielle méromorphe sur Afy (différentielle elliptique de L) telle que
les conditions du théoréme (7.3) soient vérifiées.

Avant d’énoncer le prochain théoréme on pose une définition

DEFINITION 10.1. — Soit X : M — R® une immersion minimale compléte de
courbure totale finie avec M = 7\_7_., — {q1,...,gn}. Soit F; = X(D; — {q;}) un bout
plongé de I'immersion, ok D; C M., est un disque centré sur q;. On peut supposer que
9(g;) = O, apreés une rotation de X dans R>. Donc la représentation de Weierstrass
locale (g; w) est donnée (le bout étant plongé) par :

b2
g(z)=a,,z"+a,,+1z""’+--- . w(z)=:5+co+clz+--- sy an 70,02 #0,n21.

On dit que le bout plongé F; est du type catenoide si n = 1 et F; est un bout plat
d’ordre n —1sin > 1.

On observe que pour un bout plat la différentielle méromorphe gw est holomorphe
au point g;. Donc la coordonnée X3 = Re f; gw converge vers une valeur constante
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quand z — g;. Ainsi géométriquement le bout F; est asymptote a un plan paralléle au
plan zy.

THEOREME 10.2 (Costa), [4). — 1l existe une immersion minimale de genre
un et trois bouts tels que :

a) Les bouts sont plongés, deux bouts sont de type catenoides et un bout est plat.
b) Les vecteurs normaux aux bouts sont paralléles.
Preuve. — Soient le réseau L(1,7) = {m +ni ; m,n € Z}, le tore M, =

C/L(1,1) avec la structure complexe induite, par la projection canonique 7 : C —
C/L(1,1) et la paire (g,w) donnée par

a
v
ol P est la fonction de Weierstrass et a € R une constante qui sera définie plus tard.
Nous allons montrer que (g,w) est la représentation de Weierstrass d’une immersion

g=— ,w=Pdz,a€eR,

X:M >R, M =17 - {=(0),7(1/2),7(i/2)}
avec les propriétés de 1’énoncé.

On donne ci-dessous la position des poles et zéros de w sur M,
" N

[~ === —-- | L e 1

: F :

7 o S ¢

| ' 1 [

1 [} 1 '

od ! ' !

o’ 172 1 oot 1
g w

— 1 ')
M=M -{qa,02.¢}, ¢ =7r(5) , 2 =70), g =7r(§)-
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On observe que aux bouts Fj associés aux points g; , 7 = 1,2, 3, nous avons, le tableau

1+

Q1 ) e ¢’ = n(=31)
g oo 0’ 0o 0o
w |régulier # 0 |oco?|régulier #0 0?

comme la métrique est donnée par A = %(l +|g/*)(w) on voit que si I'immersion existe
elle est compléte et au point ¢’ I'immersion est bien définie (voir (b) théoréme 7.3).

Maintenant, on doit montrer que pour tout chemin fermé a C M on a:
Re/gw=0, Re/(l — P )w=0et Rc/i(l+gz)w=0.
[+ 4 [o [+ 4

On observe que les deux demicres conditions sont équivalentes a fa giw — fa w=0,
ol la barre est la conjugaison complexe. Donc on doit montrer que (g, w) satisfait

(10.1) Re/gw:(}et/g2w=/w,VaCAffcrmé.
o a [¢]

11 est suffisant de montrer (10.1) pour les chemins ay, a3, a3, 81, 52 ol «; est un chemin
fermé autour du point ¢; , : = 1,2,3 et 3, 32 sont les générateurs de 1’homologie du
tore.

Avant de donner la preuve de (10.1) on a besoin d’un lemme :

LEMME 10.3. — Pour le réseau L = L(1,i)) = {m+ni; mn€ Z}ona
a)eg=—e3>0,e2=0,

b)2m =7 ,2m=—mi.

Preuve. — On considére le réseau L = LG, -1)={mi—-n,mmneZ}. L est
obtenu de L par une rotation d’angle 7 /2, dans le sens antihoraire. De (9.3) on voit que
les fonctions P et P de Weierstrass associées aux réseaux L et L, respectivement, sont
égales.

P pmmcepmrermreemeqy | pececece-o ----12

a

-——-m e -t

w0

o,B,a,8 :[0,1] - C.

Donc,
[ Pd: = —f(z)] o= —¢(a(1)) + ¢(a(0)) = —2ij

[+ 4

(10.2) / Pdz = / Pdz = —((:)] = —((B(1) + ((B0) = —2n3 .
& 6 8
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el’l’f ,7.

De 99 onvoitque g =€ , 7 =i,j=¢",F="L =i & q=§, donc,

comme wy = 1/2, & =i/2,ona
(10.3) . m=—1m
De (10.2), (10.3) et de Ia relation de Legendre (9.8) on a

(S]]

3

. . . . . .
ME—TL &< )= —M & N==, 173=—-2—z.

N

D’autre part, de (9.9), pour le réseau L on a que ¢ = e'™" = e~ ™, 2m et 2 +e;,
j=1,2,3 sont réels = e;,e3,e3 €R .

Ainsi comme e; = &,, oll e3 = P(w»), €2 = 13(52). En utilisant le développement
en série de 7 /wy +e2 de (9.9) on a

n - 1 -
-:ll--i-ez: --[—]l+€z] & —m+ér=—-nmT—e2 & e=0.
w1 w1
Finalement comme e; +e2+e3 =0, ¢; ER, e2 =0 <= e; = —e3. Aussi la formule
(9.9) pour 71 /w) + e3 montre que e3 < 0. [ |
ASSERTION A. — (10.1) est vérifié pour des chemins fermés a,, a2, a3z autour

des points q1,q; et g3 respectivement.

Preuve. — On a de (9.4), (9.7) et lemme (10.3) que

aP aPP' a P'dz
10D 9w = Bz = P e PP e 4P en(P = e3)
= ? [ P - P ]dZ
4(e1—e3)lP—eg DP—e3
a {P’[P(z —a)—eal PP —%)—83]}(12

= 4e1 — e3)? €1 — €2 es—e2
et
2
2 a Pz—w))—eg P(z—uw3)—e3 )

(10.5) gw= g e { prm—— + e dz

Calcul des résidus de gw aux points q; , j = 1,2,3. —

De (9.5) on a localement, (P'(uy) = 0)

1
(10.6) P'[P(z —w;) — €;] = [P"(w;j)z —wj) +--] [m —e1+o(z —wj)?] .
J

De (9.6) on a

1
2P'P" = 12P?P' — g,P' <= P" =6P? - 592 = P"W) €R, j=123.
Donc de (10.5) et (10.6) et du lemme (10.3) on obtient que

a ' N ..
(10.7) Res.; guw = 77— T ez)reS{ P'[P(z) —wj)—¢jl1} €R.
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De (9.5), on a aussi localement au point ¢g; = 7(0) ,
P"(u)]‘)

PP - ) = &5] = [~ 5 +o(2)"] [T

+o(z)3] .
Donc

(10.8) Res.—ogw € R,

et de (10.7) et (10.8)

Re / gw = Re [2i resy, (gw)] =0 .

)

Calcul des résidus de g*w et w. —
De (10.5) et (9.5)on a
Rcs,,jgzw =Resg,w =0= / gw = / w=0.
aj aj
|

ASSERTION B. — Soit 51,082 : [0,1] — C donnés par pi(t) = Ci + &,
Pat) = C+it,on 0 < C < 1/2. Alors (10.1) est vérifié pour B; , j = 1,2 et
une certaine constante a > 0. (a est la constante qui apparaft dans la définition de g,
au début de la preuve du théoréme).

Preuve. — De (10.4) et du lemme (10.3) on a,

a P! P!
Rc_/;jgw__4(e1—eg)Re[_[;jP—e1dz_/ﬂ,.P-—e3dz]

a
=—2 N —el =1 -
4(ey — 63)[ 0g |P — e1] — log |P 63” B;

comme P — e, k = 1,3 est une fonction périodique et §;(0) = §;(1),

Re/ gw=0.
B;

D’autre part, du lemme (10.3) on a :

/ w= Pi)dz= -7 , / w=/ P(z)dz = =i
B B B2 .7}

et de (10.5), ’
2 a

{—7r—e1 -—1r—e3}
g'w =
) 4e1 —e3)’ler—e2 e3—e )’

2 a? Tl — €1t —7 — e3t
gw= 3 + .
P de1—e3)'ler—e2 e—e
Comme e = —e3 >0etez=0,0na

—a? —a?i
/ = —s /gzw— /w—-w,/w——ri
gw= = . = = .
2 8et ' Jp, 8et " Ja, )
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Donc, si @ = 2e;v2r alors [y g%w = [y w, j = 1,2. Cela montre (10.1) pour les
chemins qui engendrent I’homologie du tore. [

Cet exemple d’une surface minimale de genre un et trois bouts ayant toutes
les conditions nécessaires pour é€tre globalement plongée; a été donnée dans ma
thése de doctorat au IMPA au début de 1’année 1983. Aprés cet événement plusieurs
mathématicients on voulu résoudre la question du plongement global de cette surface.
D. Hoffman et W. Meeks ont construit en 1984 une image de cette surface en utilisant
un ordinateur. L’image a révélé plusieurs symétries de la surface et a suggéré son
plongement global. En s’inspirant de cette image ils ont trouvé une preuve mathématique
du plongement de la surface.

THEOREME 10.4 (Hoffmann-Meeks, [10]). — La surface donnée par le
théoréeme 10.2 est “globalement” plongée.

Preuve. — Voir Hoffmann-Meeks [10] et Hoffmann [9].

Appelons S(i) la surface donnée au théoreme 10.2. On verra plus tard la raison
de cette dénomination.

DEFINITION 10.5. — Deux surfaces minimales M et 2 dans R® sont égales
s'il existe un mouvement rigide et une homothétie de R*® qui envoie M sur M .

Nous avons un théoréme d’unicité pour S(z).

THEOREME 10.6 (Costa [5]). — S(i) est la seule surface minimale compléte
plongée dans R avec courbure totale finie, genre un deux bouts catenoides et un bout
plat.

Hoffmann et Meeks ont aussi annoncer, voir Hoffmann-Meeks [12] I’existence
d’une famille 3 un paramétre S(7y) , y > 1 de surfaces minimales plongées de genre un
et trois bouts catenoides. Chaque surface S(iy) , y > 1, est conformément équivalente
au tore C/L(1,1y), L(1,iy) = {m+niy € C; m,n € Z}, moins les points ¢q; = =(1/2),
g2 = 7(0), ¢3 = n(iy/2), = : C — A /L(1,1y) la projection canonique.

Récemment nous avons montré

THEOREME 10.7 (Costa [6]). — Les surfaces S(iy), y = 1 sont toutes les
surfaces minimales plongées dans R* avec courbure totale 127 .

D’autre part, on pourra aussi regarder la surface S(7) donnée par le théoréme 10.2
du point de vue des fonctions algébriques. Dans ce cas, le tore C/L(1,1) est la surface
de Riemann de genre un M) définie par la fonction algébrique

P=z2:>*-¢€), >0,

et la représentation de Weierstrass (g,w’) , est

a
g=- , w=

Edz .
n n
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Les points ¢ , g2, g3 enlevé de Af; sont ¢; = o0, g2 = €1, g3 = —e €t M est obtenue
en collant deux copies du plan C, d’olt on a enlevé les segments de droites ] — oo, —a]
et [0, a].

Soit maintenant la surface de Riemann de genre k > 1, A, définie par la fonction
algébrique

' =2%:2-C% , CeR,C>0.

La surface M; est obtenue en collant les segments de droite [-—oo,_—_C] et les segments
de droites [0, C] sur k + 1 copies du plan complexe. Soit My = M; — {o0,a, —a} et
la paire (g, w)
g=2 , w=(i)"dz .
n n

TneorREME 10.8 (Hoffmann-Meeks [11]). — Pour chaque I > 1 la paire
(g,w) ci-dessus est la représentation de Weierstrass d’ une surface minimale plongée
dans R3. Pour chaque k > 1, M, est de genre k, deux bouts catenoides, un bout plat
et courbure totale 4n[k +2] .
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