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CHAMBERY-GRENOBLE
19881989 (9-24)

HAMILTONIEN PI:ZRIODIQUE DE SURFACE :

désintégration de Floquet

par Laurent GUILLOPE

Soit T un réseau de rang n dans R™! (muni d’une structure euclidienne) et R,
la droite orthogonale au sous-espace engendré par T'. Soit Q un potentiel T—périodique,
a courte portée dans la direction transverse R, et W un potentiel & courte portée dans
R L’hamiltonien H = A+Q (Hw = A+Q+W resp.) modélise Iinteraction d’une
particule et d’une hypersurface cristalline pure (avec impuretés resp.) : dans la pratique
des physiciens n=2!

La théorie spectrale L? de H résulte essentiellement de la théorie de Floquet :

ProPOSITION 0.1. — L’hamiltonien H est essentiellement auto—-adjoint, de

ceur C§°(R™). Son spectre est [0, +00), purement absolument continu de multiplicité
infinie

Aux expériences de diffraction des expérimentateurs correspondent les réso-
nances des hamiltoniens i.e. les singularités du prolongement (en un sens convenable) de
la résolvante ((H — A)~!, SmA > 0) i travers le spectre continu R*. En fait, dans 1’étude
des structures périodiques, c’est I’'hamiltonien réduit de Floquet H,, et ses résonances,
qui correspond & une expérience de diffraction ou le faisceau incident de particules a
pour impulsion p.

La désintégration de Floquet permet d’écrire, si Cr note le cylindre R" /T xR,
et T' le tore des caracteres de T :

L*R™) = / I¥Cr)dp . (H-N""x~ / (Hp, — M) Vdp. ©.1)
™ r

On peut penser que le prolongement de (H — X)~! dérive de celui de (H, — \)~!. Cest
en partie vrai, mais, alors que le spectre (réel) de H est (grossi¢rement) I'union des
spectres des H,, les résonances (le spectre complexe) de H proviennent de celles des
H, de manitre plus subtile.
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Cet exposé est consacré a I'étude de la famille d’opérateurs (H, — A~ On
renvoie a [1] pour I’étude de la résolvante (H — \)~!.

Le résultat principal est I'introduction d’une variété analytique ¥, (connexe), dite
variété d’impulsion—€nergie ramifiée, dont la partie lisse contient la variété d’impulsion—
énergie physique VP = {(p, A),p € R",QmA > 0}. Cette variété est fibrée en surfaces
de Riemann f/'.,',, sur C7, surfaces de Riemann apparaissant dans 'étude spectrale de
variétés a bouts cylindriques ([2]) ou d’espaces localement symétriques & pointes ([5]).
Ces surfaces de Riemann sont des revétements ramifiés (avec ramifications de degré
2) de C. Mais la géometrie de V, est plus compliquée : la fibration en fa,, n’est pas
localement triviale et la nature du lieu singulier de V. échappe pour I'instant 2 1’auteur.

Néanmoins, a partir de 1’étude de la résolvante de I’hamiltonien libre unidimen-
sionnel sur sa surface spectrale ¥, et de la théorie de Fredholm (précisée dans le cadre
des classes de Schatten), le prolongement de (A, — AN tet((A+ Q)p— M)-'de VP2
V., est établi aisément.

L’écriture (0.1) incite 3 poser comme (véritable) vari€t€é d’impulsion—€énergie
physique VP = T' x {S’m/\ > 0} (= R"/T* x {Sm) > 0} ob T* est le réseau dual
de T dans R™). T* opére discontinuement sur V, et le quotient V = V,/T* est une
fibration en surfaces de Riemann au-dessus de C*/T*, complexifi€ du tore T". Il n’est
cependant pas vrai que (H,—))"! soit définissable sur V P. On introduit un fibré ¢ (resp.
&) sur T (puxs sur VP,V de maniére compatible) de fibre C§°(CT) (L3(Cy) resp.) et
les fibrés qux s’en déduisent tels & , (de fibre L*(Cr), = {u, e““’ u(.) € LACr)}
si a € R, L}, (C7) si a = —00, L, (C7) i @ = +00) et L(E)s = L(E2,0,2,~a)-

THEOREME 0.2. — La résolvante (H, — \)~', définie sur VP induit une
section du fibré L(£2), — V P, qui se prolonge méromorphiquement en une section de
L(£2)a — V,.

On renvoie a la partie 5 pour la définition de V,, on retiendra ici que la famille
(Va)agRu{+oo} €St Croissante, avec UserVa = V.

L’introduction de ces fibrés, sans nécessiter de longs développements, permet
de préciser le sens de I’écriture (0.1). L’espace L?(R™*!) apparait comme I’espace de
sections L2 du fibré & — T', qui coincide avec celui des sections du fibré trivial

" x L*(Ct) — T', cependant un cceur de ’hamiltonien H (S(R™) ® C§°(R,) dans
L3(R™1)) est donné par I’espace des sections C> du fibré £ — T, qui ne peut se
réduire 2 un espace de sections réguliéres d’un fibré trivial.

Par ailleurs, on notera, dans la preuve du prolongement méromorphe de (H,,
M1 a V,, le role essentiel joué par une famille (dénombrable) de fonctions racines
carrées (au sens ol leur carré est défini sur la base de la fibration V. = C" x C,),
dont aucune n’est définie sur V' en tant que section holomorphe d’un fibré en droites
complexes (trivial ou non) sur V.

Enfin, I’introduction de ces fibrés permet éventuellemnet (???) d’éviter I’usage de
cycles relatifs (en se limitant a la considération de cycles absolus) dans la démonstration
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du prolongement méromorphe de (H — A)~! au-delad du spectre continu, en ne
considérant que le cycle absolu 7" (et ses déformations) dans C* /T*([1]).

L’hypothése courte portée signifie une certaine décroissance i I’infini : Q dans
une classe L? ou a décroissance exponentielle. Dans la suite, pour ne pas alourdir
I’exposé, on entendra par courte portée I’hypothése de support compact. Si on fait une
hypothese de décroissance exponentielle d’ordre r, on aura une frontitre naturelle de

prolongement 8V, (alors que I’hypothése de support compact permet le prolongement
a tout V).

On trouvera dans la suite des rappels/compléments sur la théorie de Floquet,
I’hamiltonien libre unidimensionnel et sa surface spectrale, la théorie de Fredholm pour
aboutir a la définition de la variété spectrale V, la preuve du prolongement méromorphe
de (H, — M)~! et celle du théoréme 0.2.

Dans I’appendice, on ébauche I’étude d’hamiltoniens T' x R?—périodiques et de
leurs perturbations.

1. Réduction de Floquet

A. Généralités. — Soit T un groupe commutatif sans torsion & un nombre
fini de générateurs et (X, 1) un T—espace, avec action de T réguliére au sens ou il
existe un domaine fondamental D pour lequel on ait I’isomorphisme de T-espaces
LA(X,dp) ~ IX(T,L*(D,dy)). Si T' est le dual topologique de T (i.e. le tore des
caractéres de T), I’espace H = L?(X, du) se décompose sous I’action de T (induite par
celle de T sur X) en une somme (intégrale hilbertienne) de composantes isotypiques :
H = [}, Hpdp avec H, =~ L*(D). Tout opérateur borné A de H commutant a 1’action
de T laisse stable chaque composante H,, et s’écrit donc comme intégrale hilbertienne
A= [ Aydp.

Si A est non borné (comme c’est le cas des hamiltoniens H), la décomposition
précédente est valable aussi, mais en un sens que précise la théorie de Floquet dans le
cas ou T est un réseau de R™, opérant par translations sur R™ lui-méme. Dans la théorie
de la diffusion par une surface, on aura besoin en fait d’une réduction de Floquet avec
paramétres, la variable transverse aux directions de la structure périodique.

B. Réduction classique : désintégration mesurable. — Soit T un réseau de
R" (espace de configuration). Son réseau dual T'* est la partie du dual de R™ (espace des
impulsions, noté encore R™) défini par {r € R",< 7,T >C Z} (od <, > désigne le
crochet de dualité). Le tore des caractéres T' (dual du groupe topologique T') s’identifie
alors avec le tore R /T™*, le crochet de dualité sur T' x T étant induit par celui de R"
avec son dual. On note par Frr, Fr. des polytopes fondamentaux pour I’action de 7', T*
(resp.) sur R™,
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On a les isomorphismes

L%(R"™) & L¥T x R"/T) = L¥T x Fr)
lia li
(T) ® L*(R"/T) o~ 3(T) ® L3*(Fr)

lis In
L*R"/T*) ® L*R"/T) =~ L*R"/T*)® L*(Fr)
ol ¢; est induit par I’isomorphisme mesuré de R™ sur T'xR" /T, (i, j)2 par les propriétés
de produit d’espace mesuré/produit tensoriel d’espace L2, (i, j)s par la transformation
de Fourier sur le premier facteur.

Les isomorphismes sont T—équivariants; sur L?(R"/T*) ® L*(R*/T), on a
notamment t.(p(p)y(z)) = e'<"P>(p)y(z), ce qu’on peut réécrire avec les notations
de la partie précédente :

L*R"/T*) ® L*R"/T) = / Hpdp, Hp = L*R™/T).
Rn /T‘

C. Désintégration C>°. — Supposons I’ensemble des faces du polytope Fr
partitionné en paires ordonnées f = (f1, f2) et un systéme de générateurs G de T choisi
tel qu’a chaque couple f de faces de T soit associé un t; de G vérifiant f; = ¢ fi.

L’isomorphisme j17; transforme S(R") (cceur pour la laplacien A) en le
sous—espace des suites (;);er a décroissance rapide de I2(T,C®(Fr)), vérifiant les
conditions de périodicité

(pox + t]) = ‘Pt+t,(¢),$ € fl)jeG-

Appliquant la transformée de Fourier j3, ces suites sont transformées en fonctions
réguliéres sur R", T*—périodique et & valeurs dans C*°(Fr), vérifiant les conditions
de périodicité _

(PY(pXx +t5) = e <P >Y(p)(z), z € fi)sea,

qui permettent de les interpréter comme sections du fibré L, — R" /T associé au
caractére x,(t) = e'<"'> de T. Pour se ramener a des fonctions T-périodiques (et
donc des fonctions définies sur le tore R" /T'), on fait opérer finalement la transformation
de jauge J : ¥(p)(z) — e'<P*>y(p)(z); la T*~périodicité disparait, remplacée par la
quasi-périodicité

W(p + 1)(x) = <" *>Y(P)T)reT= -

Un tel ¢ définit une section d’un fibré £ de base T" et de fibre C*(R"/T),
quotient du fibré trivial £ : R" x C*°(R"/T) — R" par T* qui opere sur I’espace total
de £ suivant 7.(p.¢) = (p + 7, J-¢), oit J, est défini par J,.y(z) = e'<"*>y(z).

Il est ais€ de suivre les transformations du laplacien a travers ces isomorphismes
successifs : A se transforme via j3ji17; en A (sur la variable ), puis sur C°(£) en
(D, + p)* (ou D, est le vecteur de dérivation igrad,), opérateur T*—€quivariant qui
définit un opérateur, noté (D, + p): sur I’espace des sections C°°(£), opérateur induit
par un endomorphisme du fibré £.
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Pour la norme L2, le complété de C=(¢) s'identifie 3 L3(T', L2(R"/T)) =
Ir L*R™/T)dp et 'opérateur (D, + p)§ est noté habituellement (et abusivement!)
J+(D= + p)*dp.

Quant a I'opérateur de multiplication par un potentiel Q T-périodique, il
se transforme en I'opérateur de C°°(¢), induit par I’endomorphisme du fibré £ de
multiplication par Q.

D. Réductions avec parameétres. — Soit T un réseau d’un hyperplan R}
dans R™, avec comme droite othogonale R, & cet hyperplan. On a L*(R™!) =
L*R7) ® L*(R,) et A = D% + D2.

De maniére analogue aux sections précédentes, on est amené a définir le fibré
trivial £ sur R™ de fibre C§°(Cr) ob Cr est le cylindre R"/T x R,. Via ’action de
T* sur .f définie par 7 e Y(z,y) = e'<"*>y(z, y), on introduit le fibré £ —» R™/T*, de
fibre Cg°(C'r).

Sur I’espace des sections C>=(£), I’hamiltonien H induit ’opérateur (D, + PP+
D'?, +V, T*—€quivariant et définissant donc ((D, + p)* + Df, + V)¢ sur C>(§).

E. Spectres L? des hamiltoniens H,. — Soit p dans R", fixé dans cette
section. L’opérateur Hp, de L*(C7) se réduisant via transformée de Fourier 2 une
somme d’oscillateurs libres unidimensionnels (®,e7e D: +(7+p)?), sa théorie spectrale
L? est simple :

PROPOSITION 1.1. — Le spectre de Hy , est I'intervalle [Ey,+0c0) o E, =
inf e+ (T + p)?, purement absolument continu, de multiplicité localement finie, avec des
sauts sur I’ ensemble des seuils Sy, = {(t+ p)%, 7 € T*} et tendant vers linfini a I'infini.

La théorie spectrale de H, = Ho, + V se déduit de celle de Hp, par des
arguments (fins mais standard) de théorie des perturbations : I est une petite perturbation
de Hp,, au sens ol V est Hg ,—compact :

PROPOSITION 1.2. — Le spectre essentiel de H, est [E,,+oc0), purement
absolument continu. Le spectre ponctuel de H, est éventuellement non vide, mais son
ensemble dérivé est inclus dans I’ensemble des seuils S,.
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2. La surface spectrale de I’hamiltonien —d?/dy?

La résolvante Ro()) = (—d2/dy?-A)~!, (3mA >0) a pour noyau eVAy=¥'1/2\/X,
(SmvA > 0), qui est une fonction méromorphe (y,y' fixés) sur la surface de Riemann
T, associée a la fonction v/ (T = C,, revétement ramifi€ de degré 2 de C via la
projection my(2) = z2). On désigne par feuillet physique I'image FP de C \ R* par la
section s du revétement : £z — C telle que Sms > 0.

Si H est un espace de fonctions définies sur un espace métrique (X, d) pointé en
zo, Ha(a € R) note I’espace des fonctions f sur X telles que e - %0 f soit dans H.
On introduit les espaces Hioo €t H _ oo définis par H_oo, = N H, et Hoo = UgH, (On
pourrait aussi bien prendre pour H., ., 1’espace des éléments de H a support compact
et pour H_., I’espace des fonctions localement dans H). Si a € R, H,, ainsi que
L(H,,H_,) est un espace de Banach (isométrique a H), alors que pour a = —oo, On
prendra la topologie limite inductive sur H., la topologie “locale” sur H_., et la
topologie de la convergence simple induite & partir de celles—i sur L(H4o0, H-oo)-

En tant que fonction sur ¥, a valeurs opérateurs dans L(H), (K = L*(R)),
(Ro(A),A € FP) n’a pas de prolongement holomorphe au-dela de 9F P, alors que,
pour a > 0, il y a prolongement 2 FP, = {Qmz > —a} si on considére Rg()\) comme
opérateur de H, dans H_,. La surface ¥, est dite surface spectrale de 1’hamiltonien

—d?/dy?.

PROPOSITION 2.1. — i) Soit a dans [0, o). La résolvante Ro()), considérée
comme fonction holomorphe sur {Sm) > 0} a valeurs opérateur de H? dans H*'Z, se
prolonge méromorphiquement @ FP,.

ii) La fonction Ry définie sur FP, (a > 0) a un unique péle en z = 0, d’'ordre
1 et avec comme résidu le projecteur de rang 1 sur I’espace des fonctions constantes.

Preuve. — La preuve de i) est laissée au lecteur. Quant au ii), il résulte de
I’écriture
izly-y'l g
¢ =-+ / eSzdc. 0
z z [0.ily—p'l)

3. Théorie de Fredholm

Soit H un espace de Hilbert et K(H) I’espace des opérateurs compacts de
H. Si T € K(H), la suite s(T) des valeurs singuli¢res de T est celle des valeurs
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propres de /T*T et, pour k € [1,00], I’espace Z; = Ii(H) = s~ (Ix(N)), normé par
ITH& = ||s(D)lh,, est un Banach (habituellement nommé classe de Schatten d’ordre k,
on a T, = K). L’espace Iy des opérateurs de rang fini est dense dans (Zi, || ||z). On
notera Z;, I’union U,50Zk+e-

Sur I; (’espace des opérateurs tracables) sont définies les applications tr et
det(1 +.), prolongement continu (pour la norme || ||1) des mémes applications définies
naturellement sur Zy. On a une application (notée W; par référence aux produits de
Weierstrass dans la théorie des produits infinis) de Z; (k < oo) dans Z; définie par

1+ Wi(T) = (1+ T)exp(d_(-1)'=),
=1 t
od [k] désigne le plus grand entier strictement inférieur & k, ce qui permet d’introduire
le déterminant de Fredholm det, sur I, déterminant défini par

deti(1 + T) = det(1 + Wi (1)),
on utilisera la notation D pour Di(T) =detx(1+ 7).

Certaines propriétés d’algébre multi-linéaire en dimension finie restent vraies
dans les classes de Schatten. Notamment, pour A tracable et B borné, on a

det(1 + AB) = det(1 + BA), @3.1)

et les applications tr, D, W, sont holomorphes au sens suivant : pour tout entier n, tout
ouvert U de C" et toute application holomorphe F' de U dans I,, alors tr F, D\ F,...
sont aussi holomorphes.

LEMME 3.1. - Soit U c C,F : U — I méromorphe Q partie polaire
de rang fini. Alors, les applications tr F,det F' sont méromorphes sur U, avec des
singularités aux mémes points que F, d’ordre au plus égal au produit de I’ordre de F
par la dimension de I'espace polaire.

Preuve. — Le lemme est bien connu dans le cadre de la dimension finie. En
général, pour A € U, il existe un voisinage V) sur lequel F est de la forme F =T+ P
ou T est de rang fini (d’image incluse dans I’espace de dimension finie Hjp, on notera
mo la projection sur Hp) et P est de Zj—norme au plus égale a 1/2. On a alors sur V) :

rtF=tuT+trP=trngTno+tr P (3.2)
det(1 + F) = det[(1 + T(1+ P)~1)(1 + P)]
= det(1+ T(1 + P)"Y)det(1 + P) 3.3)

= det(1 + moT(1 + P)~'mp) det(1 + P).

Le second terme (facteur resp.) dans (3.2) ((3.3) resp.) est régulier sur V), alors que
pour le premier, on est ramené a une situation de dimension finie. D

COROLLAIRE 3.2. — Soit F : U(C C) — I holomorphe. Alors tt W (F) et
D F sont holomorphes sur I;.
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On en déduit le corollaire suivant, qui précise la théorie de Fredholm :

COROLLAIRE 3.3. — Soit F : U — I, holomorphe. S’il existe Ao tel que
1 + F(Xo) soit inversible, alors (1 + F)~! est méromorphe sur U, de la forme E/d
avec E (a valeurs dans L(H)) et d (& valeurs dans C) holomorphes sur U. Les parties
polaires de (1 + F)~! sont de rang fini.

Preuve. — 11 suffit de prendre d = Dy(F) et E = Di(F)(1 + F)~1. o

LEMME 3.4. — Soit T une fonction méromorphe sur un voisinage de 0, a
valeurs opérateurs Q@ trace, avec une partie polaire d’ordre | a I'origine. Si I'espace
engendré par les images des parties polaires de T a I'origine est de dimension finie d, il
existe un entier j, au plus égal a ld, tel que 27 det(1 + T(z)) soit holomorphe a I origine
et que l'inverse (1 + T(2))~! de la forme 27 det(1 + T(2))S(z) avec S holomorphe au
voisinage de 0.

Preuve. — Nous supposerons, pour éviter quelques notations, que ! = 1.
Ecrivons T'(z) = 1+ R/z+ H(z) avec R opérateur de rang fini et H fonction holomorphe
au voisinage de l'origine, & valeurs opérateurs & trace. Si 7 désigne la projection
orthogonale sur I'image de R,on a :

1+T(z)=(1+7n/2)(1+ A(2)),
avec A holomorphe au voisinage de 1’origine. On en déduit
det(1 + T(z)) = det(1 + 7 /z) det(1 + A(2)) = z~}(1 + 2)" det(1 + A(2))

(1 + z)' det(1 + A(2))
zldet(1 + T'(2))

ce qui permet de conclure avec 1’aide du lemme précédent. (8]

A+T) =

1+ AE)A +(z - 1)/(z + D),

1l est utile de considérer les classes Zx(H,H') ou H,H' sont deux espaces de
Hilbert, classes analogues aux classes (d’idéaux) Z;(#) : la suite s(T") des valeurs
singuliéres d’un opérateur compact T de H dans ' est la suite des valeurs propres de
VTT* et alors I (H,H') = s~1(I;) (on vérifie que les propriétés I, de s(T) et s(T*)
sont identiques).

On peut alors formuler la proposition suivante, qui résulte de I’asymptotique de
la fonction de comptage des valeurs propres du laplacien (avec conditions au bord si
nécessaire) sur une variété compacte X et qui précise les théorémes d’injection compacte
de Rellich dans I’échelle des espaces de Sobolev H*(X) :

PROPOSITION 3.5. — i) Soit X une variété riemannienne compacte @ bord
de dimension n et Ay le laplacien sur X (avec condition au bord b de Dirichlet ou
Neumann). La résolvante (1 + A,)~ est dans la classe de Schatten T, 3,(L*(X)).

ii) Soit K compact d'une variété X. L'injection H*(K) — HI(X)t > s) est
dans la classe I, (- 5. (H*(I0), H'(X)).
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4. La variété d’impulsion—€nergie ramifiée

Soit V 1a partie de C* x C x CT" définie par les équations
A—(r+pP=22 , 1T
ot o = (p, \,(2,)rer) décrit la variable générique du produit C* x C x CT".

Sur ¥, soient 7, la topologie induite par la topologie produit sur C* x C x CT"
et 7 la topologie engendrée par la famille de parties ouverts de 1a forme By = {0 €
B xCT", q(sgn(Smz,(0))) = ¢} NV ol B est un ouvert bomé de C* x C, g une queue
de suite de {£}7" et ¢(a,) la queue de la suite (a,) de {£}7".

La topologie 7 est strictement plus fine que 7, : tout pavé ouvert P =
Ay X ... x A, x CT'\F (F partie finie de T*, m = n+ 1+ #F) a une trace sur
V qui est réunion de parties de type B,, mais un B, n’est pas ouvert pour la topologie
7, : sinon il existerait un pavé Ptelque PN Vc By, ce qux n’est pas. En fait, W, T)
est connexe, alors que (V.,T) ne l'est pas, ’ensemble no(V,T) de ses composantes
connexes (coincidant avec ses composantes connexes par arcs) €tant paramétré par
I’ensemble des queues des suites de {+}7".

DEFINITION 4.1. — a. V, est la composante connexe de (V,T) correspon-
dant @ la queue + de la suite constante (+),e7-.

b. Un borné de V, est toute partie de V, incluse dans une partie de type B.,.

Si F est une partic de T*, on définit de maniére analogue la variété Vi, (qui
est connexe si F est finie) dans C" x C x CF par les équations (A — (7 + p)* =
22)rer, (A, P (2,)) €C" xC x CF. Si F} C F3, on a une projection naturelle (notée
7R.R) de VE, 4 sur Vg, 4. Si F = T*, on omettra I'indice T*.

LEMME 4.2. — Soit B un borné de V,. Il existe une partie finie F(B) de T*
telle que la restriction de wpp)y @ B soit injective.

Preuve. — Soit H, = {z € C,|Argz — /2| > 7 /2 + ¢} (Argz est la fonction
argument convenablement définie). La partie B étant bornée, il existe une partie finie
F telle que, pour 7 ¢ F,0 € B,\Mo) — (7 + p(0))> € H,. On en déduit, pour
oc € Byt g F,2.(0) = \/,\(a) - (-r+p(<7))2 ot v note la racine carrée définie
sur H, telle que Sm+/i > 0. L'injectivité de 7 restreint & B en résulte. o

Le lemme précédent permet de définir une structure de variété analytique sur Vi
un systéme de cartes est {(B, 7r(p)), B ouvert borné de V.}, avec structure analytique
sur 7 p(g)(B) induite par celle de Vrm)+ (qQui est une variété algébrique). Si By et B,
sont deux bomés de V,, alors, sur P'intersection By N By, I'injectivité de 7 p(p,) €t 7 r(B,)
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implique celle de 7 r(g,)ur(B,) €t on a le diagramme
BiNnB;, — f/p(B,),.;
]

Vense —  VrR@)uFBn+
qui donne la compatibilité analytique de la famille de cartes (B, 7 r(g)).

Dans la suite, V, sera supposée munie de cette structure analytique et on utilisera
la scholie suivante :

SCHOLIE 4.3. — Soit Z une variété complexe (de dimension finie ou non,
comme dans le cas Z = L(H,,H_,)) et U un ouvert de V.. La fonction f : U — Z est
analytique (méromorphe resp.) si et seulement si pour tout = € U, il existe un voisinage
borné ouvert B de z dans U tel que f|p soit de la forme fip = gp o mr(B) O gp est
une fonction analytique (méromorphe resp.) sur un ouvert de C* x C x CF(B) contenant
) (B).

Les fonctions (/A — (7 + p)?).c7+ sont bien définies sur VP = {(p,\) €
R™ x {SmA > 0}} en imposant qu’elles soient & valeurs de partie imaginaire positive.
Cela permet de définir une section s de V ®) Cr x C sur VP et, si on ne distingue
pas VP et son image par s dans V (on nommera VP feuillet d’impulsion—€nergie
physique), ces fonctions racines carrées se prolongent en des fonctions holomorphes
sq, a A sq,.(0) = z,(c). On notera (un peu abusivement) les fonctions sq, encore

VA = (1 +p)? (= Vo) — (1 + p(0))?).
Sur f/p,,,, on a aussi les fonctions racines carrées (sqr.)-er, liées aux

précédentes de la maniére suivante : si B est un borné de V., on a sur wp(g)(B)
dans Vr(g),+

_ sq, si 7 € F(B),
SqF(B),r OTF(B) = \/,\ O TF(B) — (tr+po 7l’p(3))2 siT ¢ F(B),

ol la fonction v/ est la branche habituelle de racine carrée sur C \ (—:R).

Le réseau T* opére sur V. : pe(p, A, (z5)) = (p+p, A, (2r+,)), p € T*. On notera
par V le quotient V, /T™*.

DEFINITION 4.4. — La variété V est appelée la variété d’impulsion—énergie
ramifiée de I’ hamiltonien d’ hypersurface T-périodique —A + Q.

Remarque 4.5. — La variété V ne dépend que de P’hamiltonien H 2 Pinfini
dans les directions non périodiques i.e. Hoo = Agrs — d?/dy?. On se reportera a
I’appendice pour des extensions.

Les fonctions racines carrées sq,., définies sur V., ne passent pas 2 V, ni ne
s’identifient & des sections de fibrés en droites complexes sur V. Néanmoins le lieu
des ramifications BL = U,er-{sq, = 0} est T*—invariant et on peut le définir
comme I’ensemble des zéros du produit infini Ao(p, ) = [],er-(r +p)* = A, qu'il
faut comprendre comme le déterminant (obtenu par régularisation {) de I’hamiltonien
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(D, +p)* — X (cf. appendice). Le déterminant 6oo(0) = det(A, — )) est T*—invariant :
on désignera pareillement la fonction déduite sur le quotient C*/T* x C.

DEFINITION 4.6. — Le quotient BL = BL/T* est appelé variéié de Bloch.

5. Résolvantes (H, — A)™!

Cette partie est consacrée a I'étude du prolongement méromorphe de la famille
(4p — M)~1(A4 = Hy ou H)) comme fonction de (p,A) € R* x {SmA >0} (= VP, le
feuillet d’impulsion—€nergie physique) & valeurs dans £(H) ot H = L*(Cr).

On notera, pour A € L(H), par A.(e € [0,00]) I'opérateur induit de
L(Ha., H_q), Va la composante connexe (qui_est T*—invariante) de VP dans {c €
Vi, Smz.(0) > —a} et V, la variété quotient V, /T*

LEMME 5.1. —  Soit B ouvert connexe borné de V. intersectant V'P. Il existe
a = a(B) tel que B C V,.

Preuve. — Si B est borné, on vérifie que inf,ep Sm(z,(0)) = m(B) est fini :
on prendra a(B) = |m(B)| + ¢ ol ¢ est un nombre strictement positif quelconque. DO

On vérife Uaer+Va = V. et V, = UB ol cette dernigre union porte sur tous les
ouverts bornés inclus dans V.

PROPOSITION 5.2. — i) La résolvante (Ro)a, définie par Ro(0)a = (Ho,p —
N:' 0 = (p, ) € VP admet un prolongement méromorphe (noté encore (Rp),), & V..
Son ensemble singulier est la variété de Bloch BL d’équation 6., = 0. La fonction &
valeur opérateur 6. Ro est holomorphe sur V.

ii) Sur la surface de Riemann V N V,, les péles de (Ro)a sont aux points de
ramification {(p,(p+7)%,...),7 € T*}, avec parties polaires de rang fini.

Preuve. — i)Onavu(1.E)que Hop ~ ®rer- D§+(-r+p)2. D’apres I’expression
explicite du noyau de Ry(p, A), on a :
- i‘r(")lll-!l'l
] € 7
N = — , o=s(p,A)EVP.
Ro(0)(y, ¥ 661? ) @)

La méromorphie de chacune des composantes (et donc celle) de (Rp), sur V, résulte
de la scholie de la partie 4, appliquée aux ouverts bornés inclus dans V,. L’assertion

concernant les pdles découle des propriétés de prolongement de (d&?/dy? — A)7! du
feuillet physique FP (= {Sm) > 0} dans le cas de I’'hamiltonien unidimensionnel) a
la surface ¥, de la proposition 2.1. o

Pour obtenir le prolongement méromorphe de R(p, \)a = (Hp — )7}, on utilise
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la théorie de Fredholm appliquée a la premiére formule de la résolvante :
R(p, ) = Ro(p, (1 + QRo(p, )", (p,)) € VP.

D’aprés la proposition 2.1, Ro(o) € L(H,, H2,),0 € V,. L’injection de H2(suppQ)
dans H_, est de classe Z,,/2.(H,), ainsi QRo(0) est de classe T, /.. En appliquant la
théorie de Predholm, on a donc (1+QRo(o))~! = S,,(a)/d (o) dans H,, avec S, et d,
définies sur V, a + da = detinany2(1 + QRo(0)).

THEOREME 5.3. — Soit a > 0. La résolvante R(p, \) = (Hp - N)Y, définie
sur VP et a valeurs dans L(H,.H_,), admet un prolongement (noté R,) méromorphe
a V,, avec parties polaires de rang fini.

Si x est une fonction C* sur Cr, a support compact et valant 1 sur le support
de @Q,on a

da(0) = det(ney2(1 + QRo(0)X)Hy =, 0 € Vi a.
L’opérateur QIp(o)x est borné dans H, ainsi
da(0) = detna1y/2(1 + QRo(0)\)H—n

et il existe une fonction d définie sur V, tout entitre (d v, = d,) et dont I’ensemble
des z€ros contient celui des singularités de IR, mises a part celles de Rp .; ce n’est
évidemment pas le cas de la fonction & valeurs opérateurs R,.

COROLLAIRE 5.4. - Il existe une fonction holomorphe d sur V. \ BL et pour
tout a, une fonction holomorphe 8., définie sur V, \ BL et & valeurs dans L(L*(CT))a,
telle que R, = S, /d sur V', \ BL. Ces foncuons se prolongent méromorphiquement @
V.. On a le diagramme commutatif pour a < a'

‘-”a — Va:
! l .
LIHCTYa — LILHCT))ar

_ Sin > 1, le déterminant d,, qui décrit le lieu de singularités de R en dehors
de BL, a des singularités de type essentiel sur la variét€ de Bloch, introduites par les
facteurs exponentiels dans la régularisation des déterminants de Fredholm det,(p > 1).

On a, a partir de la premi¢re formule de la résolvante :

R = Ro(1 = QRo)(1 +(QR0)?)... (1 + (=¥ (qRo)*")~1.

Si k(n) désigne le plus petit entier & tel que 2¥*! > »n, la fonction (Q Ro(a))**™ est
méromorphe, a valeurs opérateurs a trace avec parties polaires de rang fini. Notons par
Dy :

zk(n)

D, = det(1 + (= DX (R ™) = det(1 + (= 1) (g Rp)** ™ y), 5.1)

fonction qui se prolonge 2 ¥ tout entier.
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PROPOSITION 5.5. — Soit U un ouvert connexe borné de C et U, la
composante connexe de =='(U) dans V, intersectant le feuzllet phys:que Il existe un
entier j = j(U) et une foncnon holomorphe Cq sur U, tels que dJ D,, soit holomorphe
sur U, et R, = C, /(dJ D,) sur U,.

Preuve. — La proposition découle directement de 1’écriture (5.1), de la propo-
sition 5.2 et du lemme 3.4. (u]

La multiplicité des croisements des valeurs propres des opérateurs A, n’étant
pas bornée, les entiers j(U) doivent ne pas €tre majorés. D’autre part, la sous—variété
d’équation D,, = 0 contient strictement (éventuellement) la variété d..d = 0.

6. La résolvante sur la variété d’impulsion—€nergie ramifiée

Le diagramme
R*" xC®(Cr) — C"xC>=(Cr)

! !

R" — Cn
avec les actions par translation de T* sur R",C" et via J sur C*(Ct) est un
T*—diagramme. On en déduit (comme au 2.C) un fibré {cn/7+ de base C"/T* tel
que, si ¢ note I'injection R"/T* — C"/T*, on ait i*{cn 7+ = Ern/7+. Si 7 note
(indifféremment) les projections de V. sur V, de V, sur C" x {SmA > 0}, de
C™ x {SmA > 0} sur C" (etc. ), on définit les fibrés (notés de maniére génénque
) 1mage—réc1proquc x*£ de base V3, V,, C* x {ImA > 0} (etc. ), et ce de maniére
naturelle au sens ol (par exemple), si =y, |, désigne la projection de Visur V,ona
w;,.,vﬁv = &y, . Les fibrés £,, L(£), sont introduits de maniére analogue. On notera le
diagramme commutatif suivant (encore un!), sia < a':

L&) — L&) — L)
! ! !

‘/a — "a ’ — V

Si C*/T* désigne le tore complexifi€é de T, on notera de la méme maniére
(§,&2...) les fibrés sur ce tore dont les restrictions a T donnent les fibrés précédemment
introduits.

On a alors le théoréme suivant, corrollaire immédiat de ce qui précéde :
THEOREME 6.1. — L’application résolvante (H, — M)~ définie sur VP

définit une section (qu’on notera encore R) du fibré L(£) de base V P et se prolonge
en une section méromorphe (notée R,)du fibré L(), de base V,.

Pour (p,)) € VP, on a J-!' Ro(p, \)J, = Ro(p+ 7, ), d’oi on déduit, grice a
(3.1) et la commutation de J, avec les opérateurs’de multiplication par Q et x, pour
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(P, Ve VP, 7reT*:

d(p+7,2) = D(ns1/2(QRo(p + 7, Nx) = Dine1y/2(J7 QRo(p, Nx Jr)
= D(n+1y/2(QRo(p, Nx) = d(p, ),

et donc que d définit une fonction (notée d) sur V P, prolongeable holomorphiquement
a V\BL, ot on anot¢ BL le quotient BL/T*. Au corollaire 5.4 répond le corrollaire
suivant :

COROLLAIRE 6.2. — 1l existe une fonction holomorphe d sur V \ BL et pour
tout a, une section holomorphe S, du fibré L(£), — V, \ BL telle que R, = S, /d.
Ces sections se prolongent méromorphiquement @ V,.

Appendice

La situation hamiltonien d’hypersurface est le cas particulier d’une situation
un peu plus générale, dont 1’étude est esquissée rapidement dans cet appendice : Les
directions périodiques sont de codimension ¢ 2> 1 et ’hamiltonien a I’infini (¢f. remarque
4.5) est du type (A, + Q)r~ + AR 0Ol g (resp. Q) est une métrique (resp. un potentiel)
T-périodique sur R™.

Avec ces hypothéses, 1a désintégration C°° de Floquet perdure. La définition de
la variété d’impulsion—€nergie est moins évidente. On a tout d’abord une distinction
suivant que g est impair ou pair : la résolvante (Ars — x)~! est définie dans le premier
cas sur la surface de Riemann de la fonction /i et celle de la fonction log i dans le
second. D’autre part, le fait que les valeurs propres de (A,), soient paramétrées (en
tant que fonctions entiéres de p) par le tore dual T* (les composantes irréductibles
de la variété de Bloch apparaissent ainsi comme le graphe de fonctions entiéres) est
caractéristique des potentiels constants, du moins en dimension n = 1 ou 2, comme
I’indique le théoréme suivant du a Borg pour n = 1 et a Knorrer, Trubowitz pour
n=2:

THEOREME A2.1[4). — Soit Q un potentiel L* a valeurs réelles, T*-
périodique. Supposons qu’il existe une fonction entiere A sur C" telle que la variété
de Bloch BL(Q) soit I'union du graphe de A et de ses T*-translatés, i.e. BL(Q) =
Urer- {(p, ) € C" x C,\ = A(p + 7)}. Alors Q est constant.

La construction de la variété V' repose sur le déterminant det((A, + @), — A).
Celui—ci dépend analytiquement des parameétres (p,A), cela résulte de I’étude des
asymptotiques en temps petit de 1’opérateur de la chaleur ([3]), la proposition suivante
I’exprime dans un cadre un peu plus général :

PROPOSITION A2.2. — Soit X une variété riemannienne compacte, X son
revétement universel et P un opérateur elliptique sur C*(X), formellement autoadjoint.
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Soit T' le dual du groupe Hy(X,Z) et T, son complexifié naturel (~ (C*)® ou b est
le premier nombre de Betti de X). Pour p € T (représentation de H\(X,Z) non
nécessairement unitaire), soit L, le fibré en droites plat de base X associé a I’action
vy o(z,2) = (v e z,p([7])z) du groupe fondamental =\(X) sur le fibré trivial X x C
et P, I'opérateur induit par P sur C(L,). Alors la fonction déterminant det(P, — (),
définie par régularisation (, est analytique sur T¢ x C.

Preuve. — Soit o € X et (wy,...,ws) une base de différentielles harmoniques
représentant la cohomologie H'(X,R).

Si T* = {w € H'(X,R), [ (xzw C Z}, alors T' = H'(X,R)/T*. Notons
par j un représentant de p dans H'(X,R). On définit la fonction s3(Z) = exp(2im f p)
qui induit une section non nulle (et par suite une trivialisation) du fibré L. L’opérateur
P, est alors unitairement équivalent a I’opérateur s-’Ps,, de domaine Ho,d p(X). La
famxlle d’opérateurs s P’Ps,, est une famille analythue relativement aux variables 3.

La dépendance analytique de fonctions ¢ ([3]) entraine alors I’analyticité de la fonction
(T*-invariante) det(sz 1ps 5 — ¢) est par suite celle de det(P, — (). (n]

On définit alors
Vo= {® A €C" xC xC,det((A; +Q)p — A — p?) =0}

sur laquelle T opere. Dans le cas ou A, + @ est le laplacien euclidien, ¥ a une
infinité de revétements w, : V - % avec n(® A (27)) = (p, ), z,) vérifiant
Tn(@, A, —27)) = TR(p+ 1 — 72, A,(27)).

La définition de ¥ dans le cas général n’est pas claire. On laisse en suspens les
questions suivantes :

- Définir /H, — X (ou log(H, — A) pour ¢ pair) sur un revétement de Vo—{u=
0}.

- étendre la définition précédente a une variété qui soit un révétement ramifié de
Vo.
I serait utile d’avoir des réponses pour le probléme analogue ot on remplace

la famille (H, — A) par une famille (A(())¢ec~ d’endomorphismes d’un espace de
dimension finie.
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