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Séminaire de Théorie Spectrale et Géométrie II. 1
CHAMBERY-GRENOBLE

1983-1984

FIBRES VECTORIELS ET PRINCIPAUX :
notions de base.

par Gérard BESSON

On se propose, dans cet exposé, de mettre en place de
manière succincte les notions de base liées aux fibres
vectoriels et connexions, en vue d'étudier les Laplaciens
correspondants sur les sections de ces fibres.

Une application à l'étude de l'opérateur de Schrödinger
pour un champ magnétique constant sera donné dans l'expo-
sé suivant.

Pour bien comprendre le rOle joué par ces structures en
physique, le lecteur peut se reporter à [HN] et [D-N-F]

Dans ce qui suit B désignera une variété riemannienne

complète et g* sa métrique. Soit (E,n, B) un fibre vectoriel sur B

E

B

Nous nous proposons dans ce paragraphe de mettre en place

les notions de base nécessaire à l'étude des Laplaciens sur les sections

de ce fibre vectoriel. Nos principales références sur ce sujet sont

[G-H-V,II], [D-N-F,II] et [K-N,I] .
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I . - CONSTRUCTION DU FIBRE DES REPERES DE (E,n,B) = § .

Soit F la fibre type du fîbré vectoriel (F est un espace vec-

toriel).

1. DEFINITION. On appelle repère de E au-dessus de b 6 B

un isomorphisme de F sur E (fibre au-dessus de b).
b

Soit G = GL(F ) , le travail consiste à construire un fibre

dont la fibre au-dessus de b est G , si [(U , ty )} est un système

de trivialisation de § , cTest-à-dire :

alors \1/ , = di (b, •) est un repère au-dessus de b qui détermine
a,b a

une bijection :

cp . : GL(F) —

cette opération n'est rien d'autre que d'affirmer qu'un changement de

repère de F peut-être lu sur F via la trivialisation.

Alors si P = U G, et p désigne la projection naturelle
B ^

sur B . L'ensemble des bijections cp :

cp : V X GL(F) —^p~X(U )
a a a

cp (b, cp) = • Kocp , b € B , c p e GL(F)
a a, o

défini une fibration localement triviale de P sur B . Pour les pro-

blèmes de différentiabilité le lecteur peut se reporter à [G-H-V,

I sec.1.1.3] .
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On définit enfin une action à droite de GL(F) sur P , en

faisant agir ce groupe sur chaque G. de manière suivante :

cp <E GL(F) , njfph) = cpbocp .

2. Remarque.

Si b Ç U fi D,
ce b

cipal est défini par :

<cp~l-q>a)<b,q* =

le changement de trivialisation du fibre prin-

cp€GL(F)

tydonc par multiplication à gauche par (ty o Ù ) ç. GL(F) . Pour définir

une action sur P il suffit de le faire dans chaque trivialisation en sor-

te qu'elle soit compatible avec le changement de carte, or GL(F) n'étant

pas commutatif, la seule façon de faire commuter deux de ses représen-

tions sur un même espace est d'en faire agir une à gauche et lfautre à

droite.

La fibration P -̂ *- B est appelée fibre des repères de 5 .

C'est un fibre principal car muni d'une action libre à droite de GL(F) .

GL(F) est appelé groupe structural du fibre vectoriel Ç .

II. - REDUCTION DU GROUPE STRUCTURAL.

Considérons la construction suivante (fondamentale dans la suite)

PxF

1ère
projection

E

où la projection q est le passage au quotient par l'action à droite de
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GL(F) sur Px F :

GL(F)xPxF ^ P x F

(cp,x,f) _^(x.cp, cp~ -f) .

Il est aisé de vérifier que l'espace quotient est isomorphe à E par

un isomorphisme fort de fibre vectoriel au-dessus de B (en utilisant

les trivialisations par exemple). Le fibre ç est alors appelé fibre as-

socié à (P,p, B) de groupe structural GL(F) et de fibre F .

Les problèmes de réduction du groupe structural de § à

des groupes plus petit peuvent être très complexes. Nous ne mentionne-

rons ici que leurs aspects les plus élémentaires. Plus précisément, on

peut énoncer le

3. PRINCIPE. Réduire le groupe structural de § est équivalent

à munir celui-ci d'une structure supplémentaire.

(Tous les groupes considérés seront des Groupes de Lie).

Par exemple, si F est IR , réduire le groupe structural

de ç à O(n) revient à le munir dTune structure euclidienne, le fibre

principal auquel il est associé est alors le fibre des repères orthonor-

més. La construction peut être faite en coordonnées locales très facile-

ment. Il en va de même pour SO(n) (repères directs, structure eucli-

dienne + orientation), U(n) (fibre complexe + structure hermitienne),

etc. . .

Un cas important est celui de la réduction au groupe d'holono-

mie d'une connexion.
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IE. - CONNEXIONS, COURBURE ET HOLONOMIE.

Rappelons la définition d'une connexion principale ([K-Nj I,

p. 63).

4. DEFINITION. Une connexion principale sur le fibre (P,p,B)

est la donnée en chaque point x de P d'un supplémentaire

H de lfespace tangent V en x à la fibre de p tel que :
X X

a) H = (R ) (H ) pour g £ G groupe structural.
xg g * x

b) H dépend différentiablement de x £ P .
x

Cette notion est équivalente (cf. [K-N] , I, p. 64) à la donnée

d'une l-forme uu sur P à valeurs dans l'algèbre de Lie Q de G

vérifiant

af) uu(A*) = A pour A e Q

b') (R, )*(uu) = ad(g )uu ou ad désigne la représentation ad-
g

jointe de G dans Q .

A* étant construit de la manière suivante : l'action de G

sur P induit un homomorphisme de Q dans l'espace des champs de

vecteurs sur P , A* est l'image de A par cet homomorphisme ;

ou plus simplement

L'espace H est alors

H = { h € T P / U J (h) = 0) ;
A A A

il s'appelle sous-espace horizontal en x et V , sous-espace vertical.

La connexion est donc une distribution (horizontale) dans TP supplémen-

taire à la distribution des espaces tangents des fibres.
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La notion de relèvement horizontal d!un champ de vecteurs

X* de B en un champ de vecteurs horizontal X sur P est claire

X est l'unique champ de vecteurs horizontal sur P tel que

p#(X) = X» .

5. TRANSPORT PARALLELE. Soit T* une courbe C1 (par

morceaux) sur B partant d'un point b et x € P un point de la

fibre de b Tunique courbe horizontale T se projetant sur T* et

partant de x dans P permet de définir le transport parallèle hori-

zontal sur P comme bijection entre la fibre de b et la fibre de

= T *T*<1) .

Cette notion très importante admet une généralisation qui est

le transport parallèle stochastique d'Ito ([BTj) beaucoup plus difficile à

définir faisant intervenir la diffusion horizontale sur P .

6. HOLONOMIE. Pour tout b f B désignons par T(b) l'es-

pace des lacets en b dans B . Si T* est dans F(b) le relevé

horizontal T définit un isomorphisme de la fibre au-dessus de b

dans P . La collection de ces isomorphismes est munie d'une struc-

ture de groupe et est appelée le groupe d'holonomie de la connexion

avec point base b . On définit alors le groupe d'holonomie restreint

en utilisant les lacets homotopes à 0 . Les notations seront les sui-

vantes :

Hol(b) = holonomie à point base b

Hol (b) = holonomie restreinte à point base b .

De nombreux théorèmes ont été démontrés concernant ces

deux objets, nous ne retiendrons que le suivant :
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7. THEOREME. - Si B est paracompacte et connexe, pour

tout b dans B

a) Hol (b) est un sous-groupe de Lie connexe de G ,

b) Hol (b) est un sous-groupe normal de Hol(b) et_

Hol(b)/Hol°(b) est dénombrable.

8. COURBURE. La courbure (de la connexion de forme uu) est

la version infinitésimale de l'holonomie. Donnons-en une définition qui

est en fait un théorème dans les références utilisées. La courbure est

la 2-forme Q à valeurs dans lfalgèbre de Lie Q du groupe struc-

tural donnée par l'équation de structure :

(9) du)(X,Y) = -i[uü(X),u)(Y)l + n(X,Y) (tK-N] , I, p. 77)

pour X et Y champs de vecteurs sur P .

Le lien avec l'holonomie est explicité par le théorème suivant ;

10. THEOREME (Ambrose-Singer). Si B est paracompacte et

connexe alors l'algèbre de Lie de Hol (b) est le sous-espace

de Q engendré par les éléments de la forme Q (X, Y) où

y parcourt l'ensemble des points de P pouvant être liés ho-

rizontalement à un point x G

de vecteurs horizontaux en y

rizontalement à un point x G P fixé et X et Y des champs

11. DERIVATION COVARIANTE. Soit g(E) l'espace des sections

oT du fibre vectoriel § . Rappelons la définition :

12. DEFINITION. On appelle dérivation covariante sur g(E)

une application V IR (Œ ou H)-bilinéaire de

g(TB) x S(E) — g(E) (g(TB) = [champs de vecteurs C°° sur

B) , vérifiant de plus
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1) Vs est C (B) linéaire pour tout s dans g(E) ;

2) si X est dans g(TB) , s dans g(E) et f une fonc-
œ

tion C sur B

v (fs) = (X-f)s + f V s (v est une dérivation).
A XX

La notion de dérivation covariante sur les sections d'un fibre

est équivalente à celle de connexion ou distribution horizontale sur E .

La description du passage d'une des notions à l'autre est classique et

peut être consultée dans [K-N] I par exemple.

Donnons maintenant la justification de la construction précéden-

te. On suppose donc l'espace des sections de E muni d'une dérivation

covariante correspondant à une connexion (distribution horizontale sur P

ou E).

13 PROPOSITION. - II existe une correspondance biunivoque entre

les sections s de § et les fonctions cp sur P à valeurs

dans F qui vérifient :

cp(p.g) = g" .cp(p) .

De plus, si X* est un champ de vecteurs sur B et X son

relevé horizontal sur P , alors V
Y^S correspond à X- cp

(qui vérifie la condition d'équivariance car X est invariant).

Cette proposition est fondamentale car elle permet de travail-

ler sur les sections d'un fibre vectoriel comme sur des fonctions.

14. STRUCTURE METRIQUE SUR E . Dans tout ce qui suit nous

supposerons que le fibre § est euclidien (resp. hermitien e t c . . ) c'est-

à-dire muni d'un produit scalaire euclidien (resp. hermitien) dans chaque

fibre et dépendant de manière C de la base. Cette structure supplé-

mentaire correspond à la réduction du groupe structural à O(n) (resp.

U(n)) . Une connexion sera dite métrique si et seulement si elle est dé-
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finie sur le fibre principal correspondant. Pour la dérivation covariante

associée, V , ceci est équivalent à

où s et s' sont deux sections de % , X un champ de vecteurs sur

B et ( • , ' ) la structure euclidienne (resp. hermitienne).

Le groupe d'holonomie devient alors un sous-groupe du groupe

des isométries de la fibre type.

15. COURBURE ASSOCIEE A LA DERIVATION COVARIANTE.

La définition de v permet d'introduire la courbure de la ma-

nière suivante : si X et Y sont des champs de vecteurs sur B

(16) R(X,Y) = V Y - V X - VtX,Y] •

On vérifie aisément que cette notion est tensorielle en X et Y .

R(X, Y). est alors un endomorphisme de la fibre E . R est donc
|b b

une 2-forme sur B à valeurs dans les endomorphismes de Ç .

17. METRIQUE SUR P . Il existe un choix de métrique sur l 'es-

pace total P du fibre principal particulièrement intéressant dans la

situation présente. L'application p étant une submersion, p réalise

un isomorphisme entre H pour x 6 P et T, B pour b = p(x) . Il
X D

suffit alors de définir la métrique sur H de sorte que p I soit unê
x * 'H

isométrie sur T, B . Enfin, l'espace V s'identifiant à l'espace tan-

gent à l'élément neutre de G, on définit la métrique sur Vx de sorte

que cette identification soit une isométrie, G étant muni d'une métri-

que biinvariante (le volume de G étant fixé à 1 par exemple). La

métrique ainsi obtenue sur P est telle que l'application p devient

une submersion riemannienne à fibres totalement géodésiques (c'est-à-dire

telle que la deuxième forme fondamentale de la fibre plongée dans P

soit identiquement nulle). Ce dernier point étant équivalent au fait que
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le transport parallèle horizontal soit une isométrie (cf. [BE] chapitre
nEiemanian Submersions M).

Dans une telle situation OTNeil à introduit [cf. OL] un tenseur

(2.1) sur P , dont la valeur sur deux champs de vecteurs X et Y

est donnée par :

(18) AxY = h(I l ( X ) v(Y)) + v(D h ( X ) h(Y))

où D est la dérivation covariante sur P associée à la métrique pré-

cédemment définie et h(-) et v(-) désigne les projections sur les

sous-fibrés horizontaux et verticaux du fibre tangent à D . Les pro-

priétés élémentaires de A sont les suivantes :

on désigne par U,V,W (resp. X, Y, Z) des champs de vec-

teurs verticaux (resp. horizontaux) :

A x u = h ( D x U ) et A x Y = v ( D x Y )

AXY = - A y X d'où AXY = ± v([X, Y] ) .

Cette dernière formule faisant apparaître A comme l'obstruction à

l'intégràbilité de la distribution horizontale, au môme titre que la cour-
ez

bure Q de la connexion et la courbure R provenant de la dérivation

covariante associée. Il est donc naturel d'espérer des relations entre

ces objets. Elles sont résumées dans la

19. PROPOSITION. - Si X, Y désigne les relevés horizontaux

sur P des champs de vecteurs X* et Y* sur B , on a

les relations suivantes

Q(X, Y) = -UÜ(AXY) et AXY = jRV<X*t Y*) .

Preuve.

a) Q(X,Y) = -^uu<[X,Y]) ([K-N] I, p. 78) et par définition

de uu , Q(X,Y) = -±œ([X,Yj) = -^uu( v([X, Y] ) d!où la formule. Re
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marquons que v([X, Y]) est un vecteur tangent à la fibre donc com-

me tel, il est naturellement associé à un élément de l'algèbre de Lie

de G , et cette correspondance est donnée par la forme de connexion uu .

g) Soit s une section de § et cp la fonction sur P êqui-

variante qui lui est associée.

qui correspond à

[X,Y] -cp -

où [X*,Y*] est le relevé horizontal de [X*,Y*] (crochet sur B)

qui est également la partie horizontale de [X, Y] (crochet sur P).

(cf. tBE] et tOL] )

B7(X*fY*)s -v([X,Y])cp = 2(AxY)cp .

A Y est identifié à l'élément de l'algèbre de Lie de Q auquel il cor-

respond par ut) et donc considéré comme un endomorphisme antisymé-

trique de E . •

Le coefficient jî n'apparait que dans la dernière formule car

on a utilisé les conventions de [K-N] pour la différentielle et l'anti-

symétrisée Auu d'une 2-forme :

(Au>) (X, Y) = <5Xw<x> Y) - u)(Y, X) 3

du)(XtY) = (JX X "W(Y)-YU)(X) - w([X,Y])) .

20. QUELQUES FORMULES D'O'NEILL. La situation de submer-

sion riemannienne à fibre totalement géodésique a été étudiée par

O!Neill [OL] , en particulier les formules reliant les différentes cour-

bures de la base, de l'espace total et de la fibre ont été établies.

Quelques unes d'entre elles nous seront utiles. Nous utiliserons les

conventions suivantes :
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. . . U,V,W, . . . champs de vecteurs verticaux

. . . X, Y, Z , . . . champs de vecteurs horizontaux

. . . S* objet S sur la base

. . . § objet S sur la fibre

. . . S objet S sur l'espace total P .

K courbure sectionnelle, Rie courbure de Ricci, u cour-

bure scalaire.

K(U,V) = K(U,V)

K(X,U) = |A U| 2

K(X,Y) = K*(X*,Y*) -

\£L) »^x-.-, v / I**"V"

Ric(U,V) = Ric(U,V) + (AU,AV)

( 2 2 ) Ric(X,U) = -((6»A)X,U)

Ric(X,Y) = Ric*(X*,Y*) -

^ Ô̂ A = - S ( D Y A) (pour (X.) base orthonormale locale de H ). X. X. i x

u = u*+ Û - |A|2 .

Ces formules sont un outil dans la construction de métriques

à courbure (scalaire par exemple) strictement positive.

Si M vérifie ô*A = 0 on dit qu'il satisfait la condition de

Yang-Mills

<AX, A.Y) - S (A^. , AYX.) = E (A x U f V j

(AU.AV) =L(A X U,A X V)
X X

i i i

De nombreuses autres formules et applications peuvent être

consultées dans [BE] .
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IV. - ENFIN DES LAPLACIENS

Rappelons que la connexion V est supposée compatible avec

la structure euclidienne des fibres. On supposera de plus le fibre orien-

té et la fibre F = K (pour des raisons de simplicité uniquement).

Alors, V permet de définir de manière naturelle un opérateur

auto-adjoint opérant sur S(E) , appelé Laplacien brut et noté Â . Plus

précisément : soit (Y. = X?) un repère (local) orthonormé mobile sur

B , s et s1 deux sections c à supports compacts dans l'ouvert cor-

respondant. L'opérateur Â est associé à la forme quadratique suivante :

q(s) = J Jvs|2d,ji
B

où |vs| est la norme de la 1-forme à valeurs dans S(E)

|vs|2 = s
donc

Alors

r (vs, vs^duL = r ZJ (^ s, v s
B B ' Y i Y l

On utilise ici la compatibilité de v avec la métrique. Or

ƒ Yf<7vs,B'>d|j= f (V s, s'> div (Y) du
B i B i

où div est la divergence ([B-G-M] p. 125). L'expression locale de div Y.

est :

div Y. = -ZOf^Yj.Yj) - <Y.,DYY.»

<Y,D Y>
' Yj J

(voir aussi [GT] ).
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Alors

SJ 1 Y <V s,s ')dn= Z J <V s.s'XY ,D Y >
i B l Yi i , j B Y i l Yj 3

d'où
J B Y

J

J <s&,Vs'> = - £ ƒ (<VY(V s), s') - (V s,s«>W
B i B i i Y. j

on en déduit l'expression du Laplacien

par la correspondance utilisée précédemment (et avec les mêmes nota-

tions), As est associée à la fonction sur P (à valeurs dans F)

suivante :

En effet si X. est le champ basique associé à Xf , D X. est basique
1 i X i

et associé à D^X* , (cf. [OL] ).
Xy 1

l

L'opérateur A, est le Laplacien horizontal, défini par la

submersion riemannienne à fibres totalement géodésiques P - ^ - B , ap-

paraissant dans [ B-B] .

Bappelons que dans cette situation le Laplacien A de P

vérifie :

= o

où A. est le Laplacien horizontal et A le Laplacien vertical défini

de la manière suivante :

Av(f)(x) = AF (fpF )(x) , b G B , Fb = p~\£b}) , x 6 Ffe .
b I b

Les fibres de la submersion considérée étant des sous-variétés totale-
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ment géodésiques de P , Ie transport parallèle horizontal est isomé-

trique, la relation ii) en. découle immédiatement.

Par ailleurs, si cp correspond à une section du fibre § ,

elle vérifie la relation d'équivariance :

cp(P-g) = g" -cp(p)

soit p un point de la fibre de b 6 B , la restriction de cp à cette

fibre est donc la fonction

P = Pog —^ g" • cp(pQ) où cp(p0) € F .

La fibre étant isométrique au groupe structural G muni d'une

métrique biinvariante, on a

où p est la fonction sur G

G -^SO(n)
-1

P : g *—g

Le fibre vectoriel ayant été supposé orienté, on peut prendre

G = SO(n) , la métrique biinvariante étant choisie de sorte que SO(n)

soit l'espace des repères orthonormés directs de S . On a alors

AQP = (n-l)p

d'où

(Aycp)(p) = (n-l)cp(p)

En résumé

As ~ Ẑ cp = (A -Av)cp = Apcp« (n-l)cp .

CAS PABTICULIER 1.

Si B est compacte, le Laplacien brut est à résolvante com-

pacte et a donc un spectre de valeurs propres, discret s'accumulant
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en +00 . La relation précédente se traduit donc par l'égalité :

X = X -(n-t)

(pour toute valeur propre X de Â , il existe une valeur propre X

de A telle que l'égalité précédente soit vérifiée.

Des remarques analogues peuvent être faites lorsque le fibre

§ a une structure quelconque (Fibre vectoriel complexe hermitien, sym-

plectique, spinoriel, etc. . . ).

CAS PARTICULIER 2.

Soit un fibre vectoriel § : E — B , en droites complexes et

sa puissance tensorielle k-ième

§ est muni de la connexion naturelle induite par v et de la structure

hermitienne déduite de I . La construction précédente est

s1
1 I

où la représentation de S dans Œ est la représentation canonique.

Toutefois, sachant que ET est un produit tensoriel, on peut utiliser le

m^me fibre principal que pour I .

s1
1 I
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La représentation de S dans Œ est alors la puissance k-

ième de la précédente, c'est-à-dire

S1 x Œ —- (E

(X,Z) —*• \ k -Z .

L'étude des Laplaciens conduit alors à la formule :

X' = \p-k
2

L'exposé suivant a pour but d'étudier un exemple précis dans

lequel cette construction joue un rôle important.
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