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INECALITES ISOSYSTOLIQUES CONFORMES

par Christophe BAVARD

Soit M une variété riemannienne compacte non simplement connexe. La systole
de M est la plus petite longueur d’une courbe non contractile :

courbe

systolique

Une inégalité isosystolique permet d’estimer le volume en fonction de la systole,
ie.

vol > C(sys)"

pour un type topologique (ou conforme) fixé. On s’intéressera ici uniquement a des
inégalités optimales.

Remarque. — Une telle inégalité non triviale (C' > 0) n’existe pas toujours; par
exemple pour S! x S? on a C = 0 (prendre S' de longueur fixée et S$? d’aire petite).

I. Deux résultats classiques

1.1. — Les premiéres inégalités ont ét€ obtenues par Leewner (1949) sur le tore
T2 : C = V/3/2 avec égalité pour le tore plat équilatéral, et Pu (1952) sur le plan
projectif réel P2 : C = 2/ avec égalité pour la courbure 1 (voir [Pu]).

La preuve s’appuie sur le fait que toute classe conforme de métriques sur T2 ou
P2 contient une métrique homogeéne; avec S? , ce sont les seules surfaces fermées qui
ont cette propriété. Considérons donc une métrique g = p?gg sur M = T2 ou P2, avec
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Isom go = G transitif et ¢ € C°(M) . Noter que

long?(y) = / Yoy ds et volg = / ©2dgo .

On fait la moyenne de ¢ par le groupe d’isométries en posant

P(z) = / poo(z)do (= constante)
G

ol z € M et do est la mesure de Haar de masse 1 sur G . Alors :

volg = / ( / p2odgo)do > / ( f o0do)’dgo = / Y2dgo ,
G M M G M

et pour toute courbe v non contractile :

long¥’ 9 () = /¢o7 ds = / (po0oy) ds > sysg .
G
Ce qui établit les inégalités de Leewner et Pu.

1.2. — Dans la théorie des applications conformes, on s’intéresse a la question
plus générale de majorer la longueur conforme d’une famille de courbes I" . Etant donné
(M?, go) et T on définit

long confT" = sup (long? I'/+/vol g)

9=¢*90
et également le module conforme de T" :

mod(T") = (long conf )2
qui sont des invariants conformes (voir [Je]).

M. Gromov décrit dans [Gr] 1a méthode des longueurs extrémales comme suit. A
toute probabilité u sur I est associée une mesure *u sur M2 :

("p,yp) = /r ( / @0y ds)du(y) , ¢ € C°(M) .

Si *u a une densité f € L?(dv) par rapport 4 la mesure volume dv de M? , alors
long conf I" < || fl|2 -
Par exemple vol / sys*(g) = 1/||fl3 (g = ¥*go) . En effet
sv59< [ ([ oor ds)autn = [ fodo < | ffawol g . M

Cependant I’inégalité isosystolique obtenue n’est pas optimale en général.
II. Critére de minimalité

Les inégalités (1) montrent que M? minimise vol / sys? dans sa classe conforme
quand les conditions suivantes sont vérifiées :

1) toute courbe du support de u est systolique;
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2) f = constante.

En fait, elles sont nécessaires :

THEOREME ([Ba 3]). — Soit M une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n, so = SysM , vop = vol M , dv la mesure volume et S I’espace des courbes
systoliques de M .

M minimise vol / sys™ dans sa classe conforme si et seulement si il existe une
probabilité p sur S telle que *u = so /vy dv .

Dans ce cas M est unique @ homothétie preés.

Il est clair que I’existence de p entraine la minimalité (on dira que la métrique
est optimale). Voici quelques exemples :

Exemple 1. —

1
p = dy sur {7,} C S . Donc un tore plat est optimal.
Noter qu’on n’a pas utilisé tout le groupe d’isométries.

Exemple 2. — Soit Kz la bouteille de Klein plate :

1
L

2g 0 <p <oo

>—

—
r

On voit que K est optimale pour0 < 8 < m/2enposant u =dz sur {y;} C S.
Pour § > = /2 I'inégalité obtenue n’est pas optimale car les v, ne sont plus systoliques.

Exemple 3. — A tout graphe métrique compact X on associe une surface ¥ x
(plate avec des singularités coniques) :
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cylindre de section 1,
long comme l'aréte
correspondante

Pour chaque sommet de degré k de X, on a deux singularités d’angle kx. Quand
systole X > 1, ©x est optimale (S = les sections des cylindres, 1 = mesure de
longueur de X).

Démonstration du théoréme. — 11 reste a prouver l’existence de p pour une
métrique optimale. Fixons L > sys M , et notons I'” I’espace des courbes géométriques
non contractiles de longueur € L , muni de la topologie uniforme quotient; c’est
un compact métrique. Sa topologie est aussi définie par la distance de Hausdorff des
compacts de M . Enfin, notons K I’ensemble convexe et compact des probabilités sur
T'L avec la topologie vague.

Soit ¢ € CO%(M) et
Bl = f oy ds .

Si ¢ est positive, @ est semi-continue inférieurement sur I'l (c’est une fonction
longueur), donc quand u € K , (*u,¢) = (1, %) est bien défini pour tout ¢ € CO°(M) .
Observer que

("1, 1) = s0 .

Assertion 1.
so/vo dv appartient a 1’adhérence de *K .

Sinon il existerait ¢ € C%(M) et a réel > 0 tels que
S0 . .
= [ pdv+ f (v,9) = inf (*u, ) .
o / pdv+a < ”lgw(v ¥) = jnf (u,9)
Donc, pour ¢ > 0:
ae+/%(l +ey)dv < "irelf"(("u, 1+ey) .

Soit M ¥ la métrique conforme M par ¢ = 1 + €% (supposée > 0) et s = sys M¥ ,
v = vol M¥ . Par continuité de la systole et de la longueur par rapport a ¢ il existe
v € 'L systolique pour M¥; d’ot

522;(( ﬂ3‘P) =s, (= 6’7) .
Vu que so/vp [ dv = so/v/vo — O(e?) , on en déduit finalement
so\/v/vo < s —ae+ 0(?)

ce qui est absurde.
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Assertion 2.
so/vo dv € 'K .

On sait déja qu’il existe une suite (u,) C K qui converge vers u € K et avec
lim, *u, = £dv . Soit p € C°(M), v >0 . Comme P est s.c.i. on a

(Bn,P) = sup{{ua,g) ; g continue <P}
(idem pour y) et pour tout réel a > 0 il existe g continue sur T'L telle que

(1,9) S a+(pa,g) S a+(pa,B) = a+ ("un, p)
(n assez grand). Donc

80
By p) € — dv . 2
("ns ) vo/¢ @
En fait (2) est une égalit€ car pour 0 < p < 1

so < (", 1) = (", 0) + (", 1 — ) < 50 .
D’ou I’assertion 2.

Enfin, on vérifie facilement que le support de p est inclus dans S .
II1. Cas de Ia bouteille de Klein (voir [Ba 2])
Toute bouteille de Klein est conformément équivalente au modele plat Ky ,

0 < B < oo (II. ex.2); B sera le type conforme. On se propose de déterminer le
volume systolique conforme

m(B) = inf{vol g/ sys® g ; g de type B} .

1) — 0<pB<7/2.
m(f) =7/28 (voir II, ex. 2) .

2). — Pour B > /2 les métriques plates ne sont plus optimales. Soit K, la
bouteille suivante :

Iulsg ivisB

ds2. 62(v)di + v

2 =1
-
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ol o est une fonction continue de v , paire et B-périodique. Topologiquement, K, est
formée de 2 rubans de Mobius collés par leur bord M, = OM, . La métrique est
invariante par les “translations” (u,v) — (u+6,v), 0 < 0 < 27 , la symétrie le long
de OM; et la symétrie le long des ames A; (: = 1,2) des rubans. Noter aussi que les
verticales sont géodésiques et que la courbure est —o" /o .

Posons f(v) = fov dt/o(v) et F(z,y) = (:c,g(y)) ol g est la réciproque de f .
Alors

F*(ds®) = o® 0 g(y)(dz? + dy?)
le type conforme de K, est donc 8 = foB dv/o(v).

Pour I’instant on conserve B = w /2 et on introduit progressivement de la courbure
1 dans la bouteille plate carrée (o = 1) a partir des ames A; :

4

cos v [}
Zv

0Osast
4

>y

A
|
&R

pid T
4 2

Il s’agit de 2 rubans de Mobius a courbure 1 de largeur 2\ raccordés par un

anneau plat. Les verticales {v4} , (Ju| < 7/2) sont systoliques de longueur = , mais il
y a d’autres systoles dans les bandes elliptiques :

a
Aﬁ‘o / |
’/13 A1 O<a<A

e

12 = translatée de 1% par g

a
e

« } €st muni de la mesure 3 = cos A du de sorte que *u; est la mesure volume de la
Y K
partie plate.

Puis on cherche p3 sur {75}, (0 < a < A, 0 < 6 < 27) de la forme z(a)da®dé
pour avoir *(u; + p2) = dv sur {|v| < A} . En fait

A
*H2 = 2X{jv1<A) [ /I | (62(v) - 02(@)) " *z(a)da| - vol

(x = fonction caractéristique).
D’ou

A
2/ (cos? v — cos? a)~/?z(a)da = 1 — cos Afcosv O<v<< ).
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En posant z = cos? a — cos? ) et ¢ = cos? v — cos? A on se raméne 2 une équation de la
forme

t
/ (t — 2" VPy(a)dz = £(t), O <t < to)
0

de solution g(f) = & [f(O)/\/t' + fot(t—z)"'/2 f'(z)dz] . On trouve ainsi z(a) =
sina/mcos a(cos’a — cos’ ) , 0 € a < A . La métrique associ€e A o est donc
optimale. Quand X croit de 0 & 7/4 , B (= 2logtg(3 + §) + (¥ — 2))cos \) croit de
7/2 a 2log(1+/2) et

4
m(B) = — [sin A+(Z = Acos ,\]
T 4
décroft de 1 2 2v/2/x . La bouteille plate carrée s’est métamorphosée en une bouteille
Ko a courbure 1, double d’un ruban de Mdbius sphérique de longueur = et de largeur

n /2 (métrique lisse en dehors d’une courbe).

3). — Reprenons le modéle général K, . Pour augmenter encore le type conforme
on augmente B :

A
L3 r
zsbs3
! L »>-.
-2b -b 0 b B=2b "V

Les verticales ne sont plus systoliques, et la systole reste égale 8 = tant que la
longueur du bord des 2 rubans sphériques est supérieure 2 = , i.e. b < 7/3 . Dans
{|v| < b} on considére comme plus hautles {7§} ., 0<a<b,0< 6 <2 ,et

sin2a

p=— (cos’a —cos?b)"1/2 , (0<a < b)

(de méme pour {b < |v| < 2b}). La mesure associée *u est le volume. Quand
b € [ /4,7 /3] on trouve

B =2log tg(% + %) (croit de 2log(1 + \/_5) a2log(2+ \/5)) et

m(B) = ;m g (croit de 2v2/x 4 2V/3/7) .
4). — Enfin pour épuiser les valeurs de 3, il suffit d’épaissir le bord commun

des 2 rubans du cas précédent b = 7/3 en un anneau plat de longueur = et de largeur
arbitraire :
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gsb<oo

Ly
2b

/>
wigf---"°

m': - o

Dans la partie plate o les courbes d’équation v = +a sont systoliques on prend
p=da, (/3 <a< 2b-n/3), puis on compléte par une mesure comme en 3).
Ainsi

B=2 [1og(2 +V3) +ap—r /3)]

et

m(B) = V3, 51;([3 —2log2 +V3)) .

™

Voici I'allure de m(B) :

) \/_/‘ ----- . m (8)
2/n N v
A7 - - - - 2mip)
7, : '
A ' '
Al 2 4’
n/2 B
Remarque. — Soit m'(B) le minimum de vol / sys? pour les rubans de Mdbius

conformément équivalents au ruban plat de longueur = et de largeur 3 . m'(3) est donné
seulement par les parties 3) et 4), car il n’y a pas a controler la longueur des courbes
verticales. On retrouve grace au morceau 3) une inégalité qui figure dans [Pu] avec une
preuve analytique assez longue.

Comme corollaire on obtient I’'inégalité optimale pour la bouteille de Klein [Ba 1] :

THEOREME. — Pour toute métrique continue sur K on a
vol / sys® > 22 /=
et I'égalité caractérise Ko @ isométrie et homothétie pres.
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