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UNE INEGALITE INTEGRALE CONCERNANT
CERTAINES FONCTIONS LOG-CONCAVES

par René MICHEL

1. — Dans un article de 1939 aux Annals of Math., intitulé "On polynomials
with only real roots" ERDÖS et GRÜNWALD montraient la curieuse propriété suivante
de rigidité :

f(xi

Mo

Soit, sur cette figure, le graphe d'un polynôme ƒ dont toutes les racines sont
réelles; a et b sont deux racines consécutives et f(x) > 0 sur ]a,b[ . Alors, si

| ( & - a ) - M o .(1.1)

Si ƒ est un polynôme du deuxième degré : f(x) = A(x — a)(b — x) il y a égalité dans
cette relation.

Cette propriété fut reprise et généralisée à une fonction entière d'ordre inférieur
à 2 n'ayant que des racines réelles dans un bel article de s.K. IYENGAR en 1941
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(même revue) par une méthode toute différente et très "compréhensive"; il en résulte
en particulier que l'inégalité (1.1) n'est atteinte que par les polynômes du deuxième
degré.

L'analyse de la preuve de IYENGAR montre que l'inégalité (1.1) se généralise
dans Rn Euclidien, lorsque ƒ vérifie une propriété de concavité et s'annule sur le bord
de la sphère Sn-\ d'une boule Euclidienne Bn , par la formule :

(J .2) / ƒ(*) -dxi • • • dxn ^ -2— Vol(Sn) • sup ƒ(*) .

Ici encore la constante est optimale et l'égalité est obtenue seulement pour le polynôme
po tel que :

poix) = Mo(R2 - ||x - af)

avec Bn = {x G R n / | | z - a\\2 < R2} et Mo > 0 , constant. La notation Vol désigne le
volume Euclidien.

7.3. — II est clair que l'on ne restreint pas la généralité en considérant dans la
suite Bn = {x G Rn/IM|2 < 1} , c'est-à-dire en prenant a = 0 et R = 1 .

2. — L'espace de fonctions considéré.

2.1. DÉFINITION. — Soit ƒ : Bn -> R+ de classe C2 . ƒ G E «=> 3tp définie
et continue sur Bn , tp > 0 , de classe C2 sur Bn telle que Logv? est concave et

2

La propriété de Log-concavité est essentiellement utilisée ainsi : le Hessien de
Log <p est en tout point une forme quadratique non positive :

Vx G B«,Vfc G Rn ,(LogyO"(*)(M) < 0 .

2.2. PROPRIÉTÉ. — E est stable par addition, par multiplication et par passage
à la limite ponctuelle qui conserve la régularité.

Ces propriétés des fonctions Log-concaves sont classiques (voir par ex. [3]).

D'autre part puisque

l - llxll2) = - 2 ,

la fonction 1 — ||x||2 est concave et positive; elle est donc aussi Log-concave, comme
il est classique.

23. THÉORÈME. — Vƒ G E , l'inégalité (12) est vérifiée. L'égalité a lieu, si
et seulement si, ƒ est un polynôme du deuxième degré.

2.4: Remarque. — Dans l'écriture f(X) = (1 - ||A"||2) • <p(X) si y> n'est plus
supposée Log-concave mais seulement Log-surharmonique la majoration (1.2) n'est
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plus nécessairement vérifiée; par exemple, si n = 2 et /Or, y) = (1 — x2 — y2)ex ~y

on voit rapidement que maxj^ ƒ = 1 et en calculant en coordonnées polaires :

* /f f ƒ (*, y)dxdy = I / * / (1 - u)(l + V uk cosfe 29)dud9

3. — Démonstration de Pinégalité (1.2).

3.1. — Soit x° = (x°u..., z°n) 6 J3„ et Mo > 0 fixés.

On considère le paraboloïde elliptique V C -Rn+1 , tangent en (xo,Mo) au plan
= Mo et qui s'appuie sur la sphère Sn_i d'équation ||x|| = 1 , xn+\ = 0 . Soit

alors p : Bn —• I? définie par la condition :

{{x,p(x))/xeBn}cV

i.e. : le graphe de p est contenu dans le paraboloïde V.

32. PROPOSITION. — Si x° ̂  0 on a :

K.)-(l-|.P)~
où v : Bn —» RI est une fonction strictement concave sur Bn .

Cette proposition sera prouvée plus loin. Remarquons que si x° ̂  0 la fonction
p n'appartient pas à E : en fait l/v est strictement convexe comme Log l/v .

Notons que par définition de E , ƒ atteint son maximum dans Bn .

La proposition 32 a la conséquence suivante :

3.3. PROPOSITION. — Soit f € E telle que :

sup ƒ (s) = ƒ <*°) = sup pOr) = p(x0) = Mo ;
xÇBn x€Bn

si x° ̂  0 on a f(x) < p(x) sur Bn - {x0}
si x° = 0 on a f(x) < po(x) sur Bn .

Démonstration de 3.3. — Soit j € Rn , | | j | | = 1 . Posons f(t) = f(x°+jt) et

p\t) = p(z° +jt) avec < €]ti,<2[ tel que x°+jt G B n .

Soit
V>(*)

0(0 = Log 4<x° + jO + Log v(x° + jt)

d'après 3.2 et 2.i.
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On a :
i/>(0) = Log ƒ (0) - Log p(0) = Mo - Mo = 0

de même

~ ƒ (0) P(0) ~ "

puisque ƒ et p sont maximum en x° .

D'autre part la concavité de Log<f et la stricte concavité de v impliquent, si

X2

Xn x.

II en résulte : V(0 < 0 , V* ç [<i,<2] - {0} donc

ƒ(<) < P(O •

En faisant varier j on a f(x) < p(x) sur Bn — {x0} .

Si x° = 0 on a p(x) = po(x) = M0(l — ||x||2) et v est constante. Dans ce cas les
inégalités strictes sont remplacées par ̂  dans les raisonnements ci-dessus.

3.4. Encadrement de JBn p(X)dX\ • • • dXn. — L'application linéaire « définie
par :

\ / l 0 •• 0 "
0 1 ••• 0 x2-

(3.4.1)

0 0 ••• 1 x° -Mo"1

\ 0 0 ••• 0 1 /

transforme le paraboloïde défini par :

po(x) = Mo(l - ||x||2)

en le paraboloïde V contenant le graphe de p . D'autre part, on a :

(3.4.2) f po(x)<fx! • • • dxn = Vol(Go)
JBn

avec Go = {(x,y) € Bn x R+ ; 0 ^ y < po(x)} .

On voit facilement que

u(Go) D {(X,

Puisque Det u = 1 on a

(3.4.3 ) Vol («(Go)) = Vol(Go)

et

(3.4.4) Vol (« (Go) ) > I p(X)dXi •dXn.
JBn
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Par un calcul simple on obtient :

(3.4 _5) / Mo(l - H*||2)dz, • • • dxn = -2— • Vo\(Bn) • Mo = Vol(Go) .
JBn n + 2

D'autre part, d'après (33), on a, si ƒ n'est pas un polynôme du deuxième degré,

(3 A .6) f f(x)dxi -dxn< f p(x)dx\ -dxn
JBn JB„

et par conséquent d'après (3.4.6), (3.4.5), (3.4.4), (3.4.3) il vient l'inégalité cherchée :

2
n + 2

(12) f f(x)dxi'.dxn<-^.\ol(Bn)MQ.
JBn

II y a égalité dans (1.2) si et seulement si

d'après (3.3) et (3.45).

4. — Vérification de la proposition 3.2.

On transforme par u € S£(n + 1,R) le graphe de po(x) = Mo(l — ||a:||2) définie
sur Bn ; on obtient, en posant Yn+\ = j % • Xn+\ , l'équation du graphe de p :

s?yn+i)2 (Xn-x°nYn+i)
2

ou encore

(4.1) \\x°\\2 • y n
2

+ 1 + ( 1 - 2 < z ° , X » • Yn+l + \\X\\2 - 1 = 0 .

Posons q(X) = -fcp(X) , X € £„ .

La racine positive dans (4.1) est q(X); notons W(X) la racine négative. On a
donc

(4.2) q(X). W(X) =
ll«°lla

Puisque x° est quelconque, il suffit pour vérifier la concavité de dériver en un point X
quelconque, dans la direction de X\ par exemple.

En dérivant dans (4.2) et (43) il vient :

(4.4)

(4J)

(4.6)
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(4.7)

On en déduit facilement

Puisque W(X) - q(X) < 0 d'après (42) on a

(4.5) ö iö i9<0 et d\d\W>§ sur B n .

En fait, on voit rapidement que ces inégalités sont nécessairement strictes.

En posant v(X) = - ^ - • W(X) et en tenant compte de (42) et (4.8) on obtient
la proposition 32.
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