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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBÉRY-GRENOBLE
1987-1988 (49-60)

MESURES INVARIANTES SUR DES ENSEMBLES AUTOSIMILAIRES

par Laurent GUILLOPÉ

Résumé : A toute famille S finie d'applications contractantes est associé
un ensemble limite autosimilaire. Il existe une mesure invariante pour certains
processus de Markov construits à partir de la famille S et des théorèmes récents
d'approximation de cette mesure à la Birkhoff sont à la base de techniques de
compression d'images.

Dans le développement actuel de l'infographie, le stockage des images est un
problème aigu : par exemple, une seule image du satellite Spot correspond couramment à
environ 30 MO de (= 31457280) caractères. Il y a ainsi une forte demande de méthodes
efficaces de compression/décompression d'images : l'augmentation continuelle de la
puissance des microprocesseurs permet d'envisager la mise en œuvre rapide de telles
méthodes a priori complexes (au besoin avec l'aide de microprocesseurs spécialement
conçus pour ces tâches).

Le cadre de l'image est un ensemble fini de pixels {picture element) à colorier
Le. (si on restreint aux images en noir et blanc) à noircir éventuellement. On le munit
de la topologie discrète, de telle manière que la partie noire (ainsi que la partie blanche)
apparaît comme un compact du cadre de l'image. Le problème de compression est donc
le suivant :

Étant donné un espace compact E, coder (en termes économiques) un compact
quelconque K de E,

Les techniques de compression de [3] (article qui fut à l'origine de cet exposé)
sont basées sur l'idée suivante : muni de la distance de Hausdorff, l'espace fC(E)
des parties compactes de E est un espace compact. Une famille 5 d'applications
contractantes induit sur K(E) une application contractante S(S)\ pourquoi ne pas voir
tout compact comme point fixe C(S) de <S(S), pour une famille 5 convenable? Etant
donné un compact A, on peut construire une famille finie 5 , telle que S(Sn)A soit rj-
proche de A9 une variante du théorème du point fixe pour des applications contractantes
dit alors que le point fixe CiS^) est e(r7>-voisin de A (avec e(rç) —> 0 lorque 77 —> 0;
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évidemment #5^ —> oo aussi). Le schéma de compression est alors justifié simplement.

Dans les applications, E est une partie de l'espace euclidien (à deux dimensions)
et S une famille finie de similitudes contractantes. On construit une bibliothèque B£

de compacts (chacun codé par un nombre fini de similitudes) qui est e-dense dans
l'ensemble K(E). On est ramené ainsi, étant donné un compact K, à parcourir (la rapidité
de la lecture de B€ pose d'autres problèmes... ) la bibliothèque Be pour découvrir un
compact £ ( 5 ) , pour une certaine famille 5 , approchant K à e-près.

Dans ce schéma, décomprimer une image, c'est produire le point fixe C(S) à
partir de la famille S. En général C(S) a une structure très compliquée (cantorienne!)
et décomprimer ne peut signifier que livrer une approximation de C(S). On montre
facilement que C(S) est l'ensemble des points limites des trajectoires issues d'un point
base x (quelconque) de E sous l'actions de 5. Générer C(S) en traçant les trajectoires
issues de x pose le problème du choix de la trajectoire : on quantifie ce choix en
introduisant une chaîne de Markov associée à la famille S, déterminée par un vecteur
de probabilité p = (p3)ses et indiquant la probabilité du choix de l'action de chaque
élément de 5 à l'instant n (n G N*). A cette chaîne markovienne, est associée une
mesure stationnaire /xs^, dont l'unicité est garantie par les propriétés contractantes de
la famille S : de plus, son support coïncide avec l'ensemble limite C(S).

On remplace ainsi le problème de l'approximation de l'ensemble C(S) par celui
de la mesure ps,p et il apparaît un théorème d'approximation à la Birkhoff : une orbite
approche en moyenne (Le. la moyenne des masses de Dirac le long des orbites à temps
fini) la mesure fisiP pour la topologie de la convergence vague et ce, pour presque toute
trajectoire. Plus précisémment, on a le théorème :

THÉORÈME 0.1. — Soit E compact, S une famille finie de contractions de
E, p = (ps)s£s un vecteur de probabilités et fis,p l'unique mesure stationnaire sur E
pour la probabilité de transition tStP(x,B) = Y^sesP^si^) de x e E au borélien B
de E. Soit fî = 5N*, avec probabilité produit induite par le vecteur de probabilité p.

Il existe une partie Û de fi, de mesure pleine, telle que Wx e E,Vf e

(0.1) lim J V~A~ / ' J — ,v-n-•—.-/ = f
n—oo n y^

Le théorème de Birkhoff donne la convergence (0.1) pour une trajectoire
(x,cjix,u;2u;ix,.. .) presque sûrement dans E x ÎÎN* : l'hypothèse de contraction est
utilisée de manière cruciale pour établir (0.1) pour tout point base et pour presque toute
combinatoire (u>i ,u>2, • • •) de la trajectoire.

H nous a paru utile de rappeler quelques notions sur les processus et leur
dynamique ainsi que sur les propriétés particulières des processus de Markov. Il est alors
facile de démontrer le théorème 0.1, dont une généralisation à des familles contractantes
en moyenne, avec une dynamique aléatoire (Le. suivant un vecteur de probabilités)
variant avec x, est démontrée dans l'article [4] de Elton. Nous traitons ici le cas des
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familles contractantes en moyenne avec p constant, renvoyant le lecteur à [4] pour la
démonstration du résultat général : une fois établie l'unicité de la distribution initiale
stationnaire, la démonstration utilise le théorème des martingales; on n'aura utilisé pour
notre part que le théorème ergodique de Birkhoff (et la loi forte des grands nombres
qu'on peut voir comme un de ses corollaires).

Merci à Jean Brossard pour sa lecture critique d'une version préliminaire de ce texte!

1. Point fixe dans !C(E)

Soit E un espace métrique complet et K{E) l'espace des parties compactes de
E. On vérifie que l'application donnée par

d(A,B)= sup (d(a,B),d(A,b))
a£Atb£B

définit une distance, dite distance de Haussdorff, sur K(E) , telle que (/C(J5), d) soit
complet et compact si E l'est.

On suppose désormais E compact et suffisamment régulier pour que les fonctions
lipchitziennes soient denses dans l'espace Co(E) des fonctions continues.

Soit S la transformation définie sur K(E) par SA = (JsessA,A G K(E).

LEMME 1.1. — Si les applications s sont lipchitziennes de rapport \s\,
l'application S est lipchitzienne de rapport \S\ = supsG5 |s|

Preuve. — On a les inégalités

d(Us£SsA, UresrB) = sup (d(sa, U5GSSJ5), d(Uf € S r A, rb))

^ sup (d(sa, sB), d(r&, rA))
r,«€S,aG>l,6€B

sup (\s\d(ayB),\s\d(A,b)) < \S\d(A,B). D
€Ab€B

Exemples. — Soit si l'homothétie de centre a et de rapport h. Sur la droite,
C({s°h,s\}) est un ensemble de Cantor si h < 1/2 (avec pour h = 1/3 Tensemble de
Cantor exemplaire), alors que pour h ^ 1/2, on trouve toujours l'intervalle [0,1]. Un
polytope A" de sommets {Pj} dans {Rd} est réalisé comme C(s%>) en prenant des hj
inférieurs à 1, pas trop petits.

On note par C(S) le point fixe unique de S(S) dans tC(E). Pour tout compact A,
la suite (SnA) converge vers £(S). En prenant A = {xo}> on en déduit que l'ensemble
des points d'adhérence des orbites de xo sous l'action de S est égal à C(S). Soit
Zoo G C(S), point d'adhérence de la suite (xn — Sinl... siniï(n)zo). En usant du procédé
diagonal, on peut en extraire une suite (xn) telle que 1nyk soit constant (= jk) pour tout
Jfc. La suite (SJX . . . Sjkxo) est de Cauchy :

d(sjx . . . sjkx0, sj, . . . Sjfc+,zo) < \S
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et a même limite que la suite (xn), limite qui ne dépend pas de l'origine xo. On vient
de démontrer la surjectivité de l'application $ définie dans le lemme suivant (dont la
démonstration est omise) :

LEMME 1.2. — Soit Q = SN* avec la métrique d définie par d(u),à) =
5Z^Li l'̂ r^wn.wn (°ù &*tr w r 1 si s = r, 0 sinon). Pour u dans Q et x dans E, la
suite (u>i... u)nx) converge, avec une limite indépendante de x. Lapplication $ de Q
dans C(S) définie par $(u>) = l im^oe u>\... u>nx est continue.

Remarque. — Cette application n'est pas injective en général : pour 5 =
{s? / 2 , s | / 2 } , on a 1/2 = $(1,2 ,2 , . . . ) = $(2 ,1 ,1 , . . . ) ; pour S = {s? / 3 , s | / 3 } ,
l'application $ est injective.

Si les applications s ne sont contractantes qu'en moyenne, au sens où il existe un
vecteur de probabilité p tel que \S\P = f L e s \s\Pa < *' o n n e P e u t affirmer l'existence
d'un point fixe pour l'application 5 . On peut néanmoins définir $ presque partout sur
£2, comme limite des applications Y£(u>) = u>\ . . .u;nz :

PROPOSITION 1.3. — Soit Q = 5N* muni de la mesure produit induite par
le vecteur de probabilité {p3)3£S et x e E. Alors, si (S,p) est contractant en moyenne,
la suite (Y*(u)) converge pour presque tout u> dans Ü (avec limite ne dépendant pas
de x).

Preuve. — Soit Vn la variable aléatoire sur Q définie par Vn(u>) = log |u;n|. Les
variables aléatoires Vn sont indépendantes, de même loi et d'espérance

»alog|a| = l o g | 5 | p < 0 .

D'après la loi forte des grands nombres, la suite (Vî + . . . + Vn)/n converge presque
sûrement vers S : il existe une partie Cl de probabilité 1 telle que

lim = £, LJ
n-KX) n

Ainsi sur une partie fi de mesure pleine, on a, si t G (|S|/>, 1)* «*; G fi, l'existence d'une
constante C{OJ) telle que

La suite (l'if (u;)) est donc de Cauchy, avec limite indépendante de x. D

2. Mesures invariantes relativement à une probabilité de transition

A la famille 5 et au vecteur de probabilités /?, on associe la probabilité de
transition tSiP(x,B) = *523£SP*XB($X) de x G E au borélien B de E. On en déduit
un opérateur PsiP sur l'espace des fonctions continues
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et par dualité un opérateur, noté tSiP*> sur l'espace des mesures

qui laisse invariant le convexe M\(E) des mesures de probabilités sur E.

DÉFINITION 2.1. — Tout point fixe de tSiP+ dans M\(E) est dit stationnaire
relativement à la probabilité de transition

PROPOSITION 2.2. — Soit une famille S contractante en moyenne relative-
ment au vecteur de probabilité p et fxp la mesure produit Q = 5N* associée au vecteur
p. Alors $*/ip est stationnaire relativement à la probabilité de transition tsj>.

Preuve. — L'application $ entrelace le décalage à droite ds défini par ds{(J) =
(.s,u?i,u>2...) sur fi et l'action de 5 sur E. D'autre part, la mesure \ip est stationnaire
par rapport à la probabilité de transition <{<*,})P. Ainsi :

L'unicité est donnée, dans le cas d'une famille contractante, à l'aide du lemme suivant
et de son corollaire (qui donne aussi l'existence de la mesure invariante comme point
fixe de la transformation <s,/>*)-

LEMME 2.3. — Soit Lip1 (E) l'ensemble des applications lipchitziennes sur
E de rapport de Lipchitz au plus égal à L En posant

, 1/) = sup \fi(f) - !/(/)|, /i, v e M\(E),
V

on définit une distance sur M\(E) induisant la topologie de la convergence vague sur
Mx(E).

COROLLAIRE 2.4. — L'application tsj>* sur (M\(E), di) est contractante de
rapport \S\.

Preuve du corollaire. — On a

*V, tsiP * M) = sup (l Y\ PsWos) - u(fos)))
f€UVHE) V ffs

 J

Pour ƒ dans Lip1^), ƒ05 est lipschitzienne de rapport inférieur à |s|, donc |//(/os) -
v(fos)\ < \$\dL(fi, u)9 et le corollaire en résulte. D

Preuve du lemme. — Soit D le diamètre de E et £M = Lipl(E) n
M}. On a dL(n,v) = sup^€foo |/x(^) - v(tp)\ = s u p ^ ^ |/i(v>) - u(<p)\. En effet,
l'oscillation de <p G Lip1 est au plus D\ ainsi y> — y(xo) est dans E& et on a
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(fi — v)(ip) = (/i - v)(<p - v?(xo)). On vérifie alors que dL est finie et définit bien
une distance sur M\(E).

Du fait de la densité des fonctions lipchitziennes dans Co(E), il est clair que la
topologie de la convergence vague est plus fine que celle déterminée par la distande dL.

Inversement, soit e > 0, Ee (V€ resp. ) une e-approximation finie de E (de
[-D,D] resp. ) et <p€ la restriction de tp à E£. On construit alors une famille finie
Sp (C £D) qui approche tout élément de £& à 6e près; si \j> est un élément de £p à
distance au plus 6e de tpy on a alors :

10* - "XVOI ^ 2.6e + |(// -

On en déduit que le voisinage ouvert Ï7e(/i) = {v, |(/i - ^)(y?)| < e,y> € ££>} est
inclus dans la boule centrée en fi de rayon 13e pour la distance d^ ce qui permet de
conclure. D

3. Dynamique des processus (à temps discret)

Par dynamique sur un espace E, on entend la donnée d'une transformation T
de E (on suppose ici le temps discret; dans le cas d'un temps continu, la donnée
consisterait en la donnée d'un semi-flot de E). On étudie alors l'action de T vis-à-vis
des structures de E : topologique, mesurable, mesurée.... L'objet de ce paragraphe est de
montrer comment la donnée d'un processus sur Q à valeurs dans E est équivalente à la
donnée d'une dynamique sur une espace E et d'expliciter quelques notions dynamiques
(telles celles d'événement invariant ou d'ergodicité) en termes de processus.

A. Définitions et propriétés générales.

Un processus X (à temps discret, sous-entendu désormais) sur l'espace mesura-
ble iï (muni, en général, d'une mesure de probabilité, notée v dans la suite) et à valeurs
dans E est une suite de variables aléatoires (Xn)neN* sur ft à valeurs dans E. De la
mesure v sur fi, sont dérivées les mesures un = (JCn)*i/, distributions de X au temps n
sur E : en fait, l'étude du processus X passe plus par celle des distributions vn que par
celle de la mesure v (cf. ci-dessous les quelques résultat sur les processus de Markov)!

On note par (E, ux) l'espace E*** muni de la mesure \&*r/, où ^ est l'application
de îî dans E induite par le processus et définie par $(u;) = (Xn(u>))n^\. Sur E, on
définit l'action de décalage (à gauche) S((xn)n^\) — (arn+i)n>i' Inversement, si T est
une transformation opérant sur l'espace de probabilité (E, //), on lui associe le processus
X = (Xn = Tn) à valeurs dans E et où l'espace du hasard est E lui même.

L'étude du processus X est en fait l'étude des événements déterminés par les
variables Xn i.e. de la tribu engendrée par les Xn, E étant supposé muni de la tribu
borélienne standard : les événements de la forme {(X\, -X2,...) G G}, pour un borélien
G de E, jouent ainsi un rôle particulier (et notamment lorsque G est cylindrique).

Si T, opérant sur E, laisse \x invariante (T*// = \i\ alors pour A\,..., An parties
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de E, on a :

G Au...,xn G An) = ti(T-lAi n...nT~nAn)

= fi{T-k{T-lAi n . . . n T'nAn))

n . . . n T"(*+n) An)
G A\, •.., xk+n e >in).

ce qui amène la définition :

DÉFINITION 3.1. — Soit X un processus sur Q à valeurs dans E et v une
mesure sur fi. Le processus X est stationnaire pour la mesure v si la loi de (X\, X2,...)
est la même que celle de (Xk,Xk+\,. -.) pour tout k.

Si le processus X est stationnaire, vérifions que la mesure vx sur E est invariante
sous l'action du décalage 5 :

Smvx(A\ x A2 x . . . x An x ft x ...) = vx(tl x Ai x A2 x . . . x An x îî x . . .)

= v(X2 G A i , . . . , Xn+\ e An)

= v(X\ e A\,..., Xn G An) par stationnante

= ux(A\ x A2 x . . . x An x fî x . . . ) .

Deux événements A et S sont dits presque-égaux si leur différence symétrique
est de mesure nulle (et on notera A ̂  £) , l'événement A est dit T-presque invariant si
A~T~lA.

Si G (C E) est presque invariant sous l'action du décalage 5, alors

r = {(Xi,x2,...) e 5"^} - {(x2,x3,...) e c?},
ce qui motive la définition suivante :

DÉFINITION 3.2. — Un événement T est presque invariant pour le processus
X s'il existe G dans E tel que F ~ {(Xk,Xk+\,. -.) G G} pour tout entier k.

On a alors la définition classique de processus ergodique relativement à une
mesure v :

DÉFINITION 3.3. — Un processus u-stationnaire X est ergodique si tout
événement presque invariant sous l'action de ce processus est de mesure nulle ou pleine.

et la non moins classique proposition :

PROPOSITION 3.4. — Soit X un processus sur E et une mesure v stationnaire
vis-à-vis de X, extrémale dans le convexe Mx(®) àes mesures stationnaires pour le
processus X. Alors v est ergodique sous l'action du processus X.

Preuve. — Ab absurdo, soit A un événement invariant non trivial et soit v&
la mesure définie sur Si par uA(T) = u(T n A)/KA). L'événement A est de la forme
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A ~ {(Xk+i, -X̂ jb+2, • •) € D} avec D invariant sous l'action de 5. Soit G un événement
de E.

= Z/(((XI, X2,...) G G) n A)

= i/((Jfi,-Y2,...)€Gni?)

= ^((-^2,-X3,...) G G n D) par stationnante

ainsi i/^ est stationnaire, de même que vcA ; v, barycentre de vA et i/c^, n'est pas
extrémal, ce qui contredit l'hypothèse. D

LEMME 3.5. — Soit (X,fi) un processus à valeurs dans E, <f> : E —+ F
mesurable.

(i) Si (X, fi, v) est stationnaire, (<f>(X), fi, v) Vest aussi,

(ii) Si (X, fi, v) est ergodique, (<f>(X), fi, v) l'est aussi.

Preuve. — (i) On vérifie simplement la propriété de stationnante pour des
événements dans la tribu engendrée par les <f>(Xn), tribu incluse dans celle engendrée
par les Xn.

(ii) Soit F invariant pour le processus <f>(X). Il existe G borélien de F tel
que r ~ {(*<Xi),... #**) , . . . ) G G} - {<*, , . . . ,**. . . ) G ^ ( G ) } où $ est
l'application produit induite par <f> entre E et F. Ainsi I\ invariant pour le processus X,
est de mesure nulle ou pleine. D

B. Processus de Markov.

Rappelons la définition des probabilités conditionnelles ([6]) :

DÉFINITION 3.6. — Soit (fi, v) un espace mesuré. La probabilité condition-
nelle de {Y G A} relativement aux variables aléatoires Y\,..., Y^^\ est toute fonction
ÇA{^) mesurable relativement à la tribu (complète) F(Y\,..., Y*_i) engendrée par les
Yi,...,Yik-i telle que

u(Y É A , w G A ) = / gA(»)M»), VA G
./A

et qu'on notera m(Y G A\Y\,..., Yk-\ ).

On a alors la définition d'un processus de Markov (à temps discret) :

DÉFINITION 3.7. — Un processus X sur l'espace mesuré (fi,i/) est dit de
Markov si m(Xn G A ^ i , . . . , Xn_i) = m(Xn G A\Xn-\) à tout instant n.
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Une variable aléatoire ^(J\Tn_i)-mesurable est égale presque partout à une
variable du type g(Xn-\) où g est une fonction définie sur E. On désignera par
m(. \Xn-\ — x) une telle fonction pour la variable aléatoire m(. |X n _i) . On n'envisagera
dans la suite que des processus de Markov dont les probabilités de transition m(Xn G
A\Xn-\ — x) sont indépendantes du temps : m(Xn G A\Xn-\ = x) = t(x,A).

A tout processus de Markov X à valeurs dans E et de distribution initiale
v\ = X\*v est associé l'espace de représentation E avec mesure VE définie sur les
événements cylindriques par

n) = j \f ... ƒ
et portant le processus X donné par les applications coordonnées. Les propriétés
markoviennes de X et X étant les mêmes, on peut supposer dans la suite X défini
sur son espace de représentation, la mesure VE étant déterminée par la donnée de la
distribution initiale v\ et la probabilité de transition t.

A la probabilité de transition t est associé l'opérateur U sur M\(E) défini par
t+fjt(B) = JEt(x,B)dfi(x). Si T est une tranformation de E et tf* la probabilité de
transition donnée par t(x,B) — XB(TX), <„ est l'opération habituelle d'image directe
T*, duale de la composition par T sur CQ(E) si T est continue (cf. partie 2).

LEMME 3.8. — Le processus de Markov (X,t,v\) est stationnaire si et
seulement si v\ est stationnaire pour la probabilité de transition t.

Preuve. — Si Xn est stationnaire, les Xi ont même loi. Or on a vi — t*v\ par
hypothèse markovienne, aussi u\ est stationnaire sous l'action de t*.

Réciproquement,

u(Xk e A\,..., Xk+n e An)

= / / . . . / . . . /
Jx Jx JAx JAn

= ƒ . . . / t(xn+k-i,dxn+k)...(t*)hdvi(xk)
JAx JAn

= . . . /
JAi JAAn

= u(X\ G A\,..., Xn G An)

Le processus X est donc stationnaire D

PROPOSITION 3.9. — Soit (X,vut) un processus de Markov. Si v\ est
extrémale dans le convexe des mesures t+-stationnaires, le processus de Markov
(X, v\, t) est ergodique.

Preuve. — Toute mesure stationnaire pour le processus de Markov X avec
probabilité de transition t est déterminée de manière unique par la distribution initiale
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u\ et la probabilité de transition t. Comme pour la proposition 3.4, on raisonne par
l'absurde, supposant l'existence d'un événement presque invariant A de mesure non
triviale. Nous admettrons la proposition (non triviale) :

PROPOSITION 3.10 ([6, p 197]). — Soit A un événement presque invariant
du processus de Markov X. Alors, il existe un borélien D de E tel que A = {Xi G

On vérifie alors que u& définie par u&(A) = u(A D A)/u(A) est markovienne
pour le processus X avec probabilité de transition t :

I , . . . , X I ) G j4n + i x . . . x ^ i )

= i / ( ( ( A " n + i , . . . , X\) € ^l„+i x . . . x A i ) n A ) / i / ( A )

= v(Xn+x e An+i nD,...,X\eA\r\ D)/u(A)

t(XnjAn+i)dv/v(A)

t(Xn,Arn.\)dv£s.

de distribution initiale vu avec vo(A) = v(A n D)fv(D) (vu i/i(D) = f(A)). On
en déduit que vu est i*-invariante et que v\ n'est pas extrémale dans le convexe des
mesures ^-invariantes. •

C. Théorème de Birkhoff.

Contentons-nous de citer le théorème de Birkhoff suivant ([6]) :

THÉORÈME 3.11. — Soit (E,fi) un espace mesuré, T une transformation de
E laissant fi invariante et ƒ dans LX(E, //). Alors, (ƒ o T + . . . + ƒ o Tn)/n converge
presque partout sur E. Si en outre T est ergodique, la limite est constante, égale à
l'intégrale JEfdii.

On a un résultat analogue pour les processus stationnaires :

COROLLAIRE 3.12. — Soit X un processus stationnaire sur l'espace mesuré
(fi, v) à valeurs dans E. Soit ƒ une fonction integratie sur E relativement à la
distribution v\ = Xwi/. Alors (ƒ o X\ + . . . + ƒ o Xn)/n converge presque partout
sur Çt. Si en outre, le processus est ergodique, la limite est constante égale à JE fdv\).

Remarque. — La loi forte des grands nombres peut s'obtenir à partir du
théorème précédent en remarquant que le décalage sur E est ergodique (d'après la
loi dite 0-1).
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4. Le théorème principal

Soient E,S... les objets introduits dans la partie 1. Nous devons commencer
par démontrer le résultat d'unicité suivant :

PROPOSITION 4.1. — Supposons la famille S contractante en moyenne rela-
tivement au vecteur de probabilité p. La mesure fiSj> est l'unique point fixe de ts#*
dans M\(E).

Preuve. — Si chaque application de S est contractante, on a vu l'unicité de
dans la partie 2.

Dans le cas de contraction en moyenne, on va montrer que JJLSJ* est un attracteur
vague pour l'action de tstP sur M\(E), l'unicité du point fixe de tsj> en résultera alors.

La mesure (tsj>)*f* (f* € M\{E)) est la distribution au temps n du processus
de Markov sur E de distribution initiale \i et probabilité de transition ts#. Soit
Z% le processus de Markov de distribution initiale S(x) (masse de Dirac en x) :
Z£(u>) = un...u>\x si on prend (fi = S N * , ^ comme espace de représentation. Dans
la partie 1, on a introduit la variable Y* définie par Y£(co) = u>\...u)nx. Les variables
Y£ et Z% ont même loi, ainsi pour ƒ continue sur £ ,

S(x)J >= E[f(ZZ)] =

or, d'après le définition de $ (cf. lemme 1.2 et proposition 1.3), on a

lim E[f(Y*)] = £[ƒ($)] = ƒ fdfisj»

n-oo JE

d'où la convergence vague de (tsj>*)nà(x) vers /JLSIP.

Pour fi quelconque dans M\(E)y considérant le processus de Markov Z*1 de
distribution initiale fi, on a

< ttsjïiij > = E[f(Z£)] = f m[f(Z£)\Zi = x]dfi(x)
JE

= ƒ E[f(Zx
n)W(x) -> / ( / fdusjdixix) = / fdvsj,

JE JE JE JE

d'où le résultat. D

THÉORÈME 4.2. — Soit E compact, S une famille d'applications lipchit-
tiennes de E, famille finie et contractante relativement au vecteur de probabilité
p = (p9)3eS et fjbsj l'unique mesure stationnaire sur E pour la probabilité de transi-
tion tsj>(x,B) = ^2S£SP*XBUX). Soit Q = S N \ avec probabilité produit \ip induite
par le vecteur de probabilité p. Il existe une partie Ù de mesure pleine telle que

r ƒ (wi x) + ƒ(u?2U>i x) + . . . + ƒ(u>n . . . wi x)
lim

n -L
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Preuve. — En utilisant la séparabilité de l'espace des fonctions continues sue
E9 il suffit de montrer le théorème pour une ƒ continue donnée quelconque.

Le processus de Markov Z sur E de distribution initiale fisj> et de probabilité de
transition tsj, est ergodique, vu l'unicité de /t/s,pî il en est de même pour le processus
ƒ (Z) d'après le lemme 3.5. On peut prendre comme espace de représentation Ê = E x Q
avec comme mesure vz la mesure produit nSj, ® \iP et applications (Zn) définies par,
si x = (z,u;) G É, Z0(x) = x, Zn(x) = Z£(u>), n > 0.

Ainsi» d'après le théorème de Birkhoff, il existe une partie C de Ë, de mesure
pleine telle que, s i x = ( x , a ; ) e C :

/(u;iz)... + /(u;n...a;ix)
ƒ

JE
On a

= /
J E

Ainsi, pour un xo, on a (J,P(BXO) = 1, avec J5IO = {a? G ft|0ro,tc;izo,u>2^ia;o,-..) G C).
Soit B\ une partie de mesure pleine de Q, (dont l'existence a été établie lors de la preuve
de la proposition 1.3) telle que

Alors, pour x G E et LJ G B\> vu la continuité uniforme de ƒ sur JE, la moyenne
5n(x) = (f(u\x) + . . . + fison • • .w\x))/n converge, avec même limite, en même temps
que la moyenne 5n(xo).

Ainsi sur la partie J3X0 n B\ ( c fi) de mesure 1, pour tout x dans E,

f(u>\x)...

n
/

JE
n
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