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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBÉRY-GRENOBLE
1986-1987 (67-75)

LA FINITUDE DU NOMBRE DES LACUNES
DE L'OPÉRATEUR DE SCHRÖDINGER BIDIMENSIONNEL

par Mohamed Ali TAGMOUTI

Introduction

L'une des principales conséquences de la périodicité du potentiel est que le
spectre de l'opérateur de Schrödinger dans R n est formé par une union d'intervalles
de la droite réelle appelés bandes spectrales.

Ces bandes se recouvrent, ou bien sont séparées par d'autres intervalles
appelés lacunes.

La conjecture de Bethe-Sommerfeld, dit que le nombre de ces lacunes est fini
si n ^ 2 .

On va donner une démonstration complète dans le cas bidimensionnel. Pour
le cas de dimension 3, voir [5] et [6].

L'idée est de montrer par des résultats arithmétiques des réseaux de R2 que,
pour À assez grand, (À, —» [ est contenu dans le spectre.

Dans la l r e partie, on rappelle quelques résultats sur l'intégrale hilbertienne
à fibres constantes; dans la 2e partie on étudie le spectre de H = — A + V où F
est un potentiel périodique appartenant à ^Loc(^n)î ^a 3e partie est consacrée à
la démonstration de la conjecture pour n = 2 .
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I. Intégrale hilbertienne à fibres constantes

DÉFINITIONS ET NOTATIONS.

H' un espace d'Hilbert séparable.

(M, dfi) un espace mesuré de mesure <7-fini // .

C{H') l'espace des applications linéaires de H1 dans H9 .

*) Une application de M dans H9 est dite mesurable si (m —* (/(m), ^ ) H ' ) est
mesurable pour tout x/> dans H9 .

*) A(') : m G M —> j4(rn) G £(H9) est dite mesurable si m —> (T/>)i4(rrc)<£)H'
est mesurable pour 0, <£ dans H' .

*) L°°(M,dfi,C(H9)) = {A(-) mesurable /Vrn G M,sup ess ||A(m)||H' < 00} .

*) L°°(M,C) = {A(.) G L°°(M,d^C(H9))/A(m) = id H - / (m) où ƒ : M -> C
essentiellement bornée } .

*) {ƒ mesurable de M dans H'/ fM \\ f(M)\\2
H,dfi < 00} est un espace vecto-

riel muni de la norme ||/||2 = JM | |/(m)||^/d^ . C'est un Hubert.

On l'appelle intégrale hilbertienne de H9 et se note f^ H9dfx

DÉFINITION. — Soit A un opérateur borné sur J^H'dfx On dit qu'il est
décomposable s'il existe A(-) élément de L°°(M,dn,C(H )) tel que pour ^>Çif'

on note A = f® A(m)dfi .

*) On désigne par B l'ensemble des opérateurs décomposables sur JM H'dp
associés aux éléments de L°°(M, C) .

THÉORÈME 1.1. — A un opérateur borné sur JM H9dp . A est décomposa-
ble si et seulement si A commute avec tous les éléments de B .

Démonstration. — Voir [1,3].

/Tv

DÉFINITION. — A un opérateur non borné auto-adjoint sur JMH'dfi. A
est décomposable si (A + i)"1 l'est aussi
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THÉORÈME 1.2. — Un opérateur non borné auto-adjoint sur JM H'dfi est
décomposable si et seulement si il commute avec tous les éléments de B .

E est une conséquence immédiate du théorème 1-1.

THÉORÈME 1.3. — A un opérateur auto-adjoint sur JMH'dfji non borné
est décomposable.

1) (A G &(A)) (spectre de A) si et seulement si :

> 0 , Ve > 0 .

2) X est une valeur de A si et seulement si

fi>({m/\ est v.p. de A(m)}) > 0 .

3) Si A(m) a un spectre absolument continu pour tout m , alors A Pest aussi.

Démonstration. — Voir [1].

Remarque. — II se peut que A(m) pour tout m G M , ait un spectre discret
et que A ait un spectre absolument continu; comme exemple, on a

M = [0,1] , fi la mesure de Lebesgue.

H' un espace d'Hilbert séparable et A un opérateur auto-adjoint décompo-
sables sur JM H'd/J, , on suppose que

*) Les A(m) sont à résolvantes compactes de suite de valeurs propres
{En(m)}n et de fonctions propres {^n(^)}n •

*) En(') est analytique sur [0,1] .

*) En(') est non constante.

On démontre (voir [1]) que le spectre de A est absolument continu.

II. Application : l'étude du spectre de l'opérateur de Schrödinger
avec un potentiel périodique

On considère l'opérateur de Schrödinger H = — A + V où V un potentiel
dans l£ o c (R n ) périodique de réseau T sur R n .

ET un domaine fondamental de T ,

T* = {r* G RVVr G T , <r*,r) G 2TTZ} ,

un domaine fondamental de T* ,
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fiT volume de FT ,

L2(JFV) l'espace des fonctions de carré sommable sur FT munit de la norme
suivante

<f> e L\FT) U\\2T = ( 1 / M T ) / \<t>(x)\2dx .
JFT

THÉORÈME II. 1. —

1) Soit $ : 5(R 2 ) —> ƒ £ . L2(FT)dk déÛni par

$ est proîongeable à un operatuer unitaire sur L2(Rn) .

2) II existe une famille d'opérateurs (H(k))keFT* sur L2(FT) à résolvante
compacte telle que

<I>H<I>-1 = ƒ H(k)dk .
JFT+

Démonstration. —

1) évident.

2) Du fait que H commute avec les opérateurs de translations de vecteurs
dans T , <l>H<t>~1 commute avec tout élément de B donc (théorème 1.2) décompo-
sable sur JF 0 L

2(FT)dk d'où l'existence des H(k) .

Les H(k) sont à résolvante compacte car l'injection de H2(FT) dans L2{FT)
l'est aussi.

Calcul de H(k)
H(k) = c*<*"

(Àj(A:))jk la suite des valeurs propres de H(k) .

XJ = inf Xj(k) At = sup Xi(k) .
J k€FT* n } ^ h£lÇ

 n J

Les opérateurs H(k) ont même domaine D, qui est un sous-espace de H2(FT) avec
des conditions de périodicité au bord. On déduit alors (voir [2]) que les fonctions
Xj sont continues.

THÉORÈME II.2. — Le spectre de H est purement absolument continu :
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Démonstration. — Sp(H) = [j^il^J^f] découle ^e (théorème 1.3, 1)). Il
existe une base {au... ,an} de Rn tel que ET* = { Yl?=i Uo>i/U G [0,1], Vi} , on
note

n
s={>.W**e[ofi],Vi}

, où A(t) = H{tax + b)1 = ƒ /
JS 7(0,.1]

~* a un spectre absolument continu si JJ0 ̂  A(t)dt l'est aussi (théorème 1.3,

3))-

Pour t G [0,1] , A(t) est à résolvante compacte et c'est une perturbation
de type A (voir [2]), donc 1) et 2) de la remarque énoncée dans la partie I sont
vérifiés, il reste à montrer que les fonctions Aj(t) sont non constantes.

Pour t G C A(t) est à résolvante compacte, on choisit t sous la forme
t = A + iy A fixé dans R .

A0(t) = (iV + (tai + b) , z'V + {ta\ + b)) , considéré comme opérateur sur
L2(FT)\ il a une suite de valeurs propres {(7 — {ta\ + 6)|2}7€r* .

— 1 ̂  Sp(Ao(t)) donc (Ao(t) + l )~ existe et continue sur L2(FT) de spectre

8 ne dépend que de 7 .
lim ||(ilo(O+ 1)"111 = 0 (*)

y—>ooy

A(0 + 1 = (4.(0 + 1) [l+ V(ilo(O + l)"1]
de (*) et du fait que V G Lloc(R

2)

Uni IIV^O + ir'lNO
y-+oo

donc pour |y| > yo (^(*) + l )~ existe et

lim ||(il(0 + l) "'11 = 0 (**)
y—^oo

Supposons qu'il existe j G N tel que t —* !£/(*) = C , c'est une valeur propre de

A(t) et ||(A(<) + 1)" II ̂  ï^c ' c e ̂  e s t e n contradiction avec (**) .
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III. Conjecture de Bethe-Sommerfeld

On considère sur R n une fonction V périodique de réseau T, et bornée.

L'opérateur de Schrödinger H = —A + V est auto-adjoint, semi-borné
inférieurement et à spectre purement absolument continu.

DÉFINITION. — On appelle lacune une composante connexe du complé-
mentaire du spectre de H dans R .

CONJECTURE. — Pour n ^ 2 Je nombre des lacunes du spectre de l'opéra-
teur de Schrödinger H est uni.

Dans ce qui suit, on donnera une démonstration de cette conjecture pour le
cas n = 2 .

Soit {ai, 02} une base quelconque de R2 , T = a\L © a%L un réseau de R2 .

On rappelle que l'opérateur de Schrödinger if est unitairement équivalent à
un opérateur décomposable JF ^ H(k)dk sur JFT L2(Fr)dk .

L'opérateur Ho(k) est positif, auto-adjoint et à résolvante compacte, ses valeurs
propres sont de la forme A7(fc) = I7 — k\2 , 7 G T* . On note c l'aire d'un domaine
fondamental de

THÉORÈME III. 1. — Le spectre de H contient (A, —• [ pour À assez grand.

Ce théorème est une conséquence immédiate du théorème suivant :

THÉORÈME III.2. — II existe deux constantes c(V) et C{V) telles que pour

Jj = [(*MJ - C j1/».; (aMj + C

Remarques. —

*) Les intervalles Ij se recouvrent à partir d'un certain rang, de même les
intervalles [À̂ ~, À̂ "] d'où le théorème III.l.

*) II existe j \ tel que pour j , ƒ < j \ Jj D Jj* = <f> , de même pour l'intervalle
[ 7 ' ^JM ' o n n e Peu* donc avoir qu'un nombre fini de lacunes.

Démonstration du théorème 111.2. — Pour cette démonstration, on a besoin
de quelques propriétés arithmétiques des réseaux de R2 .
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On note NB(r, k) le nombre des éléments du réseau dans la boule ouverte B
de centre k et de rayon r .

LEMME 1. — II existe une constante c > 0 indépendante de k telle que

Démonstration. — Voir [4].

LEMME 2. — Pour 6 > 0 il existe une constante c(6) > 0 teJie que

sup NB(r,k) > (7r/(j)r2 + cr1'2
h

infNB(r,k) < (TT/CTV2 -crl/2

k

pour r ^ S .

Démonstration. — Soient EB(r,k) = NB(r,k) — {n/a)r2 . hr la fonction
indicatrice du disque de centre 0 et de rayon r .

La fonction de Bessel J\(x) donnée sous sa forme intégrale par

Ji(x)= p (l/2n)eixsïn$d0 .

Si a G T \ {0} , on a :

EB(r, k)e-^ka)dk = f ( - (irr2/*) + Y* hr{k - b)) e"1"̂ -
JFT* ^ - - - '

/ /
FT. JFT

\a\

Par la même méthode, on a :

r, k)dk = 0 .

De plus

f \EB(r, k)\dk > max f | / EB(r, ^e'^^dk], \ f EB(ry k)e'2i<k^dk\)
JFT* \ JFT* JFT* )
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On utilise l'approximation suivante :

z))1 / zsin(a;-(7r/4))

et l'inégalité

inf max

On considère la fonction / (r ) = c ^ / 7 — Crxl2\a\~*I2 de l'étude de variation de
ƒ on déduit que, pour a fixé il existe r* > 0 et \i > 0 tels que

pour S > 0 et a assez grand il existe C(S) > 0 tel que

C|a|-*/2

M3'2

et pour r > 6 f(r) ^ c(6)r1/2 .

On note Eg~ = max(£?B,0) , Eg = — min(EB,0) , on a

ƒ Eg-dk = f Egdk > crx'2 ,

et
, fc) > ƒ<r sup iVB(r, fc) > ƒ £7ïdfc + Trr2

k JFT

a inf NB(T, k)
k

Remarque. — Ce lemme se généralise sur R n

sup NB(r, k)
k

inf NB(r,k)B ( , ) <

où V(B) désigne le volume de la boule unité B dans R n et fi le volume d'un
domaine fondamental du réseau.

Démonstration du théorème III.2. — On note ( [ ^ O ' ^ O D P N ^es bandes

spectrales de l'opérateur Ho(k). ^ B ( » / A ^ 0 , k) égal au nombre des valeurs propres

de Ho(k) inférieures ou égales à A~o , il est clair que
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du lemme (III.2) on a :

Avec le même argument, on a :

< C\-o et j > C\+o

d'où
A"o < {°l*)3

Pour l'autre inclusion, on utilise le lemme (III.l).

et A}0
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