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LA COURBE EN HUIT SUR LES SPHÈRES À
POINTES ET LE NŒUD DE HUIT

Pierre Dehornoy

Résumé. — On montre que, dans le fibré unitaire tangent d’une orbisphère hy-
perbolique à points coniques d’ordres 3, 3 et 4, le complémentaire du relevé de la
plus courte géodésique périodique est homéomorphe au complémentaire du nœ ud
de huit dans la sphère de dimension 3. La preuve repose in fine sur des calculs
d’enlacement.

Quand on rencontre une variété réelle, compacte, sans bord, orientable
de dimension 3, il n’est pas évident de l’identifier, même si des algorithmes
généraux existent [22]. Un cas très particulier est si la variété fibre sur le
cercle avec fibre de genre 0 ou 1. Dans le premier cas on a affaire à S2 ×S1,
et dans le second cas elle est déterminée par la classe d’isotopie de l’appli-
cation monodromie, laquelle est représentée par une classe de conjugaison
dans GL2(Z)(1) .

De la même façon, identifier le complémentaire d’un nœud dans une va-
riété réelle de dimension 3 n’est en général pas facile (même pour le nœud
trivial dans la sphère réelle S3 ! [18, 21]), sauf si on sait que ce complé-
mentaire fibre sur le cercle avec fibre de genre 0 ou 1, auquel cas il suffit
d’identifier la monodromie. Par exemple, notons le nœud de huit dans S3.
Un résultat folklorique stipule que est fibré, avec fibre de genre 1, et mo-
nodromie donnée par (la classe de d’isotopie de l’action sur le tore de) la
matrice ( 2 1

1 1 ). On en déduit que si un nœud k dans une variété M est fibré,
avec fibre de genre 1, et monodromie ( 2 1

1 1 ), alors M \ k est homéomorphe
à S3 \ , et en particulier M est obtenue à partir de S3 par chirurgie
sur .

Dans ce texte, on donne deux exemples de cette situation. Pour p, q, r
trois entiers positifs satisfaisant 1

p + 1
q + 1

r < 1, on note Σp,q,r l’unique

(1) Si la fibre est de genre au moins 2, alors le problème est plus compliqué car la variété
ne fibre en général pas de façon unique sur le cercle, et il faut résoudre le problème de
savoir si deux suspensions distinctes donnent la même variété. Les veering triangulations
semblent aujourd’hui un bon outil pour répondre théoriquement à cette question.
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orbisurface hyperbolique qui est une sphère avec trois points coniques
d’angles 2π

p ,
2π
q ,

2π
r . Le fibré unitaire tangent T1Σp,q,r est une variété réelle

(sans point singulier) de dimension 3.
Dans le cas p = 2, la plus courte géodésique périodique sur Σp,q,r est la

« hauteur » issue du point d’ordre 2 ; on la note h. Elle se relève dans T1Σp,q,r

en un nœud, noté h⃗. Dans le cas 2 < p ⩽ q ⩽ r, le plus courte géodésique
périodique sur Σp,q,r est une courbe en forme de 8, qui tourne autour des
deux points d’ordre p et q ; on la note γ8. Une fois orientée (arbitrairement),
elle se relève dans T1Σp,q,r en un nœud, noté γ⃗8.

Théorème 0.1. —
(1) La variété T1Σ2,3,7 \ h⃗ est homéomorphe à S3 \ .
(2) La variété T1Σ3,3,4 \ γ⃗8 est homéomorphe à S3 \ .

Figure 0.1.

Ces résultats ne sont pas nouveaux au sens où une telle identification
n’est pas surprenante (voir le paragraphe suivant(2) ), et on peut proba-
blement l’obtenir de plusieurs façons par des moyens élémentaires. En re-
vanche la technique nous semble intéressante : elle repose principalement
sur des calculs de nombres d’enlacement. Le premier résultat avait été
énoncé dans [7] avec une preuve proche(3) , mais le second n’a jamais été
démontré ainsi.
(2) Ils avaient peut-être été identifiés par Thurston, même si ses notes ne donnent pas
d’énoncé explicite [30, Chap. 4].
(3) En réalité, le résultat avait d’abord été remarqué à l’aide de calculs informatiques avec
la stratégie détaillée dans cette note, avant d’être publié avec une preuve plus directe,
mais aussi plus « parachutée ».

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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Les chirurgies sur le nœud de huit

On peut se demander s’il y a beaucoup d’énoncés semblables au théo-
rème 0.1 à espérer. En effet, partant d’un nœud k dans la sphère tridimen-
sionnelle réelle S3, on obtient une infinité de 3-variétés réelles en faisant
des chirurgies sur ledit nœud. Une telle chirurgie est définie par la classe
d’isotopie de k et par un nombre rationnel b/a ; on note S3(k, b/a) la variété
ainsi obtenue. Thurston a démontré que, lorsque k est non trivial, toutes
les variétés ainsi obtenues —sauf un nombre fini— sont hyperboliques. En
particulier ce ne peut être un fibré unitaire tangent, ni même un fibré de
Seifert. Dans le cas du nœud de huit, Thurston a donné la liste : si le co-
efficient de chirurgie est différent de 0,±1,±2,±3,±4, alors la variété est
hyperbolique.

Naturellement, on se demande quelles sont les variétés obtenues dans les
neuf cas spécifiques ci-dessus. Si on accepte le théorème de géométrisation,
on sait que les variétés sont soit des suspensions d’automorphismes du
tore bidimensionnel T2 (correspondant à la géométrie Sol), soit des fibrés
de Seifert (correspondant aux six autres géométries non hyperboliques en
dimension 3).

Pour le nœud de huit, le cas b/a = 0 est le plus connu : le caractère
fibré et le calcul de la monodromie impliquent que S3( , 0) est la va-
riété obtenue par suspension de l’automorphisme ( 2 1

1 1 ) de T2. Un calcul
élémentaire montre que les autres cas donnent des sphères d’homologie ra-
tionnelle, et donc ne peuvent donner des variétés-suspension. Il s’agit donc
de fibrés de Seifert. Le nœud de huit étant chiral, les variétés S3( , b/a)
et S3( ,−b/a) ne diffèrent que par l’orientation. Il ne reste alors que
quatre cas à comprendre, et donc quatre fibrés de Seifert à identifier. Le
théorème 0.1 peut en fait être précisé en disant que les variétés S3( , ±1)
sont homéomorphes à T1Σ2,3,7 (à orientation près), tandis que les varié-
tés S3( ,±3) sont homéomorphes à T1Σ3,3,4 (nous ne donnerons pas la
preuve de ce renforcement qui semble requérir une étude plus fine de la
monodromie de ).

Notons néanmoins que la stratégie de preuve du théorème 0.1 va plutôt
à l’envers : elle permet d’identifier certains complémentaires de courbes
particulières dans des fibrés unitaires tangents. Donc pour comprendre
S3( ,±2) ou S3( ,±4) par la même stratégie, il faudrait d’abord deviner
la réponse, ce que nous n’avons pas fait.

VOLUME 36 (2019-2021)
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Stratégie de preuve : flots et sections de Birkhoff

Pour démontrer le théorème 0.1, on va utiliser un outil dynamique cano-
niquement associé aux fibrés unitaires tangents : le flot géodésique. Celui-ci
est défini sur le fibré unitaire tangent de toute surface orbifoldique. Lorsque
celle-ci est hyperbolique, le flot est Anosov, ce qui fait que sa dynamique
est assez bien comprise (bien que chaotique). Ici on s’intéresse donc aux
deux flots géodésiques sur les variétés T1Σ2,3,7 et T1Σ3,3,4, notés respec-
tivement (ϕt

2,3,7)t ∈ R et (ϕt
3,3,4)t ∈ R. Les courbes h⃗ et γ⃗8 sont des orbites

périodiques de ces deux flots. On va déduire le théorème 0.1 des énoncés
suivants :

Proposition 0.2. —
(1) L’orbite h⃗ borde une section de Birkhoff pour (ϕt

2,3,7)t ∈ R, notée Sh.
(2) La surface Sh est un tore à une composante de bord.
(3) L’application de premier retour sur Sh le long de (ϕt

2,3,7)t ∈ R est
un difféomorphisme d’Anosov n’ayant aucun point fixe à l’intérieur
de Sh.

Proposition 0.3. —
(1) Le triple de l’orbite γ⃗8 borde une section de Birkhoff pour (ϕt

3,3,4)t ∈ R,
notée S8.

(2) La surface S8 est un tore à une composante de bord.
(3) L’application de premier retour sur S8 le long de (ϕt

3,3,4)t ∈ R est
un difféomorphisme d’Anosov n’ayant aucun point fixe à l’intérieur
de S8.

Comme on le rappellera, une section de Birkhoff est une surface à bord
transverse au flot et qui coupe toutes les orbites. L’existence d’une telle
section implique que son bord est un nœud fibré, et donc que le complé-
mentaire du bord une variété qui fibre sur le cercle. Dans le cas présent, les
fibres sont de genre 1, ce qui peut se voir sur la façon dont le flot s’enroule
autour du bord. Le calcul de la monodromie se fait en suivant l’application
de premier retour le long du flot, qui est ici un difféomorphisme d’Anosov
du tore, et donc donné par une classe de conjugaison dans SL2(Z). Déter-
miner une telle classe de conjugaison n’est pas forcément facile, mais ici
la tache est simplifiée par le fait qu’ici on calcule uniquement la trace (en
comptant les points fixes de l’application de premier retour) et qu’il n’y a
qu’une classe de conjugaison de trace 3 dans SL2(Z), à savoir celle de ( 2 1

1 1 ).
Le point-clé qu’on va expliquer est que pour des flots d’Anosov, l’exis-

tence d’une section de Birkhoff à bord fixé, le calcul de son genre, et le

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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nombre de points fixes de l’application de premier retour sont trois infor-
mations qui toutes se lisent dans des calculs d’enlacement entre orbites du
flot considéré. En effet, les variétés T1Σ2,3,7 et T1Σ3,3,4 sont des sphères
d’homologie rationnelles, et on peut donc y définir des notions d’enlace-
ment (rationnel) entre nœuds disjoints, notées EnlT1Σ2,3,7 et EnlT1Σ3,3,4 .
En utilisant la direction stable du flot d’Anosov, on peut pousser toute
orbite k sur un nœud proche k+s et obtenir une notion d’auto-enlacement.
Les propositions 0.2 et 0.3 sont alors point à point conséquences des énoncés
suivants.

Proposition 0.4. —
(1) Pour toute orbite périodique k de (ϕt

2,3,7)t ∈ R, on a EnlΣ2,3,7 (⃗h, k)
< 0.

(2) On a EnlΣ2,3,7 (⃗h, h⃗+s) = −1.
(3) Pour toute orbite périodique k de (ϕt

2,3,7)t ∈ R différente de h⃗, on a
EnlΣ2,3,7 (⃗h, k) ⩽ −2.

Proposition 0.5. —
(1) Pour toute orbite périodiquee k de (ϕt

3,3,4)t ∈ R, on a EnlΣ3,3,4(γ⃗8, k)
< 0.

(2) On a EnlsΣ3,3,4
(γ⃗8, γ⃗

+s
8 ) = −1/3.

(3) Pour toute orbite périodique k de (ϕt
3,3,4)t ∈ R différente de γ⃗8, on a

EnlΣ3,3,4(γ⃗8, k) ⩽ −2/3.

Enfin, pour démontrer ces deux dernières propositions, on utilisera des
outils précédemment développés [23, 8] qui permettent, à l’aide d’objets
appelés patrons, le calcul effectif des enlacements entre orbites périodiques
quelconques des flots de type (ϕt

p,q,r)t ∈ R.
Cette note se veut accessible au sens où on rappelle la plupart des élé-

ments basiques. Elle se veut aussi courte et sera elliptique sur certains
calculs.

Merci à Pierre Will qui avait deviné la partie (2) du théorème 0.1 et
qui a relu ce texte ; il me donne l’occasion avec cette note de présenter des
méthodes qui me sont chères.

1. Orbisurfaces, fibrés unitaires tangents, et flots
géodésiques

On donne dans cette partie les définitions nécessaires à la compréhension
de l’énoncé du théorème 0.1.

VOLUME 36 (2019-2021)
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1.1. Orbisurfaces et fibrés unitaires tangents

De façon générale, une orbivariété est un espace localement modelé, non
sur Rn comme les variétés standards, mais sur des quotients de Rn par des
groupes linéaires finis. Ici on s’intéresse à des orbivariétés particulières qui
d’une part sont de dimension 2 et d’autre part sont « bonnes », au sens
qu’elles admettent un revêtement simplement connexe.

Définition 1.1. — Une orbisurface hyperbolique est un espace mé-
trique qui s’identifie au quotient du plan H2 par un groupe fuchsien Γ.
Lorsque Γ préserve l’orientation, l’orbisurface est dite orientable.

Comme les groupes fuchsiens admettent des domaines fondamentaux po-
lygonaux dans H2, on peut aussi voir une orbisurface hyperbolique comme
un polygone hyperbolique dont on a apparié les côtés. Notons que, par dé-
finition des groupes fuchsiens, le stabilisateur de chaque point de H2 est un
groupe fini, et donc chaque point d’une orbisurface hyperbolique orientable
admet un voisinage localement isométrique au quotient d’un disque hyper-
bolique par un groupe de rotation fini. En notant Γk le groupe des rotations
d’un disque d’angle multiple de 2π

k , on appelle alors point conique un point
admettant un voisinage localement isométrique à H2/Γk avec k ⩾ 2. Les
cas qui nous intéressent sont ceux présentés dans l’introduction, où Γ est
un groupe triangulaire, c’est-à-dire le groupe Γp,q,r des isométries de H2

préservant l’orientation et un pavage par des triangles d’angles π
p ,

π
q ,

π
r .

Dans ce cas, le quotient, noté Σp,q,r, est homéomorphe à une sphère, et
métriquement il a trois points coniques d’angle totaux 2π

p ,
2π
q ,

2π
r .

Figure 1.1.

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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Le fibré unitaire tangent d’une orbivariété peut être défini localement.
On va plutôt utiliser une définition globale, plus simple, mais adaptée uni-
quement au cas des bonnes orbivariétés. Le fibré unitaire tangent T1H2

est le fibré en cercle sur H2 consitué des vecteurs tangents à H2 et de
norme 1. Topologiquement, il est homéomorphe au tore plein H2 × S1. Si
Γ est un groupe fuchsien, il agit sur H2 par isométries, et donc l’action
s’étend à T1H2.

Définition 1.2. — Étant donné une orbisurface hyperbolique Σ = H2

/Γ, son fibré unitaire tangent, noté T1Σ, est la variété tridimensionnelle
T1H2/Γ.

Le fait que T1Σ est une variété (c’est-à-dire avec des cartes modelées
sur R3 et non sur des quotients finis de R3) même lorsque Σ = H2/Γ n’en
est pas une s’explique ainsi : une orbisurface hyperbolique orientable n’est
pas une variété à cause des points coniques, lesquels proviennent des points
de H2 ayant un stabilisateur non trivial. Comme ce stabilisateur est un
groupe fini de rotation, son action sur T1H2 bouge les vecteurs tangents
par rotation, donc elle est sans point fixe, ce qui signifie que Γ agit sur T1H2

sans point fixe, et donc le quotient T1H2/Γ est bien une variété de dimen-
sion 3. Plus précisément, si Up est un disque autour d’un point conique
d’angle 2π

p , alors Up s’identifie à D2/Γp. Dans ce contexte Γp agit sur le
tore plein T1D2 (représenté à gauche sur la figure ci-contre) par vissage
comme suit : k̄.(reiθ, eiϕ) = (rei(θ+ 2kπ

p ), ei(ϕ+ 2kπ
p )). Le quotient T1D2/Γp

(représenté à droite) est aussi un tore plein, mais le feuilletage par fibre
devient un feuilletage de Seifert du type (p, 1).

1.2. Flots géodésiques

Étant donnée une métrique riemannienne sur une surface Σ, le flot géo-
désique (ϕt

Σ)t ∈ R sur T1Σ peut être défini via l’équation ϕt
Σ(γ(0), γ̇(0)) =

(γ(t), γ̇(t)), pour toute géodésique γ parcourue à vitesse 1. Pour étendre la
définition aux orbisurfaces, il faut d’abord étendre la notion de géodésique.
Dans notre cas, on peut simplifier en utilisant les géodésiques de H2. En
effet un groupe fuchsien agissant par isométrie, son action envoie les géo-
désiques de H2 parcourues à vitesse 1 sur d’autres géodésiques parcourues
à vitesse 1.

Définition 1.3. — Soit Σ = H2/Γ une orbisurface hyperbolique, le
flot géodésique sur T1Σ est le flot (ϕt

Σ)t ∈ R sur T1Σ = T1H2/Γ obtenu par
passage au quotient du flot géodésique sur T1H2.

VOLUME 36 (2019-2021)
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Figure 1.2. Le fibré unitaire tangent au voisinage d’un point conique
est obtenu en quotientant le fibré unitaire tangent d’un disque par
l’action d’une rotation.

En particulier, les orbites périodiques de (ϕt
Σ)t ∈ R sont les relevés des géo-

désiques périodiques (orientées) sur Σ, lesquelles correspondent d’ailleurs
aux classes de conjugaison dans Γ.

Par commodité, on note (ϕt
2,3,7)t ∈ R et (ϕt

3,3,4)t ∈ R les flots géodésiques
sur T1Σ2,3,7 et T1Σ3,3,4 respectivement.

1.3. Flots d’Anosov

La définition classique de flot d’Anosov tient en l’existence d’une décom-
position invariante du fibré tangent à la variété en sommes de trois fibrés,
l’un tangent au flot, le second exponentiellement contracté par la différen-
tielle en temps positif, et le troisième exponentiellement contracté en temps
négatif.

On va donner une autre définition – topologique – dont on sait à pré-
sent [28] qu’elle est équivalente à la définition classique pour les flots tran-
sitifs en dimension 3, mais qui a l’avantage d’être plus flexible vis-à-vis des
opérations de chirurgie dont on va parler.

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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Figure 1.3.

Définition 1.4. — Un flot (ϕt)t ∈ R sur une variété compacte sans bord
M de dimension 3 est dit topologiquement d’Anosov s’il existe deux feuille-
tages bidimensionnels Fs, Fu de M qui sont invariants par (ϕt)t ∈ R, dont
les feuilles sont transverses et se coupent le long des orbites de (ϕt)t ∈ R,
tels que Fs est exponentiellement contracté par (ϕt)t ∈ R pour t → +∞, et
que Fu est exponentiellement contracté par (ϕt)t ∈ R pour t → −∞. Les
feuilletages Fs et Fu sont appelés les feuilletages stable faible et instable
faible respectivement.

On peut noter qu’être topologiquement d’Anosov est une propriété du
feuilletage orienté de dimension 1 défini par les lignes de flot plus que du
champ de vecteurs engendrant le flot.

Les flots géodésiques sur les orbisurfaces hyperboliques sont historique-
ment les premiers exemples de flots (topologiquement) d’Anosov [1]. La
feuille stable faible contenant les vecteurs tangents à une géodésique consiste
en l’ensemble des vecteurs tangents à des géodésiques ayant la même ex-
trémité positive dans ∂H2, tandis que la feuille instable faible consiste en
l’ensemble des vecteurs tangents à des géodésiques ayant la même extrémité
négative.

VOLUME 36 (2019-2021)
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Figure 1.4. Une orbite d’un flot d’Anosov, et les deux variétés stable
et instable qui la contienne.

Figure 1.5. Une orbite du flot géodésique sur une surface hyperbo-
lique, et ses deux variétés stable et instable.

2. Chirurgies et sections de Birkhoff

On donne dans cette partie les définitions nécessaires à la compréhension
des propositions 0.2 et 0.3, ainsi que la réduction du théorème 0.1 à celles-ci.

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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2.1. Éclatement et chirurgie

On rappelle la convention standard [25] : pour M une variété de di-
mension 3 et k ⊂ M un nœud, on considère le fibré unitaire normal
ν1(k) := (TM |k/Tk)/R∗

+ : au-dessus de chaque point de k il y a un cercle
dont les points représentent les demi-plans bordés par la tangente à k en ce
point. Le fibré ν1(k) est un tore bidimensionnel, avec des méridiens (orien-
tés) canoniques m donnés par les fibres (orientées) des points de k. On
appelle longitude de k une courbe ℓ sur ν1(k) coupant chaque méridien
une fois positivement, de sorte que (m, ℓ) forme une base de H1(ν1(k)).
Celle-ci est directe quand on regarde de l’extérieur, ce qui correspond au
fait qu’on veut que le méridien, poussé à l’extérieur du nœud, ait un en-
lacement +1 avec le nœud. Les classes d’homologie des autres longitudes
de k sont alors les [ℓ + jm], j ∈ Z, c’est-à-dire les courbes de coordonnées
(1, j).

Remarquons que si k est nul en homologie entière (en particulier si M
est une sphère d’homologie entière), alors il y a une longitude canonique
ℓSeifert donnée par le bord d’une surface de Seifert lisse de bord k.

Étant donné une courbe simple sur ν1(k) de coordonnées (b, a), autre-
ment dit homologue à bm + aℓ, sa pente est le rationnel b/a. Ainsi, une
pente ∞ correspond au méridien m et une pente 0 à la longitude ℓ de dé-
part. Les pentes entières correspondent alors aux courbes coupant une fois
le méridien, c’est-à-dire aux autres longitudes.

Ensuite on considère la variété à bord M \ k := (M \ k) ∪ ν1(k), appelée
éclatement normal de k dans M . Elle est homéomorphe à M \ U(k) où
U(k) est un voisinage tubulaire de k, qui est traditionnellement appelée un
forage de Dehn de M sur k. L’avantage de la présentation précédente est
qu’elle s’adapte mieux aux flots puisqu’on n’a retiré que k et non tout un
ouvert.

Enfin, étant donné une pente b/a, on choisit une famille de courbes de
pente b/a qui feuillètent ν1(k). La chirurgie de Dehn de pente b/a consiste
à coller un tore plein à M \ k, de sorte que les méridiens du nouveau tore
plein soient collés à la famille de courbes de pente b/a. On note M(k, b/a)
le résultat.

La définition ci-dessus s’étend sans peine si on remplace k par un en-
trelacs à un nombre arbitraire de composantes, pourvu qu’on précise une
longitude et une pente pour chaque composante.

On donne maintenant une présentation de la variété T1Σp,q,r par chirur-
gie.

VOLUME 36 (2019-2021)
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On appelle pantalon une sphère à laquelle on a retiré trois disques ; on
note P un tel pantalon. Pour p, q, r des entiers au moins égaux à 2, les
orbisurfaces Σp,q,r peuvent être topologiquement obtenues à partir d’un
pantalon auquel on recolle, le long de ces trois composantes de bord, des
disques quotientés D2/Γp,D2/Γq,D2/Γr. La phrase précédente n’est pas
rigoureuse, puisque topologiquement on a de toutes façons affaire à des
sphères.

Par contre, quand on passe au fibré unitaire tangent, le contenu n’est
pas vide : on peut obtenir le fibré unitaire tangent T1Σp,q,r à partir du
fibré unitaire tangent d’un pantalon T1P, en recollant les fibrés unitaires
tangents T1D2/Γp, T1D2/Γq et T1D2/Γr. Comme on l’a expliqué en 1.1,
ces derniers sont des tores, et pour déterminer un tel recollement il faut
alors préciser sur quelle courbe on colle le méridien de ces tores. Notons
que, le pantalon étant une surface à bord, son fibré unitaire tangent T1P est
topologiquement le fibré trivial P× S1. Ce dernier peut être vu (de façon à
faire jouer un rôle symétrique aux trois bords) comme le complément d’un
entrelacs de Hopf à trois composantes dans S3, noté . Par conséquent, le
fibré unitaire tangent T1Σp,q,r peut être obtenu par chirurgies sur , avec
des coefficients à déterminer en fonction de p, q, r.

Théorème 2.1 ([23]). — Pour p, q, r des entiers supérieurs aux égaux à
2, le fibré unitaire tangent T1Σp,q,r est obtenu à partir de S3 par chirurgies
de pentes p − 1, q − 1, r − 1 sur les trois composantes d’un entrelacs de
Hopf .

Notons que cette présentation permet aussi de calculer le groupe

H1
(
T1Σp,q,r;Q

)
suivant la procédure décrite par Saveliev [26, pp 3-4] : il s’agit du co-noyau
de la matrice 

p 0 0 1
0 q 0 1
0 0 r 1
1 1 1 −1

 .

En particulier il s’agit d’un groupe abélien fini d’ordre pqr − pq − qr − pr,
donc T1Σp,q,r est toujours une sphère d’homologie rationnelle. Ainsi on
voit que T1Σ2,3,7 est une sphère d’homologie entière, tandis que le groupe
H1(T1Σ3,3,4;Q) est d’ordre 3.
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2.2. Flots et chirurgies

Si M est équipée d’un flot (ϕt)t ∈ R de classe C1, il induit un feuilletage
orienté de dimension 1. Étant donné une collection k d’orbites périodiques,
le flot est évidemment bien défini sur M \ k ; via sa différentielle, il s’étend
à ν1(k), et donc à l’éclaté normal M \ k. Sur le tore ν1(k) qui est le bord
de M \ k, le flot induit un feuilletage transverse aux cercles méridiens que
sont les fibres des points de k. Ainsi le flot étendu a un nombre de transla-
tion asymptotique qui correspond au rapport asymptotique entre le nombre
de longitudes et le nombre de méridiens coupés par une orbite. Pour toutes
les pentes sauf au plus une (qui correspond à ce nombre de translation
asymptotique du feuilletage étendu à ν1(k)), le feuilletage sur ν1(k) est
transverse à une famille de méridiens de pente b/a, et donc un feuilletage
de dimension 1 existe toujours après chirurgie. On peut alors trouver un flot
(ψt)t ∈ R engendrant ce feuilletage, et même on peut s’assurer que (ϕt)t ∈ R
et (ψt)t ∈ R ont les mêmes arcs d’orbites en dehors d’un voisinage tubulaire
de k.

L’observation de Fried est la suivante [15] : si un flot (ϕt)t ∈ R est transitif
et topologiquement d’Anosov et que k est une orbite périodique (dont les
feuilles stables et instables sont orientables), alors le flot étendu à ν1(k)
a quatre(4) orbites périodiques, dont deux correspondent au prolongement
de la feuille stable de k et deux au prolongement de la feuille instable.
La dynamique induite sur ν1(k) est alors de type hyperbolique, avec des
orbites qui vont des deux orbites instables aux deux orbites stables. Il y a
alors une longitude ℓs canonique donnée par la direction induite sur ν1(k)
par les feuilles stables. Si b/a est de la forme 1/n, alors il y a une famille de
courbes qui coupent chaque orbite stable (ou instable) exactement une fois.
Quand on recontracte k le long de ces nouveaux méridiens, on récupère deux
feuilletages ayant la bonne forme pour être topologiquement Anosov. La
chirurgie de Dehn donne alors un flot (ψt)t ∈ R qui est aussi topologiquement
d’Anosov.

Que le flot obtenu soit effectivement d’Anosov, c’est-à-dire qu’il existe
une structure différentiable pour laquelle le flot est d’Anosov selon la dé-
finition classique est un fait absolument pas trivial, démontré récemment
par Mario Shannon [28].

(4) Ou deux si les feuilles stables/instables ne sont pas orientables. Ce n’est pas un
problème de traiter ce cas, mais on ne le rencontre pas ici avec les flots géodésiques.
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Figure 2.1.

2.3. Sections partielles et sections de Birkhoff

Définition 2.2. — Étant donné une variété réelle M , compacte, sans
bord, orientable de dimension 3, et un champ de vecteurs non singulier X
sur M de classe C1, engendrant un flot (ϕt

X)t ∈ R. Une section de Birkhoff
pour (M, (ϕt

X)t ∈ R) est l’image d’une surface compacte à bord i : S → M

telle que :
(1) l’intérieur de S est plongé dans M et positivement transverse à X,
(2) le bord de S est immergé et tangent à X,
(3) toute orbite du flot intersecte S en temps borné (autrement dit, il

existe T > 0 tel que ϕ[0,T ]
X (S) = M).

Figure 2.2.
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La condition (2) implique que i(∂S) est une collection finie d’orbites
périodiques de ϕX , et que i|∂S est un revêtement fini. Lorsque i|∂S est une
bijection, on parle de section de Birkhoff plongée. Si seules les conditions (1)
et (2) sont remplies, on parle de section partielle.

Étant donné une section de Birkhoff i : S → M pour (M,X), notons
k1, . . . , kn les composantes de l’entrelacs ∂S. On note m1, . . . , mn les mul-
tiplicités des chaque composante de bord, qui correspondent aux degrés
des revêtements i|i−1(k1), . . . , i|i−1(kn). Supposons donnée une longitude
sur chacun des nœuds k1, . . . , kn. On note alors bi/ai la pente induite par S
sur chaque composante ki. Dans la variété M((k1, b1/a1), . . . , (kn, an/bn)),
la surface S est alors une surface sans bord (puisque chaque composante
de bord a été tuée par la chirurgie), et le flot (ϕt

X)t ∈ R y est transverse à S.
En notant fS l’application de premier-retour sur S le long de (ϕt

X)t ∈ R, on
a alors

Proposition 2.3. — Dans le contexte ci-dessus, M((k1, b1/a1), . . . ,
(kn, an/bn)) est la variété-suspension de (S, fS).

Après chirurgie, les orbites k1, . . . , kn modifiées coupent respectivement
m1, . . . , mn fois la surface S.

On peut remarquer (ce qui ne sera pas utile pour la suite) que la donnée
d’une section de Birkhoff i : S → M pour (M, (ϕt

X)t ∈ R) induit une dé-
composition en livre ouvert rationnel [12] de M dont la reliure est donnée
par ∂S et une page par l’intérieur de S. Pour obtenir les autres pages, on
voudrait pousser S par le flot (ϕt

X)t ∈ R, mais le temps de premier retour
n’est pas constant, ce qui est un problème. On pourrait mutliplier X par
une fonction, mais au voisinage de la reliure, ce n’est toujours pas possible
d’assurer un temps de premier retour constant. Ce qu’on peut alors faire,
c’est modifier X dans un voisinage de la reliure en un champ X ′ dont les
orbites proches de la reliure (plus précisément les orbites du champ étendu
à l’éclatement normal de la reliure) sont des méridiens et restent trans-
verses à S. Alors on peut mutliplier X ′ par une fonction de sorte que le
temps de premier du S soit constant, disons 1. Les autres pages du livre
ouvert peuvent alors être obtenues en poussant S par le flot (ϕt

X′)t ∈ R.

2.4. Surfaces transverses et genre

Si (ϕt
X)t ∈ R est un flot d’Anosov sur une variété M et S une section de

Birkhoff (ou plus généralement une surface transverse, la condition de cou-
per toutes les orbites n’est pas nécessaire ici), alors les feuilletages faibles Fs
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et Fu sont transverses à l’intérieur de S, et y impriment donc des feuille-
tages Fs ∩ S et Fu ∩ S de dimension 1. Quitte à faire une petite isotopie,
on peut aussi supposer que, si on éclate l’image du bord de S dans M , la
surface S est transverse au flot étendu, de sorte que les feuilletages Fs ∩ S
et Fu ∩ S s’étendent à ∂S, avec des singularités lorsque S coupe les direc-
tions stables ou instables des orbites de bord. On peut alors calculer la ca-
ractéristique d’Euler de S à partir de ces feuilletages étendus et du théorème
de Poincaré-Hopf. Pour k une orbite dans le bord de S, on définit l’auto-
enlacement de S par rapport à la direction stable en k comme le nombre
(algébrique) d’intersection entre la courbe imprimée par ∂S sur ν1(k) et la
direction stable Fs sur ν1(k) ; on le note EnlsM (S, k).

Proposition 2.4 ([13, 10]). — Si (ϕt
X)t ∈ R est un flot d’Anosov sur une

variété M , S une surface transverse à X dont le bord est inclus dans un
entrelacs k1 ∪ · · · ∪ kn, alors on a

χ(S) = −
n∑

i=1
|EnlsM (S, ki)| .

Démonstration. — Il suffit compter les singularités du feuilletage Fs∩S :
elles sont toutes au bord de S, proviennent d’une intersection entre le bord
de S et la direction stable de l’orbite de bord, et contribuent pour −1/2 à
la caractéristique d’Euler dans la formule de Poincaré–Hopf. Le fait qu’on
n’ait pas ce facteur 1/2 dans la formule vient du fait que dans l’auto-
enlacement, on ne compte qu’un seul côté de la variété stable en une orbite
de bord, et non les deux.

Figure 2.3.

□

2.5. Preuve du théorème 0.1 à partir des propositions 0.2 et 0.3

Admettons la proposition 0.2.
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Puisque Sh est une section de Birkhoff pour (ϕt
2,3,7)t ∈ R, l’orbite pério-

dique h⃗ forme un nœud fibré dans T1Σ2,3,7, dont la fibre est donnée par Sh.
Notons fh : Sh → Sh l’application de premier retour le long de (ϕt

2,3,7)t ∈ R

correspondante. Puisque T1Σ2,3,7 est une sphère d’homologie entière, h⃗
porte une longitude de Seifert canonique, qui est d’ailleurs donnée par la
direction du bord de Sh dans ν1(⃗h). Alors d’après la proposition 2.3 la
variété T1Σ2,3,7(⃗h, 0) est la variété-suspension de (Sh, fh).

Puisque Sh est un tore à bord transverse à (ϕt
2,3,7)t ∈ R, le feuilletage Fs ∩

Sh est invariant par fh, et il est contracté uniformément. De même Fu ∩Sh

est invariant et dilaté uniformément. On en déduit que fh est une appli-
cation d’un tore à une composante de bord qui préserve deux feuilletages
transverses, contractant l’un et dilatant l’autre. En contractant la compo-
sante de bord en un point, fh induit alors une application pseudo-Anosov f̄h

du tore S̄h. Or cette application f̄h a au plus une singularité, qui corres-
pond à la compactification de h⃗ = ∂Sh en un point. Comme f̄h est un
tore, l’indice de cette singularité est 0. Ainsi chacun des deux feuilletages
a exactement deux demi-feuilles qui arrivent sur la singularité, et donc
celle-ci n’en est en fait pas une, c’est-à-dire que f̄h est en fait un difféomor-
phisme d’Anosov du tore, qui est donc donné par une classe de conjugaison
dans SL2(Z).

Le nombre du points fixes d’une application Anosov du tore correspond
à la trace −2 de la classe de conjugaison correspondante. Ici on a donc une
classe de conjugaison dans SL2(Z) de trace 3. Or les classes de conjugai-
son des matrices non périodiques dans SL2(Z) sont énumérées par les mots
positifs en L = ( 1 0

1 1 ) et R = ( 1 1
0 1 ), à permutation cyclique près (voir [6,

Prop. 4.3] pour une preuve de ce fait qui découle de l’algorithme de di-
vision euclidienne). En particulier, il n’y a qu’une classe de conjugaison
entière en trace 3, celle de RL = ( 2 1

1 1 ). Par conséquent T1Σ2,3,7(⃗h, 0) est la
variété-suspension de (T2, ( 2 1

1 1 )). Comme cette dernière est aussi S3( , 0),
les variétés T1Σ2,3,7(⃗h, 0) et S3( , 0) coïncident. En particulier les complé-
mentaires T1Σ2,3,7 \ h⃗ et S3\ coïncident, ce qui démontre le théorème 0.1.
Notons que cela implique aussi que T1Σ2,3,7 est obtenu à partir de S3 par
chirurgie sur le nœud .

Pour la seconde partie, on applique le même raisonnement à l’orbite
périodique γ⃗8 de (ϕt

3,3,4)t ∈ R.
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3. Flots Anosov, sphères d’homologie et existence de
sections de Birkhoff

On donne à présent les éléments permettant de déduire les proposi-
tions 0.2 et 0.3 des propositions 0.4 et 0.5.

3.1. Critère de Schwartzman–Fried pour les flots Anosov

Partant d’une variété compacte sans bord M munie d’un flot (ϕt
X)t ∈ R,

d’une collection finie k1 ∪ · · · ∪ kn d’orbites périodiques, de multiplicités et
de pentes sur ces orbites périodiques, on peut se demander s’il existe une
section de Birkhoff i : S → M pour (M,X) dont le bord est k1 ∪ · · · ∪
kn, avec les multiplicités et les pentes prescrites. évidemment, il y a une
obstruction topologique : il faut que cette donnée de bord corresponde au
bord d’une surface. Cela donne une condition de codimension b1(M) que
nous ne détaillerons pas (les cas qui nous intéressent ici étant dans des
sphères d’homologie pour lesquelles la condition est vide). Prenant cette
condition en compte on peut reformuler le problème ce la façon suivante :
étant donné une classe d’homologie σ ∈ H2(M,k1 ∪ · · · ∪ kn;Z), existe-t-il
une section de Birkhoff pour (ϕt

X)t ∈ R de classe σ ?
Une condition nécessaire est que σ coupe positivement les classes d’homo-

logie de toutes les orbites périodiques de (ϕt
X)t ∈ R. En effet, si l’intersection

entre les classes d’homologie était négative, la section ne pourrait couper
l’orbite en des points avec intersection positive. Cette condition n’est en gé-
néral pas suffisante : pour cela, il faut introduire la notion de cycle asymp-
totique. Ces derniers sont des classes d’homologie associées aux mesures
invariantes du flot. Une définition précise peut être donnée en créant des
cycles à partir de bouts d’orbites dont la longueur tend vers l’infini refermés
arbitrairement [27], ou bien à parti de mesures invariantes et en passant
par les courants [29]. Dans le cas des flots d’Anosov (ou pseudo-Anosov)
transitifs, la densité des orbites périodiques permet néanmoins de se passer
de ces subtilités, et la condition sur les orbites périodiques se trouve être
suffisante :

Théorème 3.1 ([14]). — Soit (ϕt
X)t∈R un flot d’Anosov sur une variété

compacte M de dimension 3, k1, . . . , kn des orbites périodiques de ϕX et
σ ∈ H2(M,k1 ∪ · · · ∪ kn;Z) une classe d’homologie relative entière. La
classe σ contient une section de Birkhoff pour (ϕt

X)t ∈ R si et seulement
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si, pour toute orbite périodique k du flot étendu (ϕt
X)t ∈ R à l’éclaté nor-

mal M \ (k1 ∪ · · · ∪ kn), on a

⟨[k], σ⟩ > 0.

3.2. Enlacement et dualité dans les sphères d’homologie

Définition 3.2. — Soit M une variété compacte sans bord de dimen-
sion 3 qui est une sphère d’homologie rationnelle et k1, k2 deux entrelacs dis-
joints dans M . Soit S1 une 2-chaine rationnelle S1 de bord k1. L’enlacement
de k1 et k2 est le nombre d’intersection algébrique entre les chaines [S1] ∈
H2(M,k1;Q) et [k2] ∈ H1(M \ k1;Q), c’est-à-dire EnlM (k1, k2)
= ⟨S1, k2⟩.

L’enlacement est en fait symétrique (ce qui se voit mieux si on prend
une définition à l’aide d’intersections en dimension 4). Si k1 est nul en
homologie entière, alors on peut prendre pour S1 une 2-chaine entière,
de sorte que l’enlacement est entier si l’un des deux entrelacs est nul en
homologie entière.

On peut faire le lien entre la définition précédente et l’auto-enlacement
d’une surface bordée par les orbites périodiques d’un flot d’Anosov introduit
en 2.4 : si S est une surface dont le bord k1 ∪ · · · ∪ kn est fait d’orbites
périodiques d’un flot d’Anosov, on peut considérer l’entrelacs k+s

1 ∪· · ·∪k+s
n

obtenu en déplaçant k1 ∪· · ·∪kn le long de la direction stable du flot. Alors
on a EnlM (k1 ∪ · · · ∪ kn, k

+s
1 ∪ · · · ∪ k+s

n ) =
∑n

i=1 EnlsM (S, ki).
Pour M une sphère d’homologie rationnelle, H2(M,k1 ∪ · · · ∪ kn;Z) est

de dimension n et sans torsion, avec une base donnée par ([S1], . . . , [Sn]),
où S1, . . . , Sn sont des surfaces de Seifert pour k1, . . . , kn. La dualité d’Alex-
ander implique que l’enlacement porte toute la cohomologie des complé-
mentaires d’entrelacs :

Théorème 3.3. — Soit M une sphère d’homologie rationnelle en di-
mension 3 et k1 ∪· · ·∪kn un entrelacs dans M . Alors H1(M \k1 ∪· · ·∪kn;Q)
est de dimension n, avec une base donnée par (Enl(k1, ·), . . . ,Enl(kn, ·)).

3.3. Critère de Schwartzman–Fried en termes d’enlacement

Les observations précédentes permettent de traduire le critère de Schwart-
zman–Fried pour les flots d’Anosov dans les sphères d’homologie :
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Théorème 3.4. — Soit (ϕt
X)t ∈ R un flot d’Anosov sur une variété com-

pacte M de dimension 3 qui est une sphère d’homologie rationnelle, k1, . . . ,

kn des orbites périodiques de (ϕt
X)t ∈ R et m1, . . . , mn des entiers relatifs

tels que m1[k1]+· · ·+mn[kn] = 0 dans H1(M ;Q). Alors il existe une section
de Birkhoff pour (ϕt

X)t ∈ R de bord m1k1∪· · ·∪mnkn si et seulement si, pour
toute orbite périodique k du flot étendu (ϕt

X)t ∈ R à M \ (k1 ∪ · · · ∪ kn), on a
n∑

i=1
mi EnlM (ki, k) > 0.

3.4. Preuves des propositions 0.4 =⇒ 0.2 et 0.5 =⇒ 0.3

Admettons la proposition 0.4. On rappelle de la section 2.1 que la va-
riété T1Σ2,3,7 est une sphère d’homologie entière.

On travaille dans la variété T1Σ2,3,7 \ h⃗ dont on rappelle qu’elle est
l’éclaté normal de T1Σ2,3,7 le long de l’orbite h⃗. Dans cette variété, on dis-
pose du flot géodésique étendu (ϕt

2,3,7)t ∈ R. Les orbites périodiques de ce
dernier correspondent aux orbites périodiques du flot initial dans T1Σ2,3,7,
sauf que l’orbite h⃗ donne naissance à quatre orbites périodioques dans son
éclaté ν1(⃗h), deux stables Fs ∩ ν1(⃗h) et deux instables Fu ∩ ν1(⃗h). Alors,
d’après les points (1) et (2) de la proposition 0.4, le critère de Schwartzman–
Fried 3.4 est satisfait, et donc −h⃗ borde (avec multiplicité −1, comme in-
diqué par le signe) une section de Birkhoff, notons-la Sh.

Comme la surface Sh est transverse au flot (ϕt
2,3,7)t ∈ R et que ce dernier

est d’Anosov, la caractéristique d’Euler χ(Sh) est donnée par la proposi-
tion 2.4. D’après le point (2) de la proposition 0.4, l’auto-enlacement de Sh

par rapport à la direction stable de (ϕt
2,3,7)t ∈ R vaut −1. Cela signifie que

la surface Sh (de bord h⃗) coupe −1 fois le nœud h⃗+s, et donc −1 fois la
direction stable du flot. Par conséquent on a χ(Sh) = −1. Or Sh a une
composante de bord, donc Sh est un tore.

Enfin l’application de premier retour sur Sh le long de (ϕt
2,3,7)t ∈ R est un

difféomorphisme d’Anosov. Les points fixes de ce difféomorphisme corres-
pondent aux orbites du bord de S qui s’auto-enlacent 1 fois, et les orbites
périodiques coupant l’intérieur de Sh exactement une fois. Or le point (3)
de la proposition 0.4 dit qu’aucune orbite différente de h⃗ ne coupe Sh moins
de 2 fois. Donc l’application de premier retour sur Sh n’a qu’un point fixe,
correspond à l’orbite h⃗ elle-même. Le premier retour est donc bien donné
par la matrice ( 2 1

1 1 ).
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Pour ce qui est de 0.5 =⇒ 0.3, l’argument est presque le même. Il y
a néanmoins une subtilité supplémentaire, liée au fait que T1Σ3,3,4 n’est
pas une sphère d’homologie entière, mais seulement rationnelle : en ef-
fet on a H1(T1Σ3,3,4;Z) = Z/3Z. Par conséquent, ou bien [γ⃗8] est nulle
dans H1(T1Σ3,3,4;Z), ou bien elle ne l’est pas mais 3[γ⃗8] l’est. Dans le
premier cas, l’enlacement entre γ⃗8 et n’importe quel nœud serait entier. Or
l’énoncé de la proposition 0.5 affirme que son auto-enlacement relativement
à la direction stable vaut −1/3. Par conséquent, on est dans le second cas :
[γ⃗8] est une classe non nulle dans H1(T1Σ3,3,4;Z), mais 3[γ⃗8] est nulle.

On peut alors appliquer le critère de Schwartzman–Fried pour déduire
que 3γ⃗8 borde une section de Birkhoff pour (ϕt

3,3,4)t ∈ R, notée S8. Par la
proposition 2.4 la caractéristique de S8 est alors donnée par 3Enl(γ⃗8, γ⃗

+s
8 ),

ce qui donne −1, et donc S8 est un tore à une composante de bord. Enfin,
par le même raisonnement que pour h⃗, le nombre de points fixes pour le
premier retour est 1, et donc l’application de premier retour sur S8 le long
de (ϕt

3,3,4)t ∈ R est aussi l’automorphisme ( 2 1
1 1 ) du tore.

4. Flots géodésiques, patrons et calculs d’enlacement

On démontre maintenant les propositions 0.4 et 0.5. Pour cela il faut
comprendre la topologie des orbites périodiques des flots géodésiques dans
les variétés T1Σ2,3,7 et T1Σ3,3,4. Nous le faisons en deux étapes : d’abord ra-
mener toutes les orbites périodiques des flots géodésiques sur deux patrons,
c’est-à-dire des surfaces branchées munies d’un flot dont le plongement sera
explicite, et enfin calculer (ou plutôt majorer) les enlacements entre orbites
périodiques de ces patrons.

4.1. Patrons pour les flots géodésiques

Les flots d’Anosov sont des flots markoviens, au sens où on peut décom-
poser la variété en boites de flots « rectangulaires », de sorte que les bords
de ces boites s’agencent particulièrement bien. En contractant ces boites
le long de la direction stable, on obtient alors des « rubans » qui vont se
recoller aussi particulièrement bien. C’est ainsi que Birman et Williams
ont montré [3] comment on peut construire une surface branchée, appelée
patron, plongée dans la variété, munie d’un flot (en fait un semi-flot car
le passé n’est pas défini de façon unique), telle que toute collection finie
d’orbites périodiques du flot de départ est isotope à une collection finie

VOLUME 36 (2019-2021)



22 PIERRE DEHORNOY

d’orbites périodiques du patron. Pour un flot explicite, construire un tel
patron requiert une partition de Markov explicite, ce qui n’est pas toujours
facile à obtenir. Aussi le nombre de rubans sera égale au nombre de boites
de la partition. De telles partitions ont été construites par Bowen–Series,
puis par Pit [4, 24]. Il se trouve que leurs constructions laissent de côté les
orbisphères triangulaires.

Dans notre article [23], nous avons affaibli les contraintes sur les rubans
pour obtenir un patron avec seulement deux rubans, qui porte toute la to-
pologie des orbites périodiques du flot géodésique (ϕt

p,q,r)t ∈ R sur T1Σp,q,r ;
on le note Tp,q,r. On rappelle (théorème 2.1) que la variété T1Σp,q,r est ob-
tenue à partir de S3 par chirurgies d’indices p, q, r sur les trois composantes
d’un entrelacs de Hopf . Le patron Tp,q,r y est plongé comme indiqué
ci-contre, en s’enroulant autour des deux composantes de correspon-
dants aux points d’ordre p et q. Le patron Tp,q,r est une surface branchée,
munie d’un semi-flot (le long du segment de branchement, le passé n’est
pas uniquement défini). Il a les deux propriétés suivantes : d’une part on
peut coder toutes ses orbites périodiques à l’aide de mots bi-infinis pério-
diques sur l’alphabet {a, b} – a pour un tour sur l’oreille de gauche et b
pour un tour sur l’oreille de droite – et les mots admissibles sont caracté-
risées par le fait qu’eux et leurs images par le décalage sont compris pour
l’ordre lexicographique entre deux mots infinis explicites, appelés kneading
sequences [23, table 1]. D’autre part ses orbites périodiques sont en bijec-
tion avec les orbites périodiques du flot géodésique (ϕt

p,q,r)t ∈ R.
Le codage peut être compris sur un pavage de H2 par des triangles hyper-

boliques d’angles 2π/p, 2π/q, 2π/r : en dessinant un réseau Rp,q,r de « rond-
points » qui tournent trigonométriquement autour des points d’ordre p et
horairement autour des points d’ordre q, on voit que toute géodésique de H2

peut être déformée sur Rp,q,r. Si on veut le faire de façon canonique et équi-
variante, il faut être soigneux [23, Section 3]. à la fin, le nombre de pièmes

de tour de la géodésique déformée autour d’un point d’ordre p donne une
suite de a, et le nombre de qièmes de tour autour d’un point d’ordre b donne
une suite de b.

Dans le cas p = 2, q = 3, r = 7 qui nous intéresse, on voit que le ré-
seau R2,3,7 est constitué de ronds-points d’ordre 2 et 3. Les kneading se-
quences donnent des contraintes sur les mots admissibles. Plutôt que de les
écrire, nous préférons expliquer leur signification géométrique. Par exemple
il ne peut y avoir deux a consécutifs, car cela correspondrait à une courbe
qui s’enroule autour du point d’ordre 2 et non à une géodésique. De même
il ne peut y avoir trois b consécutifs. En réécrivant x pour ab et y pour
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Figure 4.1.

abb, on voit que toute géodésique est codée par une suite de x et de y. La
contrainte suivante interdit à une orbite de « s’enrouler » autour des points
d’ordre 7, ce qui se traduit par le fait qu’on ne peut avoir plus de deux x ou
deux y consécutifs. Une fois ces premières contraintes prises en compte, on
voit que les premières orbites périodiques du patron T2,3,7 (ordonnées par
nombre de tours autour du patron) sont codées par (xy)Z = (ababb)Z,
(x2y)Z = (abababb)Z, (xy2)Z = (ababbabb)Z, (x2y2)Z = (abababbabb)Z,
(x2yxy)Z, (xyxy2)Z, (x2yxy2)Z, (x2y2xy)Z, (x2yx2y2)Z,

(x2y2xy2)Z, etc. Il se trouve que les codes (xy)Z, (x2y)Z, (xy2)Z corres-
pondent tous trois à la géodésique h (5) .

De façon semblable, dans le cas p = 3, q = 3, r = 4, le réseau R3,3,4 est
constitué de deux ronds-points autour des points d’ordre 3. Une géodésique
est encore codée par une suite de a et de b, cette fois avec jamais trois a
ni trois b consécutifs. Les contraintes liées au point d’ordre 4 impliquent
qu’un ab2 ne peut être suivi d’un autre ab2. De même un a2b ne peut être
suivi d’un autre a2b. Avec cela, on voit que les premières orbites périodiques
de T3,3,4 sont codées par (ab)Z et (a2b2)Z qui correspondent justement aux

(5) Les kneading sequences sont censées assurer l’unicité du codage. Dans ce cas elles
interdisent les suites (x2y)Z, (xy2)Z, mais pour notre problème, ne pas avoir l’unicité
n’est pas un problème, du moment que toute orbite périodique du flot géodésique est
codée par au moins un mot.
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Figure 4.2.

deux relevés de γ8, selon l’orientation choisie. Les orbites suivantes cor-
respondent aux codes (a2bab)Z, (abab2)Z, (a2bab2)Z, (a2b2ab)Z, (a2ba2b2)Z,
(a2b2ab2)Z, etc.

4.2. Formule d’enlacement dans T1Σp,q,r

Puisqu’on va chercher à calculer des nombres d’enlacement dans T1Σ2,3,7
et T1Σ3,3,4 et que ces deux variétés sont obtenues par chirurgie sur l’en-
trelacs de S3, on cherche une formule qui, étant donné deux nœuds
dans S3 disjoints de l’entrelacs de Hopf, relie l’enlacement de ces courbes
avant et après chirurgie. Une telle formule n’est pas difficile à obtenir, il
suffit de comprendre comment obtenir une 2-chaine bordée par un nœud
après chirurgie à partir d’une 2-chaine avant chirurgie. On note Qp,q,r la
forme bilinéaire symétrique sur R3 donnée par la matrice

1
pqr − pq − qr − pr

qr − q − r r q

r pr − p− r p

q p pq − p− q

 .
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Lemme 4.1 ([8]). — Pour k1, k2 deux entrelacs de S3 disjoints et dis-
joints de l’entrelacs de Hopf , leur nombre d’enlacement après avec ef-
fectué des chirurgies de pentes (p − 1, q − 1, r − 1) sur les trois compo-
santes H1, H2, H3 de est donné par

EnlT1Σp,q,r
(k1, k2)

= EnlS3(k1, k2) +Qp,q,r

(( EnlS3 (k1,H1)
EnlS3 (k1,H2)
EnlS3 (k1,H3)

)
,

( EnlS3 (k2,H1)
EnlS3 (k2,H2)
EnlS3 (k2,H3)

))
.

4.3. Preuve des propositions 0.4 et 0.5

Le premier point des propositions 0.4 et 0.5 a en fait déjà été démontré [8]
puisqu’il y est démontré que deux orbites quelconques de (ϕt

2,3,7)t ∈ R ou
de (ϕt

3,3,4)t ∈ R ont un enlacement négatif.
On va néanmoins expliquer la preuve de la proposition 0.4. Pour deux

orbites k1, k2 du patron T2,3,7 codées par des mots w1, w2, on peut spécifier
le lemme 4.1 : l’enlacement EnlT1Σp,q,r

(k1, k2) est la somme de l’enlace-
ment EnlS3(k1, k2) qu’on voit sur le patron et qui est toujours un nombre
négatif, et du terme bilinéaire qu’on peut ici spécifier : en notant ai le
nombre de lettres a dans wi et bi le nombre de lettres b dans wi, ce terme
vaut 11a1a2 − 7(a1b2 + b1a2) + 5b1b2 : il est toujours positif.

Il se trouve que EnlS3(k1, k2) est presque bilinéaire en les codes w1, w2.
Plus précisément, si k1 est l’orbite h⃗, alors w1 est le code (xy)Z = (ababb)Z.
Si k2 est une orbite dont le code contient au moins deux syllabes en x∗y∗,
c’est-à-dire est différent de (xy)Z, (xy2)Z, (x2y)Z, (x2y2)Z, alors on peut
trouver deux orbites k3, k4 de T2,3,7 de codes wZ

3 , wZ
4 telles que w2 = w3w4,

k2 est homotope dans le complément de k1 = h⃗ à la somme connexe de k3
et k4, et donc en particulier EnlS3 (⃗h, k2) = EnlS3 (⃗h, k3) + EnlS3 (⃗h, k4).

Ainsi il suffit de vérifier que h⃗ s’enlace négativement avec les orbites de
codes (xy)Z, (xy2)Z, (x2y)Z, (x2y2)Z pour vérifier qu’elle s’enlace négative-
ment avec toutes les orbites périodiques de T2,3,7. L’utilisation du lemme 4.1
donne alors

EnlT1Σ2,3,7

(
h⃗, (xy)Z

)
= EnlT1Σ2,3,7

(
h⃗,

(
x2y

)Z)
= EnlT1Σ2,3,7

(
h⃗,

(
xy2)Z)

= −1 et EnlT1Σ2,3,7

(
h⃗,

(
x2y2)Z)

= −2,

ce qui démontre le premier point de la proposition 0.4.
Pour le second point, il s’agit de calculer un auto-enlacement. Il se trouve

que le framing donné par la direction stable du flot d’Anosov est isotope
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au framing donné par la direction du patron T2,3,7. On a alors comme
précédemment

EnlT1Σ2,3,7

(
h⃗, h⃗+s

)
= −1.

Le troisième point a en fait été démontré en même temps que le premier :
puisque l’enlacement avec h⃗ peut être rendu linéaire, on a vu que la seule
orbite de (ϕt

2,3,7)t ∈ R ayant enlacement −1 avec h⃗ est h⃗ elle-même.
La proposition 0.5 se démontre de la même façon, mais il faut tenir

compte de contraintes légèrement différentes sur les codes.

Annexe A. Sections de Birkhoff de genre 1 pour les flots
géodésiques

Les propositions 0.2 et 0.3 sont des exemples de sections Birkhoff pour
des flots géodésiques sur des orbisurfaces hyperboliques. Plusieurs énoncés
du même type ont été démontrés dans les 40 dernières années. Dans cet
appendice nous tentons un recensement.

Le premier énoncé du genre consiste en une construction de Birkhoff,
popularisée par Fried dans le cas d’une surface hyperbolique. Pour γ =
γ1 ∪ · · · ∪ γn une collection de géodésiques sur une surface Σ, on note ↔

γ

son relevé symétrique dans T1Σ, à savoir l’entrelacs ayant 2n composantes
associées aux n composantes de γ et aux deux orientations possibles pour
chaque composante. Une collection de géodésiques est dite remplissante si
son complémentaire ne contient aucune géodésique fermée.

Théorème A.1 ([2, 15]). — Si Σ est une surface hyperbolique orbifol-
dique et γ une collection remplissante de géodésiques périodiques de Σ,
alors ↔

γ borde une section de Birkhoff pour (ϕt
Σ)t ∈ R dans T1Σ, avec multi-

plicité −1 pour chaque composante de bord.

Notons que la variété T1Σ n’étant pas une sphère d’homologie, un en-
trelacs peut border plusieurs surfaces non homologues. Dans le contexte
du théorème A.1 les différentes sections de Birkhoff bordées par ↔

γ ont été
classifiées avec Cossarini [8].

Il est naturel de chercher parmi les constructions précédentes lesquelles
donnent des sections de petit genre. Il se trouve que le genre 0 est exclu pour
les flots géodésiques (car les feuilletages stables et instables sont orientables,
et une surface de genre 0 ne porte par de feuilletages orientables n’ayant
pour singularités que des demi-selles au bord). On peut donc chercher les
sections de genre 1.
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Théorème A.2 ([9, théorème 1.4]). — Sur une surface hyperbolique Σ
de genre g, il n’y a que 3 collections γ de géodésiques périodiques, modulo
action du groupe modulaire MCG(Σ), telles que −↔

γ borde une section de
Birkhoff de genre 1 pour (ϕt

Σ)t ∈ R.

Le théorème A.1 n’est pas le plus général possible puisqu’on a fait l’hypo-
thèse qu’on relève γ de façon symétrique d’une part, et que les multiplicités
sont −1 sur chaque composante de bord. Si on considère une collection de
géodésiques orientées γ et son relevé γ⃗, on constate empiriquement que
la variété fibre souvent (calculs personnels), mais pas toujours (contre-
exemple mentionné par Théo Marty). D’où la question ouverte suivante :

Question A.3. — Pour quelles collections remplissantes γ de géodé-
siques orientées la variété T1Σ\ γ⃗ fibre-t-elle sur S1 ? Quand la fibre est-elle
de genre 1 ?

Si la réponse aux deux questions est oui, la monodromie est en fait de
type Anosov à feuilletages orientables, elle peut donc être représentée par
une classe de conjugaison de matrices de SL2(Z) comme cela a été fait
pour démontrer le théorème 0.1. Voici les constructions existantes, les trois
premières correspondent au théorème A.2. Pour l’énoncé, on note Σg une
surface hyperbolique de genre g, et Σg;p1,...,pn

une orbisurface hyperbolique
de genre g avec points coniques d’ordre p1, . . . , pn. Notons que les énoncés
sont indépendants de la métrique, pourvu qu’elles soit hyperbolique. En
effet, un théorème de Gromov [17] affirme que les flots géodésiques associés
à deux métriques hyperboliques distinctes sont en fait topologiquement
conjugués.

Théorème A.4. — Dans les cas suivants, la collection γ⃗ borde une
section de Birkhoff de genre 1 pour le flot géodésique, le nombre de compo-
santes de bord est indiqué, et la classe de conjugaison de l’application de
premier retour est décrite en termes des générateurs standards L = ( 1 0

1 1 )
et R = ( 1 1

0 1 ) de SL2(Z) :

Pour les sources, (a) reprend la construction de Birkhoff qui a été po-
pularisée par Fried. Le calcul du premier retour a été fait en deux temps :
Ghys pour la trace, puis Hashiguchi pour la matrice complète. (b) reprend
aussi la construction de Birkhoff, mais à partir de courbes découvertes par
Brunella, qui a aussi calculé le premier retour. (c) reprend encore cette
construction, mais avec une autre collection de courbes (remarquée indé-
pendamment par Bonatti), le premier retour peut être calculé selon la mé-
thode présentée dans l’article avec Liechti. Enfin (d) a été présenté par
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Table A.1.

Σ |γ⃗| premier retour sources
Σg (g ⩾ 2) 4g + 4 Lg−1R2Lg−1R2 [2, 14, 16, 19](a)
Σg (g ⩾ 2) 4g + 2 Lg−1R4Lg−1R2 [2, 5](b)
Σg (g ⩾ 2) 4g Lg−1R4Lg−1R4 [2, 9, 11] (c)

Σ0;2,3,r (r ⩾ 7) 1 Lr−6R [7]
Σ0;2,q,r (q ⩾ 4, r ⩾ 5) 1 Lq−4RLr−4R [7]

Σ0;p,q,r 1 Lp−3RLq−3 [7]
(p, q ⩾ 3, r ⩾ 4) RLr−3R

Σ0;p,q,r 2 Lp+q−6RLr−3R [20, 11] (d)
(p, q ⩾ 3, r ⩾ 4)

Σ0;p,q,r,s 2 Lp−2RLq−2 [7]
(p, q, r ⩾ 2, s ⩾ 3) RLr−2RLs−2R

Σ0;p1, ..., pn
(pi ⩾ 4) n ? [20]

Σ0;p1, ..., p2n
2n− 2 ? [20]

Σg;p1, ..., pn
(g ⩾ 1) 4g + n+ 3 ? [11]

Hashiguchi et Minakawa, et le premier retour calculé avec Liechti. Pour les
trois derniers exemples, le premier retour n’a pas été calculé.

Notons que ce théorème n’est absolument pas exhaustif. En effet, on a

Théorème A.5 (Minakawa, voir [11]). — Si (ϕt)t ∈ R est un flot d’Ano-
sov qui admet une section de Birkhoff de genre 1, alors pour chaque matrice
hyperbolique A ∈ SL2(Z) il admet une section dont le premier retour est
donné par A.

En particulier si un flot admet une section de Birkhoff de genre 1, il en
admet une infinité. La dernière ligne du tableau précédent affirme que tout
flot géodésique sur une orbisurface hyperbolique admet une section de Bir-
khoff de genre 1, et donc le théorème de Minakawa implique qu’il en admet
une infinité. Cela ne clôt pas l’intérêt de la question A.3 puisque le nombre
de composantes de bord dans les sections de Birkhoff du théorème A.5 a
tendance à croitre rapidement. En particulier, on ne sait pas si on a re-
censé en A.4 toutes les collections ne comptant qu’une orbite périodique et
bordant une section de Birkhoff de genre 1 – probablement pas.
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