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Résumé

Le but de ces notes est de décrire des outils d’analyse géométrique (inégalités
de Poincaré, espaces de Sobolev, modules de familles de courbes, espaces tangents
faibles) qui sont utiles pour estimer la dimension conforme d'un espace métrique.
Nous mettrons en pratique ensuite ces outils dans le cas des bords des espaces hy-
perboliques, en particulier les immeubles fuchsiens et les groupes hyperboliques
(avec une discussion sur la conjecture de Cannon en théorie géométrique des grou-
pes), et le tapis de Sierpinski. La plupart de ces progres trés récents sont dus a Keith-
Laakso et Bonk-Kleiner. Ces notes (en particulier le paragraphe concernant le tapis
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1. Applications quasi-conformes dans les espaces métriques a
géométrie bornée

Etant donné un homéomorphisme croissant n : R* — R¥, un homéomorphisme
f : X — Y entre deux espaces métriques (X, dy) et (Y, dy) est dit n-quasi-symétrique
si, pour tout choix de x;, x; et x3 dans X, ettout ¢ > 0,

dx (x1,%2) < tdx(x1,x3) = dy(f(x1), f(x2)) < n(t)dy (f(x), f(x3)).

LChoméomorphisme f : X — Y est dit quasi-symétrique s'il est n-quasi-symétrique
pour un certain homéomorphisme n : R* — R*.

Leshoméomorphismes quasi-symétriques ont été beaucoup étudiés dansle cas des
espaces euclidiens (voir [35] par exemple), mais aussi dans le cadre des varjétés rieman-
niennes ou des groupes de Carnot (Voir [18] et [24]).Trés récemment, J. Heinonen et
P. Koskela [19] ont exhibé une large classe d’espaces métriques pour lesquels un grand
nombre de propriétés des homéomorphismes quasi-symétriques de R” restaient vraies.
Nous allons commencer par décrire ces espaces, appelés espaces de Loewner. Notons
enfin que les homéomorphismes quasi-symétriques jouent un role important dans cer-
taines démonstrations de résultats de rigidité de type Mostow pour les espaces symé-
triques (voir [29], [31]). Le point-clé est que, par exemple dans le cas d'un espace hyper-
bolique quaternionien X, toute quasi-isométrie F : X — X s’étend surlaspheére al'infini
90X de X en un homéomorphisme quasi-symétrique f : 0X — 92X et que réciproque-
ment tout homéomorphisme quasi-symétrique sur le bord de X provient d’une quasi-
isométrie de X. Or, 0X peut étre muni d’une structure de groupe de Carnot. Une mot-
vation pour développer une théorie quasi-conforme dans les espaces a géométrie bor-
née était d’essayer d’adapter les arguments de Mostow ou Pansu dans des espaces plus
singuliers que les espaces symétriques (voir par exemple [8] pour le cas des immeubles
hyperboliques et [9] pour un survol des techniques quasi-conformes dans I'étude de la
rigidité de Mostow). Nous reviendrons la-dessus plus loin.

Soit (X, dx, 1x) un espace métrique mesuré. Nous supposerons dans cette partie
que pour toute boule (ouverte) B € X, 0 < ux (B) < +o et que tout couple de points de
X peut étre joint par une courbe rectifiable (c’est-a-dire de longueur finie).

Nous aurons besoin de la définition suivante. La mesure uy sur X est Ahlfors-
réguliére de dimension Q s’il existe une constante C > 1 telle que pour tout x € X,
tout R €]0, diam X[,

C'R? < ux(B(x, R)) < CRY.

Dans ce cas, Q est la dimension de Hausdorff de (X, dx) et la mesure de Hausdorff (de
dimension Q) de (X, dx) est bilipschitz équivalente a uy. Par exemple, la mesure de Le-
besgue de R” est Ahlfors-réguliére de dimension n. Rappelons les définitions des me-
sures et dimension de Hausdorff pour un espace métrique (E, d). Pour tout s > 0, tout
A C E,lamesure de Hausdorff (de dimension s) de A est définie par

H'(4) =lim (inf{Z(diamA,-)‘;diamA,- <8Ac A,-}) :

il iel
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Ladimension de Hausdorff de A, notée Hdim (A), est alors Hdim(A) = inf {s, H*(A) = 0}
(ou de fagon équivalente Hdim(A) = sup {s, H*(A) = +}). La mesure naturelle sur
I'espace métrique (E, d) est la mesure de Hausdorff correspondant a sa dimension de
Hausdorff. Nous dirons qu’un espace métrique est Ahlfors-régulier (de dimension Q) si
sa mesure de Hausdorff (de dimension Q) est Ahlfors-réguliére.

Soit p > 1. On dit que X supporte une inégalité de Poincaré (1, p) s'il existe une
constante absolue G > 0 telle que

1 /Iu ugld <Q,djamB( 1 /p”du )l,,
ux(B) Jp BIAHX S ux(B) [z “HX

pour tout choix de

- Bboule (ouverte) de X,

- u: X — R continue et bornée dans B,

-p:X - R gradient supérieur de u dans B,
et ol up estla moyenne de u sur B. Rappelonsque p : X — R¥ estun gradient supérieur
de u dans B si pour tout x € B, tout y € B, toute courbe rectifiable y dans B joignant
x a y, nous avons |u(x) — u(y)| < fy p. Par exemple, si X = R” et si u est lisse, |Vu|
est un gradient supérieur de u. De plus, si p est un autre gradient supérieur de u, alors
|Vul < p presque partout. Remarquons aussi que d’aprés I'inégalité de Holder, I'inéga-
lité de Poincaré (1, 1) est la plus forte, au sens ol elle entraine les autres.

Soit I une famille de courbes dans X et soit p > 1. Nous définissons le p-module
conforme de I'(que I’on note Mod ,(I)) par Mod ,(I) = inf, fX pPdux ou rinf est pris sur
toutes les fonctions mesurables positives p : X — R* telles que inf, fy pds 2 1 pour
toute courbe rectifiable y € I. Une telle fonction p est dite admissible pour la famille de
courbesT. Si E et F sont deux continua non réduits & un point, notons I'(E, F) I'ensemble
des courbes de X joignant E a F et posons Mod,(E, F) = Mod,(I'(E, F)). Si nous sup-
posons que uy est Ahlfors-réguliére de dimension Q > 1, alors nous avons un contrdle

du module Mod, par dessus. Ainsi,si0 < 2r < R, E C B(x,r) et F C X \ B(x,R),

alors Modo(E,F) < C (log -}f) I-Q. Un espace de Loewner est un espace métrique pour
lequel nous avons aussi un controle par dessous du Q-module. De maniére plus précise,
nous dirons que X est un espace de Loewner (de dimension Q) s'il est Ahlfors-régulier
(de dimension Q) et s'il existe un homéomorphisme croissant ¢ :]0,+o[—]0, +oo[ tel
que, pour tout couple de continua disjoints (et non réduits.a un point) E et F de X,

Modg(E,F) > ¢(A(E,F)) ou A(E,F) = nﬁn(df;‘n&%igamm est la distance relative entre
EetF.

Notons que nous pouvons aussi définir la p-capacité du condenseur (E, F) (ou E
et F sont deux sous-ensembles quelconques de X) par

Cap ,(E, F) =inf/ pPdux
X

ou I'inf est pris sur tous les gradients supérieurs p de toutes les fonctions u : X — R qui
satisfont u < O sur E et u > 1sur F. En fait, Cap ,(E, F) = Modp(E, F) ou, comme
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ci-dessus, Mod ,(E, F) = Mod,([(E, F)), etI(E, F) estla famille des courbes joignant E
et F.

Toutes ces notions ont été introduites par J. Heinonen et P. Koskela dans [19] ol
ils démontrent une caractérisation des espaces de Loewner en termes d’inégalités de
Poincaré.

THEOREME 1.1. — Soit X un espace propre, Ahlfors-régulier de dimension Q > 1.
Alors, X est un espace de Loewner (de dimension Q) si et seulement si X supporte une
inégalité de Poincaré (1, Q).

Ainsi, les espaces euclidiens, les variétés riemanniennes complétes a courbure de
Ricci strictement positive et a croissance du volume maximale (c’est-a-dire telles que
le volume Riemannien yu vérifie, pour tout x € M, tout r €]0,diam M[, u(B(x,r)) >
C~!r™ ot n est la dimension de la variété M), les groupes de Carnot (munis de leur mé-
trique de Carnot-Carathéodory) sont des espaces de Loewner (voir plus loin pour une
discussion plus précise). Notons que pour les espaces euclidiens et les groupes de Car-
not, la propriété de Loewner peut étre démontrée sans passer par l'inégalité de Poincaré
(voir [26] et [16] respectivement). En fait, I'existence d’inégalités de Poincaré (et donc la
propriété d’étre un espace de Loewner) est liée a I’existence de “bonnes” courbes. En ef-
fet, une méthode géométrique pour démontrer une inégalité de Poincaré est d’exhiber,
pour tout couple de points de l’espace, un “pinceau” de courbes joignant ces points (voir
la discussion plus loin sur les bords d’immeubles hyperboliques). D'un autre c6té, tout
espace métrique mesuré (X, dx, px) qui est complet, dont la mesure px est doublante,
et qui vérifie une inégalité de Poincaré (1, p) (pour un p > 1) est quasi-convexe, c’est-a-
dire qu’il existe Gy > 1 tel que pour tout couple de points x et y de X, il existe une courbe
rectifiable y d’extrémités x et y avec I(y) < Gdx(x,y) (voir par exemple I'appendice
de [12] pour une démonstration). Rappelons qu’une mesure px sur 'espace métrique X
est doublante s'il existe une constante G; > 1 telle que, pour tout x € X, tout R > 0,
ux (B(x,2R)) < Gux(B(x, R)). En particulier, si uy est Ahlfors-réguliére, elle est dou-
blante. Il est important de noter qu'il existe des espaces de Loewner Ahlfors-réguliers de
dimension Q avec Q non entier (voir [7] et [25]).

Nous allons maintenant énoncer un théoréme qui donne diverses caractérisations
des homéomorphismes quasi-symétriques dans le cadre des espaces de Loewner. Ces
caractérisations sont maintenant classiques dans le cas euclidien (voir [35]).

THEOREME 1.2. — Soient X etY deux espaces de Loewner de dimension Q > 1 et soit
f : X — X un homéomorphisme. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) fest n—qua'si—symétﬁrique ;

(ii) f est H-quasi-conforme;

(i) f e NV QX :Y) etilexiste K > 0 telle queLip f(x)? < KJf(x) pour presque tout
xeX;

(iv) ilexiste L > 1 tel que L™ Modo(I) < Modg( f(I)) < LModg(I) pour toute famille
de courbesTdeX.
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De plus, si f vérifie une des conditions précédentes, alors f est absolument continue en
mesure et absolument continue le long de Q-presque toute courbe de X, et ™! est aussi
quasi-symétrique.

Ce résultat est quantitatif, au sens oit les constantes H, K, L et la fonction n sont
reliés. Donnons maintenant les définitions nécessaires a la compréhension du théoréme.
Un homéomorphisme f : X — Y est H-quasi-conforme si pour tout x € X, nous avons

. sup {dy (f(x), f() : dx(x,y) < 1}
1 <
P Tnf{dy (f(x), () dx (%, y) = 1}

Limage par un homéomorphisme quasi-conforme d’une boule de rayon infiniment pe-
titest un “ellipsoide” dont on contrdle le rapport grand axe sur petit axe (mais dont on ne
controle pas la taille en fonction de celle de 1a boule!). I’équivalence entre (i) et (ii) peut
paraitre étonnante, dans la mesure ou1 la premiére propriété est locale alors que la se-
conde est globale. Il faut noter que dans R”, I’équivalence reste vraie en remplacant dans
(1) lalimsup par une liminf (voir [18]). Attardons nous quelque temps sur la propriété (iii).
Dans le cas euclidien, celle-ci dit que f est dans I'espace de Sobolev W1 Q(RQ) (c’est-a-
dire f est dans L2(RQ) ainsi que sa dérivée faible) et que pour presque tout x € R,
IVf(x)]Q < Kl|Jf(x)] ou Jy est le jacobien de f. Dans le cas métrique, Lip f est la

d )
constante de Lipschitz locale de f, c’est-a-dire Lip f(x) = limsup v (7). F))

dx (x,y)—~0 dx(x,y)
tandis que J  (x) = lim sup 2L B 1)

r-0  Mx(B(x,71))
tions a valeurs dans un espace métrique, nous avons besoin d'une notion de dérivation

pour de telles fonctions. Pour éviter cette difficulté, I'idée est d'utiliser le plongement iso-
métrique de Y dans I'espace de Banach des fonctions bornées sur Y, noté [, (Y). Com-
mencons par définir les espaces de Sobolev pour les fonctions a valeurs réelles. Dans la
suite, p € [1,+oo[. Suivant {32}, nous dirons qu'une fonction mesurable f : X — R
est dans I'espace de Sobolev NP (X) si [ € LP(X) et s'il existe une fonctionp : X ~
[0, +oo] appartenant a LP(X) telle que

)

. Pour définir un espace de Sobolev de fonc-

| f(y(a)) — fFy(b)] < /pds

Y

pour p-presque toute courbe rectifiable y : [a, b] — X. Rappelons que cette derniére
condition signifie que I'’ensemble des courbes pour lesquelles I'inégalité n’est pas satis-
faite est de p-module nul (cette notion apparait aussi dans la conclusion du théoréme).
Une telle fonction p est appelée gradient supérieur faible de f. Définir I'espace de So-
bolev N'» comme étant I'espace des fonctions dans L? dont un gradient supérieur est
dans L? n'est pas satisfaisant (voir [12] pour une définition équivalente a celle donnée
ci-dessus et qui ne met en jeu que le gradient supérieur). Les espaces N"7(X) peuvent
étre munis de la semi-norme

N flh,p = |lpr+in1fllpIIp
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ou I'inf est pris sur tous les gradients supérieurs faibles de f. Cette semi-norme devient
une norme en prenant le quotient par la relation d’équivalence f ~ g si et seulement
si |l f — glli,p = 0. Lespace vectoriel normé ainsi obtenu est un espace de Banach et
coincide avec I'espace de Sobolev usuel wlr(Q) quand X = Q est un domaine de R”.
Pour plus de détails, voir [32]. Nous allons maintenant adapter cette définition au cas
des fonctions f : X — V ou V est un espace de Banach. . Nous définissons LP(X : V)
comme étant I’espace des (classes d’équivalence de) fonctions mesurables f : X — V
(C’'est-a-dire tellesque || f|| € L1(X)) telles que || fll € LP(X) ou| - || est]la norme dans
V.

Muni de leurs normes naturelles, les espaces LP(X : V) sont des espaces de Ba-
nach. Nous pouvons alors définir I'espace de Sobolev N*P(X : V) comme l'espace
des fonctions mesurables f € LP(X : V) telles qu'il existe une fonction mesurable
p: X — [0,+o]dans LP(X) telle que

[ f(y(a)) - fy(D))] < /pds
Y
pour p-presque toute courbe rectifiable y : [a, b] — X.Si Y est un espace métrique,
Yespace de Sobolev N"P(X : Y) est I'espace des fonctions f € NVP(X, I,(Y)) telles
que f(x) € Y en dehors d’'une ensemble de p-capacité nulle. Nous n'insistons pas surla
derniére condition technique. Comme précédemment, nous pouvons équiper N?P(X :
V') d'une semi-norme et1'espace normé obtenu en passant au quotient est un espace de
Banach. Nous renvoyons a [20] pour une preuve du théoréme 1.2 et plus de détails sur
les espaces de Sobolev de fonctions a valeurs dans un espace métrique.

2. Dimensions conformes

Lajauge conforme de I'’espace métrique (X, d) est définie par
F(X,d) = {édistancesur X ; 1d: (X,d) — (X, §) est quasi-symétrique}
etla dimension conforme de Pansu de (X, 4) par
Cdim(X, d) = inf {Hdim(X, §); 6 € g(X, d)}

ou Hdim est la dimension de Hausdorff. 11 est clair que la dimension conforme est un
invariant de quasi-symeétrie. Il existe une variante de cette dimension, que nous appelle-
rons la dimension conforme Ahlfors-réguliere. Commencons par définir la jauge confor-
me Ahlfors-réguliére gar(X,d) comme étant I'ensemble des-distances § € 4 (X, d)
pour lesquelles la mesure de Hausdorff associée 5% est Ahlfors-réguliére. La dimension
conforme Ahlfors-réguliére de (X, d) est alors

Cdimgr(X, d) = inf {Hdim(X, §); 6 € Zar(X,d)}.

1l est clair, par définition, que Cdim(X, d) < Cdimy4g(X, d). Dans certains exemples, la
dimension conforme peut étre estimée grace au résultat suivant de J. Tyson [34].
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THEOREME 2.1. — Soit (X, d) un espace métrique. Si sa jauge conforme 4 (X, d)
contient une métrique 6 tel que (X, 8, 54) (oiL #4 est la mesure de Hausdor[f associée a
8) est un espace de Loewner de dimension Q, alors Cdim(X, d) = Q.

Nous dirons dans la suite qu’'une distance 6 sur X est une métrique de Loewner (de di-
mension Q) si (X, 6, 5% ) (ou 5% estla mesure de Hausdorff associée a §) estun espace de
Loewner Q-régulier. Ainsi, le théoréme précédent dit que si la jauge conforme de (X, 4)
contient une métrique de Loewner de dimension Q, alors la dimension conforme de
(X, d) est égale a Q. Rappelons aussi que, d’aprés le théoréme 1.1, 1a distance § sur X est
une métrique de Loewner de dimension Q si (X, §, %) admet une inégalité de Poincaré
(1, Q) etsi s est Q-Ahlfors-réguliére (modulo I'hypothése que (X, §) est propre). Ainsi,
Cdim(R”, deyc)) = 10l deyq est la distance euclidienne. En effet, la mesure de Lebesgue
(qui est, a une constante multiplicative prés, la mesure de Hausdorff de (X, deyq)) est
Ahlfors-réguliére de dimension 7 et (R”, de, ) muni de la mesure de Lebesgue satisfait
desinégalités de Poincaré (1, 1). La dimension conforme d'un groupe de Carnot muni de
sa distance de Carnot-Carathéodory est égale a la dimension de Hausdorff de cette dis-
tance (appelée aussi dimension homogéne du groupe). L Ahlfors-régularité dela mesure
de Hausdorff de la distance de Carnot-Carathéodory est due a J. Mitchell [28], I'existence
d’'inégalités de Poincaré a N. Varopoulos [36] (et dans une forme plus forte a D. Jerison
[21]).

Une autre version de ce théoréme est donnée dans [17] (théoréme 15.10) dans le cas
des espaces compacts.

THEOREME 2.2. — Soit (X, d) un espace métrique compact tel que sa mesure de
Hausdor(f soit Ahlfors-réguliére de dimension Q (Q > 1). Alors, s’il existe une familleT
de courbes de X telles queModo(I) > 0, Cdim(X, d) = Q.

11 est clair, d’aprés la définition, que dans un espace de Loewner (de dimension Q),
il existe une telle famille de courbes.

Démonstration. — Soit I'la famille de courbes de X de Q-module non nulle. Alors,
il existe d > 0 tel que si nous notons T'la famille des courbes de I de diamétre au moins
d, alors Mon(f') > 0. En effet, soit I'; I'ensemble des courbes de I'de diametre > 27/.
Alors, T = |J T; et donc par une propriété élémentaire du module (qui est en fait une

jeN
mesure extérieure), :
0 < Modq(D)) < »_ Modq(T;).
jeN

Donc, il existe jo € N tel que Modo(Tj,) > Oet alorsT = I'j, convient. Raisonnons par
I'absurde et supposons qu'’il existe un homéomorphisme quasi-symétrique f de X dans
un espace métrique Y de dimension de Hausdorff strictement plus petite que Q. Puisque
X est compacte, il en résulte que f est uniformément continue. D’oty, il existe d” > 0 tel
que pour toute courbe y € T', le diametre de f(y) est supérieura d’.

Comme la dimension de Hausdorff de Y est strictement inférieure a Q, H Qy)=0
et donc, pour tout £ > 0, il existe un recouvrement Bj, B, ... par des boules de Y de
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rayons respectifs 77, r;,... telque 3 r; Q < & En fait, par un théoréme de recouvrement

i
classique (voir par exemple [17] théoréme 1.2), nous pouvons supposer que les boules
B; sont disjointes, mais que Y < {J5B;. Ici, 1a boule 5B; est la boule de méme centre que
i

B; et de rayon 57;. Maintenant, puisque f est quasi-symétrique, nous pouvons trouver
une constante H et des boules B; telles que

() B; c f~Y(B)) c f'(5B;) c HB;.

Notons r; le rayon de la boule B; et posons

!

p(x) =" Exonp, (x).

i 12

Nous allons montrer que p est presque admissible pour T Eneffet,siy €T,
r
pds = —+I(y( )2HBy)
J = e

>1/10 > 10
{i:f(¥)N5B;=2}
Supposons £ assez petit pour que 8 Hr; < d pour tout i. D’ol, diam(2HB;) < 4Hr; <
d/2 < diamy, et donc y ne peut étre contenue dans 2HB;. De plus, si i est tel que
F(¥)N5B; = @, alors, d'aprés (*), y(| HB; + @.D’ou, par connexité, I[(y 2HB;) >
Hr;. Ainsi,

T,l(yDZHBi)
i—-——'—.
r;

/pds > H/10 Z 107 > (H/10)H2(f(¥)).
¥ {i: f(y) N5B;=@}
Ici, H;” est le contenu de Hausdorff défini par

H{(F) = sup {Z diam A;; F C UA,-}.
i
Notons que pour un ensemble connexe F, H;*(F) > diam F. Il en résulte
/pds > (H/10) diam f(y) > (H/10)d".
Y
En particulier, (10/H - d')p est admissible pour T. Nous allons maintenant estimer

Mon(f) grice a cette fonction et montrer qu'’il est plus petit que &. Ce qui nous don-
nera une contradiction. Nous avons, en utilisant I’Ahlfors-régularité de X,

i

, Q , Q

~ r: T
Modo() < C Qiu=c §—L | du<gc E:—'. d
odq(D) < /XP H /x( i r.XzHB,) H< /x( riXB,) H

’Q
T; ’
<c) SHuBy<c) rl<ce
i T i



Dimensions conformes, espaces hyperboliques et auto-similaires 161

Lefait que ) on puisse passer de la premiére ligne a la deuxiéme ligne se démontre grace a
la fonction maximale (voir [17], exercice 2.10, page 13). La constante C n’est pas la méme
a chaque ligne, mais elle ne dépend pas de €. D’oli, comme la derniére inégalité est vraie
pour tout £ > 0, Modq(f') = 0, ce qui contredit notre hypothése. O

Les théoréemes 2.1 et 2.2 ont eu un précurseur, a savoir le lemme suivant de P. Pansu
{31].

LEMME 2.3. — Soit (X, d) un espace métrique tel que sa mesure de Hausdorff soit
Ahlfors-réguliere de dimension Q (Q > 1). S'il existe une famille de courbesT de X, munie
d'une mesurev, telle qu'il existe une constante C > 1 pour laquelle on ait

clr&lgy (y eLy()Bxr) = Z) g cre!

pour toute boule B(x, r) de X, alors Cdim(X, d) = Q.

Ce lemme a été utilisée par M. Bourdon dans [6] pour calculer la dimension confor-
me du bord de certains immeubles hyperboliques. Il est important de noter que l'idée
sous-jacente commune aux théorémes 2.1et 2.2, et au lemme 2.3 est que si un espace
métrique (X, 6), ou 6 est dans la jauge conforme de (X, d), posséde une “structure pro-
duit”, alors la dimension conforme de (X, d) est réalisée par §. 11 existe des espaces pour
lesquels on sait estimer la dimension conforme, mais pour lesquels cette dimension n’est
pas réalisée (voir [1]).

Mais, étant donné un espace métrique (X, d), comment construire des distances
dans la jauge conforme 4 (X, d) ? Nous présentons maintenant une technique dévelop-
pée par G. David et S. Semmes (voir par exemple [14]). Soit (X, d) un espace métrique.
On dit que X est doublant s'il existe C; > 1 telle que toute boule de rayon R peut étre
recouverte par au plus C; boule de rayon -23.

Remarque. — Supposons que X est de plus muni d’'une mesure (positive) u. Rap-
pelons que l'espace métrique mesuré (X, d, p) vérifie la condition de doublement du
volume (ou que la mesure u est doublante) s'il existe C;,, > 1 telle que pour tout x € X,
tout R > 0,

H(B( R) < Cauit (B (x, g)) .

Il est clair que tout espace métrique muni d'une mesure doublante est doublant. Réci-
proquement, toute espace métrique doublant et complet peut étre muni d’'une mesure
doublante (vair [17]).

Supposons maintenant que (X, d, u) est un espace métrique muni d’'une mesure
doublante. Pour tout & > 0, posons, pour tout couple de points (x, y) de X,

Dy(x,y) = (u(B(x, d(x,y)) + u(B(y, d(x,y))))"

ot B(z, r) désigne la boule fermée de centre z et de rayon r. Le fait que nous devons
prendre des boules fermées plutdt que des boules ouvertes est purement technique, et



162 G. LUPO-KREBS & H. PAJOT

nous rn'insisterons pas sur ce point. Alors, D, définit une quasi-distance sur X, c’est-a-
dire que D, vérifie tous les axiomes usuels d’une distance sauf I'inégalité triangulaire.
Celle-ci est remplacée par : il existe une constante C > 1 telle, pour tout choix de x, y et
zdans X,

Dy(x,y) < C(Dy(x,2) + Dy(z,y)) .

Le cas C = 1 dans l'estimation précédente correspond a la vraie inégalité triangulaire.
Notons que si u est Ahlfors-réguliére de dimension Q etsinous prenons & = 1/Q, alorsla
distance originale d et D, sont bilipschitz équivalentes. Le fait important est qu’il existe
o tel quesi0 < o < o, alors la quasi-distance D, est bilipschiz équivalente & une vraie
distance.

Un espace métrique (X, d) est dit uniformément parfait s'il existe une constante
Cyp > Otelle que pour tout x € X, tout r €]0, diam X[, il existe y € X tel que

CUPr a(x,y) <

En d’autre termes, I'anneau B(x, r) \ B(x, C{,},r) est non vide. Cette propriété dit que
notre espace métrique n’a pas trop de “trous”. Cependant, cette condition n’est pas trop
restrictive. Par exemple, I'ensemble triadique de Cantor est uniformément parfait. En
fait, si 'espace métrique (X, d) supporte une mesure Ahlfors-réguliére, il est uniformé-
ment parfait. Donnons maintenant un résultat important. Nous utilisons les notations
précédentes.

ProOPOSITION 2.4. — Si (X, d) est un espace uniformément parfait qui supporte une
mesure doublante, alors pour tout & €)0, 9], Dy est dans la jauge conforme 4(X, d)
de (X, d) et elle est Ahlfors-réguliére de dimension 1/ o (donc de dimension de Hausdorff
1/00).

Pour étre rigoureux, la conclusion dit que D, (qui n’est pas en général une vraie
distance) est bilipschitz équivalente a une distance qui est dans la jauge conforme de
(X, d) et qui est Ahlfors-réguliére de dimension 1/«. Il est clair qu’en pratique, il est
bien difficile d’estimer le otg optimal ! Si nous pouvons le faire, nous obtenons, d’apreés la
proposition, une estimation du type Cdim(X, d) < 1/ «q.

En fait, si X est doublant, il existe une fonction (appelée fonction de recouvrement)
4 [0, -;-] —]0, +o0[ telle que toute boule de rayon R peut étre recouverte par au plus
Ca(£) boules de rayon ¢.R. En outre, cette fonction peut s'écrire sous la forme C;(g) =
C.e B avecC > 1 et B = B(Cz) > 0. Ladimension d’Assouad de X est alors inf 8(Cy) ou
I'inf est pris sur toutes les fonctions de recouvrement C; de X. Par exemple, la dimen-
sion d’Assouad de R” est n. De méme, la dimension d’Assouad d'un espace métrique qui
est Ahlfors-régulier de dimension Q est Q. De maniére générale, la dimension d’Assouad
est supérieure a la dimension de Hausdorff. Notons aussi que les espaces doublants sont
exactement les espaces de dimension de Assouad finie. Comme la condition de double-
ment métrique est un invariant de quasi-symétrie, il en est de méme de la finitude de la
dimension d’Assouad.
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Définissons la dimension conforme d’Assouad comme I'inf des dimensions d’As-
souad des (X, §) ou § est dans la jauge conforme de (X, d). Comme la dimension d’As-
souad est toujours supérieure a la dimension de Hausdorff, la dimension conforme d’As-
souad domine la dimension conforme de Pansu. Soit (X, d) un espace métrique. Pour
tout £ €]0,1[, on pose de(x,y) = d(x,y)*. Alors, pour tout ¢ €]0,1[, d, est une dis-
tance sur X et I'application identité Id : (X, d) — (X, d) est quasi-symétrique (avec
n(t) = t¥). Enoncons le théoréme de plongement d’Assouad.

THEOREME 2.5. — Tout espace métrique doublant (X, d;) (avec € €10, 1[) admet un
plongement bilipschitzien dans un espace euclidien.

Le résultat est faux si € = 1, par exemple pour le groupe de Heisenberg. Ceci découle
du théoreme de différentiabilité pour les fonctions lipschitziennes due a Pansu [31]. Un
probléme ouvert est de déterminer les espaces métriques qui peuvent étre plongés de
facon bilipschitzienne dans un espace euclidien.

Remarque. — En fait, un espace métrique peut étre plongé quasi-symétriquement
dans un espace euclidien si et seulement si il est doublant (voir [17]).

11 découle de tout ce qui précede (voir [17]) le

THEOREME 2.6. — Soit (X, d) un espace métrique complet, uniformément parfait de
dimension de Assouad Qq finie. Alors, pour tout Q > Qq, il existe un homéomorphisme
quasi-symétrigue de (X, d) dans un sous-ensemble fermé de R™ (pour un certain n) qui
est Ahlfors-régulier de dimension Q.

1l en résulte que pour un tel espace métrique (X, d), la dimension d’Assouad do-
mine la dimension conforme Ahlfors-régulieére Cdim4z (X, d). Remarquons quesi (X, d)
est Althfors-régulier de dimension Q, alors (X, d) est doublant (et donc de dimension
d’Assouad finie) et uniformément parfait. Comme alors Q est égale a la dimension d’As-
souad de (X, d) (voir plus haut), la dimension conforme Ahlfors-réguliére domine la
dimension conforme d’Assouad. Donc, pour un espace Ahlfors-régulier complet, la di-
mension conforme d’'Assouad et la dimension conforme Ahlfors-réguliére coincident.
Cerésultat s’étend sans probléme aux espaces uniformément parfaits, complets (et dou-
blants pour que la dimension conforme d’Assouad soit fini), puisque ces espaces sont
quasi-symétriquement équivalents a des espaces Ahlfors-réguliers (corollaire 14.15 de
7.

3. Espaces tangents faibles

Nous avons vu que si nous pouvons trouver une famille de courbes de Q-module
non nulle dans un espace (X, d) Ahlfors-régulier de dimension Q, alors la dimension
conforme de (X, d) est Q. Le but de ce paragraphe est de présenter un raffinement de
cerésultat du a S. Keith et T. Laakso [23]. Ceux-ci démontrent que pour un espace (X, d)
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Anlfors-régulier de dimension Q, la dimension conforme Ahlfors-réguliére est Q si nous
pouvons trouver une famille de courbes dans un espace tangent faible qui soit de p-
module non nulle pour un certain p > 1 (et non pas pour Q!). Comme I'espace (X, d)
est un espace tangent faible de lui-méme, nous retrouvons le résultat du paragraphe 2.
Nous allons maintenant donner plusieurs définitions équivalentes des espaces tangents
faibles et énoncer de fagon plus précise les résultats de Keith et Laakso.

Un espace métrique pointé (X, d, p) est un espace métrique (X, d) avec le choix
d'une origine p € X.

Rappelons que, si (X, d) est un espace métrique doublant, le théoréme de plonge-
ment d’Assouad nous dit que, pour tout £ €]0, 1[, I'’espace métrique (X, d¢) admet un
plongement bilispchitzien dans un espace euclidien. Notre premiére définition va utili-
ser ce fait.

DEFINITION 3.1. — Nous dirons que les espaces métriques pointés (X;,dj, p;) (que
l'on suppose doublants et complets) convergent vers l'espace métrique pointé (X, d, p) s'il
existea €]0,1}, K > 0, n € N tels que

(i) Il existe des plongements bilipschitziens (de constante K) f; : (Xj, d;‘) — (R”, deya)
et f:(X,d*) —» (R", deua) avec fj(p;) = f(p) =0.
(ii) Les ensembles f;(X;) convergentvers f(X) au sensou

.lim sup deua (%, f(X)) =0,
J=+% xe £;(Xj) N B(O,R)

et
lim sup deva(x, fj(X;)) =0,
J=+® xe f(X) N B(O,R)

pour tout R > 0.

(i) Lafonctiond;(f;'(x), f;'(y)) de f;(X;)x f;(X;) dansR convergeversd( f~'(x),
f‘l(y)) sur f(X) X f(X) au sens oii, pour tout choix de x ety dans R",

Jim d;(f71 G0, £7 ) = d(f7 0, £

Il est intéressant de noter que si les (Xj, dj, p j) sont des espaces métriques pointés
(complets et doublants, de constantes de doublement uniformément bornées), et si nous
fixons & €]0,1], K > 0, n € N ainsi qu'une famille de plongement K -bilipshitziens
fi: (Xj, d?‘) — (R", deual) avec fj(pj) = 0, alors il existe une sous-suite de (X, dj, p;)
qui converge au sens précédent vers un espace métrique pointé (X, d, p).

Fixons maintenant un espace métrique (X, d) que I'on suppose doublant et com-
plet. Pour tout p € X et tout ¢t €]0,diam X], on note X,,; I'espace mesuré pointé
(X,t7'd, p). Un espace tangent faible de (X, d) est une limite (au sens précédent) d’une
suite d’espaces métriques pointés Xp. ;.. Nous ne demandons pas que t; — 0 quand
Jj — +o. Do, les espaces X, ; sont eux mémes des espaces tangents faibles de X, qui
est d’ailleurs un espace tangent faible de lui-méme. De plus, toute suite de (p, t) admet
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une sous-suite pour laquelle les X, ; convergent. D’aprés la remarque précédente (apres
la définition de la convergence), tous les espaces tangents faibles peuvent étre obtenus a
partir des plongement d’Assouad (mais ceux-ci sont en pratique difficiles a déterminer).
Pour plus de détails, voir [14].

DEFINITION 3.2. — Une suite (X, dj, pj) d'espaces métrigues pointés converge vers
un espace métrique pointé (X, d, p) si pour tout R > 0 et toute > 0, il existe N € N, un
sous-ensemble M de X, des sous-ensembles M ; de X et des bijections f;: M; - M telles
que pour tout j > N, nous avons

) peM,pjeMjetfi(p;)=p.

(ii) Lensemble M este-dense dansla boule B(p, R) deX et les ensembles M ; sonte-denses
dans les boules B(p j, R) de X ;.

(i) 1d;(x,y) —d(fj(x), f;(y))| < € pour toutx, y dans M.

Le fait que les deux définitions de convergence pour les espaces métriques pointés sont
équivalentes est un exercice simple de manipulations des définitions. Un espace mé-
trique complet Z est alors un espace tangent faible de (X, d) sil existe une suite (z;) de
réels positifs, des points p € Z, p; € X tels que la suite d'espaces métriques pointés
(X, d/t}, pj) tend vers I'espace métrique pointé Z (avec origine en p).

Nous allons enfin définir la notion d’espaces tangents faibles pour un espace mé-
trique mesuré (c’est-a-dire nous ajoutons la convergence de mesures), en commengcant
par donner une troisieme définition de la convergence pour une suite d’espaces mé-
triques. Cette convergence est usuellement appelée “Convergence au sens de Gromov-
Hausdorff mesurée”. Commengcons par quelques définitions classiques. Nous renvoyons
par exemple [11] pour plus de détails. Notons U, (S) le r-voisinage de'’ensemble S C X,
c'est-a-dire

U,(S) = |J B(x,r) = {y € X1d(,S) < r}.

x€$

La distance de Hausdorff de A a B, ensembles de X, notée dy (A, B) est:
dy(A,B) =inf{r>0|AcCU,(B) et BcC U/(A)}.

Notons que, si X est compact, 'ensemble des compacts de X muni de la distance de
Hausdorff est compact. Soient X et Y deux espaces métriques, et r > 0. Leur distance de
Gromov-Hausdorff, notée dgy (X, Y) est définie ainsi : dgy (X,Y) > rsiet seulementsi
il existe un espace métrique Z, deux isométries i, : X — Zeti, : Y — Z telles que

d (ix(X), (V) < r.

Ceci définit bien une distance sur ’espace des classes d'isométries d'un espace métrique
compact. La derniére définition découle de la convergence pour la distance de Gromov-
Hausdorff.
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DEFINITION 3.3. — La suite d’espaces métriques pointés et mesurés { (Xj,dj,1j, pj) }
convergevers (X, d, u, p) s'il existe :

(Z,1,q) unespace métrique propre pointé
i:X —~Zetij:Xj— Z desisométries

tels que pour tout j, ij(p;) = q = i(p), {i]-(Xj)} converge vers i(X) (au sens du (ii) de la

définition 1) et { ij*uj) } converge faiblement vers i x u (convergence des mesures pous-
sées). Ici, tous les espaces métriques sont supposés étre propres et complets. Nous dirons
que l'espace mesuré pointé (Y, 1,v, y) est espace tangent faible de (X, d, i) s’il existe

(rj)et(s;) 0<rj<diam(X,d) e 0<s;
(xj) pointsdeX

telles que {(X, ajrj,sju, xj)} convergevers(Y,1,v,y).

Avant d’énoncer les résultats de Keith et Laakso, nous avons besoin d'une derniére dé-
finition. Nous dirons que I'espace métrique mesuré (X, d, u) a un uniformément grand
p-module de constante é pour p > 1et$ > 0sipour toutx € X, tout0 < r < diam X :

1
Mod () > é.u(B(x, 7)) s
ou I'est I’ensemble des familles de courbes dans B(x, r) de diameétre au moins 6.

THEOREME 3.4. — Soient Q > 1 et (X, d, u) un espace métrique mesuré Q-Ahlfors
régulier de dimension conforme d’Assouad égale a Q. Alors il existe un espace faiblement
tangent (au sens de la définition 3) a (X, d, u) ayant un uniformément grand 1-module.

Nous donnerons une application du théoréme 3.4 dans le dernier paragraphe, a
savoir que la dimension conforme d’Assouad, et donc la dimension conforme Ahlfors-
réguliére, du tapis de Sierpinski est strictement inférieure a sa dimension de Hausdorff.
Lidée est que le tapis de Sierpinski, muni de la distance euclidienne induite et de la
mesure de Hausdorff associée, est Ahlfors-régulier. Tout espace tangent faible du tapis
contient une copie du tapis. Comme le tapis n'admet pas de familles de courbes de 1-
module non nul, nous pourrons conclure. Du théoréme 3.4, Keith et Laakso déduisent
le

THEOREME 3.5. — Soit (X, d, 4) un espace Alhfors-régulier de dimension Q. Alors, la
dimension conforme d’Assouad de (X, d) est Q si et seulement si il existe un espace tangent
faiblede (X, d) qui est de p-module non nul (pour un p > 1).

Nous allons maintenant voir que sous certaines conditions faibles d’auto-similarité,
les espaces tangents faibles d'un espace sont, a homéomorphisme quasi-m&bius prés,
Fespacelui-méme privé d'un point. Attention, dans la suite, nous utiliseronsla définition
2 etnous supposerons que les espaces tangents faibles sont limites de suites (X, ¢ 1l 4, p)
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avec lim j_+ tj = 0 (afin d’é€liminer les espaces tangents faibles triviaux) Commencons
par quelques définitions. L'idée ici est d’essayer dans le cas métrique général de trans-
poser la situation classique de 'action des transformations de Mobius sur la sphére de
Riemann. Etant donnés un 4-uplet de quatre points distincts (x;, x;, X3, X4) de 'espace
métrique (X, d), leur birapport, noté [x;, x,, x3, x4 ], est le nombre

d(xy,x3)d(xy, x4)
d(x),x4)d(xp, x3) "

[X],X2,X3,x4] =

Soit nn : [0, o[~ [0, o[ un homéomorphisme. Nous dirons qu'un homéomorphisme f
entre deux espaces métriques (X, dx) et (Y, dy) est n-quasi-M&bius si pour tout 4-uplet
(x1, X2, X3, X4), NOUS avons

[f(a), f(x2), f(x3), f(xa)] < nlx1, %2, X3, X4]).

Un homéomorphisme quasi-symétrique est quasi-Mobius, et réciproquement, si I'es-
pace de départ est borné, tout homéomorphisme quasi-M&bius est quasi-symétrique.
Soit G un groupe agissant sur I'espace métrique (X, d) par homéomorphismes. Etant
donné un homéomorphisme n : [0, »[— [0, o[, nous dirons que I'action de G sur X
est n-quasi-Mobius si tout g € G induit un homéomorphisme n-quasi-Mobius sur X.
Nous dirons que I'action de G sur X est uniformément quasi-M&bius si elle est n-quasi-
Mobius pour un certain homéomorphisme n : [0,+oc[— [0,+oo[. Si X est localement
compact, nous dirons que l'action de G sur X est cocompacte s’il existe un compact K

de X telque X = |J g(K). Soit Tri(X) I'espace des triplets distincts de X. Si G agit sur
gei

X, Ginduit une action sur Tri(X) par, pour tout g € G, tout (x;, x», x3) € Tri(X),

8(x1,x2,x3) = (g(x1), g(x2), g(x3)).

Alors, si X est compact, 'action induite de G sur Tri(X) est cocompacte si et seule-
ment si il existe § > 0 tel que pour tout (x;, x,, x3) € Tri(X), il existe g € G tel que
d(g(x;), g(x;)) > 6 pourtouti = j. End'autres termes, tout triplet peut étre envoyé par
le groupe G sur un triplet dont toutes les distance respectives entre deux éléments sont
uniformément bornées.

Nous allons enfin compactifier notre espace métrique (X, d) dans le cas ol il est
non borné mais localement compact. Fixons un point base p dans X et notons X =
X |J{oo}. Posons hp(x) = 1/(1 +d(x,p)) six € X et hp(o) = 0. Enfin, définis-
sons pp(x,y) = hp(x)hy(y)d(x,y) pour x, y dans X. Nous prolongeons p, en posant
pp(x,0) = pp(oo,x) = hp(x) et pp(o,00) = 0.1l faut voir p; comme I'analogue de la
meétrique chordale sur la sphére de Riemann. Cependant, p , n'est pas une vraie distance,
car elle ne vérifie pas I'inégalité triangulaire. Nous la modifions alors en conséquence en
posant, pour tout x et tout y dans X,

j-1
dp(x,y) =inf»_ pp(xk, Xies1)
k=0
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ou l'inf est pris sur toutes les suites finies de points xp,. .., Xx avec Xy = x et x; = y. Alors,
d,, est une vraie distance sur X et 'identité Id : (X, d) - (X, dp) est quasi-Mdobius (la
distance a droite est la restriction de d), sur X).

Nous pouvons alors énoncer un théoréme de Bonk et Kleiner [3].

THEOREME 3.6. — Soit (X, d) un espace métrique compact qui est de plus unifor-
mément parfait et doublant. Supposons qu’il existe une action G uniformément quasi-
Mbébius sur X quiinduitune action cocompacte surTri(X). Alors, pour tout espace tangent
faible (Z, p) de X, il existe un homéomorphisme quasi-Mébiush : (Z,d p) — X. De plus,
la restriction de h a Z est un homéomorphisme quasi-Mdébius a valeurs dans X \ {h()}.

Ainsi, a homéomorphisme quasi-Mobius preés, pour un tel espace métrique (X, d),
tout espace tangent faible est I’espace lui-méme privé d’'un point ! En particulier, ceci est
vrai pour le bord a I'infini d'un groupe hyperbolique au sens de Gromov (voir plus loin
pour la définition et plus de détails).

4. Cas des espaces Gromov-hyperboliques

4.1. Jauge conforme d’un espace hyperbolique

Soit (X, dx) un espace métrique géodésique, c’est-a-dire tel que tout couple de
points de X peut étre joint par une courberectifiable dontlalongueur est égale a dx(x, y).
On dit que X est Gromov-hyperbolique s'il existe § > 0 tel que, pour tout triangle géodé-
sique de X de sommets x, y et z, tout c6té est contenu dans le §-voisinage de 'union des
deux autres. Par exemple, toute variété Riemmanienne compléte simplement connexe
de courbure sectionnelle négative est Gromov-hyperbolique. Notons que la Gromov-
hyperbolicité est invariante par quasi-isométrie. On rappelle qu'une application
F : Z; — Z, entre deux espaces métriques (Z,, d;) et (Z,, dy) est une quasi-isométrie s’il
existe C > 0, D > O tels que

C'd (&, m) - D < d2(F(%), F(m)) < Cdy(§,m) + D

pour tout &, n; de Z; et dy (&, F(Z;)) < Dpourtout &, € 2.

Un rayon géodésique r de X est un plongement isométrique r : [0, +oo[— X. Deux
rayons géodésiques r; et r; sont dits équivalents si sup {dx (r1(t), r2(£)); t € [0, +oo[} est
fini. Le bord al'infini de X, quel’on note 92X, estl’ensemble des classes d’équivalence des
rayons géodésiques partant d'une origine fixée xy € X (c’est-a-dire tel que 7(0) = xp).
On définit le produit de Gromov {€In}x, de &, n € 90X par {€n} 5, = dx(x0,(E,n)) ot
(£, n) est une géodésique dans X joignant £ a n.

Une métrique 6 sur 90X est dite visuelle de parametre a s'il existe C > 0 telle que
Clqg Enixg < 8(En) < Ca Enlx

pour tout &, n dans 2X. D’aprés un théoréme de M. Gromoyv, de telles métriques existent
toujours sur 9X. Remarquons que si 6; et §, sont deux métriques visuelles sur 90X, alors
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Id : (0X,6,) — (90X, ;) est quasi-symétrique. La jauge conforme naturelle du bord
d’'un espace hyperbolique est la jauge conforme de (90X, §) o1 § est une métrique vi-
suelle sur 0X. On la note 4(2X). De méme, la dimension conforme de 0X (quel'on note
Cdim(0X)) est la dimension conforme associée a la jauge 4 (9X). Nous renvoyons, par
exemple, a [13] pour plus de détails sur les espaces et groupes hyperboliques.

Nous allons motiver I’étude des structures quasi-conformes au bord des espaces
Gromov-hyperboliques en montrant comment elles peuvent étre utiles pour démontrer
des théorémes de rigidité quasi-isométrique pour certains immeubles hyperboliques et
en expliquant comment elles permettent d’attaquer la conjecture de Cannon pour les
groupes hyperboliques.

4.2. Rigidité quasi-isométrique des immeubles fuchsiens

Commencons par définir les exemples les plus simples d’'immeubles hyperboliques,
a savoir les immeubles I, ;.

THEOREME 4.1. — Soient p et q deux entiers naturels tels que p > 5 et g > 3. Alors,
il existe un unique 2-complexe cellulaire simplement connexe (noté I, 4) tel que

(i) Ses cellules sont des p-gones hyperboliques réguliers a angle droit.
(ii) Deux de ses cellules ont en commun au plus un point ou une aréte.

(iif) Lelink en chaque sommet est le graphe bipartite complet a q + q sommets.

Nous rappelons que le link au sommet x du complexe X est le graphe L, dont les
sommets sont les arétes de X contenant x et tel que deux sommets i et j de L, sont
joints par une aréte si une face de X contient les deux arétes représentant i et j. Ainsi,
le link L, décrit la combinatoire de X dans un voisinage de x. A partir de maintenant,
une cellule de I, est appelée chambre et un appartement de I, est une copie du plan
hyperbolique muni de son pavage par ses chambres. Le complexe cellulaire I, ; a une
structure d’'immeuble :

(a) Deux de ses chambres c et ¢’ de I, ; partagent au moins un appartement de I, 5 ;
(b) Si A et A" sont deux appartements contenant ¢ et ¢, alors il existe un isomorphisme
cellulaire ¢ : A — A’ quilaisse invariant A() A’

Soient x et x’ deux points de I, 4, alors il existe deux chambres ¢ et ¢ telles que
x € cetx’ € ¢’. D’apreés (a), il existe un appartement A contenant c et ¢’. On pose
d(x,x") = da(x,x") (ol1 dy désigne la distance dans le plan hyperbolique A). D’aprés
(b), cette définition de d ne dépend pas du choix de A. Alors, I, muni de cette métrique
d est un espace Gromov-hyperbolique.

Dans [6], M. Bourdon munit le bord de I, d'une métrique 6, , (dépendant du
point-base) de sorte que, si on note u,,, la mesure de Hausdorff associée a 6,4, I'es-
pace métrique mesuré (31,4, 6 p,q, Hp,q) st géodésique, compact et Ahlfors-régulier de
dimension Qpq =1+ M'—”r De plus, 6,4, appartient a la jauge conforme de 91, 4 et

Argeh(Z7)
Cdim 31,4 = Qp,q-
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THEOREME 4.2 ([7]). — Lespace métrique mesuré (01,4, 6 p,q, Hp,q) SUpporte une in-
égalité de Poincaré (1, 1).

Donc, d’apres le théoréme 1.1, 91, 4 est un espace de Loewner. De plus, il n’est pas
de dimension entiére. Nous avons vu dans le premier paragraphe qu'une méthode géo-
métrique pour démontrer une inégalité de Poincaré est d’exhiber, pour tout couple de
points de I'espace, un pinceau de courbes. Illustrons ceci dans le cas du bord d’'un I, .
Pour cela, fixons & n € 09I, 4, un appartement A dont le bord contient € et n et une
chambre ¢ de A contenant le point base x3. On va oublier dans la suite les indices p et g.

Remarque. — En général, une telle chambre n'existe pas. Mais, on peut changer le
point base dans un voisinage de x; de sorte qu’il existe une chambre ayant les propriétés
requises. Les deux métriques correspondantes sont alors bilipschitz équivalentes. Ce qui
ne changera pas les estimations obtenues.

Notons K le sous-groupe du groupe des isométries de I, ; qui fixe point par point ¢
et H le sous-groupe de K qui fixe € et n. Alors, K et H agissent par isométries sur 01, ,.
Considérons la projection continue et surjective Il : K X 0A — 91, 4 définie parI1(k, s) =
ks. Alors, u est la mesure image de dk X da par I1, ou dk estla mesure de Haar de K et
da estla mesure de longueur sur 9A (en d'autres termes, ¢ a une structure produit). Soit
[€, n] le segment géodésique de 9A joignant € et n. Alors, le pinceau de courbes cherché
joignant € et n est’ensemble des courbes h([E, n]), h € H.Lestimation importante est
qu’il existe C > 0 telle que

C 'y (H;) < (inf(t, 6(§,n) — 1)) < Cy:(Hy), 6))

ol 6(t) est le point de [£, n] a distance ¢ de &, H; = H(0(t)) est la fibre “au-dessus” de
0(t) et y; estla mesure image de d k par II quand on se restreint a cette fibre. On obtient
I'inégalité de Poincaré (1, 1) en intégrant par rapport a ¢ ’estimation |u(€) — u(n)| <
fyt pds (ou p est un gradient supérieur de u) et en utilisant (1).

TuEOREME 4.3 ([9]). — Toute quasi-isométriede F : I, 4 — I,y o est a distance bor-
née d’'une isométried : Ip g — Iy o

En particulier, ceci implique que si (p, g) et (p’, ') sont différents, alors les immeubles
I, 4 et I,y o ne sont pas quasi-isométriques. On rappelle que la conclusion du théoréme
dit que sup {5p,'q, (F(x), p(x));x € Ip,q} < +o0. Signalons que les théorémes 4.2 et 4.3
sont vrais pour une classe plus large d'immeubles hyperboliques, a savoir les immeubles
fuchsiens a angle droit ¢voir [9]). -

Nous allons maintenant donner une idée de la preuve. Pour simplifier, on va sup-
poser que p = p’ et g = ¢, et on oublie les indices. Si F : I — I est une quasi-isométrie,
alors F induit sur le bord de 9] un homéomorphisme quasi-symétrique f. Réciproque-
ment, tout homéomorphisme quasi-symétrique f : @I — 09I est induit par une quasi-
isométrie de I. Ceci provient d’'un résultat de F Paulin. Il en résulte que notre démons-
tration va consister a montrer que tout homéomorphisme quasi-symétrique de 91 est
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“conforme” (théoréme de type Rademacher-Stepanov) puis que tout homéomorphisme
conforme sur oI est induit par une isométrie de I (théoréme de type Liouville). Cette
démarche est inspirée par les travaux de G. D. Mostow [29] sur la rigidité des espaces sy-
métriques et elle est identique a celle utilisée par P. Pansu [31] pour démontrer la rigidité
des quasi-isométries des espaces hyperboliques quaternioniens.

Soit f : 91 — 9I un homéomorphisme quasi-symétrique. Nous avons vu dans la
section 1 qu’alors f est absolument continue le long de presque (au sens du Q-module)
toute courbe rectifiable de 31. Fixons maintenant £ € 9! et soit 9A le bord d'un apparte-
ment contenant . Considérons s la paramétrisation par longueur d’arc de 9A telle que
5(0) = £ On dit que f est différentiable en  le long de 9A si lim,_o 2L L))
existe et est fini. Dans ce cas, onla note f;, (). Supposons que le long de tout bord d’ap-
partement A contenant §, f est différentiable en . Alors, il existe f'(€) € R* tel que
f' (&) = f;,(¥) pour tout choix possible de A. Ceci provient de I'observation suivante : si
€ € A 9B, alors il existe 9C contenant £ tel que 9C coincide a droite de € avec 2A (res-
pectivement a gauche de £ avec 9B). En utilisant cette remarque, 1’absolue continuité
de f etla structure produit de u, on montre que pour u-presque tout & € 29I, il existe
/(%) €]0,+oo[ telle que f'(¥) = f;,(¥) pour tout bord d’appartement 34 contenant .

En utilisant la structure de I'’ensemble des géodésiques de 3] et en adaptant la preu-
ve classique du théoréme de Rademacher-Stepanov dans R”, on démontre que f est
conforme, c’est-a-dire que pour u-presque tout € € aI, f'(€) = Lf (&) = I7(E) ou

L;(E) = lim sup SSASLS @) F()i 8E m) < 7}

=0 . r
17(%) = lixrxlionfmf{a(f(z)' f(':)):5(§.n) >

La derniére étape consiste a prouver un théoréme de type Liouville en utilisant le
birapport de J. Ferrand et un critére a la Sullivan.

4.3. Groupes hyperboliques et conjecture de Cannon

Soit G un groupe finiment engendré et soit S une famille de générateurs de G. Alors,
nous disons que G est un groupe Gromov-hyperbolique si son graphe de Cayley relatif
a S et muni de sa distance naturelle est un espace métrique Gromov-hyperbolique. No-
tons que cette définition ne dépend pas du systéme de générateurs considéré, puisque
deux graphes de Cayley associés a deux familles différentes sont quasi-isométriques et
que la notion de Gromov-hyperbolicité est invariante par quasi-isométrie. Le groupe
fondamental d’une variété compacte a courbure sectionnelle constante et strictement
négative est un exemple typique de groupe Gromov hyperbolique.

La conjecture de Cannon peut s'énoncer ainsi.
CoNJECTURE DE CANNON (VERSION 1). — Soit G un groupe hyperbolique dont le bord

0G est homéomorphe a la sphere S. Alors, G agit par isométries de facon discréte et co-
compact sur Uespace hyperbolique H®.
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D’apreés les travaux de D. Sullivan [33], cette conjecture peut, de maniére équiva-
lente, s'énoncer de la fagon suivante :

CONJECTURE DE CANNON (VERSION 2). — Soit G un groupe hyperbolique dont le bord
0G est homéomorphe a la sphere S%. Alors, 9G (muni d’'une distance dans sa jauge confor-
me) est quasi-symétrique a S.

Dans [4], M. Bonk et B. Kleiner démontrent la conjecture de Cannon sous 'hypo-
thése supplémentaire que la jauge conforme de 9G contient une métrique de Loewner.
Leur argument repose sur le résultat suivant.

THEOREME 4.4. — Soit Q > 2 etsoit Z un espace métrique Ahlfors-régulier de dimen-
sion Q. Supposons en outre que Z soit homéomorphe a la sphére S2. Si la jauge conforme
de Z contient une métrique qui est Q-Loewner, alors Q = 2 et Z est quasi-symétrique a S%.

D’apres ces résultats, la conjecture de Cannon est résolue si nous pouvons répondre
Yl
par I'affirmative a la question suivante :

Soit G un groupe hyperbolique dont le bord est connexe et sans point de coupure local.
Alors, la jauge conforme de 9G contient-elle une métrique de Loewner ?

Il faut noter qu'il existe des groupes hyperboliques dont la jauge conforme du bord
ne contient pas de métriques de Loewner. Ces groupes sont construits comme des pro-
duit amalgamés de groupes hyperboliques et ne vérifient pas les hypothéses de la ques-
tion précédente (Voir [10] et le paragraphe suivant).

Dans [5], M. Bonk et B. Kleiner démontrent la conjecture de Cannon sous 'hypo-
thése supplémentaire que la dimension conforme du bord est atteinte. Notons que c’est
le cas lorsque la jauge conforme du bord contient une métrique de Loewner. Le résul-
tat de Bonk et Kleiner reposent sur le théoréme 4.4, les travaux de Keith et Laakso et le
théoréme suivant.

THEOREME 4.5. — Soit Z un espace métrique Ahlfors-régulier de dimension Q > 1.
Supposons que Z admet une action uniformément quasi-Mébius G qui est sans point fixe
et pour laquelle l'action sur les triplets de points de Z est cocompacte. S'il existe une famille
de chemins (non constants) dans Z qui est de Q-module non nulle, alors Z est Q-Loewner.

Lidée principale de la démonstration est de “transporter” la famille de courbes de
module non nul grace a I'action quasi-Mdobius, afin de construire des pinceaux de cour-
bes partout dans I'’espace. Ceci permet alors de démontrer la propriété de Loewner, qui
est liée a I’existence de-telles familles de courbes (voir la discuSsion dans le premier pa-
ragraphe).

Considérons maintenant un groupe hyperbolique G dont le bord 9G est homéo-
morphe 2 la sphére S? et dont la dimension conforme Q du bord est atteinte. Nous sup-
posons toujours que 9G est muni d'une métrique visuelle qui en fait un espace Ahlfors-
régulier. Donc, d’apreés le théoréme 3.5, il existe un espace tangent faible de 9G qui pos-
sede une famille de courbes de Q-module non nulle. Or, 'action canonique du groupe
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G sur son bord est uniformément quasi-Mobius et elle induit sur Tri(9G) une action dis-
créte et cocompacte. Donc, d’aprés le théoréme 3.6, tout espace tangent faible de oG
est quasi-Mobius équivalent a 0G (privé d’'un point). Comme l'image par un homéo-
morphisme quasi-Mobius (entre deux espaces métriques localement compacts et Q-
Ahlfors-réguliers) d'une famille de courbes de Q-module non nul est encore une famille
de courbes de Q-module non nul, 9G posséde une famille de courbes de Q-module non
triviale. Donc, 9G est Q-Loewner. En appliquant le théoréme 4.4, il vient que 9G est
quasi-symétrique a S2. Voir [5] pour plus de détails.

4.4. Cohomologie 1, des groupes Gromov-hyperboliques

Dans [10], sous certaines hypothéses naturelles sur un espace métrique compact Z,
on définit la cohomologie [, de la jauge conforme 4 de Z et on démontre que si cette
jauge contient une métrique de Loewner, la dimension critique de cohomologie [, de 4
est égale a la dimension conforme de 4. On en déduit qu’il existe des groupes Gromov-
hyperboliques dont la jauge conforme ne contient pas de métrique de Loewner. Nous
allons maintenant décrire plus précisément ces résultats.

Soit (Z, d) un espace métrique compact. Dans toute cette partie, on suppose que

(i) Z estuniformément parfait, c’est-a-dire qu’il existe G > 0 telle que, pourtout z € Z,
tout r €]0,diam Z[, B(z,7) \ B(z, G'!r) + @.

(i) Z porte une mesure doublante pu, c’est-a-dire il existe G > 0 tel que
u(B(z,2r)) < Gu(B(z,r)) pourtout z € Z, tout r €]0, diam Z[.

Remarquons que ces propriétés sont invariantes par quasi-symétrie et donc vérifiées
par toutes les métriques de la jauge conforme de (Z, d). Notons aussi que le bord d’'un
groupe Gromov-hyperbolique muni d'une métrique visuelle satisfait (i) et (ii). Ceci est
un résultat de M. Coornaert.

Nous allons maintenant associer a (Z, d) un graphe qui sera Gromov-hyperbolique
et dont le bord sera Z. Supposons que diam Z = 1. Pour tout n € N, on considére une
collection finie de points z7*, i = 1,. .., k, telle que

- d(z{‘,z;f) > esii+ j;

kn
- Z=UB(z},e™").
i=1
On pose B! = B(z}',e™") et on note S, 'ensemble des boules B, i = 1,..., k, (C'est-a-
dire les boules de la génération n).

Soit G, le graphe construit de la fagon suivante :
(i) Sessommetssontlesboules B}, ne€ N,i=1,...,k,;

(ii) Deux de ses sommets B et B’ sont joints par une aréte si BB’ * @ et s'il existe
ne NtelqueB,B € S,ouBe€ S,etB’ € S,41.

Notons que, puisque u est doublante, le graphe G; est a valence bornée. Nous montrons
alors que G, est hyperbolique au sens de Gromov et que son bord s’'identifie avec Z.
Pour le dernier point, il suffit de voir qu’un rayon géodésique de G4 est une suite de
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boules B,, de Z telles que B, [ B,+1 * @ ettelles que la suite des rayons tend vers 0. De
plus, d est une métrique visuelle de parameétre e. Si d’ est une métrique dans 4 (Z, d),
alors les graphes G, et G, associés a d et d’ respectivement sont quasi-isométriques.
Ceci provient du fait que Z est uniformément parfait et d'un résultat récent de Bonk-
Heinonen-Koskela [2] qui généralise le résultat de E Paulin utilisé dans la section 4.2.

De maniére classique, on peut associer canoniquement au graphe hyperbolique G4
un complexe géométrique simplicial uniformément contractile X;, appelé complexe de
Rips, et on peut définir les groupes de cohomologie I, (p € [1, +]) de G; comme ceux
(définis classiquement en topologie algébrique) de X,. Si d' € g(Z,d), comme G, et
G4 sont quasi-isométriques, il en est de méme des complexes de Rips X; et X;-. D’ou,
les groupes de cohomologie 1, de X, et X;- sont isomorphes. On définit les groupes de
cohomologie [, de la jauge conforme de (Z, d) comme étant les groupes de cohomolo-
gie I, de X; (et donc de G;). On les note [,H*(4(Z, d)). D’aprés ce qui précéde, a iso-
morphisme pres, cette définition ne dépend pas du choix de la métrique dans 4(Z, d).
Notons que si Z est le bord d’'un groupe Gromov-hyperbolique I, alors la cohomologie
de 7(Z, d) se confond avec la cohomologie usuelle deT.

On s'intéresse plus particuliérement au cas o = 1. Alors, a2 isomorphisme pres,
lpH] F(Z,d)) = {f :V(Ga) - Ridf e lp(E(Gd))} 1 (Ip(V(Gg)) + R),

ol V(Gy) (resp. E(G4)) est’ensemble des sommets (resp. des arétes) de Gz et d f(e) =
f(ey) — f(e-) ou e est une aréte orientée de G; d’extrémités e; et e_. On définit la
dimension I, critique de 4 (Z, d) par

PF(Z,d) =inf{p e [1,+w[; ,H (Z(Z,d)) = {0}} .

La dimension [, critique est un invariant de quasi-symétrie, tout comme la dimension
conforme de Pansu. Une question naturelle est de déterminer sous quelle(s) condition(s)
ces deux invariants coincident.

A partir de maintenant, on suppose que Z est Q-régulier. On définit le p-espace de
Besov de (Z, d) (quel'on note B,(d)) par

Bp(d) = {u: Z —~ Rmesurable; ||ull p.q < +o0} /R,

ou [|ull p,4 estla norme définie par

1
|u(x) — u(y)|? )7
= _—d d R
lullp,a (/sz 4(x,7)2Q H(x)du(y)

Notons que si Z est la sphere standard S”, alors B,(d) correspond a I'espace de Besov

classique BZ,,(S").

THEOREME 4.6 ([10]). — Sous les hypotheses précédentes sur (Z, d), pour pe [1,+oof,
il existe un isomorphisme d’espaces de Banach entre l,H'(J(Z, d)) et B,(d).
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Expliquons rapidement comment une fonction dans I,H!(4(Z, d)) induit sur Z
une fonction dans B,(d), et vice-versa. Soit f € [,H Y(7(Z, d)) et soit r un rayon géo-
désique. On pose fo(r) = lim,~4+« f(r(n)). Remarquons que cette limite ne dépend
pas du choix du représentant dans la classe de r. Réciproquement, soit g € Bp(d). On
définit f sur G; par f(B) = ﬁ /; g 8(z)du(z) pour toute boule B sommet de G,. Pour

montrer que f € [,H 1 7(Z, d), on utilise 'estimation suivante :

- 1 XB(e_) (E)XB(e,) (M) 1
1 +
— < <C
d(g nQ = 2 H#(B(e_))3#(B(es)) —  d(§n)2Q
ecE(Gy)
ol e est une aréte orientée de G; d’extrémités ey et e_, et B(e;) (respectivement B(e;))
estla boule de Z correspondante a e, (respectivement e_).

Signalons qu'un des ingrédients de la preuve du théoréme 4.6 est une version dis-
créte de I'inégalité de Strichartz. Fixons a > 1. Alors, il existe C > 0 telle que pour toute

suite (u,,) € L(N), .
SIS w| e < €3 i

n=0 k>n n=0
Ceci permet de montrer que si f., = 0 presque partout sur Z, alors f € I,(V(Gy)).
Si p> Q, les fonctions lipschitziennes de Z sontdans B,(d). Donc, p(4(Z,d)) < Q.

THEOREME 4.7. — Sous les hypotheéses précédentes sur (Z, d), si la jauge conforme
de (Z,d) contient une métrigue de Loewner de dimension Q, alors B,(d) + {0} siet
seulementsi p > Q. En particulier, p(4(Z, d)) = Cdim(4(Z,d)) = Q.

Comme application, on montre qu’il existe des groupes Gromov-hyperboliques (qui sont
des produits amalgamés de groupes Gromov-hyperboliques bien choisis) pour lesquels
la dimension [, critique et la dimension conforme du bord ne coincident pas. D’'ou, la
jauge conforme du bord de ces groupes hyperboliques ne posséde pas de métrique de
Loewner.

5. Le tapis de Sierpinski

Le tapis de Sierpinki est 'ensemble obtenu de la maniére suivante. Soit % le carré
unité [0, 1]? du plan complexe. Nous le subdivisons en 9 carrés de méme tailles (c’est-
a-dire de longueur de c6té 1/3), puis nous lui retirons le carré central. A cette étape de
construction, nous avons obtenu un ensemble noté J; qui est formé de 8 carrés de lon-
gueur de c6tés 1/3. Le principe de construction consiste a appliquer a chaque étape cette
méthode. Ainsi, J; est formé de 8/ carrés de longueur de c6té 37/ et 4, est obtenu en
subdivisant chaque carré de J; en 9 carrés égaux (et donc de longueur de coté 3~ i~YHpuis
en enlevant celui du milieu. Le tapis de Sierpinski & est alors défini par

g=)3J
JeN
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Les ensembles &, % et &

Lensemble & est un compact de dimension de Hausdorff log 8/ log 3 (pour la dis-
tance euclidienne induite). De plus, sa mesure de Hausdorff est Ahlfors-réguliére (de di-
mension log 8/ log 3). L'intérét pour nous d’étudier les structures conformes du tapis de
Sierpinski repose dans le résultat suivant de M. Kapovich et B. Kleiner [22], qui fait le
lien avec notre discussion sur la conjecture de Cannon et qui montre que le tapis est un
modele topologique pour le bord de certains groupes hyperboliques.

THEOREME 5.1. — Soit G un groupe hyperbolique a un bout et dont le bord est sans
point de coupure local et de dimension topologique 1. Alors, le bord 9G est soit homéo-
morphe au tapis de Sierpinski, soit homéomorphe a l'éponge de Menger.

Léponge de Menger est construit de facon similaire au tapis de Sierpinki, mais en
partant du cube unité de R3. En particulier, contrairement au tapis de Sierpinski, I'épon-
ge de Menger n'est pas planaire. Nous supposerons que dans la suite, le tapis de Sier-
pinski est muni de la distance euclidienne induite (noté d) et de la mesure de Hausdorff
(notée ) associée (qui est, rappelons-le, Ahlfors-réguliére de dimension log 8/log3). Le
but de ce paragraphe est de démontrer que que la dimension conforme Ahlfors-réguliere
de T est strictement inférieure 4 sa dimension de Hausdorff. Ceci découle des deux ob-
servations suivantes :

Fait 1. Toute famille de courbes dans & est de 1-module nulle.
Fait 2. Tout espace tangent faible de & contient une copie de .

En effet, il en résulte que tout espace tangent faible ne peut avoir une famille de
courbes ayant un uniformément 1-grand module. D’'ou, d’aprés le théoréme 3.4,
Cdim4gr(J) < Hdim(Z). Rappelons que dans ce cas, la dimension conforme Ahlfors-
réguliére et la dimension d’Assouad coincident.

Commencons par démontrer le

THEOREME 5.2. — -Soit T une famille de courbes non triviales dans (7, d, u), alors
mod, () = 0.

Démonstration. — Commengcons par quelques remarques élémentaires :

Posons L = {(x,1/2) | 0 < x < 1}. Ce segment coupe en deux [0, 1)2.Ala premiére
étape de construction, L se voit retirer le segment central ouvert de taille 1/3, et ainsi
de suite. Par conséquent L () J; estla j-iéme étape de construction d'un ensemble de
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Cantor triadique, et L est contenu dans 2/ carrés de taille 1/37. La bande horizontale
centrée en L de largeur 1/3/ intersectée avec & peut donc se recouvrir par 2/ carrés de
taille 1/3/. De maniére plus générale, nous pouvons aisément voir que tout segment de
laforme:

- 1.k i (L, k
- {(n 3o E) ireton] w d={(3eE, ) 1rcon]

intersecte le tapis en une juxtaposition de 3/ ensembles de Cantor triadiques de méme
taille 1/37 pour un certain j € N.Il en résulte que, pour tout / > j, labande centrée en
ce segment de largeur 1/3 pourra donc étre recouverte par 37. 2!~ 7 carrés de taille 1/3%.

Considérons dans la suite de cette démonstration, que le Tapis de Sierpinski est la
partie du plan Euclidien (O, %, y) construite comme décrit précédemment a partir du
carré [0, 1]?; et définissons les applications "bande" (<) et translation (trans), qui a un
segment h}'c (le cas des “bandes” verticales se traitent de facon similaire), et a un réel A
associent la bande définie de la maniére suivante:

B(hp, A) = {h+1-A- 7, t € [0,11}
etle translaté de ce segment par le vecteur A.y :
trans (h;, A) = {A} + A7}

Ainsi, ZB(hi,A) U #B(h, —A) estla bande centrée en h} delargeur 2.|A|. Pour tout p dans

N, nous noterons A(p) = < -157. D'aprés les remarques initiales et I'Ahlfors-régularité

de u (de dimension log 8/ log 3), nous avons pour p assez grand
u(B(hi, A(p))) < C312PJ(37F)losd/loe3 = ¢ (3/2)/2P8™ 7. @
ol j € N dépend de k et i (mais pas de p) et ou C dépend de la constante d’Ahlfors-
régularité de p.
Posons Q; = U hj U vi. Alors, Q; forme ainsi un réseau du carré [0, 1]%, d’autant
k

plus fin que i est grand. Supposons qu’il existe I, famille de courbes de &, telle que
Mod;(I) > 0. Comme dans la démonstration du théoréme 2.2, nous pouvons suppo-
ser que :
36>0, VyelI damy>3é.

Choisissons i tel que 331,2 est trés petit devant 6. Il est clair que tout y intersecte Q;. Nous
avons donc : -

r=JnUry avec Ii={yeriyNhi=o}, . 0={yeriyNy=o}
k

Comme Mod;(I) = Mod; (U Y r,z) < Y (Mod, (T}) +Mod; (T})) et que I et Y
n k

jouent des rdles similaires, il nous suffit de montrer que Mod, (rﬁ) est nul.
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Soit g € N, montrons que Mod, (IZ) = 0. Pour cela, nous allons nous restreindre aux
courbes qui intersectent trans (h;, A( p)). En fait, remarquons que pour toute courbe y
dans I'Z,il existe p € Nete € {-1,1} telque

y(uans (h,eA(p)) = @

En effet, en tant que réunion finie d’ensembles de Cantor (au plus communs en 1 point
deux a deux), hf, N J estdiscret. Siy C hi,y est triviale, ce qui n’est pas possible puisque
diamy > 6. Donc pour toute courbe y de T, il existe a tel que y(a) = (x,,y) avec |
y-3- % |=7 >0 Commeyh}, + @, il existe b tel que y(b) = (xp,5 + &). En
choisissant p > itel que | j(p) I< T, le théoreme des valeurs intermédiaires nous

assure le résultat. Ainsi :

L= U I(p,e) avec I“(p,e)={yel“;‘,yﬂtrans(hi,e-A(p))==®}
p>i,ee{-1,1}

Notonsquesi p < r,(*}I(p,€) € I(r,€) et

yellp,e) = Vr>p,3[a b]C Rintervalle compactt.q.

Yiwn € B (hle-A(N) , y(@) ekl et y(b) € trans(hl, eA(r)).
Cela implique que :
Litap) > d((a), y(B) > A = — —
Yilap)) 2 d(y(a),y(b)) > = 1623

Puisque le module d'une famille de courbes est toujours inférieur au module de ces
mémes courbes dont le support a été restreint, nous pouvons limiter le support de nos
courbes aux intervalles [a, b], vérifiant les hypothéses ci-dessus, et montrer que le 1-
module de cette nouvelle famille est nul. Nous travaillons donc maintenant, avec la fa-
mille des courbes de I'( p, €), qui sont contenues dans & (h;, €.A( p)).

Construisons maintenant des fonctions admissibles pour cette famille de courbes.
Nous venons de minorer la longueur des courbes de cette famille par |A(r)| pour tout
r > p.Définissons fI7€] : & — RY, par

£l (g = { A7 six e B (K, eA(r))
0 sinon

Cette fonction est mesurable et pour y € I(p, €), et r > p, on peut restreindre le support

de y comme (*).

L(y)
/f["‘]ds>/ f["dd“/ Fr o y(s)de > 1AM - A(D] =1
Y {a,b) Y

Y

Donc si r > p, fl"€ est admissible pour I(p,€e). Montrons maintenant que
Mod; (I( p, €)) = 0, pour tout p, et tout €. Or, d’aprés (2), nous avons
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/f["‘]du=/ , IA(g) " du
T B(hi,eA(r))

<3727 u(B(hy, e - A(N)) | A(g) |7
: ,-; 1 10
<37.2™ Ty —.2.37
qui tend vers 0 quand r — +oo.

Donc pour tout p, Mod, (I(p,€)) =0 et

< Mod (1) < Y Mod; (I(p, €)) = 0.

On montre de la méme maniére que mod; (I}) = 0
Mod, (T) = Mody (T, | JT}) < Mod, I, + Mod, T, = 0.

O

COROLLAIRE 5.3. — Un espace métrique composé d’un nombre dénombrable de tapis
communs deux a deux en au plus une aréte n'admet que des familles de courbes de 1-
module nul.

Ici, 'espace est muni de la distance euclidienne induite et de la mesure de Haus-
dorff associée (qui est Ahlfors-réguliére de dimension log 8/ log 3). Nous pouvons en ef-
fet nous ramener a une union de familles de courbes incluses dans des tapis dont la
somme des 1-modules majore le 1-module de la famille initiale.

Pour conclure, démontrons maintenant le

THEOREME 5.4. — Tout espace faiblement tangenta (7, d, 4) contient une boule ou-
verte qui est homothétique a une juxtaposition de tapis, et admet une mesurelog 8/ log 3-
Ahlfors réguliére.

Démonstration. — Soit (Y, dy, uy, y) un espace tangenta (7, d, u). Il existe donc

(Z,dz) espace métrique propre et un point g € Z
(A1,Ag,...,Ay,...)et(sy,..., Sy, ...) desréels

(xy,%2,...,%p,...) despointsde -

(i, i1, 42,...,0p,...) desisométries(F,A,.d = d,) = (Z,dz) ,(Y,dy) — (Z,dz)

tels que i,(x,) = i(y) = g pour tout n et il y a convergence de la suite (7, d,, s U, Xy,)
vers (Y, dy, uy, y) au sens de la définition 3.
Posons pour tout n€ N, j(n) = min {je N | [—)‘n-] 0} Dansla j(n)-iéme étape
de

3]+1
de construction du tapis, x, appartient a un carré C, de /(™ de taille 1/3/("[C, €



180 G. LUPO-KREBS & H. PAJOT

g1 ™7 pour d et de taille A, /3™ pour d,,. Par choix de j(n), nous avons A,/3/" ¢
[1,3], pourtoutne N Chaque carré Cde 7" définitun espace métrique (C (N F, A,.d)
isométrique a (7, 3 M) .d). On se raméne ainsi & une convergence d’espaces métriques
compacts uniformément bornés. Considérons €, la réunion de C, et de tous les carrés
de 7™ ayant au moins un point commun avec Gy, le tout intersecté par &. Ce nouvel
espace métrique vérifie deux propriétés intéressantes, a savoir qu'il est de diametre fini,
plus précisément, diam(%,, A,d) < /2.9, etil contient la boule centrée en x,, de rayon
1. Par construction, €, est une réunion finie de tapis tous isométriques a (&, 3 ](,,) .a).
Comme %, ne peut prendre qu’un fini de configurations, choisissons une extraction qui
nous assure de rester toujours dans la méme configuration. Pour simplifier 1a notation,
supposons que nous travaillons sur cette suite extraite. Ainsi pour tout n, (%,, d,) est
isométrique a (€&, ;775 ](,,) .d), € étant la réunion de tapis de taille 1, deux a deux communs
en au plus un segment. Remarquons que la convergence (Gromov Hausdorff) de la suite
{(®yn, Apn.d)} équivaut a la convergence de la suite {(@, 300 d)} On a par construc-
tion diam(%,) < +/2.9, donc pour tout n, i,(%,) C B(gq,/2.9).0r, B(g,/2.9) est com-
pact car (Z, dz) est propre, donc I'espace des compacts de B(g,/2.9) muni de la dis-
tance de Hausdorff est compact, i,,( %,) est compact en tant qu'isométrie de compacts.
Donc {(i,(%,)}, suite d’espaces compacts de Z admet une sous suite convergente, pour
la distance de Hausdorff, impliquant par la méme occasion la convergence au sens de
Gromov-Hausdorff de cette sous-suite.

Considérons encore une fois ]’extraction réalisée. On peut extraire de nouveau de
. A
la suite {(@, B d)} une sous-suite qui fasse converger le coefficient M(,})) vers A,
faisant ainsi converger la suite vers (€, A.d). Ainsi, cette extraction converge au sens de

Gromov-Hausdorff et il existe donc une isométrie I : (¢,A.d) — (lim(i,(4,), dz)

Travaillons maintenant sur la suite {in(X YN B(qg, %) } convergente par définition,
et considérons effectuées, toutes les extractions précédentes, faisant converger la suite

{(qg Lo d)}.Pa.r construction de &, pour tout x € X\ %y, 5%(",3 d(x,x,) 2 1donc:

? 35(e(m)
13(0.2) = B aooNa () B wesna ()
= I(@)r‘]B(q,g)

Donc il existe ¢ dans & tel que I(B(c, £)) = i(B(y, 3)).

Par conséquent la boule B(y, 3) de (Y, 1) est homothethue a une union de tapis.
Nous allons maintenant voir que p, estlog 8/ log 3-Ahlfors réguliére. Nous utiliserons les
propriétés élémentaires de la convergence faible de mesure (pour cela voir par exemple
[27], pages 18-19). Notons qu'il existe C > 0 tel que pourtout n € N,

Sp 1% Sn o

EE < Ha[Ba,(x,7)] < XECr
Par propriété de la convergence faible, nous pouvons borner s,/A%. Il s’agit ainsi d'une
convergence d’espaces log 8/ log 3-Ahlfors réguliers de méme constante. Donc . est
log 8/ log 3-Ahlfors réguliére. O
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1l vient ainsi que toute famille de courbes incluses dans cette boule B(y, 2/3) se

plonge en une famille de courbes incluses dans une juxtaposition de Tapis de Sierpinski,
dont on peut restreindre le support, majorant ainsi son 1-module par le 1-module d'une
famille de courbes du Tapis. Donc, aucun espace faiblement tangent au tapis ne peut
donc admettre un uniformément grand 1-module.
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