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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBÉRY-GRENOBLE
1986-1987 (9-18)

COMMENT DISTRIBUER DES POINTS UNIFORMEMENT
SUR UNE SPHÈRE?

(D'après Lubotzky, Phillips et Sarnak)

par Yves COLIN DE VERDI ÈRE

II y a plusieurs mesures possibles de l'uniformité de la la distribution d'un
ensemble fini de points sur une variété riemanniennne compacte homogène X.
Lorsqu'on s'intéresse à l'intégration numérique des fonctions sur A", un invariant
possible est défini ainsi :

si S = (ai, 61 = af1, ...,a/,6/ = aj~l) est une partie finie symétrique de
Isom(X), on mesure l'uniformité de la distribution des orbites S.xo (%o £ X) à
l'aide de l'opérateur Ts défini sur L2(X) par :

(Tsƒ)(*) =
-tes

L'opérateur Ts est symétrique, de norme 2/ et Ts(l) = 2/.1, on en déduit
que Ts laisse invariant l'espace LQ(X) C L2(X), formé des fonctions de moyenne
nulle. On pose

On a aussi
6s = sup{|A||A valeur propre de

en effet, Ts commute avec le laplacien et admet donc une base orthonormée de
fonctions propres communes avec lui. La bonne répartition moyenne des orbites
est mesurée par la petitesse de 6s par rapport à 21.

Remarque. — Soit m > dim(X)/2 et C (ne dépendant que de X) telle que :

< c\\f\\Hm(x),
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on a :

V/ € Hm(X), Va* € X, \ f ƒ - i ]T /(7»0)| < C §

On introduit un autre invariant de la façon suivante : soit G s le sous-groupe
de Isom(JC) engendré par 5, soit :

§(3) «_ ̂  £ Gs|7 e s t un mot de longueur < s en 5} ,

on s'intéresse à la croissance par rapport à s de 6S(8).

Il n'est pas clair qu'on puisse trouver des S tels que 65 < 2/, et en fait dans
le cas des tores plats, c'est impossible.

1. Cas des tores

Soit X = R n / Z n muni d'une métrique plate et S un sous-ensemble fini,
symétrique de X, opérant par translation sur lui-même:

Les valeurs propres de TS\L*(X) sont les nombres

où v G Zn — {0} , la fonction propre ev étant l'exponentielle e27rt("\x) . Alors e
étant donné, il existe v G Zn — {0}, tel que Vi , d({i/|aj),Z) < e ( théorème de
récurrence ).

On en déduit qu'il existe des v non nuls, tels que A„ soit arbitrairement
proche de 2/, et donc 6s = 21 .

2. Résultats de Lubotzky, Phillips et Sarnak

Dans les articles [LPS 1] et [LPS 2], les auteurs montrent que le cas de S2

est très différent de celui des tores ; ils prouvent en particulier les trois théorèmes
suivants :

THÉORÈME A . — V5 c 50(3) avec # 5 = 21, on a

6S > 2V21 - 1 .
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THÉORÈME B . — Vp premier, p = I(mod4), il existe un sous-ensemble
Sp à p + 1 éléments de 50(3) tel que :

THÉORÈME C . — Si on pose #Sp9^ = Np,s, on a :

Le théorème A est comparativement facile et dépend de résultats de Kesten
([K]) sur le support de la mesure spectrale associée à un groupe de type fini.
Le théorème B dépend des conjectures de Weil, démontrées par Deligne, via
une majoration asymptotique des coefficients de Fourier de formes modulaires
convenables. Le théorème C est une conséquence assez simple du théorème B.

Dans cet exposé, nous nous contentons de décrire les résultats de Kesten, la
preuve du théorème A et la construction des ensembles Sp.

3. Mesure spectrale d'un graphe homogène

Soit F un graphe homogène sous l'action d'un groupe G. On suppose F de
degré (valence) q + 1 et muni de la mesure qui donne la masse 1 à chaque sommet.
Sur I/2(G), on définit un opérateur T par la formule :

(Tf)(x) = £ ƒ(«') .

T est relié au laplacien combinatoire standard par T = (q + l)Id — A .

L'exemple fondamental est le graphe de Cayley, TG d'un groupe G associé
à un système S symétrique de 21 = q + 1 générateurs : les sommets de TG sont
les points de G, il y a une arête entre g et g' chaque fois qu'il existe 7 G S tel que
7<7 = g'. F est homogène sous l'action de G par translation à droite sur lui-même.
Si G est libre, F est un arbre homogène.

On a une notion de mesure spectrale associée au graphe homogène F, qui
est un cas particulier de la notion chère aux physiciens de densité d9états (voir à
ce sujet, par exemple [CV 1]).

Soit ƒ : R —> R une fonction continue ; par le calcul fonctionnel, est associé
à ƒ un opérateur f(T) sur £2(F), qui admet une matrice [f(T)]XtX*. A cause de
l'homogénéité de F, on a évidemment :

V*,*' [f(T)]x,x = [/(T)],.,,, .

On considère alors, pour XQ G F fixé, la forme linéaire sur C(R,R) définie par :

L(f) = [f(T)]X0,X0 .
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L est une forme linéaire positive (ƒ > 0 =» f{T) > 0 =» [/(T)].Of,o > 0 );
1 et donc L définit une mesure de probabilité fi sur R, c'est la mesure spectrale
deT.

Dégageons quelques propriétés de /x :

i) Si T a N < oo sommets, on a : // = 1/N YliLi ^0*î)> °ù Ai < A2 < ... <
l dsont les valeurs propres de T; en effet, on a :

Trf(T) = J2if(T)]x,x=N [fdp.
xer J

ii) Support (fi) = spectre (T) .

En effet :

a) si ]a, &[nSpectre(T) = 0 et ƒ G C0(]a,6[),R), on a f(T) = 0 et donc
}a, ô[DSupp(/x) = 0 .

b) Réciproquement, si ]a, b[C\Supp(fi) = 0, on a, pour toute ƒ à support dans
]a,b[,

[f(T)]x,x = 0

et comme

f(T) = 0. En particulier Supp// C [-21,21] .

iii) ft3dfi = m9 est le nombre de lacets d'origine x et de longueur 5, où
la longueur d'un chemin est le nombre d'arêtes parcourues. En particulier, on a :
ro5(r) > ms(Aq), où Ag est l'arbre homogène de degré q + 1.

iv)||T|| = limsup(m5)1/5. En effet, soit F(X) = /(A - t^d^t), c'est une
fonction holomorphe sur C — Spectre(T), la relation précédente découle du calcul
du rayon de convergence de la série de Laurent de F.

v) Calcul de fi à partir de la résolvante ; on a. :

ii = -rr-Kt + iO - T)"1 - (t - iO - T)"1]* x .
ZZ7T *

vi) Soit Gn une suite décroissante de sous-groupes de G, d'indices finis et
dont l'intersection est {e}, on a :

La preuve consiste à regarder la limite des ms(Gn).

Venons-en au théorème de Kesten, concernant le cas du graphe de Cayley
d'un groupe G de générateurs 5 :
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THÉORÈME (KESTEN 1959) . — Soit (G, S), avec # 5 = 21 et dG,s ia
norme de l'opérateur T associé, on a :

- 1 < dGjS < 21

avec :

ffî^î (G, S) libre
G moyennable

Preuve. — La majoration de dGis est évidente par définition de Ts qui est
somme de 21 opérateurs de norme 1 ; la minoration résulte de iii) et iv) : en effet
ces relations prouvent que ||T|| est minimale à l fixé, lorsque F est un arbre. Il
reste à prouver que d = 2\/2l — 1 lorsque (G, 5) est libre, ce qui sera fait au §4.

La caractérisation des groupes libres comme un minimum absolu de dGys est
faite dans [K]; elle est délicate , mais cette caractérisation n'est pas utile pour ce
qui suit.

L'autre extrême, le cas moyennable, est plus accessible. Rappelons qu'un
groupe est moyennable s'il existe une moyenne invariante définie sur toute fonction
bornée de G dans R, positive sur les fonctions positives, telle que la fonction 1
soit de moyenne 1.

La propriété de moyennabilité admet une interprétation géométrique, c'est
la condition de Fölner :

(F) G est dit de Fölner si Ve > 0, il existe une partie finie A C G telle que
#bA < e#A, où #6J4 est le nombre d'arêtes joignant A au complémentaire de A
dans le graphe de Cayley de G. Cette propriété est indépendante du système de
générateurs, c'est une propriété isopérimétrique.

On a alors le :

THÉORÈME . — G , de type uni, est moyennable si et seulement si G est
de Fölner.

La preuve se trouve dans [GL].

Il est alors facile de relier la condition (F) et la condition spectrale dGts = 2/,
en effet cette condition se traduit sur le laplacien par inf(Spectre A) = 0 :
l'équivalence résulte alors du minimax appliqué à la fonction caractéristique de
A dans un sens et de l'inégalité de Cheeger dans l'autre ([DK]).
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4. Cas des arbres

Ici F est un arbre homogène de degré 21 = q + 1.

4&. Spectre et résolvante. — La matrice de la résolvante s'obtient par
résolution de :

(A - T)f = S(xo), feL2(T).

Par symétrie, f(x) est une fonction un de la distance n de x à XQ. Cette suite doit
satisfaire

Auo - (q + l)«i = 1 (1)
\un - (un_i + ç«n + i) = 0 (2)

£ ^ ( g + 1 ) g n - l < + o o (3)
n=0

On est amené à chercher un sous la forme un = Ca n , où a est solution de
2 1qa — \a + 1 = 0 et

L'équation caractéristique n'a de solution vérifiant (3) que si A ^ Iq =
,2^].

Dans ce cas, on obtient pour A ^ Spectre(T) :

où .F(A) est la détermination de y/\2 — 4g dans C — Jg équivalente à A lorsque A
est grand. Les propriétés 3.iii et3.v montrent alors que : spectre(T) = Iq et donc
dy — y/2q. On a aussi par le calcul de fx dans 4.v :

On vérifie en particulier que ƒ dfx = 1.

4b, Calcul fonctionnel. - On définit des opérateurs Tn par (Tnf)(x) —
Yldix x')=n f(x'}- ^ es* c^a^r Que ̂ es ̂ n s o n* donnés par des polynômes Tn = Pn(Ti ).

Par exemple :

On a le résultat suivant :
0 si n ^ m

~ s i Ti — Î77-

Preuve. — D'après la définition de /i, on a : an,m = [PnPmCT)]^*; comme
PnPm{T) = Pn(T) o Pm(T)y on a :
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Les polynômes P'n — ((q — l)qn~1)"l^2Pn forment une base orthonormée de

Calcul des Pn : ce calcul est fait par les auteurs, on trouve :

Pn = Qn ~ Qn-2 OÙ Qn(2y/qcOsê) = qn/
sin0

5. Preuve du théorème A

Comme Ts commute avec le laplacien, il préserve les espaces propres du
laplacien canonique de S2, les espaces Hn d'harmoniques sphériques. Rappelons
(cf [BGM]) que Hn est l'espace vectoriel des restrictions à S2 des polynômes
homogènes de degré n, harmoniques dans R3 et qu'on a àim(Hn) = 2n + 1 .
et

Hn = K e r ( A - n ( n

Définissons des mesures fin sur R à support dans [—2/, 2/] par

2n+l

où An>J < ... < \n,2n+i sont les valeurs propres de Ts\Hn •

Le théorème A est alors une conséquence immédiate du :

THÉORÈME . — Lorsque n —*• oo, les mesures fin convergent vaguement
vers une mesure \i qui est la mesure spectrale du groupe Gs relativement aux
générateurs de 5.

(Le théorème A s'en déduit immédiatement puisque visiblement tout point
du support de fi est un point du spectre essentiel de Ts> car point d'accumulation
de valeurs propres de

Preuve. — Le théorème précédent est conséquence d'une mini-formule de
traces qui s'écrit ainsi :

où 5^s* est la somme sur les mots de longueur s par rapport à 5 et si 7 est un tel
mot considéré comme une rotation, 07 G [0, TT] est l'angle de cette rotation.

La formule (*) est élémentaire, on a :
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et donc si T7 est défini par :

T,f(z) = ffrz) ,

o n a T | = 'Tl s )TY , e t :

puis la trace de Xy.^ ( valeur du caractère Xn àe la représentation naturelle de
50(3) dans Hn sur 7) se calcule en diagonalisant T7par rapport à la base usuelle
des harmoniques sphériques relative à l'axe de la rotation 7 ( les Yii7l ).

1'1*» - s i n ( n + t)gT

Cela conclut la preuve de (*). Il serait intéressant d'étendre cette formule à un
contexte plus général ( espaces symétriques compacts, espaces homogènes ).

Considérons maintenant les /in , on a :

1
tadnn =

et donc, en appliquant (•) :

= 0} = ma ,

lorsque n —> 00. On en déduit le résultat cherché. Il est remarquable que fi ne
dépend pas la représentation de G s dans 50(3), mais seulement du groupe abstrait
G s et de son système de générateurs 5.

6. Construction des Sp

Soit H le corps des quaternions. Un élément q de H est q = x + yi + zj + tk
de norme iV(g) = qq = x2 + y2 + z2 + t2

y et on peut associer à tout quaternion
non nul une rotation q de Hi = {q\x = 0} par

On désigne par H(Z) l'ensemble des quaternions à coordonnées entières.

Pour tout p premier, il existe 8(p+l) quaternions entiers de normep ([HW]).
Lorsque p = 1 (mod4), il existe p + 1 de ces quaternions tels que x > 0, y, z,tf
pairs.

p = 5 1 ± 2t, 1 ± 2j, 1 ± 2*



Comment distribuer des points uniformément sur une sphère? 17

p = 13 1 ± î ± j ± Jfe, 3 ± 2î, 3 ± 2j\ 3 ± 2fc

p = 17 1 ± 4î, 1 ± 4j , 1 ± 4fc,3 ± 2% ± 2j ,3 ± 2j ± 2fc,3 ± 2t ± k

Sp est l'ensemble des p + 1 rotations associées à ces quaternions.

7, Problèmes

Dans [LPS3] et [LPS4], les mêmes auteurs appliquent des méthodes du même
type pour construire des graphes explicites de degré q +1 ayant un Ai le plus grand
possible relativement au nombre de sommets.

Je mentionne ici en conclusion quelques problèmes de nature variée :

i) Analyse numérique : comment calculer efficacement les valeurs propres et
vecteurs propres des Tp ?

ii) Analyse harmonique : il est facile de voir que les Tp (p = I(mod4))
commutent entre eux. On met ainsi en évidence une base orthonormée spéciale
des harmoniques sphériques : les Wnj (n = 0 ,1 , . . . ; 1 < j '< 2n + 1. Quelles sont
leurs propriétés?

a) Du point de vue du développement d'une fonction arbitraire en série de
Fourier ?

b) A-t-on ||Wn|j||L<» < constante?

c) A-t-on des propriétés d'ergodicité analogue à celles de [CV2[, c'est à dire,
si iJLjn = \Wnj\

2<Jo, est-ce-que les fijtn convergent vers oo lorsque n —• oo?

Il est en effet vraisemblable que pour beaucoup de problèmes la base (yj)
ne privilégiant plus une des directions des axes de R 3 , a de meilleures propriétés
que la base usuelle des (YiiU).
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