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Résumé

Nous présentons quelques interactions simples entre le transport optimal de me-
sure et la théorie de Brunn-Minkowski dans 'espace euclidien et sur les variétés rie-
manniennes. On s’intéresse en particulier aux inégalités de log-Sobolev et de Sobo-
lev optimales sur R” et aux inégalités de type Prékopa-Leindler sur les variétés. Nous
utilisons pour ces derniéres les liens entre transport de mesure, courbure et champs
de Jacobi.
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1. Introduction

Lobjectif de ces notes est de montrer, a I’aide de quelques exemples récents, I'effi-
cacité du transport optimal pour I'étude d’'inégalités fonctionnelles et géométriques. Ii
existe d’excellents textes abordant ce sujet dans le cas euclidien, par exemple les surveys
de Gardner [23] et de Maurey [34}], ainsi que le livre de Villani [47]. Le cas du transport sur
les variétés est pour I'instant moins populaire et c’est pourquoi nous allons reprendre
de manieére assez détaillée notre travail récent avec Robert McCann et Michael Schmu-
ckenschlager [18]. Nous préférons par ailleurs insister sur les méthodes utilisées plutot
que sur certains aspects purement techniques. En particulier, nous laisserons de c6té les
problémes de régularité du transport de mesure. Cela dit, ces problémes ne sont pas,
ici, vraiment sérieux et ils peuvent facilement étre surmontés ou contournés. Le lecteur
trouvera les quelques arguments techniques manquant dans [36, 15, 19] pour le cas eu-
clidien, et dans [17, 18] pour le cas riemannien.

Les inégalités que nous voulons étudier ont une saveur commune : elles sont liées
d’'une maniére ou d’une autre a l'inégalité de Brunn-Minkowski. Rappelons que pour
A, BCc R" etA € R,onnoteAA= {Ax ;x € A} et

A+B={a+b;ac A be B} (¢))]

Linégalité de Brunn-Minkowski donne la relation suivante entre la structure linéaire de
R" et la mesure de Lebesgue notée vol : pour 4, B C R”,

vol(A + B)Y™ > vol(A)'/" + vol(B)!/". 2)

Pour éviter des problémes de mesurabilité on peut supposer, si on veut, que A et B sont
compacts. Cette inégalité, bien que d’apparence simple, recéle une subtilité : au vu de
la définition (1), il n’est a priori pas évident de calculer le volume de A + B puisque un
élément x € A + B admet en général de nombreuses décompositions x = a + b. Lidée
de départ dans toutes les démonstrations est précisément de trouver un bon “couplage”
des éléments de A et B afin d’estimer le volume de la somme.

Il est bien connu que I'inégalité de Brunn-Minkowski permet de retrouver I'inégalité
isopérimétrique euclidienne. Notons Bj' la boule euclidienne de rayon 1 (pour la struc-
ture euclidienne standard de R"). Alors, A + £BJ consiste en 'ensemble des points a
distance au plus ¢ > 0 de A, de sorte que pour un ensemble A C R” ayant un bord
suffisamment régulier, la mesure de surface du bord, notée |3A|, est égale a

- 1Al = Tim vol(A + €Bj') — vol(A)
-0 & )

Supposons, ce qui par homogénéité ne cofite rien, que A € R” a la méme mesure que
B7 : vol(A) = vol(B}). En remarquant qu'’il y a évidemment égalité dans I'inégalité de

Brunn-Minkowski (2) lorsque les ensembles sont homothétiques, on déduit de (2) que

vol(A + eB}) > vol(B} + £B}),



Quelques exemples d’application du transport de mesure en géomeétrie euclidienne et riemannienne 127

etdonc que
oAl > 12B|.

On retrouve bien qu’a volume fixé, la boule euclidienne minimise la mesure de surface
du bord.

En utilisant ’homogénéité du volume, on peut montrer facilement que I'inégalité de
Brunn-Minkowski énoncée plus haut est équivalente a la forme suivante : pour A, B ¢ R”
etpour s € [0,1],

vol((1 - s)A + sB) > vol(A)!~* vol(B)°. (3)

Remarquons que sous cette forme multiplicative, I'inégalité est sans dimension. Cette
forme indique que le volume est log-concave sur R”, alors que la forme (2) exprimait
la %-concavité du volume, ce qui est a priori plus fort; I'équivalence résulte de la n-
homogénéité du volume. Au début des années 70 sont apparues de nombreuses formes
fonctionnelles d'inégalités géométriques liées a 1a convexité (voir par exemple [10, 11, 42]
etles surveys [20, 23] qui offrent des points de vue assez différents). Une des inégalités qui
a été promise a un grand avenir fut, sous sa forme définitive, démontrée par Prékopa [42,
43] et Leindler [31].

THEOREME 1 (Inégalité de Prékopa-Leindler). — Soits € (0,1) etu, v, w : R” — R4
telsqueVx,y € R",

w((1 - s)x+sy) = ul" (x) v (). (4)

s w3 ([ ([ )’

On peut aussi énoncer ce résultat de maniére plus compacte : pour u, v : R" — R,

ona .
) s
/ sup {ul"(x)v‘(y)} dz > (/ u) (/ v) . (5)
z=(1-5)x+sy

En appliquant cette inégalité 2 u = 1,4 et v = 1p, les fonctions indicatrices d’ensembles
A, B c R", on retombe exactement sur 'inégalité de Brunn-Minkowski (3). Remarquons
que 'inégalité de Prékopa-Leindler implique aussi le résultat suivant (dit Théoréme de
Prékopa) sur les marginales de fonctions log-concaves : si @ -: R"*! — R est convexe,
alors la fonction ¢ définie sur R par

- Paald =/ e~ P gy -
Rn

est également convexe. En particulier, on voit que la convolée de deux fonctions log-
concaves est log-concave, et que donc la log-concavité est préservée par le semi-groupe
de la chaleur sur R”.

L'inégalité de Prékopa-Leindler a de nombreuses autres applications, aussi bien en
géométrie des corps convexes qu’en probabilité. Nous renvoyons le lecteur intéressé
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a [23, 34, 44, 30, 5]. Pour certaines applications, il convient d’énoncer l'inégalité de ma-
niére 1égérement différente (inégalité de Prékopa-Leindler a poids). Nous reviendrons
plus loin sur cet aspect.

L'inégalité de Prékopa-Leindler a été étendue aux variétés riemannienne dans [17].
Dans toute la suite, M désignera une variété riemannienne de dimension n. La distance
géodésique sera notée d et I'élément de volume riemannien 4 vol. Enfin, (T, M, -,| - |)
désignera la structure euclidienne sur I'espace tangent ;M enx € M.Pourx,y € M et
t € [0,1], on note Z; (x, y) le barycentre de x et y donné par

Zi(x,y) ={ze M ; d(x,z) =td(x,y) et d(z,y) =(1-1t)d(x,y)}.

Lensemble Z; (x, y) est un singleton sauf, éventuellement, lorsque x appartient a cut(y),
le cut locus de y. Plus précisément, lorsque x ¢ cut(y), la courbe t — Z;(x,y) est
exactement la géodésique minimale joignant x a y. L'inégalité de Prékopa-Leindler rie-
mannienne obtenue dans [17] s’énonce de la facon suivante : pour u,v : M — R; et
s€[0,1]ona

1-s s
/ sup {Ds(x,y) W' (v} dvol(2) > ( / u) ( / v) . ®
M zeZi(xy) M M

olt Ds(x,y) > 0 est un coefficient de distorsion di a la courbure et qui ne dépend que
de x,y et s. On a Dg(x,y) < 1 lorsque la courbure est positive, et 'inégalité opposée
lorsque la courbure est négative. Bien entendu, D(x,y) = 1 sur l'espace euclidien de
sorte que I'on retrouve I'inégalité de Prékopa-Leindler classique. La définition précise du
coefficient de distorsion repose sur la quantité suivante définie pour ¢t €]0,1}etx,y €
M par 1[Z: (x, B,())]
... vollZ;(x, B, (y
v y) = T B ()]

ol B,(y) désigne la boule géodésique de rayon r centrée eny € M et Z,(x, B,(y)) =
Umes, (5 Z: (%, m) (voir figure 1).

Cette quantité mesure la distorsion du volume le long de la géodésique joignant x
a y. Si on imagine que la lumiere se déplace le long des géodésiques, alors vp(x,y) :=
lim, ¢ v, (x, y) représente le coefficient d’amplification d'une source lumineuse située
autour de y et observée en x. Il n'est donc pas surprenant que v,(x,y) > 1 sila cour-
bure est positive, et I'opposé si la courbure est négative. Le théoréme de Thalés nous dit
exactement que v;(x,y) = 1 dans I'espace euclidien. Le coefficient de distorsion appa-
raissant dans (6) est donné par

Di(xy) = [vs(x.9)° 015, x)l“‘]_l. (7

Aussi bien dans le cas riemannien qu’euclidien, ces inégalités de Prékopa-Leindler
peuvent se démontrer de fagon assez simple en utilisant le transport de mesure ; dans le
cas des variétés, c’est méme la seule approche connue. Nous présenterons le transport
de mesure plus loin, mais nous voudrions dés maintenant mentionner quelques inter-
actions entre la théorie de Brunn-Minkowski et le transport de mesure. Ces interactions
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Br(y) et B, (y)

Zi(x, B, (y))

X

F1G. 1 - Construction de Z; (x, B;(y)) : on améne géodésiquement B,(y) en x

sont anciennes puisque Hadwiger et Chmann [25] ont donné une démonstration de (2)
utilisant implicitement des idées de transport de mesure. En 1957, Knothe [26] donna la
premiére preuve de I'inégalité de Brunn-Minkowski utilisant un transport de mesure. Le
transport construit par Knothe, parfois appelé le transport de Knothe, a été plus tard uti-
lisé par Gromov [38] pour donner une preuve directe de I'inégalité isopérimétrique sous
sa forme fonctionnelle (nous redonnerons plus loin sa démonstration). Venant d'un do-
maine des mathématiques complétement différent, Brenier, au milieu des années 80, a
mis en évidence un nouveau transport de mesure (lié a un probleme variationnel issu de
I'étude de I'équation d’Euler). On doit 8 McCann [36] I'introduction de ce transport (dit
de Brenier) dans la théorie de Brunn-Minkowski avec une démonstration par transport
de 'inégalité de Prékopa-Leindler. Un peu plus tard, Barthe {6, 7] utilisa le transport de
Brenier pour I'étude, entre autres, d’'inégalités de convolution. Depuis lors, le transport
de Brenier est apparu comme un outil trés utile pour I'étude d’'inégalités fonctionnelles
et géométriques. Otto [40] puis Otto et Villani [41] ont mis en évidence les liens riches et
profonds existant entre d'un c6té, I'interpolation le long du transport optimal et les EDP
qui lui sont reliées, et de I'autre, les inégalités de Sobolev logarithmiques. Une démons-
tration par transport des inégalités de log-Sobolev plus élémentaire (sans interpolation
ni EDP) a été donnée dans [15] et étendue au cas riemannien dans [18]. Il n’est pas sur-
prenant que le transport soit adapté aux inégalités de type log-Sobolev puisque Bobkov
et Ledoux [8] ont montré que ces inégalités peuvent se déduire de 1'inégalité de Prékopa-
Leindler. Enfin, le transport de mesure a récemment [19) servi 2 donner une preuve géo-
métrique et élémentaire des inégalités de Sobolev optimales. D’une certaine maniére,
les inégalités de log-Sobolev et de Sobolev font partie de la théorie de Brunn-Minkowski
(vue sous I'angle du transport de mesure). Le lecteur trouvera plus d’'informations sur le
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transport de mesure et sur ses applications dans le livre de Villani [47].

Dans cet exposé, nous allons donc présenter des interactions entre inégalités géo-
métriques et transport de mesure. Dans la partie qui suit, nous allons donner une intro-
duction éiémentaire au transport optimal de mesure en donnant le résultat de Brenier
et son extension aux variétés riemanniennes due a McCann. Dans la partie §3 nous re-
donnerons la preuve par transport des inégalités de log-Sobolev et de Sobolev optimales
dans R"; nous ferons également quelques commentaires sur le cas riemannien. Dans la
partie §4 nous reviendrons aux inégalités de Prékopa-Leindler pour en étudier des ver-
sions & poids.

2. Transport de mesure

2.1. Transport de Brenier dans R”

Supposons que I'on se donne deux mesures (boréliennes) de probabilité i et v sur
un espace (topologique) mesurable. On peut chercher les applications (boréliennes) T
qui envoient p sur v au sens de la mesure image : v(B) = u(T~!(B)) pour tout en-
semble borélien B. On dit alors que T transporte u sur v et on écrit v = T u. En géné-
ral, il existe de nombreuses applications T transportant u sur v, et I'idée, qui remonte a
Gaspard Monge [39], est d’en trouver une optimale en un certain sens. Dans une situa-
tion géométrique donnée, on peut aussi chercher une application T ayant des propriétés
sympathiques. Par exemple, si on se donne deux probabilités diffuses sur R, il existe une
fonction T : R — R croissante vérifiant

V(] - ®, T(x)]) = “(] - oo»x])-

Cette fonction croissante transporte bien yu sur v. Le théoréme suivant, d a Brenier
{12, 13] et amélioré par McCann [35], étend ce résultat a2 R”. En plus d’étre monotone,
I'application obtenue est aussi optimale en un certain sens.

THEOREME 2 (Transport de Brenier). — Soit u et v deux probabilités sur R". On sup-
pose que u est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors, il existe
une fonction convexe @ telle que l'application T = V @ transporte u surv.

Du plus, si les probabilités u et v ont un moment d’ordre deux fini, alors l'application
T = V@ ci-dessus minimise le cotit (dit quadratique)

/ |G(x) — x|? du(x) 8)
parmi toutes les applications G transportant y surv:
Lapplication T = V@ est définie de maniére unique y — pp et on 'appelle le trans-

port de Brenier de p sur v. Nous n'allons pas utiliser dans la suite le caractére optimal de
T = V@, mais signalons au passage quel'infimum de la quantité (8), qui est donc atteint
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pour G = V@, est égal au carré de la distance de Wasserstein entre les probabilités u et
v. Pour toute question relative au transport de Brenier, nous renvoyons a [47].

Supposons que p et v soient absolument continues, avec pour densité ug et u;. Par
définition de la mesure image on a:

/b(y)u1(y) dy=/b(V<P(x))uo(x) dx, 9)

pour toute fonction borélienne b : R” — R,. Si @ est C?, le changement de variables
y = V@(x) montre alors que @ satisfait I'équation de Monge-Ampére :

ug(x) = u1 (Ve(x)) det Hess, @. (10)

Dans le cas général, il est encore facile de donner un sens u — pp a cette équation (voir
[36]). Dans la suite, nous ferons comme si @ était de classe C2. Remarquons que puisque
@ est convexe, la matrice jacobienne dT, = Hess, @ du transport est symétrique posi-
tive. Le transport de mesure va nous permettre de transformer des inégalités matricielles
sur les matrices symétriques positives en des inégalités intégrales.

A titre d’exemple, donnons une preuve (tirée de [36)) de I'inégalité de Brunn-
Minkowski (3). On peut supposer que vol(A) = vol(B) = 1 et il faut alors montrer que

vol ( ) = 1 (on choisit le cas s = 1/2 pour simplifier les notations). Introduisons

le transport de Brenier T = V@ entre 14(x) dx et 15(y) dy. On a T(A) = B (car au
sens “presque partout”, le support est envoyé sur le support) et 'équation de Monge-
Ampere (10) devient

detHess @ = 1.

D’autre part, on remarque que

A+B_A+T(A) (I+T

2 2 2 ) (),

ol I désigne la matrice identité. On a trouvé une bonne maniére de paramétrer une sous-
partie de lasomme #42. Ona

vol (552) > vol (15 5) ) = [ der (F57) ax

On utilise alors I'inégalité arithmético-géométrique sous la forme

- det (ﬂ%ﬁé) > y/det(H,) det(Hp) -

valable pour des matrices symétriques positives H;, Hp, ce qui donne

det (I+ Hess, cp)

> \/det(I) det(Hess; @) = 1,

A+B
et donc vol ( ) = vol(A) = 1.
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On peut démontrer d'une facon similaire I'inégalité fonctionnelle de Prékopa-
Leindler (théoréme 1). Rappelons que des problémes de régularité empéchent en fait
de considérer directement d T,,. Méme si les détails techniques sont trés faciles a régler,
la preuve ci-dessus est plutét un “schéma de preuve".

2.2. Transport optimal sur une variété et champs de Jacobi

Quelle est la généralisation naturelle du transport de Brenier sur une variété rie-
mannienne M ? Avant de répondre, il convient de s’intéresser au déplacement de x a
T(x) = V(x). Pour cela, on introduit la fonction 8(x) := @(x) — |x|?/2 de sorte quele
transport T devient

T(x)=x+Vo(x). (11)

Malheureusement, la condition sur 8 devient
I+Hess6 >0, (12)

ce qui est tout de méme moins agréable que la convexité de @.

Lextension, obtenue par McCann [37], au cas des variétés riemanniennes du ré-
sultat de Brenier est la suivante. Soit ¢ et v deux probabilités sur M avec y absolument
continue par rapport a la mesure de volume riemannien d vol. Pour des raisons tech-
niques, il est préférable de supposer que les probabilités u et v sont a support compact.
Alors, il existe une fonction 8 : M — R telle que -8 soit d?/2-concave et telle que
I'application

F(x) = exp,(VO8(x)) (13)

transporte u sur v. Cette application est définie de fagcon unique et on I'appelle le trans-
port optimal (ou transport de McCann) de p sur v. Elle minimise encore

/ d?(x, G(x)) du(x)

parmi toutes les applications G transportant u sur v. Evidemment, il reste a préciser ce
que d? /2-concave veut dire. Pour des définitions précises, nous renvoyons a [37, 17].
Introduisons, pour y € M, la fonction

dy(+) =d(-,y).

Nous avons montré dans [17] que pour u-presque tout x, on avait F(x) ¢ cut(x). En par-
ticulier, la fonction dr(x) est presque toujours réguliere autour de x. La d?/2-concavité
de — 0 peut s’exprimer par la propriété suivante : en un sens faible (a préciser) on a

[Hessy df 5,y /2 + Hess; 0] __ >0 (14)

pour presque tout xo dans le support de u. Dans le cas euclidien, (13) et (14) devien-
nent (11) et (12). Si la forme du transport optimal sur M est plus compliquée, c’est que
ce transport contient une partie de la structure géodésique de la variété.
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Supposons que p et v aient pour densité respective uy et u;. D’aprés la définition
de la mesure image, on peut s’attendre a ce que yy(x) = u; (F(x))| det dF,|. C'est bien
le cas en un sens faible (mais suffisant pour nos applications). Si on pose

dF,, =Y (H + Hessy, 0)

*

ol les matrices Y and H sont données, quand F(xy) ¢ cut(xp), par
Y :=dlexpylvag et H =[Hessy d,z:(xO)/Z]F,o,
alors on a, du-presque partout,

Up(x) = uy(F(x)) det dF. (15)

On va maintenant considérer une interpolation entre I’application identité et le
transport optimal F. Pour ¢ € [0, 1], on introduit

E(x) :=exp,(tVO(x)).

Lorsque F(x) ¢ cut(x), la courbe t — F (x) est la géodésique minimisante joignant
x=FR(x)aF(x)=F(x):
F(x) = Z;(x, F(x)).

Pour un xp fixé et afin de calculer d(F;)y,, donnons-nous un repére orthonormé tour-
nant (e;(z),..., e,(t)) le long de la géodésique Z(t) := F,(xp). Comme d’habitude, on

Y
dt
de xp, la courbe t — F (y) est, évidemment, encore une géodésique. Par conséquent,
ons'attend a ce que t — d(F ), définisse une matrice de champs de Jacobi le long de la
géodésiquet — y(t) = F(xp).

conviendra que e  (t) = y(¢)/ly(t)|ou y(t) = (). On remarque que pour y proche

Rappelons qu'un champ de Jacobi est un champ de variation d’'une géodésique par
des géodésiques (voir [22]). Donnons-nous une géodésique y : [0,1] — M et considé-
rons une perturbation de y par une famille de géodésiques y; : pour s € (—¢, £),

(0,113t — ys(2)

est une géodésique et yo = y. Pour t € [0, 1] fixé, introduisons

d
J(®) = | _ys(o).

Comme yy = y,ona J(t) € T, M. Ce champ de vecteur ¢ — J(z) le long de y
est ce qu'on appelle un champ de Jacobi. Etant donné comme précédemment un repére
orthonormé tournant (e;(t),..., e,(t)) le long de notre géodésique y : [0,1] — M,
un champ de Jacobi J le long de y est aussi caractérisé par le fait que ses coordonnées
Y (t) € R" vérifient une équation différentielle linéaire du type

Y'(t)+R@)Y(t)=0 (16)
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pour une certaine matrice symétrique R(z). En fait, la matrice R(t) est la matrice de
I'opérateur

LioM — T,nyM
v — R(y(),ny() a7

ol R, : .M X ToM x .M — T,M désigne le tenseur de Riemann en x € M. Quand
M = R", onaR = 0, et sur la sphére M = §”,

0 0
R= 0 I, .

Plus généralement, R est de la forme

R=R*=oo
o D |’

et la trace of R(z) redonne la courbure de Ricci dans la direction y(¢) :

tr R(t) = Ricy () (¥(1), ¥(1)).

Pour revenir au transport de mesure F; (x) = exp, (t V@(x)) et au lien entre sa diffé-
rentielle et les champs de Jacobi, donnons-nous un xp € M. Pour un vecteur v € T, M,
le vecteur d(F), (v) est donné par

d
A(F)x,(v) = —| _ F(expy, (s0)) € T M.
Or pour chaque s fixé, la courbe
t — F(expy,(sv)) = €XPexp,, (sv) (£VO(expy, (sv)))

est une géodésique. On a donc bien que t — d(F )y, (v) estun champs de Jacobi le long
det — F (x) qui estla géodésique obtenue quand s = 0. Onendéduitquet — d(F)y,
définit bien, dans un repére tournant, une matrice de champs de Jacobi le long de la
géodésique r — F (xp). Cette matrice de champs de Jacobi A(t) := d(E)y,, qui vérifie
donc

“A”"(t) + R(t)A(t) =0 vt e[0,1]

est caractérisée par les données suivantes :
A(0) =1 et A'(0)=Hessy @.

On montre aussi que det(A(t)) > 0 (en particulier A(t) est inversible). Nous renvoyons
a (17, 18] pour un énoncé plus rigoureux tenant compte de la non-différentiabilité de F.
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3. Inégalités de log-Sobolev et de Sobolev optimales dans R”

3.1. Quelques inégalités de log-Sobolev

Les inégalités de log-Sobolev interviennent dans beaucoup de domaines de I'ana-
lyse et des probabilités. Leur caractére infini-dimensionnel est utile, entre autres, pour
P'étude de la régularité de processus stochastiques ou en mécanique statistique. Les tra-
vaux de Ledoux (et de ses collaborateurs), ont mis en valeur leurs liens avec les pro-
blémes de type isopérimétrique et de concentration de la mesure. Signalons également
qu’elles sont liées a des propriétés d’hypercontractivité de certains semi-groupes de dif-
fusion et qu’elles interviennent dans I’étude de la vitesse de convergence d’EDP du type
Fokker-Planck. Nous renvoyons pour plus de détail a Ledoux [27, 28, 29, 30] et a Vil-
lani {47].

Comme nous I'avons mentionné dans l'introduction, les travaux de Otto [40] puis
de Otto et Villani [41] ont révélé les liens structurels entre le transport optimal de mesure
(et certaines EDP qui lui sont reliées) et les inégalités de log-Sobolev. Nous allons pré-
senter ici une approche élémentaire des inégalités de log-Sobolev tirée de [15], et pour
commencer nous allons considérer le cas classique gaussien.

On notera y la mesure gaussienne de densité dy(x) = e—lx|2/2/ (v2m)" dx sur I'es-
pace euclidien R”. L'inégalité de log-Sobolev gaussienne, sous la forme due a Gross,

s’écrit :
1 [IVfI?
1 < ~ d ’
/f og f dy 2/ 7 Y

pour toute fonction f : R” — R, telle que / f dy = 1. Le terme de gauche (resp. de

droite) est 'entropie (resp. I'information de Fisher) de f par rapport a y. Voici une dé-
monstration élémentaire utilisant le transport de Brenier. Soit V@ le transport de Brenier
de f dy sury. Léquation de Monge-Ampére (10) prend la forme suivante :

lxf? _ 2
f(x)e ¥/2 = = 1VPDI%/2 ot Hess, .

On introduit la fonction 8(x) := @(x) — |x|?/2 de sorte que le transport s’écrit V@ (x) =
x+ VO(x).0Onadonc '

fx)e™ /2 = - 1x+V0@ /12 got (1 + Hess, 0).

En prenant le log de cette équation et en développant les carrés on trouve
log f = —-|V6|%/2 — x - VO +logdet (I + Hess, 6).
Commelog(l+t) < tsil+¢ > 0,onalogdet (I + Hess 6) < trHess 6 = A, et donc

log f < —|VO)%/2 - x-VO+AS.
g
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On integre cette inégalité par rapporta f dy. On remarque que, par intégration par par-
ties (le lecteur savant reconnati tra le générateur d’Ornstein-Uhlenbeck classique),

/(AG—x-VG)fdy=—/V9»Vfdy.

On obtient donc

/fIngdyé—%/lvelzfdy —/VG-Vfdy-

-a - b < —a t _b2 18

1 [IVfI?
on retrouve exactement I'inégalité voulue : / flog fdy < > / | ]{ | dy.

Cette preuve fonctionne aussi dans le cas d’une probabilité du = e~V dx quand
V vérifie Hess V' > AI (A > 0); on peut de la méme maniére démontrer des inégalités
de transport de la mesure a la Talagrand (voir [15]). Cette approche a été étendue au cas
riemannien dans [18] (voir aussi [45] pour des résultats connexes).

Le cas d'une probabilité du = e~V dx, ou V vérifie Hess V > AI (A > 0) entre dans
le cadre de ce que I'on appelle le critére de Bakry-Emery [4). Linégalité de log-Sobolev

correspondante est :
1 [V [
1 au < — d
[ rogsans< g [T a

pour toute fonction f : R” — R, telle que / f du = 1. On devine que la démonstra-

tion précédente devrait par sa souplesse, permettre d’aller un peu au-dela. C’est effecti-
vement le cas, comme le montre, par exemple, le résultat suivant tiré de [16].

THEOREME 3. — Soit u une probabilité sur R" de la forme du = eV dx. On suppose
qu'il existe une fonction convexe c : R" — R telle que

V(a+b) 2 V(a)+VV(a) - b+ c(b), Va,be R" (19)

Alors, pour toute fonction f : R" — Rtelleque [ fdu=1 ona

/flogfdu</6*(-v—f£)fdu .

ol c* désigne la transformée de Legendre de c.

La démonstration est semblable a celle donnée plus haut dans le cas gaussien. Au lieu de
développer les carrés on utilisera (19) et a la place de (18) on utilisera

—a- b< cla)+c*(b).
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Quand V est uniformément convexe, Hess V' > AI, la condition (19) est vérifiée pour

c(b) = Alb%>/2, et on retrouve alors le résultat de Bakry-Emery puisque
c*(a) = |al?/(2A). Mais le théoréme s’applique aussi au cas d’un potentiel V uniformé-
ment p-convexe par rapport a une certaine norme || - [|. On retrouve alors une inégalité

de log-Sobolev due a Bobkov et Ledoux [8]. On peut aussi considérer des fonctionnelles
d’entropie plus générales comme les entropies de Rényi (voir [16] et également [1] pour
diverses généralisations de cette méthode).

3.2. Inégalités de Sobolev optimales dans R”

Le but de cette sous-partie est de présenter les résultats de [19]. Nous avons déja
signalé que la premiére preuve directe par transport de I'inégalité isopérimétrique (di-
sons euclidienne, pour commencer), sous sa forme fonctionnelle, est due a Gromov [38).
Cette inégalité, aussi appelée inégalité de Sobolev L}, dit quesi f : R” — R est réguliere
et a support compact, alors

. (n-1)/n
/IVf| > nvol(By)= (/ f"""‘”) (20)

ou By désigne comme dans I'introduction la boule euclidienne (centrée en I'origine) de
rayon 1. Par approximation, cette inégalité s’étend aux fonctions a variations bornées (et
en particulier aux fonctions indicatrices d’ensembles compacts) avec égalité lorsque f
est ]a fonction indicatrice d’'une boule euclidienne. Cela redonne bien I'inégalité isopé-
rimétrique euclidienne et prouve que cette inégalité fonctionnelle est optimale.

Gromov a utilisé le transport de Knothe, mais le transport de Brenier fait aussi bien
I'affaire. Par homogénéité on peut supposer que [ ™ (*~1 = 1. Introduisons le transport
de Brenier V @ entre les densités de probabilité f™/("~1(x) dxetl By (x)/ vol(B3) dx.On
abien str Vo € B} etl’équation de Monge-Ampeére (10) devient

vol(BY) f™ "V (x) = det Hess, @.

En utilisant I'inégalité arithmético-géomeétrique sous la forme det!’”(H) < trH/n pour
H > 0, on trouve

1
vol(BI)Y/™ 1/ (=D (x) = det'/" Hess, @ < — A@(x).

Onadonc 1
vol(Bg)I/n__._vol(Bg)l/n/f fl/('l—l) < ;l_/fA(p'

En intégrant par parties et en utilisant que V@ C B on trouve

/quo=—/Vf-on</tVf|,

ce qui donne bien /IV fl 2 nvol(Bé’)”" et donc (20). On peut remarquer que si

f(x) = (cte)l sy (x) alors, comme le transport de Brenier devient I'identité, Vo(x) = x,
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il y a formellement égalité a toutes les étapes de la preuve. C’est la bonne fagon de voir
que cette inégalité est optimale et que la fonction 1y est un cas d’égalité dans (20).

On s’intéresse maintenant a I'extension de cette approche a toute la famille des in-
égalités de Sobolev optimales. Dans la suite, nous aiions considérer une norme quei-
conque || - || sur R”; cela ne cotite pas plus cher que de considérer la seule norme eucli-
dienne | - |. Onrappelle que la norme duale de || - || est donnée, pour X € R”, par

IXll« = sup X -Y.
1Y =1

D’autre part, il est classique que pour un espace vectoriel normé (de dimension finie ou
ayant la propriété de Radon-Nikodym) (E, || - ||), le dual de LP(R", E) (les fonctions sont
avaleurs dans E) s'identifie a L9(R", E*) ou

! + . 1 p>1

p qa '

En fait, nous utiliserons simplement I'inégalité de Holder suivante : pour X,Y : R” —

R"”ona
1/p l/q
/x 'Y < (/ nxu!:) (/ uyu‘f) 3}

Cette inégalité est une conséquence immédiate du fait que la transformée de Legendre
de la fonction convexe y — |ly||P/ pest égalea x — |Ix||Z/q.

Pour p € [1, n[, on définit le coefficient de Sobolev critique

. . _np
P

et 'espace de Sobolev homogeéne

WP .= {f € L (R"); V f € L,(RM}.

Dans la suite, nous allons nous intéresser au cas p > 1 puisque nous avons déja
traité le cas p = 1. Ftant donné p €]1, n[, on introduit la fonction kp, : R* — Ry,

hp(@) 1= (p+ 117) " = (1)

o1 o, > 0 est choisi pour que | h,lI” . = [ (o, + l|x]|9)~" dx = 1. Nous allons montrer
P pourq plL,. p

p
(/IIVfIIZ) 2 Sn(P) Il fllL,.

ou S, (p) estla constante optimale. En fait, on ne va pas s’intéresser a cette constante ni
a sa valeur : le lecteur pourra la calculer §’il en ressent le besoin. L'inégalité, tout comme
la constante, est optimale sil’on peut exhiber un cas d’égalité non trivial ( f = 0).

I'inégalité de Sobolev
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THEOREME 4 (Inégalité de Sobolev L optimale pour 1 < p < n). — Parmi les fonc-

tions f € WP, la quantité
1/p
(frosie)

170,

(22)

est minimale pour f = hyp.

Deplus, f € WP atteint le mininimum de (22) si et seulement si f (x) = A hp(ux+
Xp) avec A, u € R\ {0} et xy € R".

Avant de passer a la preuve, rappelons un peu d’histoire. L'inégalité optimale pour
p €11, n[ dans le cas euclidien est due, indépendamment, & Talenti [46] et a Aubin [3].
Leur méthode consiste a symétriser les fonctions (réarrangement décroissant) puis a ré-
soudre un probléme de minimisation sur R. Le cas p = 2 est particulier puisque l'in-
égalité posséde alors une invariance conforme, ce qui a été utilisé par Lieb et Beckner.
La description de tous les cas d’égalité dans le cas euclidien est due a Brothers and
Ziemer [14] et consiste a établir les cas d'égalité dans le processus de symétrisation. En
ce qui concerne ’énoncé pour une norme quelconque, le cas p = 1 (isopérimétrie) était
contenu dans I'étude de Gromov que nous avons rappelé plus haut dans le cas euclidien.
Linégalité optimale dans le cas d'une norme quelconque pour p €]1, n[ a été démon-
trée, par symétrisations, par Alvino, Ferone, Trombetti, et Lions [2]. Le cas d’égalité pour
une norme quelconque n'avait pas été traité avant [19], mais depuis la méthode de Bro-
thers et Ziemer a été étendue a ce cas.

On voit donc qu'une bonne partie des résultats était connue avant [19]. Cependant,
le point principal de [19] est de fournir une nouvelle approche de ces inégalités, ap-
proche fondée sur le transport de mesure. Nous n'allons pas faire de symétrisations, ni
faire appel au calcul des variations. La preuve va étre géométrique et assez élémentaire :
outre I'existence du transport, nous allons utiliser 'inégalité arithmético-géométrique et
I'inégalité de Holder.

Notre but est donc de montrer quesi || f || Ly =1= Itk p"Lp* , alors

(/ HVfIIi’)”p> (/ nvrzpn,’:)”p

De maniére équivalente, on veut montrer qu’il existe une certaine constante Kj, , telle
que,si|l fllz,. =1,alors

1/p
(/ ]IVflIf) > Kn,p, avecégalitési f = h,

Donnons-nous f € W7 telle que || fIle* =1=| hplle, . On peut supposer que

f > 0.Posons up(x) = fP (x)etu(y) = h,’f (), et introduisons le transport de
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Brenier V@ transportant ug(x) dx sur u; (y) dy. Léquation de Monge-Ampére (10) nous
dit que
ug(x) = u; (Ve(x)) det Hess, @

En récrivant cette équation différemment et en utilisant I'inégalité arithmético-
géométrique (det!/"(H) < trH/npour H > 0) ona

uMVe(x) = ug'"(x) det'/" Hess, @

A
< wlm) in(ﬂ

On intégre cette inégalité par rapport a u(x) dx et on remarque que le terme de gauche
se calcule grace a la définition du transport (9) :

/uf”"(V(p(X))uo(x) dx:/ul'””(y)ul(y) dy:/”i_”n(y) dy.

En revenant aux notations de départ, on a donc

/hz*(x-x/n) < l/fp‘(l—lln)A(p.

n

Pour calculer le terme de droite, on fait une intégration par parties. Comme p*(1-1/n) -
1 =p*(1 -1/p) = p*/qontrouve exactement

/hz*(l—lln) < "Cn,p/ fp-/livf .V

oticpp = p*(1—-1/n)/n = [p(n - 1)]/[n(n - p)]. On utilise pour le terme de droite
I'inégalité de Holder (21) avec le choix

X=-VfetY=fPlive.

-/f””"vf VP < (/ ||Vf||f:)”p (/ nwu"f’”’)”q.

En utilisant encore la définition du transport (9) ona:

Cela donne

Javowne P Grax= [ iz o a.

En recollant les morceaux, on voit qu’on a montré que

1p /hg*(l—lln)
(/ ||Vf||£) > Knp = T (23)
Cn,p (/ IIYII"hz (») dy)
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Pour I'instant, on a démontré une inégalité de Sobolev. Pour montrer qu’on a I'inégalité
optimale, il faut montrer qu'’il y a égalité dans (23) quand f = h,. Pour cela, il est suffi-
sant (et nécessaire) de montrer qu'il y a égalité dans toutes les étapes de la preuve quand
f = hp. Dans ce cas, on a uyg = u; et le transport de Brenier n'est autre que I'identité :
V@(x) = x. Dans la preuve, il y a deux endroits ot 'on peut avoir perdu quelque chose.
Le premier est I'inégalité det'/” (Hess, @) < +A@(x), mais ici, c'est évidemment une
égalité puisque Hess, @ = I. Le second est I'application de l'inégalité de Holder (21)
avec, ici,
X =-Vhy(x) et Y = hP /9 (x)x.

Précisément, la propriété caractéristique de h, est de donner une égalité dans I'inégalité
de Holder:

. 1/p . l/q
—/Vhp(x) - [hp79(x) x) dx = (/ IIVh,,IIf) (/ Ix17hy (x) dx)

Pour le voir, il suffit de tirer de la définition h,(x) = (o7 + [|x[|7) ™"/ ? ", que pour presque
tout x (la norme || - || n’est pas nécessairement réguliére ; elle est cependant presque
partout différentiable) on a:

—Vhp(x) - x=|[Vhpll« lIxIl et

IVR(0IE = (cte) RE (x) Ix|9 = (cte) I1h] /9 (x) x|
Cela achéve donc la démonstration de I'inégalité de Sobolev optimale.

En ce qui concerne la description de tous les cas d’égalité, on remarque, en nor-
malisant (f > Oet |l fli L,- = 1) et enreprenant la démonstration, que pour avoir des
égalités 2 toutes les étapes, il faut qu'il y ait égalité dans det!/" (Hess, ) < 1A@(x).
Cela implique que Hess, @ = A,I. Si on suppose que @ est de classe C?, il est facile de
voir qu’il existe un A € R tel que Hess, @ = AI, Vx € R”™. Il existe donc x; € R" tel que

Vp(x) = Ax+ xp.

En d’autres termes, le transport de Brenier est la composée d'une dilatation et d’'une
translation. On tire de cela que f s’obtient a partir de &, en faisant une dilatation et une
translation, ce qui est bien le résultat annoncé. En pratique, @ n'est pas vraiment C?, et
on travaille donc “au sens des distributions”, ce qui demande un peu plus d’attention.
On renvoie a [19] pour les détails. On pourra aussi consulter [32] pour une extension de
la méthode aux inégalités de Sobolev restreintes 4 des domaines de R”.

3.3. Quelques remarques sur le cas riemannien

Pour I'instant, ’approche par transport des inégalités de Sobolev optimales n'a pas
été étendue au cas riemannien. Il n'y a, & vrai dire, pas d’évidence a ce que cela marche
aussi bien. Sur les variétés, d’autres problémes se posent et il faut d’abord préciser ce que
I'on entend par “inégalités de Sobolev optimales". Il existe différentes fagons d’aborder
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les inégalités de Sobolev sur les variétés suivant les constantes optimales auxquelles on
s'intéresse (probleme AB). Nous renvoyons, pour ce probléme, a I'étude approfondie de
Druet et Hebey [21]. Remarquons également que I'isopérimétrie ne s’exprime a priori
pas a I'aide d’une inégalité de Sobolev L!.

Nous allons considérer ici un cas trés particulier d’'inégalité de Sobolev L! sur des
variétés compactes a courbure de Ricci strictement positive. Linégalité n’est pas opti-
male, mais elle admet une preuve par transport assez simple. Comme précédemment,
M désignera une variété riemannienne de dimension n.

PROPOSITION 5. — On suppose que
Ricy = (n-1)kl, VvxeM

pour un certaink > 0 et on notedo = dvol / vol(M) la mesure riemannienne normali-
sée sur la variété (compacte) M. Pour toute fonction f : M — R réguliéreona:

(n-1)/n .
M
(/ lfl"""‘”da) < /|f|d0'+dl—aru/ IV fl do
M M n M

(s
< Alflda+m/A4|Vf|da

Remarquons tout d’abord que la deuxiéme inégalité se déduit de la premiere puis-
que le théoréme de Myers donne I'estimation du diamétre suivante : diam(M) < 75

Pour démontrer la proposition, on peut supposer que f > 0. On note

c :=/ e ge
M

et on introduit le transport optimal F(x) = exp,(V8(x)) de (f"/("'l)/c) do sur 0. On
al’équation de changement de variable (15), valable presque partout (en un sens a pré-
ciser, voir [17, 18]) : .

fr =D (x) = cdet dF.. (24)

On rappelle que, pour xy € M (tel que F(xp) ¢ cut(xp)),
dF,, =Y (H + Hessy, 6)
ol les matrices Y and H sont données, quand F(xp) ¢ cut(xp), par
Y =dlexpylvey et H =[Hess, A2 (x,3/2]x=x0-
On a dong, puisque, par définition de la d%/2-concavité de —6, H + Hess 8 > 0,
UV = cMndet!!™(Y) x det'"(H + Hess 6)
< cngett!n(y) x E(H_"‘nlm

tr(H) + A6

N

Cl/ndetl/n(Y) x
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Les théorémes de comparaison de Bishop nous assurent que

dvk
tan(dVk)

oud = |VO| = d(x,F(x)) (il y a égalité sur la sphére). En majorant brutalement, on
trouve donc

sin(dvk)

Y <
det \( vk

n—
) et tr(H)<1+(n-1)

detY <1 et tu(H)<n,

et
1
fl/(n—l)(x) < Cl/n (l + ;A(p(X)) .

Cela donne

c =/ ffl/(n—l) do < Cl/n
M

qui s’écrit encore

(n-1)/n 1
cl-lin = (/ fn/(n—l) d(r) g/ fdo + —/ fA8do.
M M nJm

Il reste donc a estimer le dernier terme de droite. Par intégration par parties, on obtient

/MfA9d0'=—/MVf-V9d0'.

Or |V8]| < diam(M) (car d(x, F(x)) = |V08(x)|), ce qui donne
-~V f - V0 £ diam(M) |V fI.

On obtient bien I'inégalité annoncée.

Michael Schmuckenschlédger nous a fait remarquer que I’on pouvait améliorer I'iné-
galité en utilisant des majorations plus fines. Si on note

S n-1
sint\ =
= / —_ dt,
0 t

alors on peut montrer par transport I'inégalité suivante

(/lfl“""‘” da)("_m< /lfldo + ——/lVfldo-

Cette inégalité est meilleure, mais ce n’est toujours pas I'inégalité optlmale que I'on ob-
tient en utilisant le théoreme isopérimétrique de Levy-Gromov.



144 D. CORDERO-ERAUSQUIN

4. Inégalités de Prékopa-Leindler a poids sur une variété

4.1. Rappels sur le cas euclidien

Revenons a]’étude de I'inégalité de Prékopa-Leindler présentée dans I'introduction
et commengons par le cas euclidien (théoréme 1). On s’intéresse au cas o1 la mesure de
référence n'est plus la mesure de Lebesgue, mais une certaine mesure u sur R” avec une
densité notée e~V : du(x) = "™ dx. La fonction V : R” — R est parfois appelée le
potentiel. Nous allons supposer que

Hess, V > A1, Vx e R", (25)

pour un certain A € R, ou1 I désigne toujours la matrice identité. Les travaux de Ba-
kry et Emery suggeérent que cette condition doit étre interprétée comme une condition
de courbure sur I'“espace” (R”, u). Lexemple canonique est I'espace gaussien obtenu
quand u = y,, la mesure gaussienne standard donnée par V (x) = [x|2/2+n log(217)/2,
et pour laquelle la condition (25) est vérifiée avec A = 1.Si A > 0, la densité e~V est log-
concave et on voit immédiatement que I'inégalité de Prékopa-Leindler (5) s’étend au cas
ol les intégrales sont considérées par rapport a la mesure u. Cependant, quand A > 0 on
peut s’attendre a un renforcement de cette inégalité. C’est effectivement le cas, ainsi que
I’a mis en évidence le travail de Maurey (33]. Etantdonné f, g, h : R” — R4, onapplique
I'inégalité de Prékopa-Leindler aux fonctions

u(x) = fF(0e’ P, viy) = gyeV P, w(z) = h(z)e™?.

On veut trouver quelle est la condition a imposer sur f, g, h pour que la condition (4)
soit satisfaite. On remarque que les termes en V peuvent étre simplifiés. En effet, pour
toute fonction (de classe C?) « : [0,1] :— R,toutk € R, s € [0,1],0ona

(Ve e[0,1], &"(£) > k) = (1 — s)x(0) + sax(1) — ax(s) > ks(1 —s)/2. (26)

Cela se vérifie facilement en faisant deux développements de Taylor avec reste intégral
(sur [0, s] et sur [s, 1]). En appliquant (26) avec a(z) := V ((1 — t)x + ty), on voit que la
condition (25) implique que pour tout x, y € R”,

(1=5)V(x)+sV(y) - V(1 -s)x+sy) >As = s)|x—yl?/2
On en déduit donc la re-formulation suivante de I'inégalité de Prékopa-Leindler.

THEOREME 6 (Une inégalité de Prékopa-Leindler a poids sur R"”). — Soit u une me-
sure de la forme du = eV dx oit V vérifie (25). Soits € [0,1] et f,g, h : R" — Ry tels
queVx,y € R",

h((1 - s)x+ sy) > e—AS(l—S) Ix—y|2/2 fl—S(x)gS(y). 27)

Alorsona:/hdu > (/'fdu)l_s (/gdu)s.
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Ce résultat, qui n’est évidement pas nouveau, est en fait une simple observation qui
découle de Prékopa-Leindler. Il a été utilisé par de nombreux auteurs a la suite du travail
de Maurey [33]. Remarquons que I'inégalité de Prékopa-Leindler correspond au cas V =
OetA = 0.Quand A > 0, on peut déduire de cette forme des inégalités de concentration
de la mesure [33] ainsi que les inégalités de log-Sobolev que nous avons étudiées dans la
partie précédente (voir [8]). Signalons enfin que Bobkov, Gentil et Ledoux [9] ont mis en
évidence les liens existants entre les inégalités de Prékopa-Leindler, les inégalités de log-
Sobolev et de transport, et 'hypercontractivité des solutions de I’équation d’'Hamilton-
Jacobi.

4.2. Le cas riemannien

Passons maintenant au cas, étudié dans [18], d'une variété riemannienne M de di-
mension 7. Rappelons d’abord la généralisation de I'inégalité de Prékopa-Leindler (sans
poids) donnée en introduction: pour s € [0,1] etu, v : M — R4,

1-s s
/ sup {Ds(x,y) ul’s(x)vs(}’)} dvol(z) > (/ u) (/ v) !
M zeZg(x,y) o "

ol1 le coefficient de distorsion D; est donné par (1) et (7). Quand la courbure de Ricci est
minorée,

Ricy, > k(n-1)1, Vx e M,

pour un certain k € R, il est possible de majorer le coefficient de distorsion D;(x, y) par
un facteur ne dépendant que de la distance d(x, y) entre x et y. Introduisons pour cela,
pour k € R,

Sk(d) = W = 1 pour k=0 (Rn) (28)

_sin( VEd) B (sind)/d pourk=1 (cas sphérique)
(sinhd)/d pourk=-1 (cashyperbolique)

Sisur M onaRic > k(n - 1), alors il est démontré dans [17] que

S(d) ) " 29)

e < (S,‘;‘((l = 9d) S(sd)
avec égalité si M a une courbure sectionnelle constante égale a k. On peut vérifier (c’est
un exercice asséz calculatoire) que pour tout s € [0,1], k € Retd > 0(d < m/Vksi
k>0),ona
Sk(d) < oS- kd?)2
SES((1 - 5)d) Si(sd) '

En prenant la puissance (n — 1), on trouve donc une majoration de D;(x, y) dépendant
de A = (n — 1)k. Par conséquent, le résultat suivant était déja implicitement contenu
dans [17].
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THEOREME 7 (Inégalité riemannienne). — Supposons que pour un certain A € R, la
courbure de Ricci sur M vérifie

Ric, > A1, Vx e M. (30
Alors, siu,v,w : M — Ry ets € [0, 1] sont tels que, pour toutx,y € M etz € Zy(x,y),

w(z) > e—AS(l—S) dz(X.J')/Z u]—S(x) US(y), (31)

a2 ([ (L)

En comparant (25) et (27) avec (30) et (31), on voit encore I'analogie qui existe entre la
courbure du potentiel V et celle de la variété.

Nous voudrions maintenant continuer notre étude en nous donnant une mesure u
sur M de la forme du = e~V dvol pour un potentiel V : M — R. On se demande alors
quelle forme d’inégalité de Prékopa-Leindler a poids est satisfaite. Bien entendu, on peut
combiner séparément (25) et (30), et obtenir une inégalité. Cependant nous voudrions
qu'il soit possible que la courbure du potentiel V et de la variété puissent se compenser
mutuellement. Dans I'esprit des travaux de Bakry et Emery, nous allons supposer que

Hess, V + Ricy > Al Vxe M, (32)

pour un certain A € R. Il n’est pas clair que cette hypothése puisse se traiter directement
a partir de notre version riemannienne générale [17]. De toute facon, un des objectifs
du travail [18] est de présenter une approche différente des inégalités de type Prékopa-
Leindler. On utilise encore le transport de mesure mais en faisant plus appel a ses liens
avec les champs de Jacobi et avec les équations qui en découlent. Le résultat principal
de [18] est le suivant :

THEOREME 8 (Version riemannienne a poids [18]). — Soit u une mesure sur M de la
forme du = eV dvol oit V et la courbure de Ricci vérifient (32) pour un certain A € R.
Soits € [0,1]et f,gh : M — R, telsqueVx,y € Metz € Zy(x,y),

h(z) > e-—AS(l—S) dz(x,y)/2 fl—S(x)gj(y)' (33)

1-5 s
Alorsona:/ hdu > (/ fdu) (/ gdu) .
M M M

La démonstration de ce résultat sera donnée dans la sous-partie qui suit. Nous vou-
drions ici, a titre d’illustration, expliquer comment on peut déduire de ces résultats, en
suivant I'idée de Maurey [33], des inégalités de concentration de la mesure (en I'occur-
rence dues 2 Gromov et Milman [24]). Nous allons traiter le cas d'une variété compacte
équipée de sa mesure de volume normalisée do := d vol / vol(M) et sur laquelleon a

Ricy = AT VxeM,
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pour un certain A > 0. Le cas d'une variété quelconque équipée d'une probabilité u
de densité e~V vérifiant (32) s’obtient de la méme facon. Donnons-nous un ensemble
A C M. On applique le théoréme 7 avec s = 1/2 et

h=1, g=1,,
etla meilleure f = e’ possible vérifiant (31), qui est donnée par

F(x) = inf Ad*(x,y)/4 =: Ad?(x, A) /4.
YEA
On a donc, d’apres le théoréme 7, puisque [, hdo = let [, gdo = o (A),

Ad?(-,A)/4 1
e do £ ——.
/M S o(4)
Linégalité de Tchebichev donne alors
e—?\ /4

o({xeM; d(xA) 2 ¢}) < oA

(34)

Cette inégalité a été obtenue par Gromov et Milman comme conséquence de I'inégalité
isopérimétrique de Levy-Gromov sur M. Pour comprendre pourquoi ce type d’inégalité
est appelé inégalité de concentration de la mesure, écrivons A = k(n — 1) (k > 0) et
prenons un ensemble A de mesure supérieure ou égale a 1/2. Alors (34) devient

o (x € M: d(x,A) > &) < 2e~Kn-D N 35)

On voit donc qu’en grandes dimension (n — ), la mesure se concentre autour de I'en-
semble A. On peut aussi démontrer, en suivant encore [33], que pour toute application
1-lipschitzienne F : M — R,ona

0'({xe M; IF—/Fdal > t}) < ze—k(n—l)t2/4

La fonction F se concentre donc autour de sa moyenne.

Regardons, par exemple, le cas de la sphere §” ¢ R™! qui a une courbure de Ricci
constante égale a (n—1)1. La mesure de probabilité o est dans ce cas la mesure sphérique
usuelle. En appliquant (34) pour le demi-espace (ou calotte) A = {x € S"; xp+; > 0}
qui a pour mesure 1/2, on a, puisque x,4+1 < —€ = d(x, A) 2 € (parcequesint < 1),

o({xe §";xm < —¢€}) < 2o~ (n-D /4

En fajsant le méme raisonnement avec le demi-espace A = {x € §”; xp,1 = 0}, 0n
obtient, en sommant les deux estimations obtenues,

o ({x € S |xnn| > €}) < 4e” DN,
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soit encore ,
o({x € 8" |xpe1l < €}) 21 —4ePVENM

Signalons que cette inégalité peut s’obtenir de fagon élémentaire par un calcul direct.
Lintérét de ce cas particulier est de mettre en évidence phénomeéne de concentration
de la mesure : la mesure sphérique o se concentre, en grandes dimensions, autour de
I'équateur x,+1 = 0. Pour le voir, on peut prendre une suite £, — 0 telle que \/ng, — +o,

par exemple
/1 4
gn = 2 M — 0'
n-1

o({x € 8% Xl <&n}) 21-1/n — 1 = o(S").

On a alors, quand 7 — oo,

Pour plus d’informations sur le phénomeéne de concentration de la mesure en grandes
dimensions et en particulier sur ses liens avec I'inégalité de Sobolev logarithmique, nous
renvoyons a Ledoux [27, 28, 29, 30].

4.3. Preuve du théoréme 8

Nous avons vu a la partie §2 que les différentielles A(z) = d(R)y enxy € M
du transport F; (x) = exp,(tVO(x)), t € [0, 1], définissaient une matrice inversible de
champs de Jacobi A(z) le long de la géodésique t — F;(xg) vérifiant

A(0)=I et A'(0)=Hessy, @.

Pour I'étude du déterminant jacobien, il est donc important de comprendre le compor-
tement du déterminant d’'une matrice de champs de Jacobi. Le lemme suivant sera fon-
damental pour la suite.

LEMME 9. — Soity :[0,1] — M une géodésiqueett — A(t) une matrice inver-
sible de champs de Jacobi le long de y telle que A(0) = I et A’ (0) soit symétrique. Alors, si
on pose @(t) = —logdet A(t) et r(t) = Ricy)(¥(2), ¥(t)), ona, pourtoutt € [0,1],

n 1 ’
w(ﬂ—;wuﬁ—mn>u

On rappelle que r(t) est exactement la trace de R(t), la matrice de I'opérateur (17). On
voit que la propriété des champs de Jacobi (16) permet de réduire ce lemme a celui d'un
exercice d’algebre linéaire. Plus précisément, c’est une conséquence du lemme suivant,
qui est purement algébrique.

LeEMME 10. — Soit R(t) et A(t) deux fonctions régulieres de la variablet € [0,1] a
valeurs dans les matrices n X n et vérifiant les conditions suivantes :

1. R(t) est symétrique et A(t) est inversible pour toutt € [0,1].
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2. A” (1) + R(t)A(t) = 0 pour toutt € [0,1].
3. A(0)=1.
4. A'(0) est symétrique.

144 1 ’
Alors, sion pose (t) := —logdet A(t),ona ¢ — ;cp Z_trR 2 0.

Preuve du lemme 10. En posant B(t) := A’ (t)A(t) !, ona
@'(t)y=-trB et @ (t)=-trB.
Notons que B est une matrice symétrique. Pour le voir, on remarque d’abord que
B* —B=A*"1(A*A-A*A)AL
Leterme A’* A — A* A’ est constant puisque, en utilisant R = R*, on a
(A*A- A*A')' = —A*R*A+ A*RA=0.
Par conséquent, on voit que

A*A - A*A = A (0)A(0) — A*(0)A'(0) = A" (0) ~ A'(0) =0,

et donc que B = B*. Comme A’A™! + A(A™!)' =0,onaB = A"A"' - B> = —R- B?,

et en prenant la trace
@' =—trB =tr(B%*) +trR.

On utilise alors I'inégalité d’Holder sous la forme
1
tr(B®) = tr(BB*) > —(tr B)2.

Puisque tr B = ¢’, on trouve bien que ¢’ > %cp’2 +trR.

0

Nous avons maintenant tous les outils pour montrer la version riemannienne de
I'inégalité de Prékopa-Leindler a poids. Soit f, g, » comme dans I'énoncé du théoréme 8.
On peut supposer, si on veut, que les fonctions sont a support compact et que f v fau=
f » & du = 1. Notre but est donc de prouver que |, » B du 2 1. Pour ce faire, nous allons
introduire le transport optimal de mesure F(x) = exp,(V8(x)) transportant f du sur
g du. Nous allons faire comme si ce transport était régulier, ce qui n’est pas le cas a priori ;

nous renvoyons a [18] pour voir ol 'on doit appliquer des rustines.

Pour calculerI'intégrale f u 1(2z) du(z), on faitle changement de variables z = F(x)

ol, pourtout ¢t € [0,1];

/ hdu
M

E(x) :=exp,(tVO(x)).

Ona

/ f(F(x)) det(d(E)y) eV B gx
M

/ f(E(x)) eV E@D-ox(9) gy
M
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en posant
@x(t) = —logdetd(F), vt e [0,1].

En utilisant I'hypothése (31) surles fonctions f, g, h et éliminant g(F (x)) grace al'équa-
tion de changement de variables (15) qui devient ici

(x)e™ P = g(F(x))e™"F detdF; = g(F(x))e” ¥ FEI-0xD),
g g

on obtient,

/ hdu 2 / exp {(1 — )V (x) + sV(F(x)) = V(E(x)) + s@x(1) = @(s)
M M

—As(1-5) d*(x, F(x)/2} f(x) eV dx.
Pour conclure que [,, hdy > 1= [, f dy, il suffit de montrer que pour tout x € M,

(1= )V (x) +sV(F(x) - V(E(x)) + s@x(1) — @x(s) > As(1 - 5) d*(x, F(x))/2. (36)

Pour cela, on fixe un xo € M et on note pour simplifier @(z) = @y (t)etd =
d?(xy, F(x)). On rappelle que {d(F)x,}tef0,1) est une matrice de champs de Jacobi le
long de la géodésique y(t) := F (xp) joignant xo a F(x) = F(x). Cette géodésique y a
une vitesse constante égale a d = d(y(0),y(1)) = |y(t)| pour tout ¢t € [0, 1]. Puisque
@(0) = 0, on voit que (36) est équivalent a

(1 = $)a(0) + soe(1) — ax(s) = As(l — s) d?/2. (37)

a(z) =V (y()+ (), Vvt e[0,1].

En utilisant le lemme 9 et I'hypothése (32), on trouve

o' (1) Hessy () V (y(2), (1)) + " ()

1, i : :
> Hessyq) V(y(1), (1)) + P (£)% + Ricy () (¥(2), ¥(2))
> (Hessy() V + Ricy()) (¥(2), ¥(2))
> Aly@)?
et par conséquent &’ > A d? sur [0,1]. En utilisant (26), on trouve donc que (37) est
vérifiée. Cela achéve la preuve de théoréme 8. O
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