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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
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Volume 22 (2004) 71-82

SUR DES PROBLÈMES DE LA GÉOMÉTRIE
SYSTOLIQUE

Florent BALACHEFF

Résumé

Dans la première partie de cet article, nous présentons l'ensemble des résultats
connus sur certaines inégalités universelles {le. sans hypothèses de courbure) entre
des longueurs de courbes et le diamètre d'une variété riemannienne simplement
connexe dont le second groupe homotopique est non trivial, puis nous démontrons
une nouvelle inégalité de ce type. Dans la seconde partie, nous montrons comment
déduire une estimée inférieure de la constante systolique d'une surface en fonction
de son genre, précédemment obtenue par M. Gromov, à partir des résultats de S. Ko-
dani et B. Bollobâs & E. Szemerédi.

1. Longueurs et diamètre des variétés simplement connexes de second
groupe homotopique non trivial

1.1. Préliminaires

Désignons par Mm une variété fermée de dimension m simplement connexe et g
une métrique riemannienne. Nous supposons dans toute cette section que le second
groupe homotopique de M est non trivial : TT2(M) * 0. Nous introduisons différentes
longueurs associées à la variété riemannienne (M, g).

On définit tout d'abord la systole que Ton note sys0 (M, g) comme la plus petite lon-
gueur d'une géodésique fermée de M (non triviale). Malheureusement, dans le cas sim-
plement connexe, la systole est difficile à estimer en fonction du diamètre de la variété
(voir [16] à ce sujet), et on est obligé d'introduire d'autres longueurs.

Étant donné un point p de M, la l-systole en p que l'on note lsysp(M,g) est la
plus petite longueur d'un lacet géodésique non trivial de M basé en p. La dénomina-
tion de cette longueur est justifiée par le fait qu'elle est réalisée comme la longueur d'un
lacet géodésique basé en p appelé lacet systolique basé en p. La l-systole que Ton note

2000 Mathematics Subject Cîassiflca fzon:05C10,53C23.



72 F. BALACHEFF

lsys(M, g) est la plus petite longueur d'un lacet géodésique de M non trivial. Cette quan-
tité est réalisée comme la longueur d'un lacet géodésique dit lacet systolique. On a

lsys(M,g) = minlsysp(M,g).

Comme M est compacte et glisse, lsys(M, g) > 0.

On définit ensuite mm(M, g) la longueur obtenue par un procédé de minimax sur
l'espace des courbes fermées de M. Plus précisément (voir [12])f on considère AM l'es-
pace des courbes c : S1 -> M lisses par morceaux fermées de M muni de la topologie
C°. On note A°M le sous-ensemble de AM formé des courbes constantes. De l'isomor-
phisme TT] (AM, A°M) = TT2(M) *= 0, on obtient que

min{ max Uys) \ {ys} * 0 G TTÏ(AM,A0M)}
se [oi]

est une quantité non nulle et on note mm(M, g) cette quantité (Zg(.) désigne ici la lon-
gueur d'une courbe induite par la métrique riemannienne g). C'est un résultat classique
que mm (M, g) est réalisée comme la longueur d'une géodésique fermée, et on obtient
ainsi syso(M, g) ^ mm (M, g). Cette technique, appelée principe du minimax, a été ini-
tiée par G. Birkhoff [3].

Enfin, on définit mnMM, g) la longueur obtenue par un procédé de minimax sur
l'espace G des paires de courbes de M. Plus précisément (voir [7] et [15]), on considère
CM l'espace des chemins c : [0,1] — M lisses par morceaux. On définit ensuite les
espaces

Gi = {* = (ci,cfc) eCMxCM\ ci(l) = ci(0) et c2(l) = c2(0)},

e t
Gz = {$ = (clfc2) eCMxCM\ ci(l) = c2(0) etc2(l) =

On pose
G = Q u G 2 .

On note G0 le sous-ensemble de G formé des paires de courbes constantes et on définit
Lg($) = lg{c\ ) + lg(c2). Dans le cas où M est simplement connexe, TTI (G,G°) est natu-
rellement isomorphe à TT2(M) (voir [20]), ce qui nous permet d'obtenir une valeur non
triviale de minimax

mm2(M,g) =min{ max Lg($s) \ {4>s} * 0 € TTI(G,G0)}.
se [o,i]

Cette valeur est réalisée soit par une géodésique fermée, soitpar une paire de géodé-
siques fermées, soit par une paire de lacets géodésiques basés en un même point de
sorte que les quatre vecteurs unitaires tangents à l'origine des deux lacets géodésiques
soient de somme nulle.

Dans le cas où dim M = 2, cette dernière condition implique que les deux lacets
forment une géodésique fermée en huit. On obtient en particulier

syso(S
2,g) ^mm2(S2,g). (1.1)
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D'une manière générale,

lsys(M,g) < syso(M,g) ^ mm(M,g),

lsys(M,g) < mm2(M,g) < mm (M, g).

73

(1-2)

(1.3)

L'exemple de la sphère avec trois longs doigts dont un est contracté en son milieu
et un autre très fin nous montre que ces inégalités peuvent être strictes simultanément
(voir la figure ci-dessous).

Nous nous intéressons ici aux inégalités géométriques que Ton peut obtenir entre
ces longueurs et le diamètre de la variété. L'inégalité la plus intéressante est de la forme
suivante :

syso(M, g) ^ C(M) Diam(M, g), (1.4)

pour toute métrique Riemannienne lisse g où C(M) est une constante ne dépendant
que de la topologie de M et Diam (M, g) désigne le diamètre. Ce résultat, bien qu'évident
pour les variétés non simplement connexes pour lesquelles sys0 ^ 2 Diam, n'est pas en-
core démontré dans le cas d'une variété simplement connexe de dimension plus grande
que 3. Le cas de la sphère 2-dimensionnelle est un peu à part comme nous allons le voir.
Nous résumons ici les principaux résultats trouvés dans cette direction.

M. Maeda [14], améliorant une inégalité obtenue par C. Croke [8], a montré le

THÉORÈME 1. — Soit (S2, g) une sphère riemannienne. Alors

mm{-syso(S2,g),-mm(S2,g)} < Diam(S2,g).
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De l'inégalité (1.2), on déduit que

syso(S
2,g) < 5.Diam(S2,g).

Cette dernière inégalité a été améliorée simultanément par S. Sabourau [19] d'une part,
A Nabutovsky et R. Rotman [15] d'autre part, dans le sens suivant :

THÉORÈME 2. — Soit (S2, g) une sphère riemannienne. Alors

min{- syso(S
2,g), -mm2(S2,g)} ^ Diam(S2,g).

2 4

De l'inégalité (1.1), on déduit que

syso(S
2,g) ^ 4.Diam(S2,g).

À l'heure actuelle, nous ne connaissons pas de contre-exemple à la conjecture
syso(S

2,g) ^ 2- Diam(S2, g), le cas d'égalité étant réalisé par la métrique ronde.

Pour les variétés simplement connexes de dimension strictement supérieure à 2
telles que 7T2 (M) *= 0, nous pouvons citer les résultats suivants.

S. Sabourau [20] a obtenu une inégalité entre la 1-systole et le diamètre d'une variété
riemannienne complète :

THÉORÈME 3. — Soit (N, g') une variété riemannienne complète. Alors

lsys(N,g') <cwDiam(JV,g'),

où cm est une constante ne dépendant que de la dimension m de N.

Enfin, A. Nabutovsky et R. Rotman [17] ont montré le :

THÉORÈME 4. — Soit {M, g) une variété riemannienne fermée simplement connexe.
Supposons que le second groupe homotopique de M est non trivial Alors

min{-syso(M,g),-mm2(M,g)} < Diam(M,g).

En combinant ce résultat aux inégalités (1.2) et (1.3), on obtient

lsys(M,g) < 4.Diam(M,g).

À notre connaissance, il n'existe pas d'autres inégalités de ce type valables sur les
variétés simplement connexes de second groupe homotopique non trivial. Nous allons
montrer dans la section suivante une nouvelle inégalité de ce type :
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THÉORÈME A. — Soit Mm une variété fermée de dimension m ^ 4 simplement
connexe. Supposons que son second groupe homotopique soit non trivial Alors pour toux
p G M et pour toute métrique riemannienne g sur M',

min{-lsys (M,g),-mm(M,g)} < Diam(M,g).
2 F 4

Comme corollaire, nous obtenons en notant Lsys(M, g) = maxp£M Isysp(A/, g) :

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème A, on a

min{-Lsys(M,g),-mm(M,g)} < Diam(M,g).
2 4

La suite de la section est consacrée à la démonstration du théorème A.

1.2. Passage aux métriques analytiques réelles

Soit (M, g) une variété riemannienne fermée, vérifiant les hypothèses du théorème
A et p un point de M. Nous allons montrer dans cette section que, si la conclusion du
théorème A est vérifiée pour une métrique analytique réelle, elle Test pour touie mé-
trique riemannienne lisse.

On suppose donc que, pour toute métrique riemannienne analytique réelje. h\
conclusion du théorème A est vérifiée. Soit g une métrique riemannierme lisse. De Jr,
densité des métriques analytiques réelles dans l'espace des métriques lisses pour la topo
logie C1 (voir [11]), on peut trouver une suite de métriques analytiques réelles {gn\ „sN^
convergeant vers la métrique g.

On peut supposer que Vneh l*e tVce CM

Le théorème A étant vérifié pour les métriques analytiques réelles, deux cas se pré-
sentent à nous : soit il apparaît une infinité de lacets géodésiques cn : [0,1 ] — M basés
en p vérifiant lgn(cn) ^ 2.Diam(M,gn), soit pour une infinité de non amm(M,gn) <
4.Diam(M,gn).

Clairement, le diamètre dépendant continûment de la métrique, nous avons

Diam(M,g) = lim Diam(M,g„).
n-*oo

Dans le premier cas, on peut extraire en appliquant le théorème d'Ascoli une sous-
suite de courbes uniformément convergente. On note c la courbe limite obtenue. Par
un passage à la limite dans Téquation différentielle locale vérifiée par une géodésique,
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on observe que la courbe c est encore une géodésique sauf éventuellement en c(0) =
c( 1 ) = p. La courbe c est donc un lacet géodésique vérifiant, par passage à la limite,

lg(c) ^2.Diam(M,g).

Dans le second cas, fixons rj > 0. Pour chaque n il existe une application Fj? :
[0,1] - AM telle que # ( 0 ) = fi?(l) = p, vérifiant

(Fj(t)); f e [0,1]} < 4.Diam(M,gn) + n.

et telle que r application induite en homotopie de dimension 2 soit non triviale. On en
déduit

(1 - i ) max{Zg(iv?(r)); r G [0,1]} < 4. Diam(M,gJ + IJ,

d'où,
(1 - -)mm(M,g) ^ 4.Diam(M,gn) + rç,

et, par passage à la limite,

mm(M, g) < 4. Diam(M, g) + r\.

Ce résultat étant valable pour tout r) > 0, on obtient mm(M, g) < 4. Diam(M, g).

II nous reste donc à démontrer l'inégalité annoncée dans le théorème A pour une
métrique analytique réelle quelconque.

1.3. Démonstration du théorème A dans le cas d'une métrique analytique réelle

On se fixe une métrique analytique réelle g et un point p de M. Supposons que
lsysp(M,g) > 2. Diam(M,g) {dans le cas contraire, la conclusion du théorème A est
immédiate). Soit e > 0 un réel vérifiant lsysp (M, g) > 2(Diam(M,g)+e)ete < inj(M,g)
où inj(M, g) désigne le rayon d'injectivité de (M, g).

Nous allons utiliser le procédé de Birkhoff de contraction des courbes avec extrémi-
tés fixes défini sur l'espace des lacets basés en p noté CMP = {c G CM; c(0) = c(l) = p}
(voir [12]). Étant donné un élément c G CMP, ce procédé nous fournit une famille conti-
nue{cr} d'éléments de CMP telle que Zg(c5) ^ ls{ct) dèsques ^ t. Dans notre situation,
si nous appliquons ce procédé à une courbe c G CMP vérifiant

lg{c) < 2(Diam(M,g) + e),

nous obtenons une famille {cr}rG[0,i] de courbes de CMp de longueur décroissante telle
que CQ = c et Cj est la courbe constante de CMp, le. C\ = este = p.

Comme la métrique g est analytique réelle, le cut-locus C( p) de M pour la métrique
g est un ensemble sous-analytique réel et admet une structure simpliciale de dimension
au plus m-1 (voir [5]). On se fixe ƒ : S2 — M un élément non trivial du 7T2 (M) transverse
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à C(p) qui soit une immersion analytique réelle (ce qui est possible puisque m ^ 4,
voir [11]). L'intersection de l'image de l'application ƒ avec C(p) est alors un complexe
simplicial de dimension 0 ou 1, Le. un graphe fini que Ton note T. Soit f = f~l(T) le
graphe induit sur S2.

Cas de la dimension 0. Si f est de dimension 0, on note {y\,..., y/J ses sommets et
on procède ainsi. Pour tout i de {1, . . . , k}, on note B(yi, e) la boule géodésique de rayon
e centrée en j/j pour la métrique tirée en arrière ƒ *g (cette métrique est bien définie
puisque l'application ƒ est une immersion) et étant donné un y de S2 \ v^Biyi, e), on
note y y Tunique géodésique minimisante de p à ƒ (y). On a lg{yy) < Diam(M, g). Pour
tout point]/ de S2 Vu^BCy^e), en rétractant l'image f (y) en pie long de yyt on obtient
un nouvel élément du TT2(M) que l'on note encore ƒ vérifiant :

f (S2) = uf=1({yy | y G dB(yi9e)} u f(B(yue))).

Soit i e {!,..., k}. k chaque sommet yt de T, on associe une famille de courbes
basées en p. Pour cela, on choisit une paramétrisation c, : [0,1] — S2 de dB(yt, e). On
note {<Oi(s)}5G[o,i] la famille de courbes définie pour tout 5 de [0,1] par:

coi(s) =yCi(s) u [ci(s),yi] u [yuci(o)] u ( -

où [ci(s),yi] désigne l'image par ƒ de l'unique segment géodésique minimisant de c,(s)
à*.

Chaque cüj induit une application [coj : S2 — M. Dans7T2(M),

et comme [ ƒ ] * 0, il existe un i tel que [co,] * 0.
Comme pour tout s e [0,1 ],

2(Diam(M,g)

on en déduit mm(M, g) ^ 2(Diam(M, g) + e), et ce raisonnement étant valable pour
tout e suffisamment petit, on obtient

mm(M,g) ^ 2Diam(M,g).

Cas de la dimension 1. Supposons que T est connexe de dimension 1. On énumère
les sommets (de valence plus grande que 3) du graphe r par {x\,..., xn} et ses arêtes par
{a\, ...,fl/},de sorte que les extrémités des a;- soient dans l'ensemble {xi,..., xn} pour
7 = 1,... ,/.

On peut choisir un réel rç > 0 suffisamment petit pour que le rç-voisinage tubulaire
Tn (t) dans S2 pour la métrique tirée en arrière ƒ * g vérifie les propriétés suivantes :

- Pour chaque sommet xt de f, il existe exactement fcj points de dTn(t) à distance
minimale de xi} que l'on note {xZfl,..., x^} (h est la valence de xi). Une orienta-
tion de S2 étant fixée au préalable, on énumère ces fc, points en tournant autour
du point Xi dans le sens trigonométrique.
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- Pour tout x et,
df*g(x,dTn(t)) <e.

On note Tn(T) son image par /.Pour tout x e S2\ Tn (f), il existe une unique géodé-
sique minimisante de p à ƒ (x) notée yx dépendant continûment de x. On a l'inégalité
lg(Yx) ^ Diam(M, g). En rétractant pour chaque point x de S2 \ Tn (f) l'image f (x) le
long de yxt on obtient un nouvel élément /i : S2 ^ M non trivial du TT2(M) tel que

MS2) = Tn(T) u {yx;x e dTn(T)}.

Soit j e {1,. . . , /}. À chaque arête aj : [0,1] — S2 du graphe f, on associe une
famille de courbes basées en p de la manière suivante. L'ensemble {x e dTn(T) \
d{x, aj) ^ r]} peut être décrit par deux courbes ajt\ et ctjt2 paramétrées sur [0,1] de
sorte que d(cij(t),ajfi(t)) = d(o/(r), fly,2(O) ̂  e. Remarquons que les extrémités de
ces courbes sont des points de l'ensemble {xij \ i = 1,..., n, j = 1,. . . , }q}. On note
[ÛJM (f )/ fljf2(f )] l'image par f\ de la courbe de 7^(0 formée de la concaténation des
deux segments géodésiques minimisants (uniques comme e < inj(S2, /*g))de Tn(T) de
djfi (t ) à aj (t) et de aj(t) à djt2(t) respectivement. Comme

lsysp(M,g) > 2(Diam(M,g) + €)

et
u [«7,i(°)^/,2(0)] u (~yaji2{0))) < 2(Diam(M,g) +e),

on obtient en appliquant le procédé de Birkhoff à la courbe ya^fo) u [a;-,1(0),ayf2(0)] ^
(-y«J/2(0) ) u n e famille de courbes basées en p que l'on note «7(l/3 - 5) pour 5 variant
deOà'l/3 de sorte que <xj(O) = p; a7-(l/3) = yfljjl(o) u [fljfi(0),a^2(0)] u (-yfly2(0)) et

pour 5 G [0,1/3]. Ensuite, pour 5 variant de 1/3 à 2/3, on note à nouveau a j(s) la courbe
y«ifi(3j-i) u [a^!(35 - l)faji2(3s - 1)] u (-yaj§2(3s-i)) » et enfin, comme

yyflyil(D u [ a j - i d U ^ d ) ] u (-yÖJ-2(i))) < 2(Diam(M,g) +6),

<Xj(2/3) se contracte en /?via une seconde homotopie que Ton note ocy(5) pour 5 variant
de 2/3 à 1. On a alors une application continue

<xj: [0,1] - CMpcAM

associée à a;-telle que <xy(O) = «j(l) = pet lg(otj(s)) ^ 2(Diam(M,g) + e).

Soit i G {1, . . . , n}. On associe maintenant à chaque sommet xt une famille & :
[0,1] — AM de courbes basées en p vérifiant lg(f$i(s)) < 4(Diam(M,g) + e) pour
5 € [0,1]. On procède comme suit. Pour chaque couple (fc, kr) d'entiers (distincts)
de {1 , . . . , kf}, on note [x^, x^ ] l'image par f\ de la courbe formée de la concaténa-
tion des deux segments géodésiques minimisants de ̂ (f) de x^ à xz- et de x\ à x^y, et
[Xi> Hkl l'image du segment de xi à x^. Pour chaque k variant de 1 à Iq - 1, comme

lsysp(M,g) > 2(Diam(M,g)
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la courbe yx.k u [Xitk, *i,fc+i ] u (~YxiMl) se contracte en p via une homotopie qui nous
fournit une famille de courbes de longueur décroissante. Il en va de même pour la courbe
Yxiih. u [*if *,-;

 xi,\ ] u (~yjc,-fi ) • O
n n o t e ^ors Pi la famille de courbes obtenue en partant de

p jusqu'à y,.^ u [xit\,Xii2] u (-yXiiZ) en suivant Thomotopie précédente en sens inverse,
puis en concaténant cette courbe àThomotopie de p à yXi2 u [xit2f xl/3 ] u (-y^. 3 ), ensuite
en rétractant de manière évidente la courbe [je,-, Xff2] u {~yXi7) u yXi2 u [x(i2, Xi] en JC/. On
obtient ainsi la courbe yXil u [x^^x^] u {-yXii3) que l'on concatène avec l'homotopie
de pàyH3 u [xii3,xiA] u (-yXiA) puis on rétracte la courbe [xhxit3] u ( - y ^ ) u y ^ u
[*£,3> ^i] enxj. On obtient ainsi y .̂ 2 u [jc,-7l, x^] u (-y^^). En procédant ainsi de suite, on
arrive finalement sur la courbe yXiï u [ x^, x^ ] u ( - yx. km ). On suit alors Thomotopie qui
contracte cette courbe en p. Cette séquence d'homotopie nous fournit Pi : [0,1] — AM
qui vérifie ^,(0) = &(1) = p,etlg(Pi{s)) ^ 4(Diam(M,g) + e).

Chaque a7- (respectivement j8J induit une application [«;] : S2 — M (respective-
ment [jSJ : S2 - M).Dans7T2(M),

i=l 7=1

et comme [ ƒ]] * 0, il existe un /tel que [/?]; * 0 ou un j tel que [oc;] * 0.

On en déduit mm(M, g) < 4(Diam(M, g) + e), et ce raisonnement étant valable
pour tout e suffisamment petit, on obtient le résultat.

Il reste à considérer le cas où F est de dimension 1, mais n' est pas connexe. On peut
alors, en considérant séparément les composantes connexes de t et en les traitant sui-
vant les deux cas décrits précédemment, écrire notre élément [ ƒ ] initial comme une
somme d'éléments du type [cüj], [OLJ] OU [py ]. Ceci achève la démonstration.

2. Inégalité systolique sur les surfaces

2.1. Constante systolique et genre des surfaces

Soit (2, g) une surface riemannienne fermée. On note Aire (S, g) son aire et sys(X, g)
la longueur de la plus petite géodésique fermée non contractile dans (S, g).

On pose

où l'infimum est pris sur l'ensemble des métriques riemanniennes lisses de S. Cette
quantité s'appelle la constante systolique de Z et est strictement positive pour toute sur-
face de genre non nul ([9]).

Les valeurs explicites de a (Z) sont connues dans les trois cas suivants :
1. Le tore T2 (C. Loewner, non publié) pour lequel cr(T2) = y/S f 2, l'égalité étant at-

teinte pour le tore plat équilatéral.
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2. Le plan projectif réel O&P2 (P. Pu [18]), pour lequel a(RP2) = 2/n, l'égalité étant
atteinte pour la métrique ronde.

3. La bouteille de Klein K2 (C. Bavard [2]), pour laquelle a(K2) = 2V2/TT, l'égalité
étant atteinte pour une métrique à courbure constante positive avec singularités
le long d'un cercle.

Le comportement asymptotique de la constante systolique en fonction du genre
de la surface représente un problème intéressant. On note pour cela S | une surface de
genre h ^ 1, le + étant attribué au cas orientable et le - au cas non orientable.

Le résultat suivant a été démontré d'une part par M. Gromov [9], [10] pour l'estimée
inférieure, d'autre part par P. Buser et P. Sarnak [6] pour l'estimée supérieure :

THÉORÈME 5. — II existe des constantes universelles c etC telles que pour tout K^ 1,

h . . h

Pour une généralisation de ce type d'estimée dans le cas des dimensions plus gran-
des que 3, on pourra consulter [1].

En combinant les résultats d'une part de B. Bollobâs et E. Szemerédi [4], et d'autre
part de S. Kodani [13], nous retrouvons cette estimée inférieure asymptotique dans le cas
orientable :

THÉORÈME B. — Pour h ^ 1,

3(ln2)2 h
8

Le résultat de S. Kodani relie la constante systolique d'une surface orientable de
genre h à la constante systolique d'un graphe de caractéristique d'Euler ~2h. Cette der-
nière a été estimée inférieurement par B. Bollobâs et E. Szemerédi.

Dans la section suivante, nous présentons les résultats connus pour le problème
systolique sur les graphes, puis nous démontrons le théorème B.

2.2. Problème systolique sur les graphes et démonstration du théorème B

Rappelons quelques définitions standards au sujet des graphes. Un graphe fini G =
(V, E) est un complexe simplicial fini de dimension 1. C'est la donnée d'une paire d'en-
sembles finis {V, E}, où V désigne les sommets et £ les arêtes du graphe. Tous les graphes
considérés ici sont des multigraphes, i.e. des graphes finis dans lesquels on autorise les
boucles et les arêtes multiples. Les graphes seront également supposés connexes et non
orientés.



Sur des problèmes de la géométrie systolique 81

Suivant [4], nous nous plaçons dans le cadre des multigraphes pondérés. Un graphe
pondéré est une paire (G, w) où G = (V,E) est un graphe et west une fonction poids sur
les arêtes w : E — K+.On appelle w(e) le poids d'une arête ou d'un lacet. Le poids d'un
sous-graphe est la somme des poids de ses arêtes. Le poids du graphe pondéré (G, w) est
appelé volume et est noté Vol ( G, w). Tout graphe est naturellement identifié à un graphe
pondéré dans lequel le poids de chaque arête vaut 1. On note x(G) la caractéristique
d'Euler de G. On appelle systole de (G, w) et on note sys(G, w) le minimum des poids
d'un cycle non trivial de G (en théorie des graphes, on utilise le terme de girth). On pose
pour r ^ 1,

^ | (G,u,)tel
sys(G,w)

On dispose de l'estimée inférieure suivante [4] :

THÉORÈME 6. — Pourr ^ 2

' 21og2(r)+log2log2(r)+4'

où log2 désigne le logarithme en base 2.

On en déduit

a i ( r ) > _ 5 — + o(—\ . (2.1)
2 lnr Vlnr/

Ce comportement asymptotique est le bon, puisque l'on dispose de l'estimée supé-
rieure (voir [1]) pour r ^ 2,

lnr

Énonçons maintenant le résultat de S. Kodani [13] :

THÉORÈME 7. — Pour tout h ^ 1,

+ > (o-i^ft))2

h ' 12(2/i+l)*

Des inégalités (2.1) et (2.2), on déduit alors facilement le théorème B :

3(ln2)2 h ( h
8
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