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GEOMETRIE SYSTOLIQUE DES VARIETES DE
GROUPE FONDAMENTAL Z,

ivan K. BABENKO

Résumé

D’aprés un résultat de M. Gromov, les espaces projectifs RP™ sont des varié-
tés essentielles et donc les constantes systoliques 0, = o (RP™) sont strictement
positives. Dans cet article, pour une variété fermée M de dimension m et un épi-
morphisme ¢ de son groupe fondamental sur Z;, nous étudions la constante ¢-
systolique g¢ (M) comme une fonction de deux variables : M et ¢. Le principal ré-
sultat montre que, dans le cas orientable, cette fonction ne prend que deux valeurs:
0 et o,. Quelques résultats associés sont également établis.

1. Z,-systoles unidimensionnelles

Pour une variété riemannienne fermée non simplement connexe (M, g) de dimen-
sion m, désignons par sys, (M, g) (ou sys(M, g)) la plus petite longueur d’une ligne géo-
désique fermée non contractile sur M. Cette valeur est appelée la systole ou 1-systole de
M respectivement a la métrique g.

On sait actuellement que, pour des variétés vérifiant certaines conditions topologi-
ques, la systole vérifie I'inégalité isopérimétrique globale suivante :

sys(M, g)™ < C(M) Vol(M, g), - (1.1)

ou m = dim M et C(M) est une constante strictement positive ne dépendant que de la
topologie de M. Ce phénomeéne a été découvert pour la premiére fois par C. Loevner, en
1949 (voir [6]). Il a démontré que toute métrique riemannienne g sur le tore bidimen-
sionnel T2 vérifie :

2
e

De plus, I'égalité est vérifiée si et seulement si g est une métrique plate équilatérale.

sys(T?, g)* < —= Vol(M, g).

2000 Mathematics Subject Classification : 53C23, 57Q99.
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La principale direction de recherche en géométrie et en topologie des systoles uni-
dimensionnelles consiste a étudier I'invariant numérique suivant de M :

(M) = inf ~OL8)

—_—, 1.2
g sys;(M, g)™ (1.2)

ou g parcourt I'ensemble des métriques riemanniennes lisses sur M. Le nombre (1.2)
est appelé constante systolique de M. On voit que la stricte positivité de o (M) est équi-
valente au fait que M vérifie I'inégalité (1.1). Les deux questions suivantes résument les
principaux enjeux de la géométrie systolique :

1. Quelles sont les conditions topologiques sur M, qui assurent la stricte positivité de
o(M)?

2. Dans le cas ot 0 (M) > 0, quelle est sa valeur exacte ?

Une bonne forme de réponse a la premiére question a été trouvée par M. Gromov
[13] il y a plus que vingt ans : il s’agit de la notion de variété essentielle. Pour une variété
quelconque (non simplement connexe) M, il existe une application

d: M —_— K('IT](M), 1): (1-3)

unique a homotopie pres, ou K(m;(M),1) est le complexe bien connu d’Eilenberg-
MacLane, voir par exemple [21]. Soit [M]y la classe fondamentale de M considérée a
coefficients dans k = Z si M est orientable et a coefficients dans k = Z, sinon. Cette
classe nous fournit un élément

2. ([Mk) € Hp(K(m (M), 1);k).

La variété M est dite essentielle si &, ([M]x) + O et non-essentielle sinon. Le résultat sui-
vant de M. Gromov [13] donne une condition suffisante et maniable sur M pour garantir
la stricte positivité de o (M).

THEOREME DE GROMOV. — Pour chaque variété essentielle M,

o(M) > 0.

Pour les variétés orientables, il est en fait nécessaire que M soit essentielle pour as-
surer la stricte positivité de (M), comme cela a été démontré'dans [1]. Dans cet article,
I'invariance homotopique de o (M) a également été prouvée. Cela signifie que deux va-
riétés équivalentes a homotopie prés ont la méme constante systolique o.

La seconde question représente un probléme trés difficile. La valeur exacte de o (M)
n’est connue que dans les trois cas suivants : le tore bidimensionnel T2 (C. Loewner) ;le
plan projectif RP? (P. Pu 1952, [20]) ; la bouteille de Klein K2 (C. Bavard 1986, [5]). Pour
certaines variétés M, des bornes inférieures pour o (M) plus ou moins satisfaisantes sont
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connues. Cette question est assez avancée dans le cas des surfaces. On peut trouver plus
d'informations a ce sujet dans [7], [12], [13] et [16]. Actuellement, on est encore bien
loin du calcul précis de o (M), méme pour des variétés topologiquement assez simples
comme les espaces projectifs ou un peu plus général comme les espaces lenticulaires.

Le plan projectif RP? est 'unique surface ayant Z, comme groupe fondamental. Le
probléme systolique dans le cas m; (M) = Z, est donc complétement résolu dans le cas
dim M = 2. La topologie des variétés, dont le groupe fondamental est Z,, est trés va-
riée dans les dimensions supérieures. Le but principal de cet article est d'étudier o (M)
comme une fonction de M sur le sous-ensemble des variétés M ayant pour groupe fon-
damental Z,. En étudiant ce probléme, nous aurons besoin de comparer les constantes
systoliques de variétés de groupes fondamentaux différents. Dans ce but, nous utilise-
rons lanotion de ¢-systole. Fixons un groupe G de présentation finie. Soit M une variété
fermée telle qu'il existe un épimorphisme ¢: (M) — G. Désignons par sys, (M, g)
la plus petite longueur d’une ligne géodésique fermée non ¢, - triviales. Ici ¢, désigne
Y'application induite par ¢ sur les classes de conjugaison. Cela nous améne a définir la
constante ¢-systolique

Go(M) = inf —CKM, &) (1.4)

g sysy(M,g)™’
ou comme dans (1.2), g parcourt 'ensemble des métriques riemanniennes lisses sur M.
En considérant les différents épimorphismes ¢: m (M) — G (si ils existent), nous ob-
tiendrons les différentes constantes systolique o (M). Ici, G est fixé, et 1'on ne fait varier
que M et ¢.

Pour chaque épimorphisme ¢, une application analogue a celle de (1.3) est définie
uniquement a homotopie prés

$: M — K(G,1), (1.5)

si I'application induite sur les groupes fondamentaux ®,. coincide avec ¢. Par analogie
avec la définition ci-dessus, la variété considérée est dite ¢p-essentielle si ®, ([M1y) # 0.
Remarquons qu’une variété M peut étre essentielle au sens absolu et en méme temps
non-essentielle pour certains choix de ¢. Le théoréme de M.Gromov reste valable pour
I'invariant o4 si on remplace « essentielle » par « ¢-essentielle ». Nous allons étudier dans
ce travail le cas G = Z;,. Pour les ¢-systoles qui apparaissent dans ce cas, nous utilisons
la dénomination de Z;-systoles. -

Parmi les variétés m-dimensionnelles ayant Z, comme groupe fondamental, I'es-
pace projectif RP™ est la variété canonique. Pour I'aspect systolique, cette canonicité
est liée au fait que RP™ représente le m-squelette de I'espace K(Z,,1). Comme on le
verra cette propriété topologique triviale joue un role fondamental en géométrie des Z,-
systoles.

On voit facilement que chaque espace projectif RP™ est une variété essentielle etle
théoréme de Gromov implique donc que

om: =0(RP™) > 0.
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Comme nous le verrons, la suite {0, } ,,-, représente une suite de constantes fondamen-
tales en géométrie des Z,-systoles, bien que I’on ne connaisse leurs valeurs exactes que
pourm =1let2 (0 = ;27-, [20]). It serait intéressant de calculer toutes ces constantes, ou
au moins de les estimer de maniére assez fine. Actuellement ce probléme est loin d’étre
résolu. Les métriques a courbure sectionnelle constante donnent la borne supérieure
suivante : m

2

Om < ——2—,
" nEn ez +1)

ouTestlafonction d’Euler. Cette borne montre que la suite {0, };,-; décroit trés rapide-
ment.

Dans ce travail nous démontrons les résultats suivants :

TufoREME 1.1. — Soient M une variété orientable de dimension m et p: (M) —
Z, un épimorphisme. Alors 04 (M) ne peut prendre que deux valeurs : 0 et 0p,. De plus, si
m est pair, 0 (M) = 0 pour chaque épimorphisme ¢.

CoRoLLAIRE. — Une variété orientable m-dimensionnelle M, de groupe fondamen-
taleZ,, est essentielle, si et seulement si

(M) = op,.

Linvariant o4 (M) est une fonction des deux arguments M et ¢. En fonction de ces
arguments, on peut formuler une condition topologique simple, qui attribue a o4 (M) la
valeur 0 ou 0,,. Chaque épimorphisme ¢ se factorise naturellement sur I’épimorphisme

b Hi(m(M);Z;) — 7, (1.6)
qui a son tour est un élément du premier groupe de Z,-cohomologie

¢« € H (1, (M); Zy) = H' (M; Z,).

THEOREME 1.2. — Pour une variété orientable M de dimension m et un épimorphis-
me¢: m (M) — Z,, Végalité o4 (M) = 0, est vérifiée si et seulement si (P4 )™ = 0 dans
H™ (M, Zz)

Il semble que dans le cas non-orientable, 'invariant oy ne prenne de nouveau que
les deux valeurs 0 et o,,. Malheureusement, nous ne pouvons pas le démontrer dans
le cadre de notre approche. Dans un passage, que nous soulignerons par la suite, nous
utilisons l’existence de la classe fondamentale sur Z. Mentionnons encore un effet qui
n’apparait que pour les variétés non-orientables : on considére le revétement double M,b
correspondant au sous-groupe normal ker ¢ C 111 (M). Ce revétement peut étre orien-
table comme non-orientable. Il semble que ces deux cas soient systoliquement diffé-
rents. Pour les variétés non-orientables, nous ne démontrerons que la version faible du
théoréme 1.1. ’
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THEOREME 1.3. — Soient M une variété non-orientable de dimension m et ¢:
™ (M) — Z, un épimorphisme. Alors o4 (M) vérifie l'inégalité suivante :

0'¢(M) < Om.

Si m est impair et 1\74, est orientable, alors o¢ (M) = 0.

Le reste de cet article est consacré aux démonstrations des résultats énoncés. Dans
la suite, nous utilisons de maniére essentielle le concept de degré absolu, ainsi que les
théorémes de structure pour les applications dont le degré absolu est égal a 1. De telles
applications jouent un réle important dans certains problémes de topologie. Comme
cela a été démontré dans [22], chaque application de degré 1 entre deux variétés fer-
mées est déformable en une application monotone. En termes non-formels, on peut dire
que, a homotopie prés, les applications de degré 1 se représentent comme des « contrac-
tions » topologiques (les assertions exactes seront formulées par la suite). Les essais de
construction d’applications réciproques pour les applications de degré 1 nous aménent
au probléme de résolution des « singularités topologiques ». Le procédé de construction
de telles applications réciproques nécessite tout de suite de travailler dans une classe
d’espaces plus large que la classe des variétés. Nous travaillerons donc dans la classe
des polyedres simpliciaux finis. Cela nous améne donc aux problémes systoliques sur
les polyédres riemanniens finis. Cette approche a déja été bien utile en géométrie sys-
tolique. En particulier, elle a permis tout récemment d’avancer dans le probléme des
rigidités systoliques et intersystoliques des systoles de dimensions supérieures, voir [2},
[31, [4], [15].

2. Bornes supérieures des constantes systoliques et degré absolu des
applications

Ce chapitre est consacré a la partie la plus simple de la démonstration des résultats
énoncés, il s'agit de la majoration de 0. Plus précisément nous démontrons le résultat
suivant.

ProrosITION 2.1. — Soient M une variété de dimension m et ¢: 1y (M) — Z, un
épimorphisme. Alors 0 (M) vérifie l'inégalité

0¢(M) < Opm.

De plus, 0'¢(M) >0 si_etseulementsid)f," + 0dans H™(M; 7).

Lingrédient principal de notre démonstration est le résultat sur la structure des
applications, dont le degré vaut 0 ou 1. Parmi les définitions du degré d’une applica-
tion f: M} — M, entre deux variétés de méme dimension, deux définitions sont bien
connues : le Z-degré deg f (défini si les deux variétés sont orientables) et le Z,-degré
deg, f (toujours défini, mais contenant moins d'information sur f). Le degré le plus
utile pour la géomeétrie est celui que I’on appelle le degré absolu adeg f. Il est défini pour
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chaque f, et c’est un entier positif ou nul. La définition de ce degré, qui dépend forte-
ment des groupes fondamentaux de M; et M, est assez technique et nous renvoyons le
lecteur a [9]. Rappelons certaines propriétés de ce degré dont nous allons nous servir.

1. Si M;, i =1, 2 sont orientables, alors adeg f =| deg f |;
2. Dans tous les cas, adeg f = deg, f mod 2;

3. adeg f contrdle le nombre minimal de points dans g (y),y € Mpou g ~ fa
homotopie preés.

Le contenu exact de la troisiéme propriété est donné par le théoréme suivant de
Hopf, voir [9] pour la démonstration.

TaEOREME DE HOPF. — Soit f: My — M, une application continue entre deux va-
riétés de méme dimension m. Alors, il existe une application g homotope a f et undisque
plongé B™ C M, tels queg: g~'(B™) — B™ soit un revétement a adeg f feuillets.

La proposition 2.1 est une conséquence immédiate des propositions suivantes.

LEMME 2.2. — Soient M une variété de dimension m et ¢: 1, (M) - Z, un épimor-
phisme. Alors, il existe une application f: M — RP™ vérifiant les propriétés suivantes :

a). Vapplication induite sur les groupes fondamentaux f,: (M) — m (RP™) est
égalea ¢ ;

b). adeg f € {0,1}. De plus, adeg f = 1 si et seulement si ¢ = 0. En outre,
adeg f = 0 si m est pair et M est orientable, ou bien si m est impair, M est non-orientable
mais My, est orientable.

LEMME 2.3. — Soit f: My — M, une application continue entre deux variétés de
méme dimension m, telle que Uapplication induite f,: (M) — (M) soit un épi-
morphisme. Alors, l'inégalité suivante est vérifiée

o5, (M) < adeg f - g (Mp). (2.1)

Cette proposition coincide avec la proposition 2.2 de [1] et sa démonstration peut étre
obtenue en reprenant mot a mot la démonstration de [1]. En effet nous n’aurons besoin
que des cas ou adeg f € {0,1}. Le cas adeg f = 0 est une conséquence immédiate du
lemme 8.4 [1] et si adeg f = 1, alors la démonstration de (2.1) se trouve a la page 32 de
[1].

Le probléme de classification 2 homotopie prés des applications continues d'un po-
lyédre fini m-dimensionnel dans RP™ a été étudié dans [10] et [11]. Dans le lemme 2.2,
nous avons besoin de construire une application spéciale vérifiant certains propriétés
homologiques. Lexistence d’une telle application peut &tre déduite des résultats de {11].
Nous préférons ici donner une démonstration directe pour montrer la nature géomé-
trique particuliére de cette application.

Démonstration du lemme 2.2. — |L épimorphisme ¢ définit 8 homotopie prés une
application ®: M — RP*, qui vérifie I'égalité &, = ¢ sur les groupes fondamentaux. En
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choisissant ¢ déja cellulaire par rapport a la décomposition canonique de RP* et une
décomposition de M, on obtient une application ®: M — RP™ vérifiant &, = ¢. Re-
marquons que cette derniére application n’est pas, a ce stade, définie de facon unique,
et notre but est de montrer que nous pouvons la choisir de sorte qu’elle vérifie les condi-
tions du lemme. On considére séparément les cas suivants :

1. M estorientable,

a) m = 2k + 1. Soit h;: ™ — RP™ la projection canonique, posons h_; = hj o T
ol1 T est la réflection de S™ respectivement au plan x; = 0 de R™*!. 1] est évident que
deg h = 2¢, € = 1. On considére la suite d’applications

MMy s 2 rpm (2.2)

oi1 Papplication / contracte en un point une sphére plongée localement ™! ¢ B™ c
M.Posons ®; = (®V h)eol,nousobtenons de (2.2) que deg®; = deg®+2eet (P;)« = Px
sur 1My (M). Enitérant ce procédé avec un choix convenable de €, nous voyons facilement
que nous obtenons une application f = &;, qui vérifie la condition deg f = 0 ou 1.
Puisque dans le cas considéré M et RP™ sont orientables, adeg f = deg f.

b) m = 2k. Cette situation correspond au type IIb) de [9] et par définition
adeg® = 0.

2. M est non-orientable,

a) m = 2k. On considére le revétement double Md,. Si M¢ est non-orientable, alors
I'application @ ci-dessus est du type 111 [9] et, par définition, adeg® = 0 sideg, ® = O et
adeg® =1sideg, ® =

Supposons que Md, est orientable, dans ce cas, il admet le diagramme commutatif

suivant: - 3
My s™
Lo, L
M Rp™

Cette application & est du type Ib) et, par définition, adeg® = | deg 3|.0n procéde
de maniére analogue au cas 1a). On consideére le diagramme suivant :

ML My sy sm eV s™, (2.3)
od M v §™ v S™ estle bouquet équivariant sous I'involution v: M -~ M,M = M/v
renversant l'orientation; g, est un automorphisme de la sphére S™ de degré e = +1.
Remarquons que toute’la suite (2.3) est équivariante par rapport a I'involution v. Posons

=(@v ge vV qe) o l; puisqu’elle est v-équivariante, cette application se factorise sur
]’apphcanon ®;: — RP™. On voit aussi que deg ®; = deg® + 2¢. En itérant cette
construction avec un choix convenable de €, nous arrivons en quelques étapes a une

application f = &, telle que adeg f = | deg &, € {0,1}.

bym = 2k+1.Si 1\74, est non-orientable, alors @ correspond au type III de [9] et,
comme ci-dessus, nous obtenons adeg® = 0,si deg, ® = Oetadeg® = 1,sideg, ® = 1.
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Ensuite, si 1\74, est orientable, alors $ correspond au type IIc) de [9] et, par définition,
adeg® = 0.

Ainsi nous avons démontré 'existence d’'une application f: M — RP™ qui vérifie
les conditions a). et b). dulemme 2.2. Il reste a remarquer que adeg f = deg, f mod 2
et nous en déduisons que ¢ = f*(e™) # 0siet seulementsiadeg f = 1. Ceci achéve
la démonstration. O

3. Minorations des constantes systoliques

La proposition suivante est fondamentale pour démontrer les théorémes énoncés
dansla partie 1.

ProprosITION 3.1. — Soit M une variété orientable de dimension m admettant une
application
f:M — RP™ (3.1)

dedegrél. Alors 0 ¢, (M) = 0, ot f, estl'application induite sur les groupes fondamen-
taux.

Remarque. — Si le degré de f dans (3.1) est non-nul, alors f, est automatique-
ment un épimorphisme des groupes fondamentaux.

On voit maintenant que les théorémes 1.1, 1.2, 1.3 sont des conséquences directes
et immédiates des propositions 2.1, 3.1 et du lemme 2.2. Il nous reste donc a prou-
ver la proposition 3.1, dont la démonstration est techniquement la plus compliquée.
Les,parties 4 et 5 de ce travail y sont consacrées. Les propositions 2.1, 2.2 et 3.1 nous
éclairent également sur la nature algébrique de la constante systolique. On considére
I'ensemble de toutes les paires {(M, ¢)}, ot M est une variété orientable de dimension
met ¢: m (M) - Z, est un épimorphisme. Introduisons une structure de semi-groupe
en posant

(M, @) + (N, @) = (M#N, ¢ * @), (3.2)

ol ¢ * y estle produit libre de deux homomorphismes ¢ et  agissant sur 11y (M#N) =
mM) x m(N)(im > 2). Pour m = 2, ¢ *  serale produit amalgamé. Notons
JLJ," ce semi-groupe. En comparaison avec la théorie du bordisme, nous ne considérons
ici que la somme connexe de deux variétés, choix justifié par la nature géométrique du
probléme. Définissons ensuite I'application

Om: .//&d:” — 7, (3.3)
parla formule 0, (M, $) = 222 mod 2.

THEOREME 3.2. — Lapplication o, est un homomorphisme.
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Démonstration. — On obtient du théoréme 1.1 que 0, = 0 si m est pair. Consi-
dérons deux paires (M;, ¢;),i = 1,2, la dimension m étant impaire. Soient f;: M; —
RP™,i = 1,2 les applications du lemme 2.2. Puisque les M;, i = 1,2 sont orientables
et m est impair, le degré absolu coincide avec le degré entier, et on a donc deg f; €
{0,1},i=1,2. On consideére la suite d’applications

M#My —— My v My, Y2 RP™ y RP™ P RP™, (3.4)

ou 7 contracte en un point la sphére du recollement et p agit comme 'identité sur cha-
que composante du bouquet. Il est évident que

(po(fiVv f2) o h)x =1 % @2 et deg(peo (f1V f2) o h) =deg fi +deg fo.

Sideg fy = deg fo = 1, on tire du lemme 2.2 J'existence d'une autre application
f: Mi#M; — RP™telleque f. = ¢ *x ¢ppetdeg f = 0.Sideg f +deg fo < 2,0n
prend pour f l'application (3.4). Dans les deux cas, ’application déduite du lemme 2.2

f: Ml#Mz —_— RPm
vérifie la congruence suivante
deg f = (deg f1 +deg f2) mod 2.

Le théoréme est maintenant immeédiat d’apres la proposition 3.1 et le lemme 2.3. O

4. Géométrie différentielle sur les polyédres simpliciaux finis

Nous avons déja noté que travailler dans la catégorie lisse sur des problémes sys-
toliques n'est pas commode. Pour ces raisons, nous considérons notre probléme varia-
tionnel dans la classe des polyédres riemanniens finis et CW-complexes finis. Lefficacité
de cette approche a été montrée plusieurs fois, voir [1], [2], [3], [4], [15], [16]. Définis-
sons d’abord les objets nécessaires, voir [18], [21] pour les détails. Par polyédre simpli-
cial, nous entendons toujours un espace topologique muni d'une triangulation. Tous les
polyedres considérés ensuite seront des polyédres finis et donc compacts. Les complexes
cellulaires (CW-complexes) utilisés seront aussi finis et donc compacts. Remarquons que
la plupart des propositions sur les polyédres et CW-complexes utilisées dans la suite sont
valables dans des situations plus générales. Nous en resterons au cadre fini seulement
pour des raisons d’application géométrique.

DEFleoiv 41. — Un complexe cellulaire fini X est dit triangulé compatiblement si
1. X esttriangulé;
2. pour chaque k-cellule (B*, x) de X, x (B¥( %) ) est un sous-polyédre simplicial de X.

Ici B¥(r) est la boule euclidienne k-dimensionnelle de rayon 7, B¥ = B¥(1); x est
Papplication caractéristique d'une cellule.
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1l est bien connu (voir, par exemple, [19]) que chaque complexe cellulaire fini est
équivalent a homotopie prés a un complexe cellulaire triangulé compatiblement. Si
f: X — Y estune application continue de deux complexes cellulaires finis triangulés
compatiblement, alors elle est équivalente a8 homotopie prés a une application cellulaire
et simpliciale en méme temps. Tous les complexes cellulaires considérés ci-dessous sont
supposés triangulés compatiblement. Toutes les applications sont supposées cellulaires
et simpliciales.

Soient P un poly&dre et T C P un simplexe de la triangulation considérée. Ce sim-
plexe est homéomorphe par définition au g-simplexe standard A7 = conv{ep, ..., e;} C
R7*1, ol conv est 'enveloppe convexe et {e;} 7 est un repére orthonormé. Les coor-
données cartésiennes {xi}f=° de R9*! donnent les coordonnés barycentriques dans A7
et celles de T C P. Chaque ouvert U de I'hyperplan } 7 x; = 1 qui contient A7 sera
nommé un voisinage extérieur de T C P.

DEFINITION 4.2. — Une métrique riemannienne sur un polyédre P est une famille de
métriques riemanniennes {gr}+cp, 0it T parcourt tous les simplexes de P, qui vérifie les
conditions :

1. Chaque g est une métrique riemannienne lisse dans un voisinage extérieur de T.

2. Pour chaque paire de simplexes T, T» C P, on a l'égalité

8n |‘r1r'\-rz= 82 !-r;n'rz

considérée comme une égalité de deux formes quadratiques dans les coordonnées barycen-
triques de T, N T».

Une structure simpliciale sur P permet de travailler avec les applications lisses par
morceaux de Vintervalle I(1) = [0,1] dans P. Si P est muni d'une métrique rieman-
nienne g, on peut définir la longueur d’'un chemin lisse par morceaux «: I(1) - Pen
posant comme d’habitude

1
Ig(ax) =/ | o |gdt.
0

On utilise cette longueur pour définir la métrique sur P de laméme maniére que dansle
cas des variétés '

Pg(x,3) = inf lg(e0), (4.1) .

ol « parcourt ensemble des chemins lisses par morceaux joignant x, y € P. Obtenu de
cette facon, I'espace métrique (P, p) est un espace de longueur.

Considérons un polyédre riemannien (P, g) et un épimorphisme
¢: m(P) — G

ot G est un groupe fixé de présentation fini (par exemple G = Z; ).



Géométrie systolique des variétés de groupe fondamental Z, 35

DEFINITION 4.3. — La borne inférieure
Y5 (P, g) = inf lg(y),

oty parcourt l'ensemble des courbes fermées, lisses par morceaux, non ¢ -triviales, est
appelée la p-systolede (P, g).

Pour un polyédre riemannien quelconque (P, g) et pour chaque k-simplexe T € P,
son k-volume Vol (T, g) est bien défini. Si dim P = m, la somme totale des m-volumes
de tous les m-simplexes est appelée volume de P dans la métrique g. On note cette
valeur Vol(P, g). Remarquons que Vol(P, g) coincide avec la mesure de Hausdorff m-
dimensionnelle pour la métrique (4.1).

Définissons la constante ¢-systolique pour un polyédre quelconque P de dimen-
sion m comme dans le cas des variétés

Vol(P, g)

, 4.2
sys4 (P, &)™ “2)

04 (P) =inf
»(P) 0

ol g parcourt I'’ensemble des métriques riemanniennes simpliciales sur P.

Comme dans le cas des variétés, on peut définir les polyédres essentiels et démon-
trer un théoréme analogue au théoréme de Gromov, voir aussi [13]. Nous n’allons pas
nous servir de cette notion pour les polyeédres. Remarquons seulement qu’il existe deux
types d’essentialité pour les polyédres. Essentialité algébrique qui se définit avecla « clas-
se fondamentale » du polyédre et essentialité géométrique qui se définit avec les appli-
cations dans les complexes de dimension inférieure. Ces deux notions coincident pour
les variétés si on fait le choix convenable des coefficients en homologie. Elles ne sont pas
équivalentes pour un polyédre arbitraire, voir aussi le dernier chapitre.

Soit f: X — Y une application simpliciale entre deux poly&dres. Si g est une
métrique riemannienne sur Y, son image réciproque f*(g) est une forme quadratique
symétrique non-négative, mais en géneral dégénérée (si f n'est pas un homéomorphis-
me). Pour obtenir une vraie métrique sur X assez proche de f*(g), prenons une mé-
trique fixée h sur X. Par exemple, on peut utiliser comme % la métrique induite par le
plongement canonique X — AM~! c R¥, oi1 N est le nombre de sommets de X. Pour
t > 0, on pose ensuite f*(g) = f*(g) + t2h, ceci définit une métrique riemannienne
(simpliciale) sur X. Appelons cette métrique la t-image réciproque de g, voir aussi [1], ou
des métriques analogues ont été construites un peu différemment. Il est évident que f
contracte les distances par rapport aux métriques f*(g) et gpour chaque ¢t > 0, c’est-a-
dire

Lpf<lt>0. (4.3)
Nous allons travailler dans la suite seulement avec de petites valeurs du parameétre ¢. On
voit facilement (voir aussi [1]), que la proposition suivante est vérifiée :

LEMME 4.4. — Soit f: X — Y une application simpliciale entre deux polyédres.
Alors il existe une constante C ne dépendant que du type combinatoirede X,Y, f, telle
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que pour chaque métrique riemannienne g surY etchaque& > 0, il existe 6 > 0 telle que
I'inégalité suivante soit vérifiée :

Volg(X, f'(g)) < CVolx(Y,g) +¢, t <34.

DEFINITION 4.5. — Une application simpliciale f: X — Y entredeux polyédres sim-
pliciaux est appelée k-monotone, si pour chaque k-simplexetT C Y et pour chaque point

intérieury € T, f~1(y) est un sous-ensemble connexe dans X.

Les applications m-monotones des polyédres m-dimensionnels jouent un role fon-
damental dans la suite. Dans ce cas-13, la m-monotonie signifie que I'image réciproque
d’'un m-simplexe ouvert quelconque est un seul m-simplexe ouvert, ou bien cette image
réciproque est vide. On voit facilement qu’on peut prendre C = 1 dans le lemme précé-
dent pour une application m-monotone f.

LEMME 4.6. — Soient K;, i = 1, 2 deux polyédres m-dimensionnels et ¢;: ™ (K;) —
G deux épimorphismes. S’il existe une application m-monotone f: K — K, telle que

$1= P20 fy,alors
04, (K1) < 0¢,(K).

Démonstration. — Prenons un ¢ positif et soit g une métrique simpliciale quel-
congue sur K. Prenons t < é = §(&) comme dans le lemme 4.4. Avec (4.3) on obtient

Sys¢1 ('Kl’ ft(g)) ? sysd)z (I<21 g)'
Ceci avec le lemme 3.1 nous ameéne a I'inégalité suivante

Vol(K;, f¥(g)) < Vol(K, g) + ¢
(sysg, (K, FHN™ = (sys4,(Kz, £))™’

ce qui achéve la démonstration, puisque ¢ est arbitraire. (]

Soient K un polyedre et h: S¥"! — K une application simpliciale. On a ’homéo-
morphisme évident
K\B*=zm | cs*,
h sk-1
ol Z(h) estle cylindre de I'application % et CX est le cdne sur I'espace X. En appliquant
la triangulation du cylindre d’une application simpliciale [19] et en prolongeant cette tri-
angulation sur le cone, nous obtenons une triangulation sur K Lh) B qui coincide avecla

triangulation donnée sur K. Nous utiliserons toujours dans la suite cette fagon de pro-
longer une triangulation donnée sur une cellule recollée par une application simpliciale.

LEmMME 4.7. — Soient K un polyedre m-dimensionnel et ¢: m(K) — G un épimor-
phisme. Supposons qu'un polyédre L = K L}{ BF soit obtenu par recollement du disque k-

dimensionnel, k < m par une application (simpliciale) h, telle que la classe d’homotopie
{h} € ker ¢ sik = 2. Alors,
04 (K) = a4(L),
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ol 3) est la factorisation naturelle de ¢ (<’f> * ¢ seulementsik = 2 et {h} + 0).

Démonstration. — Linclusion K — L vérifie les conditions du lemme 4.6, ceci im-
plique l'inégalité o4 (K) < 0'$(L). Pour démontrer I'inégalité opposée, nous prenons
une métrique simpliciale quelconque g sur X et nous allons la prolonger sur L tout en-
tier. Posons I = sysy (K, g) + 3 et choisissons r pour vérifier I'inégalité Lip & < 1, sisurla
sphére $¥~! on prend une métrique ds? de courbure constante 1.

On considere le cylindre $¥-! x [0, ] muni de la métrique suivante :

(4.4)

;| (@ —uw) +uds?) +du?, 0<ux<l1
ds? + du?, 1<u<!

Ici u est la coordonnée sur Pintervale [0, 1],-h* (g) est I'image réciproque de la métrique-
g donnée sur S¥-1 induite par I'application simpliciale k.

Onrecolle ensuite une demi-sphére k-dimensionnelle de rayon r sur le bord §%-1 x
{1} du cylindre. Ceci nous prolonge la métrique g’ sur le disque B, Remarquons quela
condition
gl sk-1x{o} = h*(g)
nous assure le recollement métrique de g et g dans une métrique unie sur K L;f B*:nous
la désignons par g.

Pour des raisons de dimension, la cellule recollée n’a pas de contribution dans le
volume : Vol(L, §) = Vol(L, g). La construction de la métrique g nous garantit que la
constante de Lipschitzde 'inclusion (K, g) — (L, g) nexcéde pas 1, et alors sysg (L ® <
sys4 (K, 8).

On considére une courbe fermée non ('Eg -triviale y sur L, telle que sa g-longueur
vérifie I'inégalité :

Iz(y) < sysd,(K, g +1. (4.5)

Cette courbe ne peut pas appartenir complétement au sous-domaine u > 1 (c’est-a-dire
appartenir 2 V'intérieur de la cellule B¥), puisque elle serait contractile. Ceci implique
que y intersecte le sous-domaine K U {u < 1}. Si cette courbe intersecte aussi le sous-
domaine {u > %}, sa Jongueur est supérieure ou égale & sys, (K, g) + 1, gréce au choix
de [. Cecl est en contradiction avec (4.5) et nous en déduisons donc I'inclusion

1
ycKvu {u < '5}.
Soit ]
prkufug 5} —K
la projection naturelle, la construction de la métrique g nous garantit Lip p < 1.

Nous voyons alors que la courbe y” = p(y) appartient a K, est non ¢-triviale (p est
larétraction par déformation) et que salongueur vérifie l(y’) < lz(y). Ceci implique

sysg(K) < sysz(L),
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la démonstration est donc achevée. a

Soient K un polyédre de dimension m, P un polyédre de dimension strictement
inférieure a met h: P — K une application simpliciale. On considére le cylindre

Z(hy=pPx[0,1] |J K
(p.1)=h(p)

de cette application, il est évident que dimZ(h) = m. Linclusion j: K — Z(h) et
la projection p: Z(h) — K, sont toutes les deux m-monotones. Elles sont également
des équivalences d’homotopie, et induisent donc des isomorphismes des groupes fon-
damentaux. En appliquant le lemme 4.6 sur j et p, nous obtenons

LEMME 4.8. — Soient K et P deux polyedres et dimP < dim K = m. Alors pour
chaque application simpliciale h: P — K et chaque épimorphisme ¢: m(K) - G, l'éga-
lité suivante est vérifiée

04(K) = 0¢(Z(h)).

LEMME 4.9. — Soient K un polyédre de dimension m et P ¢ K un sous-polyédre,
dim P < m, qui soit contractile dans lui-méme. Alors pour un épimorphisme quelconque
¢: m(K) - G, lU'égalité suivante est vérifiée

04(K) = 0g(K| JCP).
P

Démonstration. — La contractilité de P assure I’existence d'une rétractionr: CP —
P, qui baisse la dimension. On considére la suite d’applications

K ——k|Jcp -k,
P

ou r’ est le prolongement de r par I'identité sur chaque simplexe de K \ P. Les deux ap-
plications i et 7’ sont m-monotones et elles induisent des isomorphismes sur les groupes
fondamentaux. Le lemme maintenant est immédiat d’aprés le lemme 4.6. O

LEMME 4.10. — Soient P un polyedre de dimension inférieure a m et K; = P }IJ B™,

ol les applications h;: S™! — P, i =0, 1 sont homotopes. Alors il existe une équivalence
homotopique m-monotone entre Ky et Kj.

Démonstration. — Soit H: S™ 1x] — Pune homotopie entre hy et k;. Définissons
I'équivalence homotopique F: Ky — K; par les formules suivantes :

F(x) = x; XeP
F(x) =2x; x € B™(3)
F(s,r) = H(s,2(1-1)); xe& B™(1)\B™(3).
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Dans la derniere formule, on pose x = (s,r) ou s € §™ 1, r e [-;—, 1] et on identifie
B™(1) \ B™(3) = ™' x [}, 1.

En appliquant le théoréme d’approximation simpliciale, nous pouvons considérer
la derniére application comme simpliciale. La condition de m-monotonicité est vérifiée,

puisque dim P < m — 1 et que F~!(x) contient un seul point quel que soitx € B™. [

La démonstration du lemme suivant est analogue a la précédente.

LEMME 4.11. — Soient P, i = 0,1 deux polyedres équivalents a homotopoie pres de
dimension inférieure a m et H: By — Py une équivalence d’homotopie simpliciale. Si
ho: S™ ! — By est une application simpliciale et hy = H o hy, alors il existe une équi-
valence d’homotopie m-monotone entre les deux polyédres

K=PR|JB™ i=0,1
h;

Remarque. — Les lemmes 4.10 et 4.11 sont évidemment valables si le nombre des
m-cellules recollées est supérieura 1.

CoOROLLAIRE 4.12. — Soient les polyedres K;, i = 0,1 vérifiant les conditions du lem-
me 4.10 ou bien celles du 4.11. Alors pour chaque épimorphisme

¢ mK) — G, i=0,1,

on a l'égalité :
04 (Ko) = 0¢(K7).

Pour chaque paire polyédrale P ¢ K'Y espace quotient K/ P possédela triangulation
naturelle. Cette triangulation peut étre obtenue a partir de la premiére subdivision bary-
centrique de la triangulation donnée sur K. On compte dans la suite que pour chaque
paire polyedrale P C K, I'espace quotient K/ P est muni de cette triangulation.

LEMME 4.13. — Soient K un polyédre de dimension m et P un sous-polyédre contrac-
tile dans lui-méme, dim P < m. Alors pour chaque épimorphisme ¢: m;(K) — G,ona
légalité

0'¢(K) = 0‘¢(K/P).

Remarque. — 1l semble que la restriction dimensionnelle dim P < m est, en géné-
ral, importante. Un contre-exemple (méme un-dimensionnel, K est un graphe) se trouve
dans [1]. Cet effet est trés lié avec le fait que o (K) n’est pas un invariant homotopique
pour un polyedre K quelconque (voir [1]). Par contre, rappelons que l'invariance homo-
topique de 0 (K) est valable si K est une variété. Dans ce contexte, nous sommes dans
le cadre général, c’est-a-dire K est un polyédre fini quelconque.
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Démonstration. — 11 est évident que la projection naturelle K — K/P est (aprés
une subdivision barycentrique) une application m-monotone. En appliquant le lemme
4.6 nous obtenons

04(K) < 04(K/P).

On définit une application
I: K — K| JcP
p

vérifiant les conditions suivantes :

1. I(P) = ¢ € CP, ou c désigne le sommet du cbne;
2. Il existe un voisinage (polyédral) U D> Ptelque l: K\ U — K \ P estun homéo-
morphisme et [(U) < CP.

On obtient de 1. que ! se factorise sur 'application

I: k/Pp — K|JcP.
P

Soit r’ 'application qui figure dans la démonstration dulemme 4.9. Puisque dim P < m,
nous obtenons que I'application 7’ o/ diminue la dimension de tous les m-simplexes T C
K tels que I(T) C CP.

On voit maintenant que la condition 2. assure la m-monotonicité de I'application
r'ol: K/P — K, ceci avec le lemme 4.6 implique I'inégalité principal

0'¢(K) > 0'¢(K/P)'

Pour finir la démonstration, il reste a construire une application ..

On considére un simplexe de dimension k T(vg, v;,..., Vx) etunentier -1 < p <
k — 1. Notons
Vit v; i A
wij=——=,0<i< pp+1< j<k

2
les milieux des arétes joignant les sommets {vy, . .., Vp} avec les sommets {vps1, . . ., Vi}.
Le sous-ensemble conv({w;;} f;ok j=pt1 ) divise T en deux convexes :

T+(p, k) = conv(vp, . .., vp; {wi;}), T-(p, k) = conv({w;}; vpr1, ..., V).

Si p=—-1nousposons T+(-1,k) = B, T_(-1,k) = (v, .- ., Vi)-

On voit facilement que la correspondance des sommets ~

sts(p)(ve) = va; 0SS a<gp
s+(p, k) (wig) ;s 0<i<p p+t1<B<Lk

définit de maniére correcte une application des corps convexes :

s¢(p, k): T+(p, k) — T(v0,-.., Vk)-
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Dela méme maniére la correspondance des sommets

s-(pk)(wg) = vg; 0LKi<p p+1<B<Lk
s-(pk)(y) = ¢ p+1<B<LEk

nous définit une application des corps convexes :
s-(pk): T-(p, k) — T(Wpt1,..., Vi €) = CT(Ups1, ..., Vk).
Ces deux applications s.. ( p, k) sont concordantes sur la frontiére commune
conv{w;j} = T+(p, k) N T_(p, k)
et elles définissent I'application continue

s(tpk): t(v,...,ve) — T(vo,..., Uk) U CT(Vpt15 .. -, Uk)- (4.6)

Remarquons aussi que la restriction de I'application (4.6) sur T+(p, k) \ conv{w;;}
est un homéomorphisme.

Ensuite en passant, si il est nécessaire, a une subdivision de la triangulation donnée,
nous pouvons considérer P comme un sous-polyédre complet dans K. Cela signifie que
si tous les sommets d'un simplexe de K appartiennent a P, ce simplexe, lui méme, ap-
partient & P. On considére le sous-polyédre N ¢ K maximal disjoint de P. Pour chaque
simplexeT ¢ N,ona

T(v,...,Vk), ou T(v,...,vp) C N, T(Vps1,..., V) C P.

On définit ! sur T en posant /| = s(p, k), ou s(p, k) est'application (4.6). On voit sans
peine que toutes les applications définies sur les simplexes différents n’appartenant pas
a N sont concordantes et qu’elles définissent I’application

I:X\N—-X\N|Jcpr.
P

En prolongeant / sur N comme Fapplication identique, nous obtenons une application
qui vérifie les propriétés 1. et 2. précédentes. Ceci achéve la démonstration. O

Remarque. — Lapplication construite, en général, n’est pas simpliciale sur K \ N.
Ce défaut est facile a corriger si on passe a une subdivision suffisante.

5. Constantes systoliques pour les polyédres orientables

En utilisant la teclinique développée dans §4, nous finissons la démonstration de la
proposition 3.1 et donc les démonstrations des théorémes 1.1 et 1.2.

DEFINITION 5.1. — Un polyédre X de dimension m est appelé orientable si
H,,(X;Z) =7 et Hy,(X; Z) n'a pas de torsion ;

X est appelé non-orientable si H,,(X; Z) = 0 et Hy,,_1(X; Z) contient un sous-groupe
isomorphe a Z;.
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Cette définition correspond a la définition de l'orientabilité des pseudo-variétés
(voir [21]), toutefois, nous aurons besoin dans la suite d’'une catégorie plus large que
la catégorie des pseudo-variétés. Remarquons que les polyédres utilisés par la suite ne
seront méme pas m-dimensionnellement homogenes [21].

La proposition 3.1 est la conséquence directe de la proposition générale suivante et
dulemme 2.3.

ProPOSITION 5.2. — Soit X un complexe cellulaire fini avec une seule cellule de di-
mension supérieure m. Supposons que X est orientable, posséde une triangulation co-
hérente avec la structure cellulaire et admet une application f: X — RP™ induisant
un épimorphisme des groupes fondamentaux et un isomorphisme en Z,-homologie m-
dimensionnelle, alors

07 (X) 2 om. (5.1)

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que I'énoncé de la proposition im-
plique I'imparité de m. En effet, supposons m pair. En appliquant ’homomorphisme de
Bockstein sur les Z,-classes fondamentales, nous obtenons

BUIRP*1y) = B(fu([X12)) = fx(B([X])) = fx(0) =0,
puisque I'orientabilité de X implique B([X],) = 0. D’autre part,
B(IRP**];) € Hpr(RP?; Z)
est le générateur. Cette contradiction nous montre que m est forcément impair, ce qui

sera supposé dans la suite de la démonstration.

On construit un nouveau polyédre K de dimension m vérifiant les propriétés sui-
vantes :

1). m(K) = Z,, 1l existe une inclusion i: X < K telle que i, = f sur les groupes
fondamentaux;

2).0(K)=o05(X);

3).il existe une application m-monotone #: RP™ — K,induisant unisomorphisme
des groupes fondamentaux.

On voit que 2), 3) etle lemme 4.6 implique I'inégalité (5.1).

Nous construisons le polyedre K en recollant des cellules par un procédé récursif,
posons Kj = X.

Le sous-groupe ker f, C m(X) est de présentation finie comme un sous-groupe
d’'indice 2. En recollant le nombre nécessaire de disques 2-dimensionnels par des appli-
cations simpliciales, nous obtenons un CW -complexe fini

k=K UB?'Z
Jj2
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et Vinclusion ijp: K — K, tels que m(K3) = Z; et (i12)« = fx-. Enfin, on prolonge la
triangulation donnée sur K; sur les disques deux-dimensionnels recollés, par le procédé
donné en §4. Cela définit une triangulation cohérente sur K; et i;, devient une applica-
tion simpliciale.

Ensuite, en éliminant par récurrence les groupes homotopiques supérieurs des
CW -complexes qui apparaissent, nous obtenons la suite des CW -complexes

K,=K,_1UB;-r;r=2,3,...,m—1 (5.2)
ir
et ]la suite des inclusions naturelles
ipg: Ky = Kjy2< p<gs<m-1 (5.3)

On triangule en accord avec les structures cellulaires les complexes (5.2) (comme il est
fait en §4), avec cela les inclusions (5.3) deviennent simpliciales. Le dernier complexe
construit K, vérifie les propriétés suivantes :

a) ™ (K1) = Z3;
b) Mi(Kp-1) =0;2< k< m-2;
€) (i1m-1)x = [« surles groupes fondamentaux;

d) (iim-1)%: Hp(X;k) — H,,(K,-1;k) est un isomorphisme pour chaque an-
neauk ;

&) 0(Kn1) =0y, (X).

Les propriétés a)—c) sont évidentes de par la construction ; toutes les cellules atta-
chées sont de dimension inférieure a m, ceci implique d) ; enfin le lemme 4.7 implique e).

Remarquons ensuite que les propriétés a) et b) garantissentl’existence d'une appli-
cation
h: RP™ ! — Ky,

qui induit un isomorphisme sur les groupes fondamentaux. On considére le cylindre
K = Z(h) de cette application. Le procédé de construction de K,,-; nous définit la
structure cellulaire dessus avec une seule cellule de dimension . La structure simpli-
ciale concordante est également définie. On prend sur RP™~1 la structure cellulaire ca-
nonique (une cellule dans chaque dimension) et on munit RP™ d’une structure simpli-
ciale concordante. En appliquant le théoréme sur ’approximation simpliciale, on peut
considérer I'application k& comme cellulaire et simpliciale en méme temps par rapport
aux structures cellulaires et simpliciales considérées. Ceci nous définit les structures cel-
lulaires et simpliciales eoncordantes sur K (voir [19]). -

Lelemme 4.8 avec €). implique maintenant
o(K) = 0(Kp-1) = 07, (X). (5.4)

On prolonge l'inclusion ij,,-1: X — K1 C K et on voit facilement que le polyedre K
vérifie les propriétés a)., b). et c). puisqu'il est équivalent 2 homotopie prés a K;,,—;. De
plus, I'inclusion i: RP™! — K induit I'isomorphisme des groupes fondamentaux.
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Enfin on passe a I’étape finale de la construction du polyédre K, elle consiste a éli-
miner les cellules « superflues » dans XK. Remarquons que R contient déja plus qu'une
cellule de dimension m (exactement 2 si on munit RP”~! de la structure canonique).
Des cellules m-dimensionnelles peuvent encore apparaitre pendant le procédé d’é]imi-
nation que nous allons effectuer. Notons e}’ runique m- -cellule de X. Puisque X C Rest
un sous-complexe, alors e} est une cellule de K.Nous appelons principale cette cellule,
qui va jouer un réle essentiel dans la suite. Les autres m-cellules ne seront pas impor-
tantes.

La paire (K, RP™"1) est m — 2-connexe et par un procédé topologique général, on
peut supprimer toutes les cellules de K n'appartenant pas 2 RP™"! de dimension infé-
rieure ou égale 2 m — 2. Ce procédé est bien connu en théorie d’homotopie, mais notre
but est de contrbler correctement certains invariants géométriques des polyédres obte-
nus. Pour cela nous redétaillons ce procédé sous un angle géométrique. Soit RP™~1 =

m—1
U e*la décomposition canonique.
k=0

Pas 0 : suppression des cellules de dimension 0. Soit e°( ) une 0-cellule de K diffé-
rente de e°. Compte-tenu de la connexité de K, il existe un chemin (simplicial) y(t),t €
[0,1]; y(O) = e%,y(1) = e%( ) passant dans le 1-squelette de K. Onrecolle le disque B>
avec Kpaxl’apphcauan y(t) définie sur le demi-cercle « sud » 9B = {x*+3? = 1}. Le po-
lyédre obtenu R U B? admet une rétraction par déformation sur K qui est évidemment

m-monotone. On obtient du lemme 4.6

g (K| B?) = a(K).
Y

Ensuite, en contractant en un point le demi-cercle « nord » du disque recollé, nous sup-
primons la cellule e®( ). Notons K () le poly2dre obtenu. Grice au lemme 4.13, ce pas-
sage respecte l'invariant o : o ( R()) = o(K). En itérant convenablement cette opéra-
tion, nous supprimons toutes les 0-cellules sauf e®. Nous notons K le polyedre obtenu ;
par construction, il est équivalent a homotopie prés a K et, comme nous I'avons prouvé,
o(K) = o(K).

Pas 1 : suppression en dimension 1. Ce pas est un peu différent du pas 0 et des
suivants, et nous Texposons donc de maniére plus détaillée. Soit e}, une 1-cellule de K
dlfferente de e'. Les cellules e}, et e! se représentent comme deux cercles plongés dans
Kl avec un seul point commun e°. Deux possibilités apparaissent :

(1) : e} et e! sont homotopes; (2) : e}, est contractile (dans e?).

On considére la premiére possibilité. En interprétant les 1-cellules comme des ap-
plications du cercle, nous obtenons e, o e! ~ 0. Alors, il existe une application (simpli-
ciale) du 2-disque Fy: B? - I?l telle que, sur le demi-cercle « nord » de 9B, elle coincide
avec e! et, sur le demi-cercle « sud », elle coincide avec e,. Considérons le disque 3-
dimensionnel B® = {(x, y, z); x* + y* + 2> < 1} muni de la structure cellulaire suivante :

m ™
f2=1{(0,%1,00}; fl={(xcost,sin 80— <t<Zh
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fP={xy2ix¥+y*+22 =1, z>0z<0)}; fP={(xy2;x*+y+2Z <1}

Recollons ce disque avec K, en prenant sur f2 l'application Fy. (On suppose de plus
que f] est envoyée par €', respectivement f! est envoyée par el,.) Le polyédre obtenu
K, | B? est déformable sur K; (lelongles segments verticaux du disque B®) et cette défor-

mat;on est m-monotone, puisqu’elle baisse la dimension. En appliquant le lemme 4.6,
nous obtenons ¢ (K;) = o (K; U B®). Strictement dit, pour appliquer le lemme 4.6, il faut

o
trianguler B a I'aide d’une triangulation cohérente avec la structure cellulaire considé-

rée et de telle facon que la déformation considérée plus haut soit simpliciale.

Ensuite, en contractant la cellule « libre » f2 le long les demi-cercles verticaux :
y = const, z > 0, nous déformons la cellule e}, en e!, et nous obtenons un polyédre
K (a0) équivalent 2 homotopie prés a K;. Une petite modification du lemme 4.13 nous
garantit que o ne se modifie pas par cette opération. Remarquons que cette modifica-
tion du lemme 4.13 est nécessaire uniquement si m = 3. Si la dimension m est > 3, ce
passage est automatique et toutes les applications impliquées sont m-monotones pour
des raisons dimensionnelles.

(2). La deuxiéme possibilité correspond au cas général pour toutes les k-cellules,
k > 2, et il est considéré plus bas. En itérant convenablement ce procédé de suppres-
sion des 1-cellules, nous supprimons toutes les 1-cellules sauf e'. Notons Kle polyédre
final. Il est équivalent 2 homotopie prés a &;, et donc 2 K. Comme nous I’avons montré,
o (&) = 0 (K).

Pas k > 2 :suppression des cellules en dimension k > 2.

Supposons que toutes les cellules de K de dlmenswns l < kk >22n apparte-
nant pas a RP™"! sont déja suppnmees Nous notons K le polyedre obtenu Soit e une
cellule k-dimensionnelle de K ' appartenant pas a RP™"! ¢ K. Gracear hypothése
d’'induction, cette cellule est recollée par une application

Uy: S¥1 — RPF1 c RP™ ! c K,

qui est triviale 2 homotopie prés dans RP™! (puisque k < m—1). Grace aulemme 4.11,
a son tour, on peut compter que u, est triviale, c’est-a-dire

ek (JRP™! = s¥\/RP™ L.

Ensuite, nous associons e{,(‘ aunespheére plongée S ¢ K. Ce plongement étant homoto-

piquement trivial (Trk(Kk) = 0, k < m - 2),1l existe alors une homotopie F,: Bk I?k
(que nous supposons simpliciale) telle que Fy | OBkl = Xek ou X signifie I'application
caractéristique d’'une cellule. On fait ensuite comme dans les pas 0 ou 1(2). On considere
la boule B¥*2, et on la recolle avec Ky par I'application F considérée sur la demi-sphére
«sud » 9s4,qB**2 C 9B¥*2, Le polyadre obtenu K |J B¥*2 est déformable sur K; (le long

Fx
des segments verticaux du disque B**2) et cette déformation est m-monotone. On ob-
tient du lemme 4.6,
o (&) = a(K.|J B¥?).
Fu
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Comme dans les pas 0 et 1(2), on contracte en un point le disque plongé d,,;aB**? C
dB¥*2 et on supprime par cette opération la cellule eﬁ. Lelemme 4.13 implique immédia-
tement que ce passage ne modifie pas l'invariant ¢. En itérant un nombre nécessaire de
fois cette opération, nous supprimons toutes les k-cellules n’appartenant pas 3 RP™ 1,
Ceci nous rameéne au CW -complexe IZ’,CH muni d'une triangulation cohérente (avec sa
structure cellulaire) et équivalent 2 homotopie prés a R, etde plus

o (&) = o (Ken1).

Linduction est achevée.

Nous pouvons reconduire le procédé de suppression des cellules jusqu’a la dimen-
sion k = m — 2 comprise. Le poly&dre K,,_, obtenu comme résultat de ce procédé serale
polyédre K qui nous intéresse. Nous avons démontré que o (K) = a(R) et compte-tenu
de (5.4), ceci implique que

o(K) =0y, (X). (5.5)

Lapplication naturelle
i:R—K (5.6)

est une équivalence homotopique, et alors de d). nous obtenons que la composition des
applications
iohym1: X =K —K (5.7)

induit un isomorphisme
(ie ,m—1)%: Hy, (X;k) — Hp(K; k)

quel que soit'anneau k. Soient K™~ le (m - 1)-squelette du CW -complexe K, Xem I'ap-
plication caractéristique de la cellule principale e]’. Nous avons donc I'isomorphisme

suivant
Xep

a1
H,,(B™,9B™; Z,) Hn(K,K™42,) 2 H,(K,Z,),

ol j, est’homomorphisme de la suite exacte de la paire (en général, j,! est défini par-
tiellement).

On considére la structure cellulaire du CW-complexe K. Par la construction
K™ 2 =RP™2 et soit

Km—l = RPm—l LrJ e‘rxn—l.

a=1

Toutes les applications.de recollement -
Uy: ™2 L K™ 2cRP™L1<a<r

sont contractiles dans RP™1, et alors K™~! est équivalent 2 homotopie prés au bouquet

r
k™1 = Rp™\/ s (5.8)

«=]
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Selon le lemme 4.11, un changement du squelette de dimension inférieure a m par un
CW -complexe de la méme dimension et équivalent 2 homotopie prés au squelette ne
change pas I'invariant o. Alors nous pouvons compter sur le fait que la structure cellu-
r
laire de K™ ! est donnée par la formule (5.8). Soit uy : ™! — K™~ ! = Rpm-1 \/ gm-1
o=1
Papplication de recollement de la cellule principale e avec K. On considere le sous-

complexe K’ = (K™ !|Je™) c K obtenu comme ce seul recollement de la cellule
U

principale. La cellule principale n’est rien d’autre que I'image par I'application (5.7) de
I'unique m-cellule du polyédre X. Alors I'application I = i e i ,,_; est en réalité une
application dans K’

I:X —-K cKk. (5.9)

On tire de I'asphérisité de RP™ (jusqu’ala dimension m — 1 comprise) que 'application
initiale f se prolonge en une application f,,-1: Kp,-1 — RP™. Grace a une équivalence
homotopique K;,,-; = K = K, cette application a son tour se prolonge en une applica-
tion .
f: K — RP™.
Alors f se décompose a homotopie prés: f = fo 1. On obtient que I’application induite
en m-homologie R
S Hm(KI; Zy) — H,,(RP™; Z,)

est un isomorphisme puisque f, estunisomorphisme.

Ensuite, chaque application g: RP™! — RP™ induisant un isomorphisme des
groupes fondamentaux est homotope a Yinclusion canonique. Compte-tenu de (5.8),
nous pouvons donc supposer que f | Rpm-1 estl'inclusion canonique et que f contracte
chaque terme S7*~! de (5.8) en un point.

Pour le revétement universel K™ ! de K™}, on ala décomposition suivante

Rm1=\/ smY(=)\/ s™1(0) \/ STl(+); 8, (5.10)

o=1 =1

ou 0 est I'involution correspondante sur R™1, Avec ceci, on suppose que l'involution
0 agit sur la décomposition (5.10) de la manigre suivante : sur $”1(0), 0 est la symé-
r
trie centrale; les bouquets \/ So’{“l (+) sont attachés aux pdles nord et sud de la sphére
o=1 :

$™~1(0) conformément et 6 transfere S7~! (+) avec S7~! (F). Si m est impair, 8 renverse
l'orientation sur $™~1(0) et nous supposons que les orientations de S7*"!(+) et S7!
sont choisies de telle fagon que 6 envoie S7~1(+) sur S7~!(%) en changeant I'orienta-
tion.

On considére les générateurs de Trm_l(I? m-1y =~ 11, 1 (K™Y
a;,1<a<rnb (5.11)

correspondant aux inclusions des (m — 1)-spheéres dans (5.10) et d’aprés le choix des
orientations plus haut. Ensuite, on considére ’application derecollement u,. dela cellule
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principale et son relévement i, : ™1 — K™-1, On décompose la classe homotopique
{ii,. } dans la base (5.11).

r r
{ii } = z Gxay +qb+ Z guar. (5.12)
a=1 a=1
On voit sans peine de (5.12) que I'application induite en homologie par f
fot Hu(K';Z) — Hn(RP™Z) (5.13)

est ]a multiplication par q. Puisque cette derniére application (5.13) est aussi non triviale
modulo 2, nous obtenons que g est impair.

On considére maintenant I’opérateur frontiére dans I'espace des m-chaines cellu-
laires correspondant a la décomposition cellulaire (5.8). On obtient de (5.12) I'égalité

,
dey = (qn—qa)en . (5.14)
o=]

Remarquons que la cellule e ! ¢ RP™! ne figure pas dans cette formule puisque m
est impair. Légalité H,,(K’; Z) = Z implique 9e” = 0, et avec (5.14), nous obtenons

gu=ds 1<agr (5.15)

On passe a la construction d’une application m-monotone
RP™ — K'c K

conservant les groupes fondamentaux. On définit Papplication de la sphére ™1 = {xf+

x5 + -+« +x2, =1} c R™ dans elle-méme par la formule suivante

q(x1, X2, X3, ..., Xpm) = (rcos(gP), rsin(qP), s, ..., Xm),

oit ¢’ = x; + ix,. Compte-tenu de la parité de g, cette application commute avec la
symétrie centrale de la sphére et elle définit donc I'application suivante

q: RP™! — RP™ 1, ' (5.16)

Cette derniére application induit un isomorphisme des groupes fondamentaux et la mul-
tiplication par g dans m;,_;(RP™ ). Définissons finalement I'application
F = F(q;9x, 1 € a < r) comme une application composée a Paide du diagramme
suivant

<~

m—1 m—1 § m—1 i la; m—1 ’ m—1
RP™ ! — RP™ 1/ s RP™1\/ sp-l. (5.17)

o=1 o=1

Lapplication a gauche de ce diagramme crée r « bulles » sur RP™~! en contractant en
un point r spheéres disjointes localement plongées $™~2 ¢ RP™ !, a = 1,2,...,7.En
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considérant les revétements universels, on voit facilement que sur m,,_;, F induit I'ap-
plication suivante

r r
E(b)=-)Y qiay+qb+>_qial, (5.18)
oa=1 oa=1

qui, selon (5.15), correspond a la décomposition (5.12). En prenant le cone sur l'applica-
tion F, nous obtenons I'application finale

RP™ = RP™ | Jcs™ ! <L g1 | cs™
b FE. (b)

Il est clair que cette application induit un isomorphisme des groupes fondamentaux et,
de par sa construction, elle est m-monotone. Avec le lemme 4.6, on tire de 1a que

o(RP™) < o(k™ ! |J cs™™). (5.19)
Fi (b)

En comparant (5.12) et (5.18), nous voyons que {u,} = F.(b), ceci avec le lemme 4.10
implique I'égalité
oK™ | J cs™ ) = o(K'). (5.20)
F(b)

Puisque K’ C K est un sous-polyeédre, nous obtenons d’aprés le lemme 4.6,
o(K') € o(K). (5.21)
En réunissant (5.19), (5.20), (5.21) et (5.5), nous sommes amenés a I'inégalité finale
o(RP™) < 07, (X),

ce qui achéve la démonstration. O

6. Remarques finales

1. Si X estun polyeédre non-orientable, nous pouvons seulement conclure, a la place
de (5.15) que:
qZEq; mod2,1<axr.

Dans le cadre de notre approche, ceci ne nous permet malheureusement pas de cons-
truire une application « réciproque » RP™ — K'.

Soulignoné une autre difference entre le cas orientable et non-orientable. Pour le
groupe Z,, les variétés essentielles orientables n’existent qu’en dimension impaire. Les
variétés essentielles non-orientables existent, par contre, dans chaque dimension supé-
rieure a 1. La complexité du probléme systolique pour les variétés non-orientables est
liée a I'existence de deux types de paires (M, ¢) non-orientables comme indiquées en
§2. Ces types dépendent de I'orientabilité du revétement double My et, dans le cas de la
dimension paire, les variétés essentielles existent pour les deux types.
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Ces deux types des paire (M, ¢) apparaissent déja en dimension 2 et I'alternative
gy = 00ul

reste en suspens pour une surface non-orientable arbitraire et un épimorphisme
¢: m(M) -~ Z; quelconque.

2. 11 semble que 'inégalité énoncée dans la proposition 5.2 puisse étre transformée
en I'égalité o, (X) = op, pour un polyedre orientable de dimension m. Malheureuse-
ment, dansle cadre de notre approche, cela n'est pas réalisable. Un exemple assez simple
etintéressant est donné par le polyédre suivant

)((3) = RPZ U B3;
3b

ou b € m,(RP?) est un générateur. On choisit également une application f: X —
RP3, qui soit I'identité sur le 2-squelettes, et satisfaisant la proposition 5.2.

Cet exemple nous raméne a la question générale suivante :

Soient X un polyedre fini orientable et ¢: T11(X) — Z, un épimorphisme. Quel est
l'ensemble des valeurs possibles pour la constante systolique 0 (X) en fonction de X et
ded ?

La notion d’essentialité et le théoréme de Gromov sont valables dans le cas des po-
lyédres finis riemanniens. Le polyédre X3y considéré plus haut est évidemment essentiel
et donc o(X3)) > 0, mais malheuresement, on ne sait pas calculer cette valeur exacte-
ment!

Lessentialité de Gromov est un invariant algébrique. Cet invariant est lié a l'essen-
tialité géométrique. Soient X un polyédre fini (orientable) de dimension m, G un groupe
de présentation fini et ¢p: 7 (X) — G un épimorphisme. Disons que X est géométrique-
ment ¢ -essentiel s’il n’existe aucune application f: X — K, avec K polyédre, qui vérifie
les conditions suivantes :

1. dimX > dimK;
2. ker f. = ker ¢ sur les groupes fondamentaux.

Lessentialité algébrique de Gromov implique évidemment I’ essentialité géométri-
que. Dans le cas des variétés orientables, ces deux notions d’essentialité sont équiva-
lentes comme cela est démontré dans [1]. Lexemple suivant nous montre que, dans le
cas général, c’est-a-dire pour un polyédre quelconque, les deux notions sont différentes.
Posons

X = RPZUB3.
2b

On peut voir facilement que X(;) est géométriquement essentiel. D’autre part, si
h: X(2) — RP* estl'application canonique alors I'application induite

h: Hy(X2);k) — Hy(RP®;k)
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sera triviale quelque soient les coefficients k. Ceci nous conduit a poser la question sui-
vante :

Est-ce qu'il existe des paires (X, ), ot X est un polyédre (orientable) ¢-essentiel,

tellesque oy (X) =02

(1]

[2]

{31

(4]

[5]

(61
(7]

(8]

{9l
(10]

(11]

12}

[13]

[14]

[15]

{16]

[17]
{18]
[19]

[20]

[21]

Je remercie Florent Balacheff, qui m’a aidé a rédiger ce texte.
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