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DES IMMERSIONS ISOMETRIQUES
DE SURFACES AUX VARIETES HYPERBOLIQUES
A BORD CONVEXE

Jean-Marc SCHLENKER

Résumé

Aleksandrov [Ale58b} et Pogorelov [Pog73] ont montré que les métriques induites
sur les surface réguliéres strictement convexes dans H® sont exactement les métri-
ques & courbure K > —1. Cet énoncé a plusieurs avatars concernant les polyédres
compacts, idéaux ou hyperidéaux. Des résultats duaux déterminent les troisiémes
formes fondamentales du bord, et s’énoncent dans certains cas polyédraux en ter-
mes d’angles diédres.

On détaille ici certaines extension de ces résultats quand on remplaceles sphéres
convexes de H> — qu’on peut voir comme le bord de boules — par les bords,
convexes, de variétés hyperboliques de dimension 3. On indique des éléments de
preuve de certains résultats récents. On énonce aussi d’autres résultats ‘partiels et
des questions ouvertes concernant les variétés hyperboliques, et les variétés anti-de
Sitter, a bord convexe.

Abstract

Aleksandrov [Ale58b] et Pogorelov [Pog73] showed that the induced metrics on
the smooth, strictly convex surfaces in H 3 are exactly the metrics with curvature
K > -1. Analogous statements concern compact, ideal or hyperideal polyhedra.
Dual results determine the possible third fundamental forms of the boundary, and
can be stated in some polyhedral cases in terms of dihedral angles.

We survey here some extensions of those results when the convex spheres in H3
— which can be considered as boundaries of balls — are replaced by the convex
boundaries of hyperbolic 3-manifolds. We also state some other partial results, and
some open questions, concerning hyperbolic and anti-de Sitter manifolds with
convex boundaries.
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1. Motivations et principaux énoncés

La théorie classique des surfaces dans R?, puis dans H3, a produit des résultats re-
.marquables concernant les immersions isométriques d'image convexe de surfaces dans
H3: d'aprés\ un résultat d’Aleksandrov et Pogorelov, chaque métrique réguliere h sur S?
a courbure K > —1 admet une unique immersion isométrique réguliére dans H3, et son
image est une surface strictement convexe.

Cet énoncé admet plusieurs variantes polyédrales, détaillées dans la section 2. Il
existe aussi un énoncé dual [Sch96] : les troisieémes formes fondamentales possibles de
ces surfaces sont exactement les métriques a courbure K < 1 dont les géodésiques fer-
mées sont de longueur L > 21, et chacune est atteinte exactement une fois. Les versions
. polyedrales de cet énoncé sont frappantes ; pour les polyédres compacts c’est un résul-
tat de Andreev [And70], Rivin et Hodgson [RH93], et pour les polyédres idéaux c’est d( a
Andreev [And71]. On pourra consulter la section 2 pour plus de détails.

Il semble que certains de ces résultats au moins peuvent s'étendre au cas ol on
remplace la surface convexe considérée dans H®> — qui borde une boule — par le bord
d’'une variété hyperbolique de dimension 3, lorsque le bord est convexe.

Une maniére alternative de formuler la question est la suivante. On considére une
variété de dimension 3 compacte a bord, soit M. On souhaite savoir si, étant donné une
telle variété — satisfaisant certaines conditions topologiques — elle admet des métriques
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hyperboliques pour lesquelles le bord est convexe, et, si oui, de quelle maniére on peut
paramétrer ces métriques par des quantités qu’on peut “lire” sur le bord.

Nos résultats concernent le cas des variétés qui admettent une métrique hyper-
bolique compléte convexe co-compacte. Il s’agit 1a d’'une condition topologique (voir
[Thu97}). On va considérer plusieurs types de bord distincts, pour lesquels les résultats
connus sont différents, et sont obtenus par des méthodes trés nettement différentes. On
mettra en avant les cas topologiquement les plus simples, quand la variété a bord consi-
dérée est soit une boule - 1a les résultats, classiques, sont rappelés dans la section 2 - soit
le produit d'une surface de genre g > 2 par un intervalle, avec une condition de symé-

trie sur les métriques construites - les questions peuvent alors se traduire en terme de ... -

surfaces équivariantes “fuchsiennes”.

Les variétés a bord régulier. — Les énoncés les plus simples, et actuellement les
plus satisfaisants, concernent les variétés dont le bord est régulier — un terme que nous
entendrons ici dans le sens C* - et strictement convexe. Certains aspects des preuves
sont par contre plus élaborées que dans les cas polyédraux.

On considére une variété (M,0M) compacte a bord, qui admet une métrique hy-
perbolique convexe co-compacte. On dispose de deux résultats, qui paramétrent les mé-
triques hyperboliques sur M, pour lesquelles le bord est convexe, d’'une part par les mé-
triques induites sur le bord, et d’autre part par les troisiémes formes fondamentales du
bord.

THEOREME 1.1 ([Sch02a]). — Soit g une métrique hyperbolique sur M, pour laquelle
le bord est régulier et strictement convexe. Alors la métrique induite sur le bord est a cour-
bure K > —1. Réciproquement, chaque métrique h sur oM a courbure K > —1 est induite
par un unique choixde g.

Notons que la premiére partie de I'énoncé est immeédiate, puisque la métrique in-
duite sur une surfaces strictement convexe de H? est a courbure K > —1 d’apres la
formule de Gauss. La partie existence de ce résultat a été montrée par Labourie [Lab92].

Avant d’énoncer le résultat concernant la troisieme forme fondamentale du bord,
- on va rappeler la définition de cette métrique, qui est certainement moins bien connue
aujourd’hui qu’au début du XXe siécle. Etant donné une surface S ¢ H? orientable et
réguliére, on choisit un champ de vecteurs normal unitaire a S, soit IV, et on définitI'opé-
rateur de Weingarten de S comme un morphisme de fibré :

B: TS - TS
X =~ -—-DxN,

ol D estla connexion de Levi-Civita de H>. B est symétrique pour la métrique induite sur .
S, qu’on notera partout I (elle est classiquement appelée premiére forme fondamentale
de S). On définit alors la troisieme forme fondamentale de S comme une forme quadra-
tiquesur T'S:

Vse SVX,)Y € I,S,lI(X,Y) = I(BX,BY) .
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D’aprés cette définition, si y est un chemin tracé sur £, la longueur de y pour Il me-
sure de combien le vecteur N “tourne” lorsque on parcourt y. Lorsque S est strictement
convexe, Il est une métrique a courbure K < 1.

THEOREME 1.2 ([Sch02a}). — Soit g une métrique hyperbolique sur M, pour laquelle
le bord est régulier et strictement convexe. Alors la troisiéme forme fondamentale du bord
estacourbure K < 1, et ses géodésiques fermées contractiles sont de longueur L > 217. Ré-
ciproquement, chaque métrique h sur oM satisfaisant ces propriétés est la troisieme forme
fondamentale de oM pour un unique choix de g.

La condition sur les longueurs des géodésiques peut s’exprimer comme demandant
que le revétement universel de oM, muni de la métrique relevée de h, est globalement
“strictement” CAT (1) : sa courbure est inférieure strictement a 1, et ses géodésiques fer-
meées sont de longueur strictement supérieure a 2.

On détaillera certains aspects des preuves des théorémes 1.1 et 1.2 dans la section
4. D'autres résultats concernent les variétés dont le bord contient des surfaces réguliéres
.-complétes mais non compactes, on les évoquera dans la section 5.

Les variétés a bord polyédral. — On souhaite considérer trois types de variétés a
bord polyédral, dont les bords ressemblent localement a un polyédre hyperbolique com-
pact, idéal et hyperidéal respectivement. Pour les définir convenablement, on considére
une métrique hyperbolique g sur M telle que le bord est convexe. On note d'abord qu'’il
existe une unique variété hyperbolique compléte, convexe co-compacte, dans laquelle
(M,g) se plonge isométriquement par une application qui induit un morphisme surjec-
tif sur 17, (M). On appellera cette variété I’ extension de M, et on la notera E(M).

Le revétement universel de E (M) est évidemment H3, et le revétement universel M
de M, muni de la métrique relevée de g, se plonge isométriquement dans H3, avec pour
image un domaine convexe, qu’on appellera M par abus de notation. On dira que (M,g)
est un variété a bord polyédral si deux conditions sont satisfaites :

— pour tout domaine convexe Q de H* tel que la restriction 4 Q de la projection ca-
noniquede H 3 sur E(M) est injective, I'intersection de 2 avec M estl’intersection
de Q avec un polyédre P ¢ H3.

— le bord de M ne contient pas de courbe fermée qui est une géodésique de (M, g).

La premiére condition exprime que oM “ressemble localement a un polyé&dre”. La se-
conde interdit que oM rencontre le cceur convexe de M, c’est une condition nécessaire
pour les énoncés de rigidité infinitésimale qu’on expliquera plus bas.

Le polyedre P qui apparait dans la définition peut étre de différents types; on dira-. -

que (M, g) est:

— une variété a bord polyedral compact si P est un polyédre compact. M est alors
I'enveloppe convexe d’'un nombre fini de points de E(M).
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— une variété a bord idéal, ou une variété hyperbolique idéale, si P est un polyedre
idéal, c’est a dire si tous ses sommets sont sur le bord a I'infini de H3. Dans ce
cas, M est I'’enveloppe convexe d’'un ensemble fini de points du bord & l'infini de
E(M), on appellera ces points les sommets de M.

— une variété a bord hyperidéal, ou une variété hyperbolique hyperidéale, si P est un
polyédre hyperidéal, c’est-a-dire I'intersection avec le modéle projectif de. H® (vu
comme P'intérieur de la boule unité ouverte By de R%) d’un polyadre de R® dont
tous les sommets sont hors de By, mais dont toutes les arétes rencontrent Bgp.

On pourra aussi parler de variété a bord semi-idéal si P est un polyédre semi-idéal, c’est-
a-dire dont certains sommets sont “dans” H°® et d’autres sont idéaux. Notons que,
comme la définition des variétés a bord hyperidéal autorise les sommets idéaux, les va-
riétés a bord idéal sont des cas particuliers de variétés a bord hyperidéal.

Un point important est que I'enveloppe convexe d’'un nombre fini de points de
E(M), ou de son bord a l'infini, n’est pas necessairement une variété a bord polyédral.
En effet, il se pourrait que le bord de cette enveloppe convexe rencontre le bord du cceur
convexe de E(M), et dans ce casl'une des conditions de la définition des variétés a bord
polyedral n’est pas satisfaite.

Variétés a bord polyédral compact. — Considérons d’abord le cas ol (M,g) est
une variété a bord polyédral compact. La métrique induite sur le bord est une métrique
hyperbolique a singularités coniques, et la courbure singuliére en chaque point singulier
est positive — en d’autre terme, I’angle total autour de chaque singularité est inférieur a
2mr. De maniére duale, la troisieme forme fondamentale du bord est une métrique sphé-
rique a singularités' coniques, avec une courbure singulieére négative en chaque
point singulier, avec des géodésiques fermées contractiles de longueur L > 27r. On pour-
rait penser que les théorémes 1.1 et 1.2 s'étendent a ce cadre ; dans ce cas, chaque mé-
trique a singularités coniques satisfaisant les conditions qu’on a énoncé serait la métri-
que induite sur le bord (resp. la troisieme forme fondamentale du bord) pour un unique
choix de g.

Variétés abordidéal. — Voyons ensuite le cas ot (M, g) est une variété a bord idéal.
La métrique induite sur oM est maintenant hyperbolique, avec un nombre fini de cusps
qui correspondent aux sommets de M. On pourrait croire que, comme dans le théoréme
1.1, chacune de ces métriques est obtenue pour un unique choix de g. Ceci West proba-
blement pas vrai, il est probablement nécessaire de considérer la notion plus générale de
variété a bord convexe qui est ]'enveloppe convexe d'un nombre fini de points dans une
variété hyperbolique compléte convexe co-compacte. Dans ce cadre on devrait pouvoir
obtenir un résultat d’existence, mais on ne sait pas si I'unicité s’applique.

QuUESTION 1.3. — Soit h une métrique hyperbolique compleéte sur oM privée d'un
nombre fini de points. Existe-t-il un couple (N,E), oit N est une variété hyperbolique coni-
plete convexe co-compacte difféomorphe @ M, et E est un ensemble fini de points dans
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9o N, tel que la métrique induite sur le bord de l'enveloppe convexe de E dans N est h ?
Est-il unique?

On expliquera dans la section 5 pourquoi on peut espérer obtenir un résultat d’exis-
tence (voir [Sch03]). La section 5 contient aussi des remarques sur une extension de cette
question aux métriques qui sont non pas hyperbolique; mais a courbure constante K €
] — 1,0[, et sur des questions analogues pour la troisieme forme fondamentale du bord.

Pour des raisons qu’on détaillera dans la section 5, I'analogue de la troisieme forme
fondamentale pour les variétés a bord hyperidéal ne dépend que des angles diédres, et
la condition sur les.longueurs des géodésiques de la métrique I se traduisent en termes .
des sommes, sur les chemins tracés sur le graphe dual de la combinatoire du bord de M, .
des angles diédres extérieurs. Ainsi, on al’analogue suivant du théoréme 1.2.

THEOREME 1.4. — On suppose que M est a bord incompressible. Soit I' un graphe
plongé dans 0M, qui est le 1-squelette d’une cellulation de oM. Soit w une application
de l'ensemble des arétes de T dans (0,7r). Il existe une métrique g sur M, telle que (M,g)
est une variété a bord idéal, avec une combinatoire du bord donnée parT et des angles di-
edres extérieurs donnés par w, si et seulement si, pour chaque chemin ferméy, tracé sur le
grapheT™ dual deT, la somme des valeurs de w sur les arétes empruntées y est supérieure
a2, avec égalité exactement lorsque y borde une face deT™. Dans ce cas, g est unique.

Lhypothése que M est a bord incompressible n’est peut-éure pas nécessaire, elle
intervient de maniére “technique” dans la preuve, comme on le verra dans la section 5.

Variétés a bord hyperidéal. — Supposons maintenant que g est telle que (M,g)
est une variété a bord hyperidéal. Le bord de (M,g) contient maintenant deux types de
points trés différents : d’'une part, des points “al’infini”, qui sont dans le bord a V'infini de
E(M) ; et d’autre part des points du bord de M qui sont dans E (M), et au voisinage des-
quels 0M ressemble a un polyédre hyperidéal. Lensemble des points “finis” de oM est
homéomorphe a M privé d'un ensemble fini de disques — un pour chaque sommet hy-
peridéal de M. Cet ensemble est muni d’'une métrique, induite par la métrique g, qui est
hyperbolique, compléte, mais d’aire infinie (sauf si tous les sommets de M sont idéaux,
c’est-a-dire si M est une variété a bord idéal).

THEOREME 1.5. — Supposons que M est a bord incompressible. Soit I le 1-squelette
d'une cellulation de oM, et soit w : I} — (0,71) une fonction définie sur l'ensemble des
arétes deT. Il existe une structure hyperbolique hyperidéale sur M, avec une combinatoire
du bord donnée parT et des angles diédres extérieurs donnés par w, si et seulement si:

~ la somme des valeurs de w sur chaque chemin fermé deT™ est au moins 21, et stric-
tement supérieure sauf si ce chemin borde une face;

— la somme des valeurs de w sur chaque chemin ouvert deT™ qui part d’'une face ety
revient, en étant homotope dans M a un chemin tracé dans f, est strictement supé-
rieure aTt.
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Cette structure hyperidéale est alors unique.

Les cceurs convexes de variétés hyperboliques. — Etant donné une variété hy-
perbolique compléte convexe co-compacte N, son caeur convexe est le plus petit sous-
ensemble Q2 de N qui est globalement convexe, c’est-a-dire que, si y est un segment géo-
désique de N dont les extrémités sont dans (, alors y C Q. Alternativement, on peut
le définir comme le plus petit sous-ensemble de N a bord localement convexe, et dont
Yinjection canonique dans N induit un morphisme surjectif sur les 77;.

Une remarque fondamentale, due a2 Thurston [Thu97], est que 9M est une surface
{dans E(M)) qui est convexe et réglée, et donc developpable. Sa métrique induite est
donc hyperbolique. Par contre, oM est “plissée” le long d'une lamination géodésique,
qui est munie d'une mesure transverse mesurant le “plissage”, c’est-a-dire la rotation du
vecteur normal lorsqu’on parcourt une courbe tracée sur la surface (on peut consulter
[Bon01] pour de subtiles considérations sur les laminations mesurées sur les surfaces).
La lamination mesurée de plissage est donc un analogue de la troisiéme forme fonda-
mentale du bord dans le cas régulier. On dispose d’énoncés qui sont analogues aux par-
ties “existence” des théorémes 1.1 et 1.2.

THEOREME 1.6 (Folklore??). — Soit h une métrique hyperbolique suroM. Il existe une
métrique hyperbolique g sur M, telle que (M ,g) soit le ceceur convexe d'une variété convexe
co-compacte, pour laquelle la métrique induite sur le bord est h.

THEOREME 1.7 (Bonahon, Otal [BOO01]). — Soit M une variété hyperbolique a bord
incompressible dont Uintérieur admet une métrique hyperbolique convexe co-compacte.
Soit o une lamination mesurée sur son bord. Il existe une métrique géométriquement finie
sur M dont « est la lamination de plissage si et seulement si les conditions suivantes sont
réalisées:

— chaque feuille fermée de ot a un poids au plus 1t ;
~ si M n'est pas un fibré en intervalle sur une surface compacte sans bord, alors
i(x,04) > 0 pour tout anneau ou ruban de Mdbius essentiel A dans M ;

— siM estun fibré en intervalle sur une surface compacte sans bord S, alors, pour toute
lamination mesurée non-triviale &' sur S, Uintersection entre o et la projection na-
turelle de o sur S est non-nulle.

Le second théoréme a été étendu au cas ot le bord de M n'est pas incompressible
par Lecuire [Lec02]. Ces énoncés seront détaillés dans la section 9.

Empilements de cercles dans le bord de M. — On verra dans la section 8 comment
lesrésultats qu’'on vient de mentionner, sur les angles diédres des variétés a bord idéal ou
hyperidéal, conduisent a des résultats sur les empilements de cercles sur le bord de M.

Un empilement de cercles dans le plan est un ensemble de cercles orientés bor-
dant des disques ouverts disjoints. Etant donné un empilement de cercle, on définit son
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graphes d’incidence: c’est le graphe ayant un sommet pour chaque cercle, et une aréte
entre deux sommets si et seulement si les cercles correspondants son tangents. La notion
de graphes d’'incidence est donc topologique. Les interstice d'un empilement de cercle
sont les composantes connexes du complémentaire de la réunion des disques ouverts
bordés par les cercles, ils correspondent donc aux faces du graphe d’incidence.

Ces notions s'étendent naturellement du plan a la sphére, puisqu’on dispose sur
S? d'une notion de cercle (les bords des boules géodésiques). Un théoréme classique de
Koebe [Koe36] affirme que les empilements de cercles sont uniquement déterminés par
leur combinatoire : étant donné un graphe I'sur S? qui est le 1-squelette d’une triangu-
lation, il existe un unique empilement de cercles sur $? (unique aux transformations de
Mobius prés) dont ce graphes est le graphe d'incidence. Comme ces cercles sont inva- -
riants par les transformation de Mdbius, les empilements de cercles vivent en réalité sur
CP!, et on peut méme parler d’empilement de cercle sur n'importe quelle surface munie
d’'une CP!-structure.

Soit N une variété hyperbolique compléte convexe co-compacte. Alors N = H3/G,
ol G est un groupe agissant par isométries sur H°, et donc par transformations pro-
jectives complexes sur S = 9, H3. Ainsi, le 9N est muni canoniquement d’une CP!-
structure. Il faut noter que, parmi les CP!-structures sur le bord de N, peu proviennent
d’'une métrique hyperbolique convexe co-compacte! Par exemple, si N est de la forme
=X (0,1), ou £ est une surface de genre g > 2, I'espace des CP!-structures sur le bord de
N est de dimension 24g — 24, alors que I'espace des métriques hyperboliques convexe
co-compactes sur N est seulement de dimension 12g — 12 (car il est paramétré par deux
copies de I'espace de Teichmiiller de X). '

TaEOREME 1.8. — SoitT un graphe plongé dans oM, qui est le 1-squelette d’'une tri-
angulation deoM. Il existe un unique couple (o,C), ot

— o est une CP!-structure sur 9M qui provient d’une métrique hyperbolique convexe
co-compacte sur M.

— C est un empilement de cercles, dans oM, pour o, dont le graphe d’incidence estT.

On peut voir ce résultat comme un analogue discret de la “version hyperbolique”
du théoréme d’Ahlfors-Bers, qui affirme que les métriques hyperboliques convexe co-
compactes sur M sont paramétrées par '’espace de Teichmiiller de 9M — dans la mesure
ol les empilements de cercles forment des analogues discrets des structures conformes.

Les variétés anti-de Sitter. — G. Mess [Mes90] a étudi€ les variétés modelées sur
I'espace anti-de Sitter, noté H, qui est une espace lorentzien de dimension 3 a cour-
bure constante —1. Il s’est intéressé en particulier aux variétés qu’on appelle maintenant
GHMC, pour “Globally Hyperbolic Compact Maximal”. Il s’agit d'un terme issu de la phy-
sique relativiste, et qui exige pour les mathématiciens une traduction : ce sont des varié-
tés M qui admettent une surface plongée S de type espace compacte (qui sera de genre
g > 2) telle que chaque point de M est joint a S par une géodésique de type temps,
et qu'aucun segment géodésique de type temps n'a ses deux extrémités sur S. Enfin le
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terme “maximal” signifie que M nadmet pas de plongement isométrique dans une va-
riété anti-de Sitter N + M. Ces variétés sont toujours difféomorphe au produit avec R
d’une surface de genre au moins 2.

Ces variétés anti-de Sitter GHMC ont la propriété de contenir beaucoup de surfaces
convexes de type espace, et méme beaucoup de sous-variétés de dimension 3 a bord
convexe. On peut donc se poser les deux questions suivantes.

QuESTION 1.9. — Soit S une surface de genre g > 2, et soient h),hy deux métriques
sur S a courbure K < —1. Existe-t-il une unique métrique anti-de Sitter g sur S X R telle
que les métriques induites sur les deux composantes connexes du bord soient hy eth, ? .

QUESTION 1.10. — Soit S une surface de genre g > 2, et soient hy,h, deux métriques
sur S a courbure K < —1. Existe-t-il une unique métrique anti-de Sitter g sur S X R telle
que les troisiemes formes fondamentales du des deux composantes connexes du bord soient
hyethy?

Un argument assez simple, utilisant la dualité entre les points et les plans de H?,
montre que ces deux questions sont équivalentes.

Les cas modéles. — Les énoncés mentionnés plus haut sont plus abordables dans
deux cas particuliers, d'une part lorsque M est une boule, et d’autre part dans le cas
qu’on appellera “fuchsien”, ¢’est-a-dire quand M est le produit d'une surface de genre
au moins 2 par un intervalle, et admet une involution isométrique qui fixe une surface
-fermée. Dans le premier cas; on retrouve des résultats en partie classique de la théorie
des surfaces ou des polyédres convexes, qu’on va rappeler dans la section 2. Dans le se-
cond cas, on peut se ramener a des questions d'immersions isométriques équivariantes
de surfaces, pour lesquelles des outils spécifiques sont disponibles.

Commengons par détailler le cas ou M est une boule. On ne peut pas patler du cas
anti-de Sitter, le seul cadre possible est donc hyperbolique. Le théoréme 1.1 est connu
depuis les travaux d’Aleksandrov [Ale58b] et de Pogorelov [Pog73], et le théoréme 1.2
-est contenu dans [Sch96]. La description des métriques sur les polyédres hyperboliques
compacts a été donnée par Aleksandrov [Ale58b], et le résultat correspondant pour la
métrique duale est dii a Andreev [And70] et a Rivin et Hodgson [Riv86, RH93]. Pour la
métrique induite sur les polyédres idéaux il s'agit d’un résultat de Rivin [Riv92], et, pour
les angles dieédres de ces polyedres, de Rivin [Riv96] et Andreev [And71]. Pour les poly-
édres hyperidéausx, le résultat sur les métriques induites est dans [Sch98a], alors que la
caractérisation des angles diédres est dfie a Bao et Bonahon [BB02] (certains résultats
de [Sch98a] décrivent-une version de la métrique duale de ces polyédres, ce qui n’est
pas sans rapport). Le théoréme de base concernant les empilements de, cercles vient de --
Koebe [Koe36].

Le cas fuchsien est un peu moins bien compris. La partie existence du théoréme
1.1 a été montrée par Gromov [Gro86]. L'analogue du théoréme 1.2 dans ce cadre se
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trouve dans [LS00]. Pour les variétés a bord polyédral “compact”, on ne dispose pas en-
core d'analogue du théoréme 1.1 (c’est'un des objets du travail de Frangcois Fillastre [Fil],
en cours de rédaction), mais 1’analogue du théoréme 1.2 est démontré dans [Sch01c}, qui
contient aussi un résultat d’existence pour les angles diédres lorsque le bord est “idéal”.
Enfin, ce qui concerne hyperidéal est traité par Mathias Rousset [Rou02]. On mention-
nera plus bas ce qu’on peut espérer pour les métriques anti-de Sitter.

D’ailleurs, pour certains résultats polyédraux au moins, I'étude du cas fuchsien est
une étape incontournable dans la démonstration de résultats “généraux”, pour des rai-
sons qu’on développera plus loin.

2. Rappels sur les surfaces convexes dans H*

On va rappeler d’abord pourquoi les résultats qu’on a énoncés plus haut sur les
variétés hyperboliques a bord convexe se traduisent, quand la variété considérée est une
boule, en des résultats classiques sur les surfaces ou les polyedres convexes.

Surfaces convexe régulieres dans H3. — Soit g une métrique hyperbolique sur la
boule B pour laquelle le bord est convexe. Alors (B,g) admet un plongement isométri-
que dans H? (unique aux isométrie hyperboliques prés), et son bord 9B peut donc se voir
comme une surface convexe plongée dans H3. Ainsi, les questions concernant les mé-
triques hyperboliques a bord convexe sur la boule peuvent se traduire en termes — plus
classiques — de surfaces convexes plongées dans H3.

Pour commencer, le théoréme 1.1 est équivalent & un résultat classique sur les im-
mersions isométriques de surfaces dans H3.

THEOREME 2.1 (Aleksandrov [Ale58b], Pogorelov [Pog73]). — Soit h une métrique
réguliere a courbure K > —1 sur S2. Il existe un unique plongement isométrique régu-
lier de (S?,h) dans H3.

Quant au théoréme 1.2, on peut le aussi le traduire en termes de surfaces convexes
dans H3.

THEOREME 2.2 ([Sch96)). — Soit h une métrique réguliére & courbure K < 1 sur S2.
Il existe une surface réguliére dans H® dont la troisiéme forme fondamentale est h si et
seulement si les géodésiques fermées de h sont de longueur L > 21. Dans ce cas, cette
surface est unique (aux isométries de H® pres).

La dualité hyperbolique-de Sitter. — C’est un outil important pour passer des
questions concernant la troisiéme forme fondamentale dans H* a la métrique induite
dans un espace dual, I'espace de Sitter. On trouvera diverses descriptions de cette dua-
lité dans [Thu97, Riv86, RH93, Sch98a, Sch01a], etc.
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Comme H3, I'espace de Sitter de dimension 3, qu’on note S3, peut se voir comme
une quadrique dans I'espace de Minkowski de dimension 4, R$:

H®={xeR}|(xx)=-1AXx >0},

S$={xeR}|(xx)=1}.

Ainsi S} admet une action isométrique de SO(3,1) qui est transitive sur les reperes or-
thonormés ; c’est un espace lorentzien a courbure constante égale a 1.

La dualité associe a chaque point de H* un plan totalement géodésique de type es-
pace de S3, de la maniére suivante. Etant donné x € S3, on considére la droite de R} -
passant par 0 et par x, qui est donc de type temps. Son orthogonal §* est un plan de di-
mension 3 passant par 0, de type espace, dont Vintersection avec S: est le plan dual de x,
qu’on note x*. De la méme maniére, on associe a chaque point de S; un plan totalement
géodésique orienté de H3.

La propriété cruciale de cette dualité, qu’on retrouvera sous différentes formes, est
que, étant donné deux plans hyperboliques P, et P, qui se rencontrent, I'angle qu'ils
forment est égal 2 la distance, dans S}, entre les points qui leurs sont duaux.

Soit S ¢ H*® une surface réguliére strictement convexe. Pour chaque point x € S, on
peut considérer le plan orienté tangent a S en x, etle point de S5 qui lui est dual. Lorsque
x parcourt S, ’'ensemble de ces points duaux parcourt une surface $*, qui est réguliére,
strictement convexe et de type espace dans Sf. La métrique induite sur S* est égale ala
troisiéme forme fondamentale de S — l'identification étant réalisée par I'application de
dualité — alors que la troisieme forme fondamentale de S* est la métrique induite sur S.

Surfaces convexes dans S3. — En utilisant la dualité, on peut réduire les questions
concernant la troisieme forme fondamentale des surfaces dans H? a des questions d'im-
mersion isométrique de surfaces dans I'espace de Sitter. Ainsi, le théoréme 1.2, dans le
cas particulier oit M est une boule, peut se formuler sous la forme suivante, proche des
énoncés de Pogorelov [Pog73] pour les immersions isométriques dans H? :

THEOREME 2.3 ([Sch96]). — Soit h une métrique réguliere sur S2, a courbureK < 1.
Il existe une unique immersion isométrique de (S?,h) dans S.

Polyédres hyperboliques compacts. — Dans le cas ou M est une boule, les ques-
tions concernant les variétés a bord polyédral compact sont résolues, et correspondent
a des résultats connus. D'une part, pour la métrique induite sur le bord, on a un résultat .
d’Aleksandrov.

THEOREME 2.4 ([Ale58b]). — Soit h une métrique hyperbolique a singularités coni-
ques sur S, avec des courbures singuliéres positives en chaque singularité. Il existe un
unique polyedre hyperbolique compact dont la métrique induite est h.
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Etant donné un polyédre compact P dans H* (ou bien dans R? ou dans S3, ¢a ne
change rien pour l'instant) on peut définir sa métrique duale de 1a maniére suivante. Soit
v un sommet de P, on considére d’abord le link de P en v, noté L(v); c’est un poly-
gone sphérique, défini comme Vintersection de P avec une petite sphére centrée en v.
On prend ensuite le dual de ce polygone, au sens de la dualité “projective”, c’est un autre
polygone sphérique, L* (v), dont les arétes ont pour longueur les angles de L(v). Ainsi,
lorsque deux sommets de P, soient v; et v,, sont adjacents, L*(v;) et L*(v,) ont des
arétes de méme longueur. Ceci permet de “recoller” les intérieures des polygones L* (v),
ol v parcourt les sommets de P. On obtient ainsi une métrique sphérique a singularités
coniques sur S, c’est la métrique duale de P.

La métrique duale doit étre considéré comme I’analogue polyédral de la troisiéme. .

forme fondamentale. En particulier, étant donné un polyédre hyperbolique compact P,
on peut utiliser la dualité entre les points de H? et les plans de S} — et entre les plans
de H? et les points de S} — pour définir le polyédre dual P* dans S3 : c’est le polyedre
convexe dont les sommets sont les points duaux des faces de P. Ses faces sont de type
espace, et sont contenue dans les plans duaux des sommets de P. Combinatoirement,
P* est le polyedre dual de P, si bien qu’a chacune de ses arétes correspond une aréte
de P.

PROPOSITION 2.5. — La métrique induite sur P* est la métrique duale de P. La lon-
gueur de chaque aréte de P* est égale a l'angle diédre extérieur de l'aréte correspondante
deP.

Lanalogue du théoréme 1.2 lorsque M est une boule peut se formuler de la maniére
suivante:

THEOREME 2.6 (Rivin, Hodgson [Riv86, RH93]). — Soit h une métrique sphérique a
singularités coniques sur S?, telle que la courbure singuliére en chaque point singulier est
négative. Supposons que toutes les géodésiques fermées de h sont de longueur L > 21t. 1l
existe alors un unique polyedre hyperbolique compact dont la métrique duale est h.

Polyedres hyperboliques idéaux. — On dans 'espace hyperbolique une notion
classique de polyédre “idéal” : ce sont les polyedres dont I'image dans le modeéle projec-
tif a tous ses sommets sur la sphére a I'infini. La métrique induite sur ces poly&dres est
toujours hyperbolique et d’aire finie, mais avec des cusps correspondant aux sommets.

On a aussi une notion bien définie d’angles diédres extérieurs pour les arétes de ces
polyédres. Il faut noter que le link des sommets peut encore étre défini, en remplacant la
petite sphére autour des sommets (quand ce sont des points de H®) par une horosphere
(pour les sommets idéaux). Comme la métrique induite sur une horosphére est plate,
le link d'un sommet est: maintenant un polygone euclidien. Le choix de ’horosphére
n’est pas unique — on a une famille & un parameétre de choix possibles, correspondant
des horospheéres “paralléles” — et le link est donc défini aux homothéties prés. Comme
la somme des angles extérieurs d'un polygone euclidien est égale a 27, on voit que la
somme des angles extérieurs des arétes arrivant en un sommet est égale a 217.
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Les polyédres idéaux ont aussi une métrique duale, on peut le constater par exemple
en approchant un polyédre idéal par une famille de polyédres compacts et en constatant
que leurs métriques duales converge. On peut procéder plus simplement comme suit.
Soit P un polyédre idéal, et soitI'le graphe dual du 1-squelette de P. Associons a chaque
aréte de I'une longueur, égale a I'angle diédre extérieur de I'aréte correspondante de P.
La longueur de chaque face de I — correspondant a un sommet de P — est égale a 21,
d’apres ce qu’on a dit plus haut sur les links des sommets. On peut donc, d’'une maniére
unique, y “coller” un hémisphére. En opérant ainsi pour chaque face de I' — i.e. pour
chaque sommet de P — on obtient une métrique sphérique a singularités coniques sur
S2, qu'on appelle la métrique duale de P.

Un point important est que, connaissant la métrique duale de P, il est facile de re-- .
trouver sa combinatoire et ses angles diedres. Ceci contraste fortement avec la situa-
tion concernant les polyédres compacts, pour lesquels la méme question r’a pas de ré-
ponse explicite (c’est d’ailleurs 1ié a plusieurs questions intéressantes, voir par exemple
[Sch00]). En conséquence, les énoncés analogues au théoréme 1.2 pour les polyédres
idéaux ne font intervenir que les angles diedres.

THEOREME 2.7 (Andreev [And71], Rivin [Riv96]). — SoitT un graphe plongé dans S?,
qui est le 1-squelette d’'une cellulation. Soit w une application de l'ensemble des arétes de
I dans (0,17). I existe un polyédre hyperbolique idéal P dont la combinatoire est donnée
parT et les angles diédres extérieurs par w si et seulement si, pour chaque chemin fermévy,
tracé sur le grapheT™ dual deT, la somme des valeurs de w sur les arétes empruntées pary
est supérieure a 211, avec égalité exactement lorsque’y borde une face deT™* . Dans ce cas, P
est unique.

On a aussi un résultat concernant les métriques induites sur les polyédres idéaux.

TuEOREME 2.8 (Rivin [Riv92]). — Soit h une métrique hyperbolique compleéte, de vo-
lume fini, sur S? privée de N points. Il existe un unique polyédre hyperbolique idéal dont
la métrique induite est h.

Il y a bien entendu des polyédres dont certains sommets sont idéaux, alors que
d’autres sont des points “normaux” de H3, on les appelle poly2dres semi-idéaux. Le théo-
réme 2.4 s’'étend a ce cas, mais il faut admettre des métriques sur la sphére qui ont des
cusps. Le théoréme 2.6 s’étend aussi, c’est un résultat de [Rou02] (en particulier pour
I’énoncé d’unicité, car I’existence est un conséquence assez facile du théoréme 2.6).

Polyédres hyperidéaux. — Ce qu’on vient de dire pour les polyédres idéaux s'étend
aux polyédres hyperidéaux — et en sont des conséquences — mais les preuves sont plus
délicates.

On peut définir les polyedres hyperidéaux dans le modele projectif de H*, ce sont
les intersections avec H> (identifié 4 la boule ouverte By de rayon 1 de R?) des polyadres
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euclidiens dont tous les sommets sont en-dehors de By, mais dont toutes les arétes ren-
contrent By. On dit qu'un sommet est strictement hyperidéal lorsque son image dans le
modeéle projectif n'est pas sur la sphére unité, sinon c’est un sommet idéal.

On peut aussi en donner une définition purement hyperbolique, bien entendu équi- -
valente : ce sont les surfaces polyédrales complétes, convexes, sans somimet, telle que,
pour chaque bout dont I'aire est infinie, il existe un plan orthogonal a toutes les faces
adjacentes a ce bout. L'équivalence entre les deux définitions se voit en remarquant que
ce plan n’est autre que le plan dual du sommet strictement hyperidéal correspondant.

On a un résultat concernant lJa métrique induite sur les polyedres hyperidéaux, c’est
un cas trés particulier d'un énoncé de [Sch98a] :

THEOREME 2.9. — Soit h une métrique hyperbolique compléte sur S? privée de N
points. Il existe un unique polyedre hyperidéal dont la métrique induite est h.

Il existe aussi un énoncé concernant les angles diédres :

TuEoREME 2.10 (Bao et Bonahon [BB02]). — SoitI un graphe plongé dans S?, qui est
le 1-squelette d’'une cellulation. Soit w une application de I'ensemble des arétes deT dans
(0,71). Il existe un polyedre hyperbolique hyperidéal P dont la combinatoire est donnée par
[ et les angles diedres extérieurs par w si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

— pour chaque chemin ferméy, tracé sur le grapheI™ dual deT, la somme des valeurs
de w sur les arétes empruntéesy est supérieure a 21 ;

— pour chaque chemin y tracé sur I, qui commence et finit sur une méme face, la
somme des valeurs de w sur les arétes empruntées par y est strictement supérieure
aT.

Dapns ce cas, P est unique.

Etant donné un polyédre hyperidéal P, on peut définir suivant [BB02] le polyedre
tronqué associé ; ¢’est un polyédre semi-idéal, obtenu en remplagant chaque bout de P
d’aire infinie par I'intérieur de son intersection avec le plan qui est orthogonal a chacune
des faces qui y sont adjacentes, on le notera P;.

Ces polyédres tronqués sont trés particuliers ; ils ont deux sortes de faces, des faces
“noires” correspondant aux faces de P, et des faces “rouges” suivant lesquelles la tronca-
ture s’est produite. On note en particulier que:

— chaque sommet est adjacent a exactement une face “rouge” ;
- deux faces “rouges” ne sont jamais adjacentes;;
— TI'angle diédral entre une face “rouge” et une face “noire” est toujours égal a 1r/2.

On peut définir la métrique duale d'un polyedre strictement hyperidéal comme la
métrique duale du polyédre tronqué correspondant. Les métriques qu’on obtient sont
alors, elles aussi, trés particuliéres: elles sont obtenues par recollement d’“hémisphéres
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singuliers”, chacun étant le quotient par une rotation d’angle au moins 27t du relevé uni-
versel d’'un hémisphére privé de son “centre”. Une remarque importante de [Rou02] est
que, étant donné la métrique duale d'un polyédre hyperidéal, il est facile de reconstruire
sa combinatoire et ses angles diédres. En suivant cette idée, on peut retrouver le théo-
réme 2.10 comme une conséquence du théoréme 2.6, appliqué aux polyédres tronqués
— c’est fait par M. Rousset dans [Rou02].

3. Le principe général des preuves

Espaces de métriques et de variétés a bord. — Le principe général de la preuve
est le méme pour les différentes situations qu’on a esquissées dans les sections précé-
dentes. On définit d’'une part un espace de métriques sur oM, qu’on notera dans tous les
cas . Pour la preuve du théoréme 1.1, s# est I'’espace des métriques réguliéres sur oM,
a courbure K > —1; pour la preuve du théoréme 1.2, c’est 'espace des métriques régu-
liéres sur M a courbure K < 1, telles que les géodésiques qui sont contractiles dans M
sont a courbure L > 2. Pour les situations polyédrales, on a des définitions analogues,
dans lesquelles on fixe le nombre de points singuliers sur chaque composante connexe
du bord. Une différence importante est que, dans ces cas polyédraux, les espaces de mé-
triques sont de dimension finie.

On définit aussi un espace de métrique hyperboliques sur M, avec des conditions
au bord correspondant au probléeme qu’on se pose. On le notera ¢ dans tous les cas. Par
exemple, pour la preuve des théorémes 1.1 et 1.2, ¢ estl’espace des métriques hyperbo-
liques sur M pour lesquelles le bord est régulier et strictement convexe.

On a alors un opérateur naturel ® : € — 2#, qui associe a chaque métrique g € 9la
métrique induite sur le bord, ou la troisieme forme fondamentale du bord, suivant qu’on
veut montrer un analogue du théoréme 1.1 ou un analogue du théoréme 1.2. L'objectif
sera, dans chaque cas, de montrer que ¢ est un homéomorphisme entre ¢ et #. Pour
I'atteindre, on doit montrer plusieurs points:

1. ¢ et o sont des espaces de méme dimension, ou, lorsque le bord est lisse,  est
Fredholm d’'indice 0;

2. d® est partout injectif;
3. ® est propre.

Le point (2) est un énoncé de rigidité infinitésimale — on ne peut pas déformer un peu
la métrique hyperbolique sur M sans que cela se “lise” sur la métrique induite, ou la
troisiéme forme fondamentale, de son bord. Lorsque (1), (2) et (3) sont assurés, on sait
que ¢ est un revétement de # par ¥, il faut utiliser des arguments de type topologique
pour montrer que c’est en fait un homéomorphisme — ce pourrait étre le point (4) dans
la description de la stratégie en 3 points décrite ci-dessus.

Applications Fredholm et dimensions des espaces. — Dans les cas polyédrauy, le
premier point a montrer est que ¥ et &# sont de méme dimension. Pour calculer la di-
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mension de 5# — en fonction du genre des composantes connexes du bord et du nombre
de points singuliers qu’elles portent — il faut utiliser la description des métriques a cour-
bure constante et a singularités coniques, en fonction de la structure conforme sous-
jacente, suivant les résultats de [Tro91]. Pour calculer la dimension de ¥, on utilise
d’abord le théoréme d’Ahlfors-Bers, qui donne la dimension de 'espace des métriques
hyperboliques convexe co-compactes sur une variété donnée, et on termine avec des
arguments élémentaires.

Lorsque on cherche des résultats avec un bord régulier, ¥ et 5 ne sont évidemment
plus de dimension finie. Lanalogue de I'égalité des dimensions est alors le fait que ¢
est un opérateur Fredholm d’indice 0 entre € et s£. Rappelons que cela signifie que le -
noyau et le conoyau de d® sont tous deux de dimension finie (c’est la définition d’'étre
Fredholm), et que la différence entre ces deux dimensions (I'indice) est nul.

Le fait que ® est Fredholm est une conséquence de l'ellipticité des équations aux dé-
rivées partielles sous-jacentes au probléme qu’on considere. La maniére la plus naturelle
de montrer cette propriété serait de considérer I'opérateur linéarisé d® comme associant
a une déformation au premier ordre de la métriques sur M une variation au premier
ordre de la courbure de Ricci de M et de la métrique induite (resp. de la troisiéme forme
fondamentale) du bord. On peut alors montrer (voir [Sch01b]) en appliquant des tech-
niques classiques que le probléme correspondant est un probléme au bord elliptique, et
il suit que d® est Fredholm.

. Néanmoins ’approche utilisée dans [Sch02a] est moins directe, elle décompose les
déformations des métriques hyperboliques sur M (pour lesquelles le bord est convexe)
en deux composantes :

— les déformations de la variété compléte convexe co-compacte E (M) dans laquelle
M se plonge isométriquement, le plongement induisant un isomorphisme sur les
™

— les déformations dans les bouts de E (M) des surfaces correspondant aux compo-
santes connexes du bord de M, ou de leurs relevements en des immersions équi-
variantes d’une surface dans HS.

En appliquant le théoréme de I'indice, on peut calculer la dimension de I'espace des dé-
formations isométriques d'une surface équivariante dans H* (ou de I'espace des défor-
mations qui ne changent pas la troisiéme forme fondamentale). En appliquant le théo-
reme d’Ahlfors-Bers, on calcule aussi, dans le produit des espace de métriques hyper-
boliques complétes sur les bouts de N, quelle est la codimension du sous-espace des
éléments qui proviennent d'une métrique compléte sur E(M). On constate alors que les
deux nombres coincident, et on en déduit que I'indice de d® est nul.

Rigidité infinitésimale. — C’est le point le plus difficile dans les questions qu’on
amentionné, et c’est surtout parce qu’on le comprend mal que certaines questions res-
tent ouvertes. 11 existe au moins quatre outils radicalement différents pour montrer des
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énoncés de rigidité infinitésimale.

1. Legendre [Legll] et Cauchy [Caul3]’ ont développé une jolie démonstration, ba-
sée sur un argument combinatoire et sur les propriétés des polygones dans S?,
pour montrer la rigidité infinitésimale des polyédres convexes euclidiens. Cette
démonstration a été étendue aux problémes de rigidité pour les angles diédres des
polyédres hyperboliques compacts [Riv86, RH93], idéaux, et hyperidéaux [BB02].
I. Iskhakov [Isk00} a aussi étendu cette preuve aux surfaces équivariantes dans R}
dont la représentation associée fixe un point.

2. Pogorelov a défini une application remarquable (décrite dans la section suivante)
qui permet de “traduire” les problémes de rigidité infinitésimale d’'un espace a
courbure constante dans un autre. En utilisant le résultat de Legendre et Cauchy,
on voit que les poly&dres convexes dans H3 sont aussi infinitésimalement rigides.
On va voir ci-dessous que ce type d'idée méne a des résultats de rigidité infinitési-
male pour les variétés hyperboliques a bord convexe régulier.

3. Colin de Verdiére [CdV91] a remarqué que des énoncés de Thurston [Thu97] sur
les empilements de cercles — intimement liés aux poly&dres idéaux, voir section
8 — sont reliés a une fonctionnelle, identifiée par Bragger [Brd92] et Rivin [Riv94]
comme étant le volume hyperbolique. On expliquera cette approche dans la sec-
tion 6, elle a I’avantage important de s’étendre des polyédres aux variétés a bord
polyédral idéal ou hyperidéal.

4. Pour certaines situation “polyedrales”, on peut “doubler” des objets hyperboliques
— par exemple des cceurs convexes des variétés hyperboliques lorsque la lamina-
tion de plissage a pour support une union de courbes fermées simples — pour ob-
tenir une céne-variété hyperbolique dont la singularité est un link. On peut alors
appliquer un théoréme de rigidité de Hodgson et Kerckhoff [HK98] pour ces ob-
jets, et en déduire un résultat de rigidité infinitésimale pour les objets polyédraux
de départ.

Compacité. — Montrer que $ est propre revient a montrer un résultat de compa-
cité: si on se donne une suite d’éléments g, € ¥, telle que la suite des images ®(g,,)
converge dans &, alors (g,) »eN admet une sous-suite convergente. La encore plusieurs
approches trés différentes sont possibles, chacune étant adaptée a certaines situations.

Pour les polyédres hyperboliques, lorsque on considére les questions concernant la
métrique induite, le probléme de compacité est simple. Dé&s qu’on se penche sur la mé-
trique duale, les choses sont plus subtiles. Il est en particulier important de comprendre
comment apparait la condition sur les longueurs des géodésiques. Une idée possible,
suivie dans [RH93], consiste a montrer qu’'une dégénerescence dans une suite de poly-
édres implique I'apparition d'un “long tube fin” et donc a une géodésique trés courte
pour la métrique induite, et aussi — par dualité — a une géodésique de longueur 27T
de la métrique duale. Une approche différente, exploitée dans [Sch98a], utilise la suite
des polyedres duaux (dans I'espace de Sitter), dont une sous-suite converge dans le mo-
dele projectif. Les dégénérescences dans I’espace hyperbolique correspondent alors a

1. La contribution de Legendre, mal connue, a été signalée par I. Sabitov.
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des phénomeénes géométriques simples dans R3. L'avantage de cette approche est d’étre
assez générale — elle s’applique par exemple aux polyédres hyperidéaux — et on peut
trouver dans [Sch01a] une extension a des poly&dres dans S} qui ne sont pas des duaux
de polyedres hyperboliques, faisant apparaitre un autre phénomeéne de dégénérescence.

Une autre approche, qui s'étend beaucoup mieux des polyédres aux variétés a bord
polyédral idéal, consiste a choisir une sous-suite telle que la métrique sur chacune des
faces converge, ainsi que les quantités qui décrivent les “recollements” entre ces faces
(on montre que I'absence de sous-suite sur laquelle ces quantités converge implique
I'existence d’'une géodésique courte de la métrique induite, et donc d’'une géodésique
de longueur 27T de la métrique duale). Si on sait que les angles diédres convergent aussi,
on en déduit, en considérant le relévement des composantes connexes du bord en des -
surfaces poly&drales équivariantes dans H3, que les variétés 2 bord polyédral considé-
rées convergent.

Enfin, pour les variétés a bord régulier, la technique utilisée est radicalement dif-
férente. Il faut encore considérer les relevement des composantes connexes du bord
en des surfaces équivariantes. Pour ces surfaces, on dispose de résultats de compacité,
essentiellement issus du théoréme de compacité de Gromov pour les courbes pseudo-
holomorphes [Gro85], voir les travaux de Labourie [Lab89, Lab94, Lab97], et [Sch96] pour
ce qui concerne la troisieme forme fondamentale.

Terminons en mentionnant le probléme concernant les laminations de plissages
des bords des cceurs convexes des variétés hyperboliques; le résultat d’existence obtenu
par Bonahon et Otal dans [BOO01] repose essentiellement sur un énoncé de compacité —
on verra pourquoi dans la section 9 — dans un cadre ou1 le probléme est particuliérement
subtil.

Fin des preuves. — Le point (4) du schéma de preuve mentionné plus haut est celui
‘pour lequel il est le plus difficile de donner description générale. Dans les meilleurs cas,
il suffit de montrer que ¥ est connexe, et que 5% est simplement connexe. Dans d’autres
cas, en particulier polyédraux, ¢ca peut étre plus compliqué, car il est difficile de montrer
directement la connexité d’espaces de métriques polyedrales. Une solution est d’utili-
ser la connexité d’espace des métriques réguliéres, et un argument d’approximation qui
montre que, étant données deux métriques polyedrales, on peut les joindre par un che-
min passant seulement par des métriques polyedrales, mais avec un nombre de points
singulier qui peut étre élevé.

4. Variétés a bord régulier compact

On va maintenant donner une description plus détaillée des preuves des théorémes
1.1 et 1.2. On se limitera au cas des variétés quasi-fuchsiennes, c’est-a-dire qu’on suppo-
sera que M est le produit d'une surface S de genre g > 2 par un intervalle ; le cas général
se montre de la méme maniére, mais certaines notations sont plus simples, et la repré-
sentation heuristique est plus facile, dans ce cas particulier. On se concentrera aussi sur



Des immersions isométriques de surfaces aux variétés hyperboliques a bord convexe 183

la preuve du théoréme 1.1, et on notera simplement a la fin de la section quelles idées
supplémentaires conduisent a la preuve du théoréme 1.2.

Lopérateur & est Fredholm. — Comme on I'a mentionné dans la section 3, on va
réduire cet aspect a une étude des surfaces équivariantes dans H3. On notera pour cela.
&, 'espace des immersions équivariantes réguliéres et strictement convexes de S dans
H?3, considérées aux isométries globales de H® prés. Rappelons qu’une immersion équi-
variante de S dans H3 est un couple (¢,p), ol ¢ : S — H3 est une immersion du revé-
tement universel de S dans H3, et p : 1, — PSL(2,C) est un morphisme de groupe, tels -
que: N

Vx € §,Vy € m(S),¢(yx) = p(¥)P(x).

On note bien entendu ¢ 1'espace des métriques hyperboliques sur S X R pour les-
quelles le bord est régulier et strictement convexe. Etant donné une métrique g € ¥, on
peut relever chacune des composantes connexes de 0M en une immersion équivariante
de S dans H3. On en déduit une application:

Y8~ & X &.

Notons aussi .4, I'espace des métriques réguliéres a courbure K > —1sur §; d'apres la
formule de Gauss, la métrique induite sur S par une immersion équivariante strictement
convexe est a courbure K > -1, si bien qu’on a une application naturelle ¢, : & — .
Ennotant ¥, := @, X 3 1 & X & — My X Mg, On voit que:

=Y, Y.

Soit p une représentation de 71 (S) dans H 3, on note &(p) 'ensemble des immer-
sions équivariantes de S dans H 3 dont la représentation est p. Considérons la différen-
tielle dy, de I'application ¢, en un point (¢,p) € &(p). Elle associe a chaque défor-
mation infinitésimale d’une immersion équivariante la variation au premier ordre de sa
métrique induite. Une déformation infinitésimale de (¢, p) est déterminée par un champ
de vecteur de H3 défini le long de <I>(§), ayant une propriété d'équivariance. Par contre,
les déformations tangentes a &(p) correspondent aux champs de vecteurs invariants
sous l'action de p, c’est-a-dire aux sections réguliéres du fibré F sur S qui est le pull-back
du fibré tangent de de H® par I'immersion ¢.

Le fibré F peut se décomposer en deux composantes, correspondant aux compo-
santes tangentielle et normale a S, soit:

F=TSe® NS,

ol NS est simplement le fibré trivial en droite réelle sur S. La variation.de la métrique
induite qui correspond a une section u de NS est simplement: ul, ou I est la seconde
forme fondamentale de S. Ainsi, pour comprendre 1'opérateur y,, il faut comprendre
I'opérateur g3, qui a une section de TS associe la composante orthogonale a I de la
variation au premier ordre de la métrique induite de S. Or il est assez facile de voir que
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cet opérateur 5 est elliptique du premier ordre, et que son symbole principal est celui
de I'opérateur d de la seconde forme fondamentale de S. Ainsi :

ind(p3) = —(6g - 6)

d’apres le théoréme de Riemann-Roch (ou le théoréme de 'indice). En reprenant la dé-
finition qu’on vient de donner, on voit que , est aussi Fredholm, d’indice:

—(6g—-6)+12g-12=6g-6,

car I'espace des représentation du groupe fondamental de S dans H? est de dimension -
12g — 12. Donc ¥, est Fredholm d’indice 12g — 12.

Mais un élément ((¢1,01),(P2,02)) de & X & est dans I'image de ¥ si et seulement
siles représentations p; et p, sont égales ; elles sont alors égales a la représentation d’ho-
lonomie de la métrique qui est leur image réciproque, qui est unique. Comme I'espace
desreprésentations de 1, (S) est de dimension 12g—12, on voit ainsi que ¥; est Fredholm
d’'indice —(12g — 12), et donc que Y est Fredholm d’indice 0.

Compacité. — L'élément central dans la preuve de ’énoncé de compacité néces-
saire pour le théoréme 1.1 concerne les suites d'immersions isométriques d’'une surface
a courbure K > —1 dans H3.

LEMME 4.1 ([Lab97]). — Soit (h,) neN une suite de métriques C* sur D? a courbure
K > -1, qui converge vers une métrique réguliére h & courbure K > —1. Supposons
que d,(0,0D?) > 1. Soit xy € H3, et soit ( f,) nen une suite d'immersions isométriques
fn: (D?,hy,) — H3, avec f(0) = xo. Alors:

- soitil existe unesous-suitede ( f,) quiconverge C® vers une immersion isométrique
de (D?,h) dans H®.

— soitil existe un segment géodésique’y > 0 sur lequel unesous-suitede( f,) converge
vers une immersion isométrique vers un segment de H® ; et, de plus, lintégrale de H,
sur chaque segment transverse a’y diverge quandn — oo.

On considére donc une suite d’éléments g, de ¢, qui sont donc des métriques hy-
perboliques sur M pour lesquelles le bord est convexe, telle que la suite (®(gr))neN
converge. Soit 9;M I'une des composantes connexes du bord de M. On lareléve en une
surface équivariante dans H3, qui réalise donc une suite d'immersions isométriques
équivariante de 9;M, munies des métriques qui sont les restrictions a o; M des ®(g,),
dans H3.

La seconde alternative de ce lemme est interdite, car I'énoncé sur la divergence de
I'intégrale de la courbure moyenne montrerait que la surface devrait étre “trés courbée”, -
ce qui n’'est possible — la surface étant plongée — qu’en présence d'un long tube fin, ce
qui contredirait la convergence de la métrique induite. Le lemme montre donc que la
suite d'immersions équivariantes doit converger (apreés extraction d’'une sous-suite) au
voisinage de tout point, et donc, par un argument diagonal, sur tout compact.
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En appliquant ce résultat aux deux composantes connexes du bord, on voit aisé-
ment que la suite de métriques (g,) neN cOnverge.

Lapplication de Pogorelov. — On passe maintenant au point crucial de la preuve
du théoréme 1.1, la rigidité infinitésimale des variétés hyperboliques a bord convexe. On
va utiliser pour cela un outil remarquable découvert par Pogorelov [Pog73], qui permet
de “traduire” les énoncés de rigidité infinitésimale de H* dans R3, ot ils sont plus facile
a aborder.

Lapplication de Pogorelov est un morphisme de fibrés & : TH® — TB?, ou B
est la boule unité dans R3, qui est “au-dessus” de I'application du modele projectif de
H?3, dansle sens ol pour v € T, H*, &y (v) € T,B? o y est'image de x dans le modele
projectif. Elle peut se définir simplement de la maniére suivante. On note x, I'image réci-
proque de 0 dans H3, et, en chaque point x = xo de H3, on appelle “radiale” 1a direction
de xo, et “latérale” les directions orthogonales 2 la direction radiale. De méme, dans B3,
on appelle radiale la direction de 0, et “latérale” les directions orthogonales a la direction
radiale. Alors:

- &y préserve la norme, et la direction, des vecteurs radiaux;
— ®y agit sur les vecteur latéraux comme la différentielle de I'application du modéle

projectif, i.e. “comprime” leur norme d'un facteur 1/ cosh(p), ol p estla distance
(hyperbolique) a xp.

La propriété fondamentale de cette application est qu’elle préserve les déforma-
tions isométriques. o

LEMME 4.2. — Soit S une sous-variété de H>, et soit S son image dans B® par le mo-

-dele projectif. Soit v un champ de vecteurs définilelongde S, et soitv := &y (v). Alorsv est

une déformation isométrique infinitésimale de'S si et seulement si v est une déformation

isométrique infinitésimale de S. En particulier, ®y envoie les champs de Killing de H® sur
des champs de Killing de B3.

Le second point suit du premier en prenant pour S I'espace H* tout entier.

Géométrie euclidienne. — On souhaite montrer que la différentielle de I'applica-
tion ® : ¢ — # est partout injective. On considére donc un point g € ¢, c’est-a-dire
une métrique hyperbolique sur M pour laquelle 9M est régulier et strictement convexe.
On considére le revétement universel de M, muni de la métrique relevée de g; on peut
le considérer comme un domaine de H3, a bord convexe, soit Q. Bien entendu, Q n’est
pas compact, mais rencontre au contraire le bord a I'infini de H?® le long de I'ensemble
limite de M, qu’on notera A. On notera aussi S := 9Q, qui est donc une surface compléte
de H3, réguliére et strictement convexe, dont le bord a I'infini est H3.

On considére 'image de S dans B® par le modele projectif, c’est une surface S, stric-
tement convexe, qui rencontre la sphére unité S? le long de I'image de A, qu’on notera
encore ici A par abus de notation. Les propriétés cruciales de S sont les suivantes.
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LEMME 4.3. — S est C1! ; au voisinage de A, son vecteur normal tend vers le vecteur
normal a S%. De plus, ses courbures principales sont comprises entre deux constantes stric-
tement positives.

La preuve de ces deux points utilise de maniére cruciale le fait que, en dehors d’'un
compact de H3, 'angle entre S et la direction radiale est toujours supérieure a une cons-
tante og > 0. On peut en déduire directement le premier point, simplement en considé-
rant 'action du modele projectif, qui “comprime” les directions radiales par un facteur
1/ cosh?(p) (o1 p est la distance a xp) et les directions latérales par un facteur seulement
1/ cosh(p).

Pour le second point, on note d’abord que, dans H?, les courbures principales de
S sont bornées entre deux constantes strictement positives, simplement par compacité
de M. Ensuite, il faut remarquer que, le modéle projectif étant projectif, il agit de ma-
niere conforme sur la seconde forme fondamentale des surfaces, le facteur conforme
étant donné par 'angle entre I'image du vecteur normal 2 la surface dans H? et le vec-
teur normal 2 la surface image dans B®. La transformation des courbures principales
est donc déterminée par la variation de la métrique induite sur S. Mais la minoration
d’angle qu’on vient de mentionner permet de montrer aisément que la transformation
de la métrique induite sur S en la métrique induite sur S est quasi-conforme, avec un
facteur conforme qu’on peut estimer ; on en déduit que les courbures principales de S
sont égales, a un facteur majoré pres, a celles de S.

Estimées sur le champ de déformation hyperbolique. — On considére mainte-
nant une déformation au premier ordre de g, soit g. On peut en déduire de maniére clas-
sique — suivant Calabi [Cal61] et Weil [Wei60] — une 1-forme w sur M a valeur dans un
sl(2,C)-fibré canonique sur M, qu’on va noter E. En chaque point x € M, la fibre E, de
E est constituée des “isométries infinitésimales” de M au voisinage de x, c’est-a-dire des
champs de Killing hyperboliques au voisinage de x. Il y a une connexion plate naturelle
sur E, qu’on notera D: une section k de E est plate si elle correspond partout au méme
champ de Killing.

On a aussi une identification naturelle, en chaque point x € M, de E, avec T,M &
T, M. Le premier terme correspond aux translations pures en x, c¢’est-a-dire aux champs
de Killing qui sont les différentielles de translations hyperboliques ayant x dans leur axe.
Le second terme correspond aux rotations infinitésimales dont I’axe contient x. On uti-
lisera plus bas cette identification, et on désignera souvent une section de E par les no-
tations (1,0), ou T et o sont des champs de vecteurs. Avec ces notations, la connexion D
s’écrit simplement en fonction de la connexion de Levi-Civita V de M :

Vw e TM,Dy(Ty,0x) = (VyuTe+ WA O,V 0 — WA Ty) . ¢}

Revenons a notre déformation infinitésimale g de g, on en déduit donc la 1-forme
w a valeurs dans E, et, par compacité de M, w est bornée: pour tout x € M et tout
w e TM, lw(w)ll < Cyllwll, ot la norme utilisée sur E provient de I'identification
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avec TM © TM. On intégre w en une section k = (1,0) de E sur M, avec k(x) = 0; en
utilisant (1) et la majoration sur w, on peut.obtenir facilement le lemme suivant.

LEMME 4.4. — Les composantes radiales de T et de o sont majorée, a distance p de
X0, par Cy, p ; leurs composantes latérales sont majorées par C,,e°. De plus, sion note R le
vecteur unitaire radial, T + R A o est borné par C,,.

Passage au champ de déformations euclidien. — La méme construction que celle
qui méne au fibré E conduit 2 définir sur Q — l'image de w = M par I'application pro-
jective — un fibré E, dont la fibre en un point X € Q est I'espace vectoriel des champs de
Killing euclidiens définis au voisinage de X. On peut encore identifier la fibre Ex de E en
un pointX € Qavec Qe &Q, la premiére composante correspondant aux translations,
et la seconde aux rotations dont I’axe contient X.

D’aprés le lemme 4.2, 'application de Pogorelov envoie les champs de Killing hy-
perbolique sur des champs de Killing euclidiens, et on en déduit un morphisme de fibré
naturel de E dans E, qui “vit” au-dessus du modéle projectif. Ainsi, on associe a w une
1-forme @ sur Q a valeurs dans E, et I'intégration de @ conduit 4 une section ¥ de E,
avec ¥(0) = 0, qu’on note aussi (T,5) avec Videntification E = TQ © TQ.

En reprenant les estimées hyperboliques du lemme 4.4, et grace a de petits calculs
qu’'on épargnera ici au lecteur éventuel, on obtient des majorations sur les composantes
de k. A partir d'ici, pour tout x + 0 ettout v € T, on notera v” et v* les composantes
radiale et latérale, respectivement, de v. Les méme notations seront utilisées dans H3.

LEMME 4.5. — SoitX € Q, avecr := d(%,0) > 0. Alors, enX, on a pour une constante
C>0:

IT" ()Nl < Cllog(1 = NI, IT (0l < CV1 -,

C
T (x)|| < Cllog(l =), Il < .
" ()1l < Cllog( )W T (ol T
Estimées Holderiennes sur les déformations de S. — On reprend le cadre men-

- tionné plus haut, c’est-a-dire qu’on considere une déformation infinitésimale g de g. On
adéja vu comment on en déduit une section (7,0) de E sur Q, et donc une section (T,7)
de E sur Q. Soit ula restriction de T a 9Q. Si on suppose que g ne change pas, au premier
ordre, la métrique induite sur oM, alors le relevé de g a Q ne change pas non plus la mé-
trique induite sur 9S, et u est une déformation infinitésimale isométrique de 9Q. Alors,
d’apres les propriétés de I'application de Pogorelov, si on note % la restriction de T 2 0Q,
7 est encore une déformation isométrique infinitésimale de S ¢ Q.

Soit maintenant 7 la projection orthogonale de % sur S. Il est clair que 7 est régulier
sur 02, mais on a un résultat de régularité plus subtil, sur 9Q := 2Q2 = SU A.

LEMME 4.6. — T a une extension continue & 0Q : pour tout r < 1, cette extension est
dans Uespace de Holder C™. De plus, l'intégrale sur oQ) de || VU| 2 converge.
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La preuve de ce lemme crucial utilise essentiellement le lemme 4.5. I1 faut montrer
d'une part que la composante latérale de T se comporte “bien”, d’autre part que sa com-
posante radiale se comporte moins bien, mais d’'une maniére suffisamment controlée
pour que sa projection orthogonale sur S reste dans C” pour tout r < 1.

On sait par ailleurs que A est de dimension de Hausdorff inférieure strictement a 2
(c’estun résultat de D. Sullivan [Sul79]). En utilisant ce fait en plus du lemme précédent,
on obtient par un argument élémentaire :

LEMME 4.7. — T estdans HY suroQ@ = SUA.

Rigidité infinitésimale. — Le fait que 7 est la composante tangentielle d’'une dé-
formation isométrique infinitésimale de S se traduit par le fait qu’il est, sur S, solution
d’'une équation elliptique, qu’on va maintenant décrire. On note Q‘,"l le fibré sur S des
1-formes a valeurs vectorielles w telles que:

vx e TSw(Tx) = TJw(x),

ol J est la multiplication complexe associée a la seconde forme fondamentale I de S.
On pose: W := B~'7, on vérifie alors que W est aussi dans H'!, mais sur S munie de sa
troisiéme forme fondamentale. On appelle V la connexion de Levi-Civita de la troisigme
forme fondamentale I de S. W est alors solution de I'équation :

or: TS - Q)
Vx e TS,0rw)(x) =V, w+]V5,w.

Notons que 97 est un opérateur o “modifié”, puisqu’il est défini en utilisant la structure
complexe de I mais la connexion de Levi-Civita de Il. Néanmoins, 9y ale méme symbole
principal que I'opérateur 9 de I, et c’est donc un opérateur elliptique, Fredholm d’indice
6. Il agit continuement des sections H! de T'S dans les section L? de Q‘;’l.

Il nous suffira donc de montrer que 97 n’'a pas d’autre solution H! que des champs
de vecteurs correspondant a des déformations triviales. Comme I'espace des déforma-
tions triviales est de dimension 6, il faut montrer que le noyau de 97 est de dimension 6,
ou bien, comme 9y est d'indice 6, que son co-noyau est réduit a 0.

Or l'adjoint de I'opérateur Joy est 'opérateur d" , agissant des section de Q(}'l dans
les 2-formes a valeur dans T S, défini par:
(d" h)(x,y) = (Vih)y — (Vyh)x.
OrYexistence d'une solution a cette équation est équivalente al'existence d'une solution
al’équation:
d'B=0, tr(B"'B) = 0.
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On reconnait 12 une autre maniére de décrire les déformations isométriques infintési-
males d’une surface, mais maintenant en terme de la variation au premier ordre del'opé-
rateur de Weingarten B.

On peut alors utiliser une approche classique de la rigidité infinitésimale des sur-
faces dans R®, pour obtenir, par une suite d’intégrations, qu’il i’ existe pas de solution B
non nulle 2 'équation écrite plus haut qui soit L? sur 3Q. On en déduit qu’il n'y a pas de
solution L2 2 dVh = 0, et donc qu'il 'y pas de solution non triviale de 3; = 0, ce qui
est le résultat cherché.

Conclusions. — Les éléments mentionnés plus haut permettent essentiellement .
de montrer le théoréme 1.1; en réalité, il y a d’autres questions techniques, par exemple
liées a V'utilisation du théoréme d'inversion locale de Nash-Moser (nécessaire ici car le
cadre C* est obligatoire pour des raisons de “perte de régularité”). On les passera sous
silence ici.

Par ailleurs, les mémes arguments permettent de montrer, avec quelques adapta-
tions, le théoréme 1.2. La rigidité infinitésimale se montre pour la troisidme forme fon-
damentale comme pour la métrique induite —— avec en plus l'utilisation de la dualité
entre H® et S} — grice a une application de Pogorelov pour S} . La compacité s'obtient
en utilisant des résultats de {Sch96].

En fait, la similarité entre la preuve pour la métrique induite et pour la troisieme
forme fondamentale indique qu’on devrait pouvoir résoudre des problémes “mixtes”, ol
on prescrit la métrique induite sur 'une des composantes connexes du bord et la troi-
sieme forme fondamentale sur une autre. Par exemple, dans le cas quasi-fuchsien, on
peut poser la question suivante :

QUESTION 4.8. — Soit S une surface de genre g > 2, soit hy une métrique a courbure
K > —1 surS, et soit hy une métrique a courbure K < 1 sur S, dont les géodésiques
contractiles sont de longueur L > 21v. Existe-t-il une unique métrique hyperbolique sur SX
[—1,1], pour laquelle le bord est régulier et strictement convexe, avec la métrique induite
hy sur S x {1} etla troisieme forme fondamentale S X {-1} 2

On peut espérer que la preuve qu’on a mentionnée, pour larigidité infinitésimale —
qui est encore le point crucial — fonctionne encore pour ce probléme. Il faudrait consi-
dérer des surfaces dans R? constituées de 'image par le modéle projectif d’'une com-
posante connexe du bord de M, et de la surface duale de'I'autre composante connexe
de M.

5. Variétés dont le bord contient des surfaces complétes

Description des objets. — Revenons aux théorémes 1.1 ou 1.2; on peut les voir
comme décrivant les métriques induites, ou les troisiemes formes fondamentales, de
bords de sous-ensembles convexes compacts dans des variétés hyperboliques complétes
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convexes co-compactes. Les résultats sur les polyédres idéaux ou hyperidéaux suggérent
de considérer des objets plus généraux, qui seraient des sous-ensembles convexes mais
pas compacts de variétés hyperboliques convexes co-compactes.

On souhaite donc considérer des variétés hyperboliques de dimension 3 abord, non
compactes, et qui ont un “bord a I'infini” en plus de leur bord “usuel”. Bien suril est né-
cessaire, pour obtenir des résultats d’existence et d’unicité, d’ajouter des conditions sur
le comportement a I'infini du bord “usuel”. Une condition semble donner de bons résul-
tats. Soit M une telle variété, elle se plonge isométriquement dans une unique variété
hyperbolique convexe co-compacte E (M) (le plongement induisant un isomorphisme
entre leurs 11;). On demande que le bord a I'infini de M dans 9., E (M) soit une réunion
de disques, au sens de la géométrie de Mobius de 0., E(M). On appellera une telle va-
riété “variété hyperbolique a bord circulaire”. On peut admettre que certains des cercles
soient réduits a des points.

Il faut certainement aussi des hypothéses restrictives sur le type de métriques qu’on
peut prescrire sur M, en ce qui concerne leur comportement a I'infini; il est probable
qu'il soit nécessaire de considérer des métriques asymptotiquement hyperboliques.
Néanmoins ceci n'apparait pas clairement pour l'instant, car les résultats dont on dis-
pose ou qu’on peut espérer dans un futur proche concernent les métriques a courbure
constante.

Quelques résultats quand M est une boule. — Dans ce cas on peut — comme on
I'a déja vu — formuler les énoncés en termes de surfaces convexes dans H>. On dispose
de certains énoncés partiels, limités aux surfaces a courbure constante, dans [Sch98b].

THEOREME 5.1. — Soit h une métrigue & courbure constante K > —1 sur 82 privée
de N points, N > 1. Il existe une unique surface compléte convexe dans H* dont le bord &
infini est constitué de cercles (pour la géométrie de Mébius de 0., H3) et dont la métrique
induite est h.

THEOREME 5.2. — Soit h une métrique a courbure constante K €]0,1[ sur s? privée
de N points, N > 1. Supposons que les géodésiques fermées de h sont de longueur L > 21t.
. I existe une unique surface compléte convexe dans H® dont le bord a linfini est constitué
de cercles (pour la géométrie de Mobius de 0., H®) et dont la troisieme forme fondamentale
esth. '

11 serait souhaitable d’étendre ces résultats a la situation ou M a plus de topologie,
ce qui conduit aux questions suivantes. On considére toujours une variété M compacte
a bord qui admet une métrique hyperbolique convexe co-compacte.

QUESTION 5.3. — Soit E un ensemble fini de points sur oM, avec un point au moins
sur chaque composante connexe de 9M. Soit h une métrigue complete sur oM \ E a cour-
bure constante K €] — 1,0[. Existe-t-il une unique métrique hyperbolique sur M, a bord
convexe circulaire, telle que la métrique induite sur le bord est h ?
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QUESTION 5.4. — Soit E un ensemble fini de points sur oM, avec un point au moins
sur chaque composante connexe de oM. Soit h une métrique complete sur oM \ E a cour-
bure constante K €] — «,0[, dont les géodésiques fermées qui sont contractiles dans M
sont de longueur L > 27r. Existe-t-il une unique métrique hyperbolique sur M, -a bord
convexe circulaire, telle que la troisieme forme fondamentale du bord est h 2

Des arguments réguliers. — Pour construire de tels objets, un point de départ est
donné par un résultat de Labourie [Lab97, Lab00} d’existence de surfaces a courbure
constante K, pour K > —1, ayant un bord 4 I'infini donné dans H3. Les espaces considé-
rés sont de dimension finie — I’espace des métriques complétes a courbures constantes
sur une surface, I'espace des variétés hyperboliques convexes co-compactes munies
d'un nombre fini de cercles dans leur bord a l'infini — et ces espaces sont de méme
dimension, si bien qu’on peut a nouveau appliquer une méthode de déformation.

- Il faut alors montrer les mémes points que ceux mentionnés plus haut:

— les espaces de métriques sur oM et les espaces de metriques hyperboliques cor-
respondantes sur M sont de méme dimension.

- un résultat de rigidité infinitésimale ;
— un énoncé de compacité;
— des énoncés d’ordre topologique pour conclure.

On peut supposer que la preuve de rigidité infinitésimale utilisée dans [Sch02a], et men-
tionnée dans la section 4, pourrait s’étendre a cette situation, c’est ce qu’on espere faire
dans [Sch03]. Il faudrait pour cela montrer qu’on peut considérer le revétement uni-
-versel de M comme un convexe Q dans H3, puis son image Q dans la boule unité de
* R3. Comme cette surface n’est pas compacte, il faut la “compléter” en lui ajoutant des
disques de S2. Puis on pourrait espérer suivre la preuve mentionnée dans la section 4.
Cette approche est d'ailleurs utilisée dans [Sch98b] dans un cas particulier (nettement
plus simple).

Pour la compacité, les méthodes utilisées pour les variétés a bord régulier compact
devraient pouvoir s’appliquer.

Des arguments quasi-conformes. — Il existe un autre type d’arguments possibles
pour montrer des résultats d’existence, surtout lorsqu’on veut prescrire des métriques
induites hyperboliques sur le bord. Dans ce cas, les variétés qu'on considére sont I'en-
veloppe convexe d'un ensemble fini de cercles (ou de points) dans le bord, et elles sont
bien evidemment uniquement déterminéees par le choix de la métrique hyperbolique
convexe co-compacte sur E(M), et d'une famille de disques (ou de points) dans le bord
al'infini 9, E(M). On dispose alors de deux structures conformes sur le bord : I'une, ¢,
provenant de la structure conforme a I'infini sur 9., E (M), 'autre, ¢, étant la structure
conforme de la métrique induite sur oM.

Comme M est déterminée par ¢, on a une application naturelle qui envoie ¢, sur
c;, c’est donc une application d’un espace de Teichiiller dans lui-méme. Il suffirait, pour
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obtenir le résultat, de montrer que cette application est propre, puisque celaimpliquerait
qu’elle est de degré 1, et donc surjective. Or on dispose d’outils puissants pour montrer
cette propreté, en utilisant essentiellement seulement la convexité du bord ; c’est lié par
exemple aux travaux d’Epstein et Marden [EM86] sur une conjecture de Sullivan (pourle -
cas ou le bord est incompressible, pour le cas plus général voir [BC03]).

6. Variétés a bord idéal

Les angles diédres et la troisieme forme fondamentale. — Pour comprendre
I'analogue du théoréme 1.2 dans ce cadre, il faut réaliser que ’analogue de la troisiéme
forme fondamentale du bord d’'une variété a bord idéal dépend seulement de ses angles
diédres. En effet, si on considére par exemple une suite croissante de domaines Q, ¢ M
a bord convexe et régulier, telle que la limite de Hausdorff de (Q2,,) ,en est (M,g), alors
on peut montrer que la suite des troisiemes formes fondamentales II,, des 0Q2,, converge
vers une métrique sphérique a singularité coniques, obtenue en recollant un ensemble
fini d’hémisphéres. Chaque hémisphere est associé a'un des sommets de M, et deux hé-
misphéres sont recollés le long d’'un segment si et seulement si les sommets correspon-
dants sont reliés par une aréte. Dans ce cas, la longueur du segment est égale a 'angle
diédre extérieur de M en l'aréte.

Considérons une métrique de ce type, qu’on notera encore k. Il est clair que sa cour-
bure singuliére est négative en chaque point singulier — puisque I'angle total est de la
forme ktr, ou k > 3 est le nombre d’hémispheére qui se rencontrent au point singulier.
De plus, on remarque suivant [Rou02] que les géodésiques de ces métriques qui entrent
. dans I'un des hémisphére ne peuvent en sortir qu'aprés avoir parcouru une longueur
égale a 7, et le point de sortie est alors antipodal du point d’entrée.

Ainsi, soit y une géodésique fermée de h de longueur L < 2. Si y entre dans 'un
des hémispheres qui compose k, disons H, alors y ne peut entrer dans aucun autre hé-
misphére. Considérons la courbe fermée y’ qui coincide avec y en dehors de H, mais
pour laquelle I'intersection de y avec H est remplacée par 'une des deux composantes
connexes de (0H) \ y. La définition de 7 indique que ¥’ est une géodésique fermée de

- h, et on constate que sa longueur est égale a celle de y. Ainsi, on voit que si & admet
une géodésique fermée de longueur L < 2m, alors il existe un chemin fermé, composé
d’arétes des bords des hémispheéres, qui est aussi de longueur L < 27r. Le méme type
d’argument indique aussi que, si k contient une géodésique fermée de longueur 2 qui
n'est pas le bord d'un hémispheére, il en existe une autre qui est composée d’arétes des
bords des hémisphéres qui composent h.

D’ailleurs, les arétes qui sont intersections de deux hémisphéres composant h for-
ment un graphe, noté I'*, qui est le dual du 1-squelette du bord de M, considéré comme
une surface polyédrale. La longueur de chacune de ces arétes est égale a I'angle diédre
extérieur de I'aréte correspondante de 9M. Ainsi la condition qu'’il existe une géodésique
de longueur inférieure a 27t est équivalente a I'existence d’une courbe fermée dans ce
graphe, de longueur inférieure a 277.
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On voit donc que I'analogue exact du théoréme 1.2 pour les variétés a bord idéal est
I'énoncé suivant, qui est une reformulation du théoréme 1.4. On appelle ici cellulation
d’une surface X une décomposition de ¥ en un nombre fini de domaines D, chacun
étant I'image par une immersion de l'intérieur d’un polygone de R?, et 'intersection de
deux d’entre eux, D, N D,,, étantY'image d'une aréte de chacun des polygones.

THEOREME 6.1. — Supposons que M est a bord incompressible. Soit T le 1-squelette
d’'une cellulation de oM, et soit w : I} —]0,7t[ une application de l'ensemble des arétes de
T'dans ]0,7[. Il existe une métrique hyperbolique g sur M, telle que (M,g) est une variété a
bord idéal dont la combinatoire du bord est donnée par le grapheI™ dual deT et les angles
diédres par w, si et seulement si:

— pour tout sommet v del, la somme des valeurs de w sur les arétes del adjacentes a
v estégalea 2.

— pour tout chemin fermé tracé sur ™, contractile dans M mais qui ne borde pas une
face, la somme des valeurs de w sur les arétes empruntées est strictement supérieur
azm.

Cette métrique g est alors unique.

Ce résultat est bien sur apparenté au théoréme 2.7. Lhypothése que le bord de M
est incompressible est nécessaire pour des raisons techniques, on peut espérer pouvoir
s’en passer.

On va décrire rapidement les principales étapes de la preuve, suivant le schéma
ébauché dans la section 3.

Dimensions des espaces. — Appelons 0, M, - - - ,0§y M les composantes connexes
du bord de M, si bien que, pour tout i € {1,--- ,N}, 9;M est une surface fermée de
genre g; au moins égal a 2. Soit f;, a; et v; le nombre de faces, d’arétes et de sommets de
I'dans 9; M. Dans la démonstration, on fixe vy, + - + ,Un.

Les fonctions w qui apparaissent dans 1'énoncé sont déterminées par le choix d'un
nombre par aréte de I, avec une contrainte par sommet. On peut montrer par un argu-
ment combinatoire que ces contraintes sont indépendantes, si bien que:

d1m(%) =Za,~— Vi.

Les métriques hyperboliques g sur M telles que (M,g) est une variété a bord idéal
sont, elles déterminées par le choix d’'une métrique hyperbolique convexe co-compacte
sur M, puis de la position des sommets de I. Or les métriques hyperboliques convexe co-
compactes sur M sont uniquement déterminées par les structures conformes induites
sur les composantes connexes du bord a I'infini, donc par les points du produit des es-
paces de Teichmiiller des 9;M. La dimension de I'espace des métriques admissibles sur
M estdonc:

dim(®) =) (68— 6) + »_ 2v;.
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Or:v; — a;+ f; = 2 — 2g; d’aprés Euler. Par ailleurs les graphes ['obtenus le sont en
prenant I'enveloppe convexe de points, et donc, génériquement, leurs faces sont trian-
gulaires, si bien que: 3 f; = 24;. On en déduit que, pour chaque i:3v; — a; = 6 — 6g;, si
bien que dim(s#) = dim(¥9).

Compacité. On ne va pas détailler ici cette partie de la preuve, on va se contenter
d’en donner I'idée générale. On considére une suite (g,) ,en de métriques hyperboliques
telles que (M, g,) est toujours une variété hyperbolique a bord idéal avec la méme com-
binatoire au bord, et on suppose que la suite des assignations d’angles diédres au bord
converge. On remarque que la métrique induite sur chacune des composantes connexes
du bord est déterminée par la description des “recollements” entre les triangles idéaux
qui constituentles faces de 9M. Ces recollements sont eux-méme déterminés par la don-
née, pour chaque aréte deT, dela distance (orientée) entre les projections sur I'aréte des
sommets opposés des deux faces qui lui sont adjacentes. Si ces nombres convergent,
alors les relevés des 9; M en des surfaces polyédrales équivariantes dans H® convergent,
et on en déduit que la suite (g,) converge. Par contre, s'ils divergent, on montre qu'il
existe dans 'un des 9;M une courbe y non triviale dont la longueur pour la métrique
induite tend vers 0. On montre alors que:

— si y est contractile dans M, la somme des angles diédres des arétes empruntées
par y tend vers 27t.

— sinon, les angles diedres des arétes empruntées par y tendent vers 0.

Le volume et la rigidité infinitésimale. On doit montrer que, étant donné une
variété a bord idéal, on ne peut pas la déformer (infinitésimalement) sans changer ses
angles diédres. 'argument utilisé est basé sur les propriétés de la fonction volume. C’est
une technique qui n’est pas nouvelle — voir les travaux de Colin de Verdigre [CdV91],
Bragger [Bra92], et Rivin [Riv94] — mais la situation est topologiquement plus élaborée
ici, et exige des précautions supplémentaires.

Le point de départ estla remarque suivante (cf. [Riv94]). Rappelons que étant donné
un simplexe idéal, les angles des arétes opposés, et la somme des angles des arétes adja-
centes 3 un sommet est 277. Ainsi, I’espace des simplexes idéaux dans H* est un disque de
dimension 2, paramétré par les trois angles diédres des arétes adjacentes a un sommet,
leur somme étant 277. '

LEMME 6.2 ([Riv94]). — Le volume des simplexes idéaux est une fonction strictement
concave des angles diédres.

La preuve est élémentaire a partir des formules explicites donnant le volume d’'un
simplexe idéal en fonction de ses angles diédres, voir le chapitre 7 des notes de Thurston
[Thu97].

On considere a partir d’ici une variété a bord idéal, qu’on notera M. Pour utiliser la
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concavité du volume, on doit d’abord utiliser le résultat suivant :

LEMME 6.3. — Il existe un revétement fini M de M qui admet une triangulation
idéale, i.e. une décomposition en la réunion d’un nombre fini de simplexes idéaux non
dégénérés d'intérieur disjoint, de maniére telle que l'intersection de deux simplexes soit
toujours une face de chacun d’eux.

Pour simplifier I'exposition, ou oubliera ici la nécessité de passer a un revétement
fini — qui ne change pas le principe de la preuve — et on supposera donc que M admet
une triangulation idéale. On notera Z la triangulations combinatoire sous-jacente.

On doit considérer des structures géométriques plus générales sur M que les varié- - -
tés a bord idéal.

DErINITION 6.4. — Une structure hyperbolique incompléte est la donnée, pour cha-
cun des simplexes de 2., d’'une métrique isométrique a celle d'un simplexe idéal dans H®.

Il existe une unique maniére de recoller deux simplexes idéaux le long de deux faces
données. Une structure hyperbolique incompléte définit donc une métrique hyperbo-
lique sur le complémentaire des arétes de X. Mais cette métrique est singuliére le long
des arétes, et ce pour deux raisons liées :

- l'angle total autour d’une aréte peut étre différent de 277.

- I'holonomie correspondant a une aréte peut aussi avoir une composante de trans-
lation le long de I’aréte.

Lorsque le second cas ne se produit jamais, on dira qu’on a affaire a une structure
hyperbolique singulieére. Le point crucial est alors le suivant.

LEMME 6.5. — Considérons une structure hyperbolique incomplete. On a équivalence
entre:

— la structure incompléte est une structure hyperbolique singuliére;

- chaque déformation infinitésimale des angles diedres des simplexes, qui préserve
Uangle total autour de chaque aréte (y compris les arétes du bord), laisse invariante
(au premier ordre) le volume total.

Ce lemme se démontre assez simplement en utilisant la formule de Schlifli. Cette
formule affirme que, lorsqu’on déforme un polyeédre hyperbolique compact, on a:

1
av =-- Z L;d6;,

ou i parcourt les arétes du polyédre, L; est la longueur de I'aréte, et 6; est son angle di-
édre. Il est frappant de constater que cette formule est encore valable pour les polyédres
idéaux, dans ce cas il faut définir la longueur des arétes en “tronquant” un voisinage
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de chaque sommet par une horosphére qui y est centrée. Le choix des horosphéres ne
change rien a la formule, car la somme des angles diédres des arétes adjacentes a un
sommet idéal ne varie pas.

Le lemme précédent peut se reformuler comme suit : les structures hyperboliques
singuliéres sont les points critiques du volume total (la somme des volumes des sim-
plexes), restreint aux sous-espaces de structures hyperboliques incomplétes correspon-
dant a un angle total fixé autour de chaque aréte de X. Ces sous-espaces sont des sous-
espaces affines de l’espace des structures hyperboliques incomplétes (paramétré par les
angles diédres des simplexes). La stricte concavité du volume indique donc que, étant
donné une structure hyperbolique singuliére sur M et une variation au premier ordre
des angles totaux autour des arétes de Z, il existe une unique maniére de 'obtenir par .
une déformation au premier ordre parmi les structures hyperboliques singuliéres sur M.
C’est le résultat de rigidité infinitésimale (et méme de déformation locale) cherché.

Notons que cette approche produit aussi directement un résultat de rigidité infi-
nitésimale des variétés a bord idéal par rapport a la métrique induite sur leur bord. On
a en effet mentionné plus haut que cette métrique induite est uniquement déterminée
par une “donnée de recollement” des simplexes idéaux que sont les faces de M. En ap-
pliquant a nouveau la formule de Schlifli, on peut montrer que la stricte concavité du
volume se traduit exactement par la rigidité infinitésimale par rapport a ces données de
recollement.

Arguments topologiques. — Pour conclure, il y a un point non trivial 4 établir : que
Vespace des assignations d’angles est connexe. Si on ne pouvait I'établir, une preuve par
une méthode de déformation ne pourrait en effet pas montrer de résultat d’existence
‘général, puisque certaines composantes connexes de I’espaces des assignations d’angles
pourraient rester en marge de la construction. C’est d’ailleurs a cause de ce point qu'il
faut supposer, dans le théoréme 6.1, que le bord de M est incompressible.

Pour montrer ce résultat de connexité, on montre dans un premier temps que le
théoréme 6.1 est valide dans le cas fuchsien, ce qui s'énonce sous la forme suivante.

THEOREME 6.6 ([Sch0lcl). — Soit S une surface fermée de genre g > 2, et soitT le 1-
squelette d'une cellulation de S. Soit w : T —10,1[ une fonction définie sur l'ensemble des
arétes del. Il existe un plongement polyedral idéal fuchsien de S dont la combinatoire est
donnée parT et les angles diedres intérieurs par w si et seulement si :

— pour tout sommet v deT, la somme des valeurs de w sur les arétes deT adjacentes a
v estégalea2r;

— pour tout chemin tracé sur le graphe dualT™* et qui ne borde pas une face del™, la
somme des valeurs de w sur les arétes est strictement supérieure a 21t.

Ce plongement polyédral est alors unique.

La connexité de I'espace des assignations d’angles qui apparait dans le théoréme 6.1
suit parce que, lorsque le bord de M est incompressible, les conditions de longueur
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de I'énoncé sont simplement le produit des conditions de longueur “fuchsiennes” pour
chacune des composantes connexes du bord, pour lesquelles I'espace des assignations
d’angle possibles sont connexes d’apres le théoréme qu’on vient d’énoncer.

Pour montrer ce théoréme “fuchsien”, le méme probléme de connexité se pose, on
le résoud par passage a la limite grace a un autre théoréme, qui concerne maintenant les
plongements fuchsiens dont I'image est non pas une surface polyedrale idéale, mais une
surface polyéedrale “compacte”, c’est a dire dont les sommets sont des points “usuels” de
H.

TuEOREME 6.7 ([Sch01c]). — Soit S une surface fermée de genre g > 2, et soit h
une métrique sphérique a singularités coniques sur S, telle que la courbure singuliére en
chaque singularité est négative. Il existe un plongement polyédral équivariant “compact”
de S, fuchsien, dont la métrique duale est h, si et seulement si les géodésiques fermées de h
sont de longueur L > 21r. Ce plongement est alors unique.

Cerésultat a été étendu par Rousset [Rou02] aux plongements fuchsien semi-idéaux.
Dans la démonstration de cet énoncé, le probléme de connexité del’espace des métrique
serésoud par un argument d’approximation par des métriques réguliéres, en utilisantle
fait que I'espace des métriques réguliéres sur S satisfaisant les conditions de courbure et
de longueur de géodésiques qui apparaissentici est connexe et simplement connexe.

7. Variétés a bord hyperidéal

La troisieme forme fondamentale dans ce contexte. — Pour comprendre I'ana-
logue du théoréme 6.1 pour les variétés a bord hyperidéal, il faut suivre I'idée (provenant
de [BB02]) expliquée dans la section 2, et définir la variété hyperidéale tronquée associée
a une variété hyperidéale donnée. Il s’agit simplement de la variété, a bord polyedral
semi-idéal, obtenue en tronquant le voisinage de chaque sommet strictement hyper-
idéal par le plan hyperbolique dual du sommet. La description donnée dans la section 2
des polyedres hyperidéaux tronqués s'étend aux variétés a bord hyperidéal tronqués.

On peut donc définir la métrique duale d'une variété a bord hyperidéal comme la
meétrique duale de la variété a bord hyperidéal tronqué correspondante. C’est une mé-
trique obtenue par recollement d’“hémisphéres singuliers” au sens de la section 2. On
- peut alors constater — comme pour les polyédres hyperidéaux, suivant [Rou02] — que
les géodésiques fermées de ces métriques suivent essentiellement les arétes de la cellu-
lation duale a la combinatoire du bord. Ceci permet de comprendre les conditions de
“longueur de géodésique” qui apparaissent dans le théoréme suivant, qui étend le théo-
reme 2.10.

THEOREME 7.1 ([Sch02b]). — On suppose que le bord de M est incompressible. SoitT
le 1-squelette d’une cellulation de oM, et soit w : I} —10,1[. Il existe une métrique hyper-
bolique g sur M, telle que (M, g) est unevariété a bord hyperidéal dont la combinatoire est
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donnée parT et les angles diédres par w, si et seulement si :

— pour tout chemin fermé tracé sur le graphe dualT™*, contractile dans M, la somme
des valeurs de w est au moins égale a 21, et strictement supérieure sauf si le chemin
borde une face;

— pour tout chemin ouvert tracé sur ™, qui part d’une face f ety revient (sans rester
dans le bord de f) et qui est homotope, dans M, a un chemin dans f, la somme des
valeurs de w est strictement supérieure a 1.

g est alors unique.

Les faces de I correspondant a des sommets idéaux de M sont caractérisés par le
fait que la somme des valeurs de w sur leur bord est égale a 27r.

Le volume des simplexes hyperidéaux. — La preuve du théoréme 7.1 utilise le
lemme élémentaire suivant.

LEMME 7.2. — Le volume des simplexes strictement hyperidéaux dans H® est une
Jonction strictement concave des angles diédres.

Pour le montrer, on note d’abord que la formule de Schléfli reste valable pour les
polyédres hyperidéaugx, si on définit les longueurs de leurs arétes et leurs volumes par
référence a leurs versions tronquées.

On peut alors traduire cette formule de la maniére suivante : étant donné un po-

" lyedre strictement hyperidéal, il admet une déformation infinitésimale qui ne change

pas les longueurs de ses cotés si et seulement si le hessien de la fonction volume y est-
dégénéré. Mais on peut montrer par un argument direct que les simplexes hyperidéaux

sont toujours infinitésimalement rigides par rapport a la longueur de leurs arétes, i.e. ils

n’'admettent jamais de déformation au premier ordre, non triviale, qui ne change pas la

longueur des arétes.

On en déduit que le hessien de V n’est jamais dégénéré, et donc que sa signature est
constante. Il suffit donc de constater que, pour un simplexe bien choisi — par exemple
un simplexe hyperidéal régulier — ce hessien est défini négatif, pour voir qu’il en est de
méme partout.

Principes de la preuve du théoréme 7.1. — Le principe général de la preuve est
similaire a ce qui a été décrit pour la preuve du théoréme 6.1, avec certaines difficultés
supplémentaires sur lesquelles il ’est pas nécessaire de s’apesantir ici (en particulier en
ce qui concerne la compacité). La preuve de la rigidité infinitésimale utilise bien sur le
lemme ci-dessus sur la concavité de la fonctionnelle volume sur les simplexes hyper-
idéaux. Pour montrer la connexité de I'espace des assignations d’angles, on utilise un
résultat de Rousset [Rou02}, qui étend le théoréme 6.6 au cas hyperidéal.
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Relation avec les coeurs convexes. — I1 existe une relation intime entre les varié-
tés a bord polyédral strictement hyperidéaux et les caeurs convexes de variétés hyper-
boliques convexes co-compactes. En effet, étant donné une variété a bord strictement
hyperidéal, on peut recoller deux copies de la variété tronquée associée le long des faces
ol1les coupures se produisent, et on obtient le cceur convexe d'une variété hyperbolique
convexe co-compacte. Réciproquement, si une variété convexe co-compacte admet une
involution isométrique satisfaisant certaines propriétés élémentaires, elle provient de
cette construction.

On peut grace a cette remarque ramener un résultat comme le théoréme 7.1 a la
description, par Bonahon et Otal [BO01] des laminations de plissages dont le support est
une réunion de courbe fermées, voir la section 9.

Par contre cette construction ne permet pas de retrouver les résultats pour les va-
riétés dont certains sommets sont idéaux. Il faudrait pour cela considérer des objets plus
compliqués que des cceurs convexes de variétés convexe co-compactes.

Il est intéressant de comparer, pour les objets qu’on vient de décrire, deux appro-
ches de larigidité infinitésimale. Si on adopte le point de vue des polyéedres hyperidéaux,
larigidité provient des propriétés du volume des simplexes hyperidéaux, et de I'existence
d'une décomposition en polyédres hyperidéaux. Par contre, si on préfére considérer des
cceurs convexes, la rigidité est une conséquence du résultat de Hodgson et Kerckhoff
[HK98] de rigidité infinitésimale des cdne-variétés hyperboliques.

8. Empilements et configurations de cercles

Enoncés du résultat principal. — On a déja mentionné dans la section 1 un résul-
tat sur les empilement de cercles dans les bords des variétés qui portent une métrique
hyperbolique convexe co-compacte. On peut maintenant le préciser, en considérant des
graphes qui sont le 1-squelette de cellulations qui ne sont pas nécessairement des tri-
angulations. On considére ici encore un variété M compacte de dimension 3, a bord in-
compressible, qui porte une métrique hyperbolique compléte convexe co-compacte.

THEOREME 8.1. — SoitT un graphe plongé dans oM, qui est le 1-squelette d’une cel-
lulation de oM. Il existe un unique couple (o,C), otr:

— o est une CP! -structure sur M qui provient d’une méirique hyperbolique convexe
co-compacte sur M.

~ C estun empilement de cercles, dans M, pour o, dont le graphe d’incidence estT.

— pour tout interstice de C, il existe un cercle orthogonal aux cercles adjacents a l'in-
terstice.

Rappelons qu’'un interstice est une composante connexe du complémentaire des
disques d’intérieurs disjoints bordés par les cercles. Cet énoncé est clairement une exten-
sion du théoréme 1.8 car, lorsque les interstices sont bordés par seulement trois cercles,
la troisiéme condition est automatiquement satisfaite.
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On va voir deux maniéres de prouver ce théoréme ; 1a premiére utilise une astuce de
Thurston pour se ramener au théoréme 6.1 sur les variété a bord idéal, la seconde parait
plus naturelle et utilise le théoréme 7.1 sur les variété a bord hyperidéal.

Premiére preuve: par les variétés a bord idéal. — On va d’abord voir, suivant une
idée de Thurston, comme on peut réduire le théoréme de Koebe sur les empilements
de cercles a une application du théoréme d’Andreev sur les angles diédres des polyédres -
hyperboliques idéaux.

Soit ['un graphe plongé dans S, qui est le 1-squelette d’une cellulation. On va défi-
nir un nouveau graphe I, 2 partir de I, de la maniére suivante.I” a:

— une face pour chaque face de[, et une pour chaque sommetde[.
— un sommet pour chaque aréte deT.

— une aréte pour chaque couple ( f,v), ou f est une face I' et v est un sommet de
f. Cette arétes sépare les faces de I’ correspondant a f et a v, et ses sommets
correspondent aux deux faces de I'qui sont adjacentes & v dans le bord de f.

On remarque que chaque sommet de I, correspondant 4 une aréte e de T, est adjacent a
quatre sommets de I" : deux correspondant aux deux faces de I' de part et d’autre de e, et
deux autres correspondant aux deux extrémités de e.

On peut donc appliquer a I le théoréme d’Andreev-Rivin 2.7 en prenant pour w
la fonction égale a 77/2 sur toutes les arétes de I'. On obtient un polyédre idéal P dont
la combinatoire est déterminée par I”, et dont tous les angles sont droits. On consideére,
pour chaque face f de P, le cercle de S = 3, H® qui est le bord 2 I'infini du plan conte-
nant f. On obtient une configuration de cercles sur 2, constituée de la maniére sui-
vante.

— On a un cercle pour chaque sommet de I, et un pour chaque face de I.

— Un cercle correspondant a un sommet de I'ne rencontre transversalement que des
cercles correspondant a des faces de I, et réciproquement ; toutes les intersections
sont orthogonales.

— lorsque deux cercles correspondent a des sommets de ['adjacents (resp. a des faces
de T adjacentes) ils sont tangents.

On voit ainsi qu’'on a réalisé non pas un, mais deux empilements de cercles : un dont le
graphe d’adjacence est I, et un autre dont le graphe d’adjacence est le graphe dual I'™*.
De plus, siles faces de I'sont ne sont pas des triangles mais des polygones, I'empilement
de cercle satisfait a la condition supplémentaire qui apparait dans le théoréme 8.1: les

cercles adjacent & un interstice donné sont tous orthogonaux a un méme cercle, qui ap- | .

partient al'autre empilement — celui dont le graphe d’adjacence est I'™.

Cette démonstration indique immédiatement comment on peut montrer le théo-
réme 8.1 a partir du théoréme 6.1: il suffit d’appliquer exactement la méme procédure
que pour les configurations de cercles sur la sphére.



Des immersions isamétriques de surfaces aux variétés hyperboliques & bord convexe 201

Seconde preuve: par les variétés a bord hyperidéal. — Considérons maintenant
un polyédre hyperbolique P strictement hyperidéal, c’est a dire que, dans le modeéle pro-
jectif, ses sommets sont tous en dehors de la boule unité fermée. On peut considérer
deux type de plans: les faces de P, et les plans duaux des sommets de P. On note que:

~ les plans duaux de deux sommets de P ne se rencontrent jamais;

- le plan contenant une face de P rencontre le plan dual d'un sommet de P si et
seulement si la face contient le plan, et dans ce cas I'angle d’intersection est égal a
1T/2.

On peut donc traduire le théoréme 2.10 directement en termes de configuration de cer-
cles. Soit I'un graphe plongé dans S?, qui est le 1-squelette d'une cellulation, et soit w : -
I —10,m[. Supposons que, pour chaque chemin tracé sur le graphe dual de [, la somme
des valeurs de w est supérieure a 27, et strictement supérieure sauf peut-étre pour les
chemins qui bordent une face. Alors il existe une unique configuration de cercles dont le
graphe d’'incidence est I' et dont les angles d’'intersection sont donnés par w. On entend
par la une famille de cercles correspondant aux sommets de I, tels que deux d’entre eux
se rencontrent si et seulement si les sommets correspondants de I'sont adjacents.

Cette configuration de cercles vérifie une condition supplémentaire : pour tout in-
terstice bordé par plus de deux cercles, il existe un autre cercle orthogonal aux cercles
adjacents a 'interstice (cet autre cercle est le bord du plan dual du sommet de I corres-
pondant a l'interstice).

Considérons maintenant une configuration de cercles de ce type — ou le polyédre
hyperidéal qui lui est associé — et augmentons les valeurs de w, c’est a dire les angles
d'intersection. La condition de somme des valeurs de w qui apparait dans 'énoncé reste
satisfaite, et on'a donc une famille de poly&dres hyperidéaux, ou de configurations de
cercles, jusqu’a la valeur maximale, o w prend la valeur 7r sur toutes les arétes. On a
alors I’'empilement de cercles recherchés. Notons que cette approche utilise un résultat
de compacité, mais il est de toute maniére nécessaire pour obtenir un résultat comme le
théoréme 2.10.

On constate aussi — en utilisant la formule de Schlifli qu’on a déja mentionnée —
que cette configuation ou les angles d'intersection sont maximaux est aussi celle pour
laquelle le volume du polyédre est le plus grand. Bien sur, la combinatoire du polyédre
hyperidéal qu’on considére change lorsqu’on atteint la configuration limite.

La seconde preuve du théoréme 8.1 suit directement de ces idées : on peut traduire
le théoréme 7.1 en termes de configuration de cercles sur le bord a I'infini de variétés
hyperboliques convexe co-compactes, puis passer a la limite ot le volume est maximal
pour trouver la configuration de cercles cherchée.

9. Coeurs convexes de variétés hyperboliques

Les métriques induites et la lamination de plissage. — On a mentionné dans la
section 1 certains résultats sur les coeurs convexes de variétés hyperboliques de dimen-
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sion 3. Les bords de ces caeurs convexes ont des propriétés de régularités tout a fait fasci-
nantes, ils sont développables, mais “plissés” le long de laminations. Le degré de plissage
est mesuré par une mesure transverse a la lamination. La métrique induite sur ces bords
est hyperbolique, mais I’analogue naturel de la troisiéme forme fondamentale est la la-
mination mesurée de plissage, qui peut se voir comme une métrique sur un arbre réel,
qui est I'arbre dual du revétement universel du bord, pour la dualité hyperbolique-de
Sitter.

Pour la métrique induite comme pour la lamination mesurée de plissage, on a une
conjecture naturelle d’existence et d'unicité de métrique hyperbolique dont la métrique
induite ou la lamination de plissage est donnée ; dans les deux cas, la partie “existence”
est connue, ce sont les théorémes 1.6 et 1.7.

La métrique induite : preuve par les résultats de [Lab92]. — On peut obtenir le
théoréme 1.6 par passage a la limite dans I'énoncé d’existence du théoréme 1.1, obtenu
par Labourie [Lab92]. Rappelons que cet énoncé avait été démontré par un argument
homologique d’intersection.

Preuve par la conjecture quasi-conforme de Sullivan. — 11 existe aussi une autre
preuve connue, qui repose sur une conjecture encore ouverte, mais partiellement dé-
montrée, de D. Sullivan.

CoNJECTURE 1. — Soit M une variété hyperbolique convexe co-compacte, dont le
bord est incompressible. La structure conforme de la métrique induite sur le bord du cceur
convexe de M est 2-quasi-conforme a la structure conforme du bord a lUinfini de M.

Epstein et Marden [EM86] ont montré que cette conjecture est vraie si on remplace 2
par une constante beaucoup plus grande. La valeur de la constante a ensuite été amélio-
rée.

D’aprés le théoreme de d’Ahlfors-Bers, les métriques hyperboliques convexe co-
compactes sont paramétrées par les structures conformes sur le bord a l'infini. Dans
cette paramétrisation, 'application qui a une métrique hyperbolique convexe co-
compacte associe la métrique induite sur le bord du cceur convexe est propre, et de degré
1, donc surjective. Le résultat suit.

Lorsque le bord de M n’est pas incompressible, la conjecture de Sullivan n’est plus
valable, mais I'application décrite reste propre et de degré 1, d’aprés un résultat récent
de Bridgeman et Canary [BC03].

Cceurs convexes dont la lamination de plissage est compacte. — On va mainte-. ..
nant considérer la lamination mesurée de plissage du bord. Le cas le plus simple se pré-
sente lorsque toutes les feuilles de cette lamination sont des courbes fermées simples.
Dans ce cas, Bonahon et Otal ont donné un résultat d’existence et d’'unicité d'une mé-
trique hyperbolique pour laquelle la lamination de plissage du bord est une lamination
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mesurée donnée.

THEOREME 9.1. — [BOOQI] Soit A une lamination mesurée sur oM dont le support est
une réunion finie de courbes fermées simples. Il existe une métrique hyperbolique convexe
co-compacte sur M, telle que la lamination mesurée de plissage du bord du caeur convexe
estA, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

— le poids de chaque feuille est strictement inférieur a1 ;
— Uintersection de A avec le bord de chaque anneau essentiel est strictement positif;

— Uintersection de A avec le bord de chaque disque incompressible dans M est stricte-
ment supérieur a 21r.

Cette métrique est alors unique.

Notons qu'il n'est pas nécessaire ici de supposer que le bord de M est incompres-
sible.

La preuve de ce résultat est obtenue par une méthode de déformation, comme on
en a déja vu plus haut. Le point essentiel est la rigidité infinitésimale: si on déforme
infinitésimalement la métrique hyperbolique, de maniére que la lamination de plissage
reste la méme, alors sa mesure transverse doit changer. Bonahon et Otal le montrent
d'une maniére qui est — en apparence du moins — complétement différente de celles
qu’on a vu ci-dessous.

IIs remarquent que, si on recolle deux copies d’'un ceeur convexe a lamination de
plissage “compacte” le long de leur bord commun, on obtient une céne-variété hyperbo-
lique dont le lieu singulier est un link, avec des angles inférieurs a 27t autour de chaque
singularité. On peut donc appliquer un résultat de rigidité infinitésimale pour ces ob-
jets, dt a Hodgson et Kerckhoff [HK98] (voir aussi un résultat de Weiss [Wei02]). Ils en
déduisent qu’on ne peut pas déformer infinitésimalement la variété sans changer, au
premier ordre, la Jamination mesurée de plissage du cceur convexe.

Il reste ensuite a établir, entre autre choses, un résultat de compacité, pour s’assurer
que toutes les laminations mesurées sont obtenues exactement une fois.

Laminations générales. — Lorsque A n'a pas pour support une réunion finie de
courbes fermées simples, on a seulement un résultat d’existence, qui est énoncé dans le
théoréme 1.7. La preuve repose sur un argument d’approximation, utilisant le résultat
mentionné ci-dessus pour les laminations dont le support est une réunion de courbes
fermées. Il faut démontrer un résultat de compacité, et utiliser la densité des laminations
a support “compact” dans I'espace des laminations mesurées.

Ce résultat a été étendu au cas ou le bord de M n’est plus supposé incompres-

sible par Lecuire [Lec02]. Des difficultés “techniques” nouvelles et délicates apparaissent
alors. '
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La dualité et la rigidité infinitésimale. — On ne connait pas actuellement de ré-
sultat de rigidité infinitésimale pour les cceurs convexes dont la lamination de plissage
n'est pas a support “compact”. Deux probléme se posent: d’'une part par rapport a la
métrique induite, d’autre part par rapport a la lamination mesurée de plissage. Bonahon
[Bon96] a montré que ces deux problémes sont équivalents : s'il y arigidité infinitésimale
par rapport a la métrique induite, il en est de méme pour la lamination de plissage, et
réciproquement. Largument utilise une structure complexe sur I'espace des métriques
hyperboliques géométriquement finies, liée a la structure complexe de PSL(2,C).

10. Variétés anti-de Sitter

On quitte dans cette section le monde hyperbolique, pour aborder un univers qui
lui est paralléle: celui des variétés anti-de Sitter. Lespace anti-de Sitter de dimension 3,
noté H13, peut se voir — comme I'espace hyperbolique — comme une quadrique dans
un espace plat, dans ce cas 'espace R} de dimension 4 muni d'une forme quadratique
de signature (2,2) :
H?:={x e R} | (xx) = -1},

avec la métrique induite. C’est un espace lorentzien de dimension 3, muni d’'une mé-
trique a courbure constante égale a —1. Il n'est pas simplement connexe, on considére
parfois sont revétement universel. On peut aussi I'obtenir comme le fibré unitaire du
plan hyperbolique, muni d’'une métrique naturelle, ou comme PSL(2,R), muni de sa
métrique de Killing.

Quelques résultats de G. Mess. — G. Mess [Mes90] a découvert que certaines va-
riétés modelées sur H partagent certaines propriétés des variété hyperboliques quasi-
fuchsiennes. Ce sont les variétés que les physiciens appellent “GHMC”, pour “globale-
ment hyperboliques compactes maximales”. Elles ont les propriétés suivantes :

— elles contiennent une hypersurface compacte de type espace, de genre g > 2;

tout point peut étre joint a cette hypersurface par une géodésique de type temps;

il n’existe pas de courbe fermée de type temps;

elles sont maximales, c’est a dire qu’on ne peut pas les “étendre”.

Attention, ces variétés ne sont presque jamais géodésiquement complétes !

Ces variétés ont des points communs trés frappants avec les variétés hyperboliques
quasi-fuchsiennes, en particulier :

— pour chaque genre g > 2, les variétés anti-de Sitter GHMC contenant une hyper-
surface de type espace de genre g sont paramétrées par deux points dans I'espace
de Teichmiiller de genre g;

- elles ont un cceur convexe, défini comme dans le cas hyperbolique, comme le plus
petit convexe sur lequel la variété peut se rétracter ;
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— le revétement universel du cceur convexe est 1'enveloppe convexe d’'une courbe
de Jordan A dans le bord a l'infini de H3, qui est {presque) I’ensemble limite de
I'action associé du 1, de la variété sur H; ;

- lebord de ce cceur convexe est muni d’'une métrique induite qui est hyperbolique,
et d'une lamination mesurée de plissage.

Ilya quand méme aussi quelques différences importantes. Lune d’elles est que la courbe
de Jordan A est toujours de dimension de Hausdorff égale a 1, car c’est une courbe “de
type espace” pour la structure conforme lorentzienne du bord  I'infini de H7. En fait,
cette courbe est le graphe d’une fonction Holder de RP! dans RP?, et il semble que l'ex-
posant de Holder de cette fonction — qu’on appellera dans la suite “exposant de Holder
de la variété M” — joue le rdle de la dimension de Hausdorff dans le cas hyperbolique.

Mess [Mes90] pose plusieurs questions concernant la géométrie du bord du cceur
convexe, en particulier les suivantes.

QUESTION 10.1. — Soit S une surface de genre g > 2, etsoient hy, h_ deux métriques
hyperboliques sur S. Existe-t-il une unique variété anti-de Sitter GHMC de genre g telle
que les métriques induites sur les deux composantes connexes du bord du cceur convexe
sonth_ethy?

QUESTION 10.2. — Peut-on décrire les laminations de plissage des cceurs convexes des
variétés anti-de Sitter GHMC? Est-ce que ces laminations de plissage déterminent unique-
ment la variété?

Enoncés possibles. — Fixons maintenant une surface S, de genre g > 2. Les va-
riétés anti-de Sitter HMCB ont la propriété de contenir beaucoup de sous-ensembles
convexes, dont le bord est composés de deux surfaces réguliéres de type espace ; on par-
lera de variété anti-de Sitter a bord convexe. Par analogie avec le cas hyperbolique quasi-
fuchsien, on peut poser les deux questions naturelles suivantes.

QUESTION 10.3. — Soit h_ et h, deux métriques sur S, a courbure K < —1. Existe-
t-il une unique métrique anti-de Sitter sur S x [—1,1], telle que la métrique induite sur
S X {—1} est h_ et que la métrique induite sur S X {1} esthy ?

La condition de courbure est naturelle car d’'une part la courbure ambiante est —1,
d’autre partla formule de Gauss prend un signe — dans les variétés lorentziennes, si bien
que la courbure de la métrique induite sur une surface convexe est inférieure a la cour-
bure ambiante.

On peut aussi poser une question duale, concernant la métrique induite.
QUESTION 10.4. — Soit h_ et hy deux métriques sur S, a courbure K < —1. Existe-t-il

une unique métrique anti-de Sitter sur S X [—1,1], telle que la troisiéme forme fondamen-
talede S X {—1} est h_ et que la troisiéme forme fondamentale de S X {1} esth, ?
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Comme on peut le constater, ces énoncés sont trés similaires, ce qui s’explique par
le fait que, comme H? est en dualité avec S}, HS est en dualité avec lui-méme. On peut
en fait montrer que les questions 10.3 et 10.4 sont équivalentes.

On peut aussi imaginer des extensions aux variétés anti-de Sitter dont le bord est
convexe, de type espace, mais polyédral ; on laisse les détails aux lecteurs car le cas régu-
lier est déja suffisamment délicat.

Le cas fuchsien. — Certaines variétés anti-de Sitter a bord convexe sont particulié-
rement simples a comprendre, ce sont celles qui admettent une involution isométrique
qui fixe un plan totalement géodésique de type espace. Par analogie avec le cas hyperbo-
lique, on va les appeler fuchsiennes.

Pour ces variétés, les deux composantes du bord sont échangées par I'involution
isométrique. Elles se releévent dans H; en des surfaces convexes équivariantes dont la
représentation fixe un plan, on parlera de surfaces équivariantes fuchsiennes. Récipro-
quement, il est facile de se convaincre que chaque surface convexe équivariante, dont
la représentation fixe un plan, détermine une unique variété anti-de Sitter GHMC fuch-
sienne. Ainsli, les cas particuliers “fuchsiens” des questions 10.3 et 10.4 peuvent se for-
muler en termes de surfaces équivariantes fuchsiennes.

QUESTION 10.5. — Soit h une métrique a courbure K < —1 sur unesurface S de genre
g > 2. Existe-1-il une unique surface équivariante fuchsienne, strictement convexe, dans
H3, dont la métrique induite (resp. la troisieme forme fondamentale) est h ?

Ces questions peuvent étre abordées par des techniques spécifiques, qui sont ac-
tuellement I'objet du travail de E Fillastre.

Outils pour Yespace anti-de Sitter. — Quittons maintenant le cas fuchsien pour
revenir au cas des variétés anti-de Sitter a bord convexe “générales”. On peut essayer
de suivre la méme voie que dans le cas hyperbolique, on va indiquer a quel point des
divergences se produisent, et pourquoi on peut malgré tout espérer faire aboutir une
preuve similaire.

Rappelons d’abord qu’on dispose, comme dans I’espace hyperbolique, d'un modele
projectif. Il envoie un “hémisphére” de H3, noté Hf’,+ — c’est a dire une “moitié” de cet
espace — sur I'intérieur d’'un hyperboloide 2 une nappe dans R3. On peut construire
ce modele projectif par projection radiale de Hf vu comme une quadrique de R}, ou
bien en prenant la “métrique de Hilbert” d'un hyperboloide a une nappe, comme dans
[Sch98a]. Notons qu'il peut étre naturel (on le verra plus bas) de considérer ce modele
projectif comme étant a valeur non pas dans R?, mais plutdt dans I'espace de Minkowski - .
de dimension 3, R3.

On a aussi une notion de dualité similaire a la dualité hyperbolique-de Sitter. Consi-
dérons un point x € HJ, on lui associe la droite vectorielle orientée d qui le contient
dans R}, puis on prend 'hyperplan orienté orthogonal d*, et enfin son intersection avec
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H3,quonnote x*. On associe ainsi 4 chaque point un hyperplan orienté totalement géo-
désique de type espace, mais on reste dans Hl3. On en déduit une dualité sur les surfaces
réguliéres strictement convexes de type espace, qui envoie une surface sur 'ensemble
des points duaux de ses plans tangents — qui est aussi I'enveloppe des plans duaux de
ses points — et on vérifie que la métrique induite sur la surface duale est la troisiéme
forme fondamentale de la surface de départ, et réciproquement.

On a aussi, comme dans I'espace hyperbolique, une application de Pogorelov, qui
“vit” au-dessus du modele projectif. C'est un morphisme de fibré vectoriels entre TH13,+
et TR?. 11 agit comme dans le cas hyperbolique:

- il préserve la norme et la direction des vecteurs “radiaux”, c¢’est a dire ceux qui sont -
dirigés vers le “centre” du modéle;

— il agit comme la différentielle du modéle projectif dans les directions “latérales”,
c’est a dire les directions orthogonales a la direction radiale.

Il est indispensable, pour appliquer les méthodes qu’on a décrites dans le cas hy-
perbolique, d’utiliser une application de Pogorelov a valeurs non pas dans R3, mais dans
R3. Pour cela, on remarque qu'’il existe une “application de Pogorelov” évidente entre
I'espace de Minkowski R3 et R?, c’est simplement 'application qui préserve les compo-
santes horizontales des vecteurs mais change le signe de la composante verticale. 11 faut
donc composer l'application de Pogorelov de H13,+ dans R? par cette inversion de la com-
posante verticale. C’est la source de difficultés dans les estimées qu’on va ébaucher, car
la direction “verticale” qui apparait n’a pas de signification géométrique bien définie.

Les isométries de H2. — Avant d’aller plus loin, il faut considérer comment agis-
sent les isométries de I'espace anti-de Sitter. 11 existe plusieurs types d'isométries dans
H; préservant I'orientation, mais seules certaines d’entre elles nous intéressent, on peut
les caractériser par le fait qu’elles ont quatre valeurs propres réelles, qui sont deux a deux
inverses I'une de I'autre. On les appellera ici des isométries hyperboliques. Parmi celles-
ci, celles dont deux valeurs propres sont égales a 1 sont particuliéres, on les appellera des
translations, elles correspondent simplement a une translation hyperbolique dans un
plan totalement géodésique. Par exemple le 1r; d'une variété anti-de Sitter fuchsienne
agit par translations.

Une isométrie hyperbolique laisse globalement invariantes deux droites de type es-
pace de H; (le cas des translations étant a part). Ces deux droites sont duales I'une de
I'autre. Si on écrit les valeurs propres de I'isométrie sous la forme (e”,e‘”,e"*,e“’*),
la distance de translation le long de I'une des droites est p, alors que la distance de
translation sur I'autre droite est p*. On peut donc décrire notre isométrie comme une
translation-rotation le long du premier axe (la rotation étant “lorentzienne,” puisque
le fibré normal a la géodésique est muni d'une métrique lorentzienne), de distance de
translation p et d’axe de rotation p*, ou comme une translation-rotation le long du se-
cond axe, de distance de translation p* et d’angle de rotation p.

Considérons une isométrie hyperbolique y pour laquelle p et p* sont distinctes, et
décidons que p > p*. Ceci détermine deux nombre p(y) et p* (y), le premier étant su-
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périeur au second. On peut alors appeler “axe principal” la premiére des droites, c’est a
dire celle pour laquelle la longueur de translation est p, et “axe secondaire” la seconde
droite, celle suivant laquelle la distance de translation est p*. On appellera aussi “dis-
tance de translation” le nombre p, et “angle de rotation” le nombre p*. Notons que pour
les isométries qui sont des translations, on a p* = 0, mais la distance de rotation, I'angle
de rotation et I'axe principal sont bien définis (I'axe secondaire nel'est pas).

Les isométries qui apparaissent dans la représentation associée a une variété anti-
de Sitter GHMC sont assez particuliére.

LEMME 10.6. — Soit M une variété anti-de Sitter GHMC, et soit y une isométrie de
H3} qui est 'image d’un élément de 11, (M) dans SO(2,2). Alors:

- Y est une isométrie hyperbolique, avec p + p™;

— l'axe principal dey est contenu dans le cceur convexe de M, et son axe secondaire ne
rencontre pas le cceur convexe de M.

On a surtout une relation explicite entre I'exposant de Holder de M, soit o, et les
quantités p et p* des éléments de 11, M.

LEmMME 10.7. — Ona:

o = p(y) = p*(¥) .
yemM\ {1} p(¥) + p*(y)

Le bord vu dans le modeéle projectif. — Or: considére maintenant une variété anti-
de Sitter M a bord strictement convexe de type espace, et on suppose les deux compo-
santes connexes du bord sont des surfaces de genre g, pour un g > 2. On peut encore
considérer le revétement universel M de M, qu’on peut voir comme un domaine convexe
dans Hl3. Onva noter S son bord, ainsi S et une surface de type espace, réguliére et stric-
tement convexe dans H;.

On peut alors vérifier le point suivant.

Remarque. — 1l existe un hémispheére de H} qui contient un voisinage de M.

En conséquence, on peut utiliser un modéle projectif de H13’+ qui contient entiére-
ment M. On appellera Q I'image de M dans ce modele. Appelons # I'hyperboloide qui
borde I'image du modéle projectif; I'intersection de 'adhérence de Q avec # est une
courbe A, c’est (essentiellement) I'’ensemble limite de I'action de 11 (M) sur H13.

On notera encore S 'image de S dans le modele projectif.

LEMME 10.8. — S U A est homéomorphe & une sphére; c'est une surface C', dont la
normale est orthogonale a I’hyperboloide # le long de A. De plus, la courbure de sa mé-
trique induite est comprise entre deux constantes Ky et Ky, avec K > Ky > 0.
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Par contre, une propriété cruciale dans le cas hyperbolique disparait ici.

Remarque. — En général, les courbures principales de S ne sont pas bornées.

La preuve du lemme — et de la remarque — repose d’abord sur un fait élémen-
taire: si ¢ : M — M’ est un difféomorphisme projectif entre deux variétés pseudo-
riemanniennes, et si S C M est une hypersurface, alors la seconde forme fondamentale
de ¢(S) est conforme a la seconde forme fondamentale de S. Le facteur conforme est
le produit scalaire entre I'image par d¢ du vecteur normal unitaire a2 S dans M avec le
vecteur normal unitaire a ¢(S) dans M.

Ceci étant connu, la comparaison des' courbures principales de S avec celles de
¢(S) repose simplement sur la comparaison entre les métriques induites sur S et sur
¢(S). Dans notre situation, on a-une application projective de H,3,+ dans R3; etla compa-
raison des métriques induites sur les surfaces des deux cotés est assez facile; elle dépend
essentiellement de 'angle que fait S avec un champ de Killing de type temps fixé dans
H3. On en déduit malheureusement que les choses se passent assez mal : au voisinage
de I'ensemble limite, les courbures principales de S peuvent tendre vers I'infini (mais
d’'une maniére controlée par une fonction de & est de la distance a A). Par contre, on a
une bonne estimée du rapport des éléments d’aire sur S et sur S, qui permet d’estimer
précisément la courbure de Gauss de S.

Déformations infinitésimales. — La clé de laréponse aux questions 10.3 et 10.4 se
trouve dans la question suivante, d’apparence plus élémentaire.

QUESTION 10.9. — Soit M une variété anti-de Sitter a bord régulier et strictement
convexe. Peut-il existe une déformation infinitésimale non triviale de la métrique de M,
parmi les métriques anti-de Sitter, telle que la variation de la métrique induite sur le bord
est nulle?

Nous ne savons pas répondre a cette question, mais on peut espérer qu'une ap-
proche similaire a celle qui a été suivie dans le cas hyperbolique donne la réponse. On
peut en tous cas énoncer un résultat de régularité pour les champs de déformations de
la surface S qui proviennent, par I'application de Pogorelov, de déformations de la mé-
trique anti-de Sitter sur M.

Reprenons le formalisme développé pour le cas hyperbolique. On considére donc
une métrique anti-de Sitter g sur M, pour laquelle le bord est régulier, de type espace,
et strictement convexe. On appelle S le bord du revétement universel de M, considéré
comme un sous-ensemble convexe Q de H>. Une déformation infinitésimale g de g
détermine un champ de vecteurs u sur S, qui est une déformation isométrique si g ne
change pas, au premier ordre, la métrique induite sur le bord. Par I'application de Pogo-
relov, on en déduit alors une déformation isométrique infinitésimale % de S. On appelle
7 la projection orthogonale sur T'S de 7. Alors :

LEMME 10.10. — Le champ de vecteurs est dans H'.
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La preuve de ce lemme est similaire a celle du lemme analogue dans le cas hyperbo-
lique, mais avec quelques différences frappantes. Dans le cas hyperbolique, on montre
que v est C* Holder pour tout & < 1, et on peut conclure grace a un résultat de Sullivan
affirmant que la dimension de Hausdorff de ’ensemble limite est strictement inférieure
a 2. Dans le cas anti-de Sitter, on peut seulement montrer que 7 est C* pour tout & < o,
ol oy est I'exposant Holder de M, et on conclut parce que la dimension de Hausdorff de
I'ensemble limite est 1. La preuve de la régularité Holder de v utilise le lemme 10.7.

Comment conclure 2. — Contrairement au cas hyperbolique, il n'est pas facile de
montrer la rigidité infinitésimale des variétés anti-de Sitter a bord convexe a partir du
lemme 10.10. En effet, 'argument utilisé dans le cas hyperbolique utilisait I'opérateur
adjoint de I'opérateur 9y, ce qui nécessite de savoir que cet opérateur est uniformément
elliptique. Ici ¢a n’est plus le cas, a cause de I'absence de borne uniforme sur les cour-
bures principales de S.

11. Quelques questions ouvertes

On va mentionner ici quelques questions ouvertes qui me semble intéressantes,
ainsi que quelques pistes pour résoudre certains d’entre eux. La difficulté de ces pro-
blémes parait variables.

Régularité pour les variétés hyperboliques a bord convexe régulier. — Les théo-
réemes 1.1 et 1.2 sont énoncés seulement dans la catégorie C™. Par contraste, les résultats
classiques de théorie des surface — sur les immersions isométriques de surfaces a cour-
bure positive dans R3, par exemple — sont valides dans les classes C* pour la métrique,
se traduisant en une régularité C**2 pour la surface. Il serait donc intéressant de savoir
si on peut étendre les résultats sur les variétés hyperboliques a bord convexe a d’autres
classes de régularité.

Variétés a bord convexe general. — On peut étendre la question précédente dans
une direction légérement différente. Toujours pour les surfaces convexes dans R3, Pogo-
relov [Pog73] a montré un résultat remarquable d'immersion isométrique sans aucune
régularité pour les métriques sur S? qui sont & courbure positive au sens d’Aleksandrov.
On peut se demander si ce résultat peut s’étendre aux métriques induites sur les bords
des variétés a bord convexe, pour des métriques non réguliéres qui sont a courbure su-
périeure a —1 au sens d’'Aleksandrov.

La mé&me question se pose d’ailleurs si on remplace la métrique induite par la troi-
sieme forme fondamentale. Une indication positive est d’ailleurs donnée par un résultat
récent de G. Moussong [Mou02], qui a étendu le résultat de Pogorelov aux immersions
isométriques dans I'espace de Sitter des métriques non régulieres CAT (1) sur 2, géné-
ralisant les résultats de [RH93]} dans le cas polyédral et de [Sch98a] dans le cas régulier.
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Problémes mixtes pour les variétés a bord régulier. — Considérons une variété
hyperbolique quasi-fuchsienne a bord convezxe. Le bord a deux composantes connexes,
et on peut se demander s'il est possible de prescrire la métrique induite sur I'une de
ces composantes, et la troisieme forme fondamentale sur 'autre. I1 semblerait que les
techniques utilisées pour montrer les théorémes 1.1 et 1.2 puissent mener a une preuve.
La méme question peut d’ailleurs se poser dans le cas anti-de Sitter GHMC, voire pour
les bords de cceurs convexes de variétés hyperboliques quasi-fuchsiennes (ou de variétés
anti-de Sitter GHMC). Pour les variétés hyperboliques quasi-fuchsiennes, la question est
la suivante.

QuEesTiON 11.1. — Soit S une surface de genre g > 2. Soit h, une métrique sur S a
courbure K > -1, et soit h_ une métrique sur S a courbure K < 1, dont les géodésiques
contractiles sont de longueur L > 21t. Existe-t-il une unique métrique g hyperbolique sur
S x [-1,1], pour laquelle le bord est régulier et strictement convexe, avec pour métrigue
induite hy sur S X {1} et pour troisieme forme fondamentale h_ sur S x {—1}?

Variétés a bord polyédral “compact”. — On peut reprendre ces questions en consi-
dérant des variétés hyperbolique dont le bord est non pas régulier, mais polyédral, c’est a
dire localement identique a un poly&dre hyperbolique compact dans H>. Dans ce cas, la
métrique induite est hyperbolique, a singularités coniques aux sommets (avec une cour-
bure singuliére positive, c’est a dire un angle total inférieur a 277) alors que la troisieme
forme fondamentale est une métrique sphérique a singularités coniques (avec une cour-
bure singuliére négative aux sommets).

On peut naturellement formuler des question correspondant aux résultats dus res-
pectivement & Aleksandrov [Ale58a] et a Rivin et Hodgson [RH93] pour les polyédres hy-
perboliques compacts. On considére toujours une variété M compacte a bord dont l'in-
térieur admet une métrique hyperbolique convexe co-compacte.

QUESTION 11.2. — Soit h une métrique hyperbolique a singularités coniques sur oM,
avec une courbure singuliére positive en chaque point singulier. Existe-t-il une unigue mé-
trique hyperbolique g sur M, a bord convexe, pour laquelle la métrique induite sur le bord
esth?

QUESTION 11.3. — Soit h une métrique sphérique a singularités coniques sur oM,
avec une courbure singuliére négative en chaque point singulier. Supposons que les géo-
désiques fermées de h qui sont contractibles dans M sont de longuer L > 27r. Existe-t-il
une unique métrique hyperbolique g sur M, a bord convexe, pour laquelle la troisieme
forme fondamentale du bord est h ?

Le point clé pour répondre a ces question est la rigidité infinitésimale de ces varié-
tés hyperboliques a bord polyédral. 1l est néanmoins possible qu’on puisse donner des
résultats d’existence sans montrer la rigidité infinitésimale, par des arguments similaires
a ceux de Labourie [Lab92] ou1 d’ordre plutét quasi-conforme.
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Dans le cas fuchsien, les méthodes développées par E Fillastre [Fil] devraient per-
mettre de montrer la rigidité infinitésimale, et donc probablement de répondre positive-
ment aux deux questions.

Métriques induites sur les variétés a bord idéal ou hyperidéal.-— On a énoncé
dans les sections 6 et 7 des résultats concernant les angles diédres possibles des variétés
hyperboliques dont le bord ressemble localement & un polyédre idéal ou hyperidéal. Ces
résultats étaient analogues au théoréme 1.2, qui décrit les troisiemes formes fondamen-
tales possibles des variétés hyperboliques a bord convexe régulier.

I serait satisfaisant de disposer de résultats analogues pour la métrique induite.sur-.
le bord de ces variétés idéales et hyperidéales. On souhaiterait répondre aux questions
suivantes. La premiére question est un cas particulier de la question 5.3.

QUESTION 11.4. — Soit h une métriques hyperbolique compléte d'aire finie sur oM
privée d’un nombre fini de points. Existe-t-il une unique métrique hyperbolique g sur M,
pour laquelle le bord est convexe, avec pour métrique induite h ?

Dans la plupart des cas, (M,g) serait alors une variété hyperbolique idéale. Ici en-
core, le point clé est la rigidité infinitésimale. Dans la plupart des cas — précisément pour
les variétés idéales — les méthodes décrites dans la section 6 permettent de montrer un
résultat de rigidité infinitésimale. Le probléme est que les métriques hyperboliques sur
M pour lesquelles la métrique induite sur le bord est une métrique hyperbolique d’aire
finie ne sont pas toujours idéales; dans certains cas, le bord peut renconirer le cceur
convexe. Pour ces cas, on ne sait pas montrer de résultat de rigidité infinitésimale.

Par contre, il devrait étre possible de montrer la partie existence de la question qu’on
vient de poser en utilisant des arguments quasi-conformes, cf la section 5.

> La situation est similaire pour les variétés hyperidéales, la question est maintenant
la suivante, elle est plus générale que la précédente.

QuUESTION 11.5. — Soit h une métrique hyperbolique complete sur oM privé d'un
- nombrefini de points. Existe-t-il une unique métrique hyperbolique g sur M pour laquelle
le bord est convexe, avec pour métrique induite h ?

On a encore un résultat de rigidité infinitésimale pour les variétés hyperidéales,
mais elles ne forment qu’un ouvert parmi les métriques hyperboliques sur M qu’on peut
rencontrer.

Unicité pour les cceurs convexes des variétés hyperboliques. — On a mentionné
dans la section 9 des résultats d’existence pour la métrique induite et pour la lamina-
tion mesurée de plissage des coeurs convexes de variétés hyperboliques convexe co-.
compactes. Il est bien entendu naturel de se demander si des résultats d'unicité sont
valables aussi.
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Pour la métrique induite, il est possible que les méthodes décrites, dans la section
4, pour les variétés a bord convexe régulier puissent encore s’appliquer. Il faudrait néan-
moins des aménagements importants, car des différences significatives se font jour. En
effet, dans ce cas, la surface S qu’on obtient est maintenant I’enveloppe convexe d’'une
courbe tracée sur S? ('ensemble limite de la variété, bien sur). Cette surface n’est donc
plus du tout réguliére.

Etant donné une déformation infinitésimale de la métrique hyperbolique sur un
ceeur convexe, on peut encore en déduire un champ de vecteurs u sur le bord du revé-
tement universel du cceur convexe, puis, par 'application de Pogorelov, un champ de
vecteurs % sur S. Si la déformation ne change pas la métrique induite sur le bord, alors %
est une déformation isométrique de S.

Notons encore 7 la projection orthogonale de % sur S, 12 ou elle est bien définie. Il
est intéressant de constater que 7 vérifie encore une estimée Holder sur A. Mais cette
estimée est obtenue par un raisonnement plus fin que lorsque le bord est régulier. Sché-
matiquement, on peut distinguer deux arguments correspondant a deux cas limites :

- aux points de A qui ne sont I'extrémité d’aucun segment tracé sur S, S se com-
porte de maniére C!, et on peut appliquer le méme type d’estimées que dans le
casrégulier.

~ aux points de A qui sont 'extrémité d’un segment s tracé sur S, par contre, il faut
utiliser un argument direct reposant sur le fait que la restriction de 7 a s est la
restriction a s d’'un champ de Killing de R3.

En réalité, I'estimée précise utilise les deux arguments, et, lorsque s existe, sa distance a
I'origine joue un rdle.

Des variétés convexe co-compactes aux variétés géométriquement finies. — On
s’est limité dans ce texte aux variétés hyperboliques convexe co-compactes, mais il n’y
a a priori pas de raison de ne pas considérer des variétés qui sont seulement géométri-
quement finies, une partie au moins des résultats et des arguments qu’on a ébauchés
devraient s’étendre a ce cas.

On pourrait aussi considérer les variétés, un peu particuliére, qui ont un seul cusp,
et dont le bord est un tore — leur 71; étant Z x Z et agissant de maniére parabolique
sur H3.
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