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PROPRIETES DE LEFSCHETZ DANS LA
COHOMOLOGIE DE CERTAINES VARIETES
ARITHMETIQUES : LE CAS DES SURFACES

MODULAIRES DE HILBERT

Nicolas BERGERON

Abstract

We first state new conjectures, of “Lefschetz type”, on the relationships between
the (co-)homology of arithmetic real and complex hyperbolic manifolds and the (co-)
homology of their totally geodesic subspaces. These conjectures were discussed in
the talk and we refer to [3] and [4] for more details and partial proofs. The rest of this
paper illustrates part of the techniques of [4] in the much simpler case of Hilbert mo-
dular surfaces. In particular we prove that each totally geodesic immersed torusin a
Hilbert modular surface can be lifted in a finite cover to an embedded torus which
represents a non trivial cohomology class.

1. Introduction

Dans I'exposé oral on a énoncé des conjectures “de type Lefschetz” sur la cohomo-
logie des variétés hyperboliques réelles et complexes arithmétiques. Dans [5] et [4] avec
Clozel et dans [3], ces conjectures sont ramenés a des conjectures largement admises en
théorie des formes automorphes (cas particulier des conjectures d'Arthur). Un certain
nombre de résultats partiels sont également inconditionnellement démontrés dans [4]
et [3]. Nous ne reviendrons pas sur les résultats démontrés dans ces deux articles, notre
butici est d’'illustrer une partie des outils employés dans [4] et [3], en démontrant un ré-
sultat laissé en suspend dans [3] qui concerne la cohomologie des surfaces modulaires
de Hilbert. Mais afin de motiver la suite en placant les résultats dans un cadre général
naturel, commengcons par énoncer les conjectures mentionnés ci-dessus.

Soit G un groupe algébrique simple et connexe sur Q tel que

— G(R) soit un groupe de Lie semi-simple;
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— G(R) soit isomorphe au groupe SO(n,1) (resp. SU(n,1)) a des facteurs compacts
pres.

Lespace symétrique associé au groupe G(R) est alors I'espace hyperbolique réel (resp.
complexe) de dimension réelle (resp. complexe) n, nous le noterons X et dg sa dimen-
sion réelle.

Soit Ky un sous-groupe compact-ouvert de G(A ¢) (ou Ay désigne I'anneau des
adeles finis sur Q) tel que le groupe I' = G(Q) N Ky soit sans torsion. Un tel groupe '
est appelé sous-groupe de congruence (sans torsion) de G . On appellera variété hyper-
bolique réelle (resp. complexe) de congruence tout quotient de I'espace hyperbolique réel .
(resp. complexe) X par un sous-groupe-de congruence (sans torsion) I'de G comme
ci-dessus.

D’apreés un théoréme classique de Borel et Harish-Chandra, une variété hyperboli-
que réelle (resp. complexe) de congruence est toujours de volume fini et est compacte si
et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q.

Une premiére conjecture concernant 'homologie des variétés hyperboliques réelles
ou complexes de congruence s'énonce comme suit. Précisons que tous les groupes de
(co-Yhomologie que nous considérerons dans cet article seront a coefficients rationnels.

Conjecture A Soit M une variété hyperbolique réelle (resp. complexe) de congruence de
dimension m. Soit F une sous-variété réelle (resp. complexe) compacte connexe totalement
géodésique immergée dans M. Alors, il existe un revétement fini de congruence M de M tel
que:

1. 'immersion de F dans M se reléve en un plongement de F dans M,
2. lapplication induite:
Hp(F) - Hp(M)

est injective pour tout entier p > 7.

La conjecture A est a comparer avec les propriétés de Lefshetz pour les variétés hy-

perboliques complexes de congruence mises en évidence par Oda [12], Harris et Li [7] et

*Venkataramana [14]. Ces propriétés s’énoncent plus facilement dans le langage de Harris
et Li et Venkataramana que I'on rappelle ci-dessous.

Soient H < G deux groupes algébriques sur Q comme: plus haut et que I'on sup-
pose anisotropes sur Q et tous deux du méme type, orthogonal ou unitaire. L'inclusion
H < Ginduit un plongement totalement géodésique naturel Xy ~ Xg entre les espaces
symétriques associés.

Soit K¢ un sous-groupe compact-ouvert de G(A r) tel quele groupeI' = G(Q) N Ky
soit sans torsion. Désignons par I'y I'intersection de I'avec H(Q). On obtient ainsi une
application lisse:

j=Jj :Tg\Xyg - N\ Xg

1. Lorsque G est défini sur Z, on peut préférer considérer les sous-groupes I'de G(Z) sans torsion et conte-
nant un sous-groupe de la forme ker(G(Z) — G(Z/NZ)) pour un certain entier N > 1.
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pour chaque sous-groupe de congruence sans torsion de G(Q). On obtient ainsi une
application naturelle

Jx + Hy (Tg\Xy) - Ho (N\Xg). (1)

Remarquons que si g est un élément quelconque de G(Q), on peut translater I'immer-
sion j en une application lisse

Jg = JgD : (HR) N g™ 'Te)\ Xy ~ N Xs.
On appelle application derestriction stable, I'application
H*(N\Xe) -~ [] H*((H(R).n g 'T)\Xu) ®)
geG(Q)
induite en cohomologie par la famille d’applications ( jg)¢eG(Q)-
On va s'intéresser aux applications 1 et 2 stablement, i.e. a revétements fini (de

congruence) prés. Soient donc I' C T deux sous-groupes de congruence sans torsion
de G(Q). Alors le revétement fini (de variétés compactes)

I'\Xe - N\Xc
induit, en homologie, une application surjective
H,(I'\Xg) - Hy(N\Xg) &)
et, en cohomologie, une application injective
H*(N\Xg) — H*(I'\ Xg). 4)

On obtient ainisi un systéme projectif (resp. inductif) de groupes d’homologie (resp.
de cohomologie) indexé par les sous-groupes de congruence de G(Q). On désigne par
H, (Sh°G) lalimite projective du systéme (3) et par H* (Sh°G) la limite inductive du sys-
téme (4). En passant a lalimite, lorsque I'varie, dans (1) et (2), on obtient les applications
naturelles :
H,(SKh’H) - H,(SK°G)
et
H*(sK°G) — [ H*(sK°H).
geG(Q)

Rappelons que les théorémes de Lefschetz permettent d’étudier la topologie d’'une
variété projective complexe par récurrence, en la coupant par un hyperplan de I’espace
projectif. Un yoga semblable, mais moins fort, existe pour les variétés hyperboliques
complexes de congruence. Il a été dégagé par Harris et Li [7] et prouvé par Venkatara-
mana: siH C G sont deux groupes comme ci-dessus de type unitaire alors Uapplication
naturelle

Hi(sh°G) ~ [ H(sr°H)
8EG(Q)
est injective pour tout entier naturel i < -'Zf’-. De maniére plus surprenante, on s’attend
a ce que I'énoncé analogue dans le cas hyperbolique réel soit également vérifié2. Autre-

2. Voir [3] pour des motivations.
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ment dit on conjecture:

Conjecture B SoientH C G comme plus haut. Alors pour tout entier i < 5211, Papplication
naturelle
H'(sh°G) - [ H'(sh°H)
gEG(Q)
est injective.

Remarquons quela conjecture A ci-dessus implique la conjecture suivante qui com-
pléte le yoga de type Lefschetz:

’

Conjecture A~ SoientH C G comme plus haut. Alors pour tout entier i > %G-, l
tion naturelle

H;(Sh°H) —~ H;(Sh°G)
est injective.

Par dualité, la conjecture A~ implique que I'application naturelle de restriction
H'(Sh°G) - H'(Sh°H)
est surjective.

Ilestintéressant de noter queles conjecture A~ et Bimpliquent une “décomposition
de Lefschetz” faible des espaces de cohomologie H* (Sh°G); elles impliquent en effet
que I'application naturelle

HY(SK’G) — H H*46=dn (SpO 1)
geG(Q)

devrait étre injective pour tout entier i < dy — %G. Les méthodes développées par Venka-
taramana dans [14] permettent de vérifier cette conjecture lorsque G est de type unitaire.
Lorsque dg — dyg = 2, la décomposition ainsi obtenue est d’ailleurs assez proche de la
décomposition de Lefschetz usuelle des variétés hyperboliques complexes associées. Il
est plus surprenant qu’'un tel résultat doivent subsister dans le cas des variétés hyperbo-
liques réelles.

Comme il est souligné dans [4], les méthodes développées dans [4] et {3] devraient
se généraliser aux groupes algébriques semi-simples généraux. En général les sous-
variétés totalement géodésique peuvent étre de différentes natures et les différentes ap-
plications de restriction et d’inclusions induisent une combinatoire plus riche sur les
groupes de (co-)homologie. On ne sait pas méme encore énoncer de conjectures ana-
logues aux conjecture A et B. Dans [4] on commence I'étude des variétés de congruence
associées aux groupes unitaires U ( p,q) que I’on poursuit dans un travail en cours.

Plus modestement, on se propose, dans cet article, d’illustrer une partie des mé-
thodes de [4] en les appliquant au cas des surfaces modulaires de Hilbert®, autrement dit

3. Afin de mieux illustrer ces méthodes il nous arrivera (notamment section 4) de ne pas emprunter le che-
min le plus directe.

applica-- -
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les variétés de congruence associées au groupe SO(2,2) (ou encore au groupe SL(2,R) x
SL(2,R})).

Soit donc G un groupe algébrique simple et connexe sur Q tel que

—~ G(R) soit un groupe semi-simple;
. — G(R) soitisomorphe au groupe SO(2,2) a des facteurs compacts pres.

Lespace symétrique X associé au groupe G(R) est alors isométrique au produit de deux
plans hyperboliques: X = H x H.

Soit Ky un sous-groupe compact-ouvert de G(A ) (ou A s désigne I'anneau des
adeles finis sur Q) tel que le groupeI' = G(Q) N Ky soit sans torsion. Un tel groupe T est
appelé sous-groupe de congruence (sans torsion) de G. On appelle surface modulaire de
Hilperttout quotient de I'’espace X par un sous-groupe de congruence (sans torsion) I'de
G comme ci-dessus.

D’aprés un théoreme classique, une surface modulaire de Hilbert est toujours de
volume fini; elle est de plus compacte si et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q.

Une surface modulaire de Hilbert a toujours un premier nombre de Betti nul, autre-
ment dit seul le groupe de (co-)homologie de degré 2 (le degré médian) est intéressant
a étudier. Lanalogue de la conjecture B est donc trivial, le but de ce texte est d’étudier
I'analogue de la conjecture A. On montre le théoréme suivant.

THEOREME 1.1. — Soit M = I\X une surface modulaire de Hilbert et soit une sur-
face S C M immergée et totalement géodésique. Alors, il existe un revétement fini de
congruence M de M tel que:

1. l'immersionde S dans M se reléve en un plongement de S dans M ;
2. laclasse[S] de l'image de S dans Hy (M) est non nulle.

Remarquons que dans le modeéle X = H X H), les formes de Kaehler de chacun des
facteurs H fournissent deux formes différentielles de degré 2 : w, et w,. Ces formes sont
invariantes par isométries et descendent donc en des formes différentielles fermées sur
tout quotient I\ X. Soit M une surface modulaire de Hilbert, c’est en particulier un quo-
tient de X, il est alors bien connu que les formes w, et w; définissent deux classes de co-
homologies linéairement indépendantes que I’on notera toujours w; et w;. Le deuxieme
groupe de cohomologie H?(M) se décompose comme d’habitude en une somme di-
recte:

H*(M) = H**(M) & H"' (M) ® H**(M),

et on peut alors distinguer le groupe de cohomologie primitive :

Hj (M) = H**(M) ® Hpy (M) ® H**(M),

H"'(M) = Cw; ® Cw; & Hy;.
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Nous verrons a la prochaine section que, outre chacun des deux facteurs H, ily a es-
sentiellement trois types de plans totalement géodésiques dans X, a savoir : 1a diagonale
complexe A = {(z,z) : z € H}, la diagonale totalement réelle A=1{(z,-Z) : ze H}
et le plan euclidien {(ix,iy) : x,y > 0}. Si l'un des deux premier plan totalement
géodésique passe au quotient en une sous-variété compacte de M, il donne lieu a une
classe de type (1,1) dont la partie primitive peut-é&tre nulle. Par contre le quotient com-
pact (qui doit etre un tore) d'un plan euclidien dans M donne nécessairement lieu a une
classe primitive. Le théoréme 1.1 et le fait qu'une surface modulaire de Hilbert contient
des tores plats totalement géodésiques (voir I’ exemple en fin d’article) permet d’exhiber-
géométriquement des classes primitives de cohomologie.

En général le but que I'on poursuit dans I'étude des propriétés de Lefschetz est la.
décomposition des groupes de cohomologie des variétés de congruence, on veut en-
suite représenter chaque morceau de cohomologie dans la cohomologie primitive (de
degré médian) d’'une variété de congruence peut-étre différente et méme non nécessai-
rement une sous-variété de la variété de départ. Lidée est déja de comprendre ce que
les relations d’inclusions et de restrictions entre groupes de cohomologie de variétés de
congruence apportent dans cette direction. Les surfaces modulaires de Hilbert sont de
dimension 2, la majorité de la cohomologie est donc primitive, il est néanmoins intéres-
sant de représenter géométriquement des classes primitives.

2. Lespace symétrique associé a S0O(2,2)

Soient G le groupe réel SO(2,2), K = G n 0O(2) x O(2) un sous-groupe compact
maximal et X = G/K l'espace symétrique associé. Lespace X est une variété de dimen-
sion 4.

On réalise X comme
X={Z e M>(R) : 'ZZ < b}

ou I, estla matrice carrée identité de taille 2. Soit g € G, on écrit
(A B
£=\lc b

Laction de g sur X est donnée par

avec A, B,Cet D € J#p(R).

gZ=(AZ+B)(CZ+D)}!, ZeX, geG.

Soit 0 I'image de I'identité dans X = G/K. Le groupe G agit transitivement sur X etle . -
groupe d’isotropie Gy = K.

On munit X de la métrique définie par:

(ds)> =Tr[(I-Z'2)Ydz(1 -* zz)'d* z).
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Lespace X muni de cette métrique est symétrique.

Soient g et € les algeébres de Lie de G et K respectivement. Notons p le supplémen-
taire orthogonal de € dans g par rapport a la forme de Killing.

Pour Z € 4 (R), on introduit

€-(.5 5 )

Alors, p = {E(Z) : Z € 45 (R)}. On identifie p avec I'espace tangent TpX. Pour
Z € Jpy(R), soit T, la courbe T; = (exp t(Z)).0. Limage de £€(Z) dans Tp(X) est le
vecteur tangent Ty a T en ¢t = 0. La métrique riemannienne est alors donnée par:

SE(2Z),EW)) =Tr(Z'W).

Pour mieux comprendre la géométrie de I'espace X, on va voir I'algéebre M, ,(R)
comme I’algébre de quaternions

Qu:=RoRi®RjeoRk

o i = j2=—k®=1etij= - ji = k. Onréalise cette identification via I'isomorphisme
d’algébre:

. , [ a+b c+d

g=a+bi+cj+dk—~ M(qg) —( c—d a-b )

Comme d’habitude on définit la norme d'un quaternion g = a + bi + ¢ j + dk par
N(q) = a? — b? - ¢ + d? qui est également égale au determinant de la matrice M (g). Les
quaternions de normes 1 s'identifient donc au groupe SL(2,R). L'algébre des nombres
complexes se plonge isomorphiquement dans 1’algébre des quaternions Q;,; via I'appli-
cation :

z=x+/-1y = x+yk.

On retrouve ainsi le plongement du groupe U (1) des nombrtes complexes de module 1
dans SL(2,R) comme groupe des matrices de rotations. Onnoterag = a — bi — c j — dk
le conjugué de g, il est facile de vérifier que N(g) = gq = qq. Enfin, il sera commode de
noter § = a + bi+ c j — dk ainsi que de voir chaque quaternion g comme u + iv ol u et
v sont deux nombres complexes plongés dans Q;; comme ci-dessus. Remarquons que
FM(q) = M(4) etque U+ iv=T+iv. Ceci équippe p d’une structure presque complexe
donnée par la multiplication a droite par le quaternion k. Cette structure presque com-
plexe est intégrable et induit donc une structure complexe sur I'espace X qui est alors
clairement un espace symétrique hermitien. Remarquons que le groupe O(2) x 0O(2)
agit sur p en préservant la structure complexe.

Rappelons maintenant briévement, comment obtenir l'isomorphisme entre
(SL(2,R) X SL(2,R))/{(h,5),(—-L, — L)} etle groupe Og(2,2) la composante connexe
deTidentité dans O(2,2). Notons Q] , le groupe des quaternions de norme 1, rappelons
qu'il estisomorphe au groupe SL(2,R). Le groupe Q] ; X Q] ; (etdonc SL(2,R) X SL(2,R))
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agit sur Qy,; de la fagon suivante: a chaque couple (g,92) € Q}; X Q] on associe la
transformation Sy, 4, : 4 = 9199, de Q,,1. On a alors les propriétés suivantes :

1. Lapplication S, 4, est linéaire bijective, donc est dans GLg(Qy,1) = GL(4,R) et
lapplication S : Q] X Q}; — GLp(Qy,), définie par S(q1,42) = Sg,,4, €st un
homomorphisme.

2. Lapplication Sy, 4, conserve lanorme N, donc estdans O(N) = 0(2,2).

3. Comme S est continue et Q] ; X Q] ; est connexe, ona S(Q} ; X Q} ;) C Op(N) =
00(2,2).

4. Calculonsle noyaude S:si S, 4, = Id, onapourtout g € Q1,1, 4199, = q. Pour

" g =1,ontrouve q; = g, 0nvoit ensuite que g, est central, donc g¢; = 1 = g,.En
définitive, on amontré:

Ker S = {(1,1),(-1,- 1)}.

5. I’image de S est Og(N) tout entier. En effet, soit g € Op(NN), ilya deuxcas:

—~ Siona g(1) = 1, puisque I'ensemble des quaternions pures P, est I'ortho-
gonalde 1,onag(P,;) = B, etgp, € Oo(2,1), en vertu de I'isomorphisme
entre PSL(2,R) et Og(2,1) il existe alors un élément g € Q} , telque g € Sy,

~ Sionag(l) = r,onaN(r) = N(1) = 1,donc r € Q] ,. On peut alors se
ramener au premier cas et obtenir I'existence d'un élément g € Qlll1 tel que
&= Srq.q-

On a donc démontré que l’application quotient
S:(Qly x QI N/{(L1),(~1, - 1)} = Op(N)

est un isomorphisme. Et donc que le groupe 0y(2,2) estisomorphe au groupe (SL(2,R) X
SL(2,R))/{(b,L),(—b, — b)}. Lespace symétrique X est donc isométrique au produit de
- deux plans hyperboliques. Nous n'utiliserons pas ce fait dans la suite de cette section.

Notre but maintenant est de classifier les sous-variétés complétes totalement géo-
désiques de dimension 2 (il n'y en a évidemment pas de dimension 3) dans X.

Commencgons par rappeler que si R(.,.) désigne le tenseur de courbure sur X, il dé-
coule de [9]; théoréme 3.2 chapitre XI, que pour £(X), E(Y'), E(U) € p, ou p est identifié
aTp(X),ona:

R(E(X),E(Y)EW) = —-[[E(X).,E(Y)]EWU)]. (5

Dans la suite, pour simplifier, nous noterons R(E(X),E(Y))E(U), R(X,Y)U. Un simple
calcul montre alors que:

RX,Y)U=-X'YU-U'YX+Y'XU+U"' XY. (6)

Rappelons maintenant qu’il découle de [9], théoréme 4.3 chapitre XI, qu'il existe
une correspondance bijective entre I'’ensemble des sous-variétés Y complétes de dimen-
sion 2 totalement géodésiques dans X passant par 0 et 'ensemble des sous-espaces m
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de p de dimension 2 tels que [[m,m],m] C m. La correspondance étant donnée par
Y - m = Tp(Y).

Le groupe d’isotropie O(2) x O(2) agit sur p et donc sur 'ensemble des plans m
dans p. On a identifié I'espace p a M;,(R) on peut donc l'identifier a Qy,;. Laction d'un
élément (A,B) du groupe O(2) x O(2) sur M;,(R) est donnée par: M —~ AM' B. Le
groupe U (1) x U(1) se plonge isomorphiquement dans O(2) x O(2) via le plongement
naturel de U (1) dans O(2) comme matrices de rotations, il agit donc sur M;» (R) et donc
sur Qp,;. Laction d'un élément (z,w) € U (1) X U(1) sur Qy,) estdonnée par: g — zqw.
On écrit chaque élément g de Q;; sousla forme g = u + iv avec u, v € C. 1l est alors
clair que tout élément g ='u + iv peut-étre envoyé par un élément de U (1) x U(1) dans -
R+ iR.

Fixons maintenant g et g, dans Q,,; engendrant un plan. Quitte a translater ce plan
vial'actionde U (1) x U (1), on peut supposer que g; = x+iy avec x,y € R. Onnoterade
plus g, = u+ivavec u, v € C. Puisque seul le plan engendré par g, et g, nous intéresse,
on peut se ramener a ce que 4g; et g, soient orthogonaux et de normes 1 pour la forme
quadratique obtenue en transportant le produit scalaire surp = M, ,(R), c’esta dire a ce
que

xRe(u) + yRe(v) =0,
x2+y? = (7)
et |ul2+|v|2=1.

On veut que le plan engendré par g, et g, corresponde a un plan m C p vérifiant
[[m,m],m] C m. En fait, la courbure d'une variété symétrique de dimension 2 devant
étre constante. Si 'on note X; = M(q,) et X, = M(qg,), on cherche ¢, et g, de fagon a ce
qu'il existe une constante c telle que

R(XG.G) X% = —cX

et
R(X,X%)% = cX;.

Transposons ces deux derniéres équations dans le langage des quaternions. On ob-
tient:

2014091 + 929% + GG = —cqp

et
~ 019292 — RGo) + 2201 G2 = 4.
Un calcul simple réduit ces deux équations aux deux équations suivantes :
2x%(u - ) +2iy* (v - 0) = —c(u+ iv)
et

2xu(u —u) + 2iyv(v — 7) = c(x + iy).
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Celles-ci sont équivalentes aux quatre équations suivantes :

2x*(u—T) = —cu (8
22 (v-7) = —cv 9
2xu(u —U) = cx (10)
2yv(v - 7) = cy. (11)

Supposons d’abord que c est différent de 0. Alors les équations (10) et (11) im-

pliquent que u et v sont imaginaires purs et que

et

4x21m(u) = —cIm(u)

4y21m(v) = —clm(v).

Puis les équations (12) et (13) impliquent que

et

4xIm(u)? = —cx

4yIm(v)? = —cy.

On examine plusieurs possibilités.

~ Supposons d’abord que ¢ = —4. Alors si Im(u) est non nulle, on doit avoir x> = 1

donc y = 0, puis Im(u)? = 1 et donc Im(v) = 0. On peut raisonner de méme en
supposant Im(v) non nulle. Il reste alors, compte tenu de (7), huit cas possibles a
savoir (41,92) € {1, - 1} X {k, — k} ou (q1,92) € {i,— i} X {j, — j}. Vus comme
matrices dans M; ;(R), on obtient deux classes d’orbites de plans sous O(2)x 0(2),
a savoir la classe de chacun des plans

() )
(L) G

et

— Supposons maintenant ¢ différent de —4. Si Im(x) est non nulle —¢ = 4x? et si

Im(v) = 0,alors y = 0, x> = 1 et ¢ = —4 ce qui contredit notre hypothése. On doit
donc avoir Im(u)Im(v) # 0. D’ott il découle que ¢ = —4x? = —4y? et donc que
¢ = —2. Il reste alors huit cas possibles a savoir, (g;,92) € {i%(l +1), * %(1 -

i} x {= ‘/%( Jj — k)}. Vus comme matrices dans M, ;(R), on obtient quatre classes
d’orbites de plans sous O(2) x 0O(2), a savoir la classe de chacun des plans

wnt(U ()
wrt(* 10 )
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- IInous reste a traiter le cas olt ¢ = 0. On a alors évidemment soit x et y non nuls et
u, vréels, soit x = v = 0, soit y = u = 0. Compte tenu de (7), les quaternions g; et
g, doivent étre de 'un des formes suivantes :

- (q1,92) = (cos @+ isin 6,sin 8 — icos 8) ou (cos 8 + isin B, — sin 6 + i cos O)
pour un certain parametre réel 9, ou
- (q1.qp) € {1} X {icos@ + jsing : @ € R},ou
- (q1,92) € {zi} x {cosp +ksinp : @ e R}.
Dans le premier cas le plan engendré par g; et g, est le plan engendré par 1 et i.
Dans les deux derniers cas, on peut translater le plan engendré par ¢; et g, par un
élément de U (1) x U(1) etenvoyer sur le plan engendré par 1 et i. Vus comme

matrices dans M;,(R), on obtient une seule classe d’orbites de plans sous O(2) x
0O(2), a savoir la classe du plan

me ("))

Finalement il découle de ces calculs la proposition suivante.

ProrosiTiON 2.1. — SoitY une sous-variété compléte de dimension 2 et totalement
géodésique dans X, dont on suppose la courbure normalisée entre O et —1. Il existe une
isométrie g € G deX (qui préserve donc la structure complexe de X) et telle que l'image de
Y par g soit l'une des sous-variétés suivantes :

Y, = {( —ab Z)ex:a,belk};
Y, = {(Z _ba)eX:a,beIR};
Y; = {(g)ex Zz—o},

Vs = {(2 z)ex:z=0};
Ys = {(g E)EX:a,belR}

Munies de la métrique induite, les variétés Y, et Y, sont holomorphes et & courbure sec-
tionnelle constante égale a —1, la variété Y3 ‘est holomorphe et a courbure sectionnelle
constante égale a — %, la variété Y est totalement réelle et a courbure sectionnelle constante
égale a — %, enfin la variété Y est totalement réelle et a courbure sectionnelle constante

nulle.

Remarquons que les différents sous-espaces totalement géodésiques peuvent étre
facilement visualiser dans le modéle du disque de Poincaré. Plus précisemment, comme
on I'a rappelé I'espace symétrique X est isométrique au produit de deux plans hyperbo-
liques, il est donc isométriques au produit de deux disques D x D chacun munit de sa
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métrique de Poincaré (de courbure sectionnelle constante égale a —1). Les sous-espaces
Y, et Y, correspondent aux deux facteurs D, le sous-espace Y3 correspond a la diagonale,
le sous-espace Y4 a I'ensemble {(z,zZ) : z € D} et le sous-espace Y5 au produit ] —
1L,1[x]-11[.

Dans la section suivante on se concentre sur la sous-variété Ys que I’on notera Y.

3. Sur les plats de X

Le morphisme

S(0(1,1) x 0(1,1)) - S0(2,2)
a 0 b O
a b x B 0 x 0 B
((c d)’(y 5))“ c 0 d 0
0 y 0 6§

est un plongement. Le sous-groupe H = S(0(1,1) x O(1,1)) de G ainsi définit, agit tran-
sitivement sur la sous-variété Y. Soit # un élément de H que l'on écrit

S 6 © 8
Y oR ©
oo W
M O™ O

aveca, b, c,d, o, B,y, 6 € R. Lactionde H surY est donnée par

u 0 autb 0
h.( 0 v > = ( CT;d avtp .

yv+d

Puisque le sous-espace totalement géodésique Y est plat dans X, le fait suivant est
trivial.
Fait. Soit Z € Y. Soient Y1, Y> € TV, alors I'opérateur R(Y},Y,) estidentiquement nul.

LEMME 3.1. — SoitY = & (( 2( g )) € To(Y)* avec|{Y || = o + B2 = 1. Alors,

1. les espaces Ty(Y) et Ty(Y)* sont invariants sous l'application R(.,Y)Y;
2. lopérateur R(.,Y)Y, ) admet la base orthonormée de vecteurs propres suivante:

(o 1)) 7 (6 5)))

de valeurs propres associées respectivement —1 + 2af et —1 — 2ap;
3. lopérateur R(.,Y)Y\ , est identiquement nul.
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Démonstration. D’aprés I'égalité (5),si X = € (( g g )) € Th(Y),aveca, b € R,on
a:
_ —a+2aBb 0
RX. Y)Y _E(( 0 -b+20pa ))

Ceci prouve les deux premiers points du lemme. Le troisiéme point est trivial.

Maintenant soit T une géodésique perpendiculaire a Y. On s’intéresse aux champs
de Jacobi le long de 7. Soit T = T, ¢ lalongueur d’arc de Y a ;. On peut supposer que

T0=OetqueY=f0=§(< A

x 0 )) Dans la suite on décrit les champs de Jacobi
X = X(t)lelongde T vérifiant

X(0) € Tp(Y) et Vy X € Tp(Y)*. (12)

Léquation de Jacobi est donnée par
V2, X +R(X,T)T: = 0.

D’aprés le lemme 3.1, les valeurs propres de R(.,Y )Y sont négatives.

Soit Xy € Tp(Y) un vecteur propre de R(.,Y )Y pour la valeur propre —A (A = 1 =
2aB). Soit X; le transport paralléle de X, le long de 7. On peut vérifier que

X(t) = (coshvAr)X (13)

est un champ de Jacobi le long de T vérifiant (12).

Soit Ly € To(Y)*. Soit L, le transport parallele de L, le long de 7. On peut vérifier
que

L(t)y = tL (14)

est un champ de Jacobi le long de T vérifiant (12). L'espace des champs de Jacobi vérifiant
(12) a pour dimension 4. Cet espace est engendré par les champs de Jacobi construits ci-
dessus.

On introduit maintenant les coordonnées normales. Soit-( b;,b>,e;,€2) 1a base ortho-
normée de l'espace tangent a X en 0 donnée par:

1 1
by = S5E(R), by = 5 (( o )) &1 = E(Bp1) et e = E(Erp).

Les vecteurs b; sont tangents a la sous-vari€té Y et les vecteurs e ; sont perpendiculaires a
la sous-variété Y. On étend la base orthonormée (by,b;,e;,€;) en un repére orthonormé
mobile (By,B;,E;,E;) de T (X)), par transport paralléle radial depuis 0. Lespace Y est
totalement géodésique dans X. Les champs de vecteurs D; demeurent donc tangentsa Y
et les champs de vecteurs E; demeurent orthogonauxa Y.
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On munit maintenant des coordonnées (x;,x,,¥;,¥2) le point

exp, (1 Ei(q) + y2E2(q))

ou
q = expg(x1b; + x2b3).

On change alors les coordonnées (y;) dans la fibre pour les coordonnées polaires (7,0).

Remarquons que lavariété X s'identifie, vial’application exponentielle, au fibré nor-
mal de Y dans X. Notons 1t : X — Y la projection de ce fibré et u la forme volume sur V.
Soit S(r) (pour r > 0) le sous-fibré de X constitué des cercles de rayon r. On a une projec-
tion Xg — S(1) induite par 'application x ~ me dans les fibres, ot X, est le sous-fibré
des vecteurs non nuls i.e. Xg = X - V.

Le fibré S(1) s’identifie, via ’application exponentielle, au fibré normal unitaire de
Y dans X. En particulier, le choix d’un repére orthonormé mobile induit une inclusion
de ce fibré dans le fibré O(X),y des repéres orthonormés sur X restreint a Y. Sur le fibré
O(X) on ala connexion riemannienne (de Levi-Civita) et sa forme de connexion associée
w’. Celle-ci induit une forme de connexion w sur le fibré S(1).

LeMME 3.2. — En restriction a la fibre, la forme de connexion w coincide avec la
forme d@. De plus,
dw = 0.

Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant:

TS(1)e—————— T(O(X)}y)

| |

S(1)¢ O(X)yy
V/

La forme de connexion w’ est une application

w’ : T(O(X)y) — 0(4),

ol o(n) désigne I'algébre de Lie du groupe O(n). On obtient la forme de connexion w en
composant les applications TS(1) = T(O0(X)y) et w”.
-t

Lapplication w; est a valeurs dans 0(2) C 0(4). Oro(2) = { (t) 0 .t €

R} = R. Donc la forme de connexion w s’identifie a une forme différentielle de.degré 1
sur S(1) qui coincide avec la forme 46 en restriction a la fibre.

On sait que la forme dw’ évaluée sur des vecteurs horizontaux n’est autre que la
forme de coubure Q' de la variété X restreinte 2 T(O(X)y). Or d’aprés le lemme 3.1,
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Topérateur R(by,b,), vu dans o(2), agissant sur To(Y)+ est nul. En particulier, d’apres
(9], Yopérateur Q' (b} ,b3) (ou bT et b sont deux vecteurs horizontaux au-dessus de b,
et b,) vu dans 0(2) est nul. Via I'isomorphisme entre 0(2) et R, on obtient finalement que

dw = 0.
4. Variation sur une construction de Kudla et Millson

Soit M = I\X un quotient de volume fini de X par I un sous-groupe discret de G
sans torsion. On note toujours H = $(0(1,1) x O(1,1)) et Y le sous-espace symétrique
(totalement géodésique) de X associé a H.

Soit A = T'n H etsoit T = A\Y. Dans la suite on supposera que T est compacte
(c’est alors nécessairement un tore) et on notera M,, = A\X; on dira que la variété M
contient un tore plat immergé. On obtient alors le diagramme commutatif suivant :

Yoe——— X

L

T= AY—=DN\X =M

ol 'application i est induite par l'inclusion de Y dans X.

Remarquons tout d’abord que la variété M, s’identifie avec le fibré normal de T
dans M par exponentiation des fibres normales en utilisant I’application exponentielle
dans M. Rappelons que de méme on a une fibration 7t : X — Y qui est un fibré H-
homogeéne.

Dans la suite, on conserve les notations de la section précédente. Soit toujours u la
forme volume sur Y. Soit v la forme sur M,, définie par la formule

vy(v,w) = volg(prv, pr w)

ouy € My, v,w € T,(M,), pr estlaprojection sur les vecteurs verticaux de v donnée
par la connection riemannienne, F est la fibre passant par y et volg est la forme volume
sur F. Les formes v et u forment une base de I’espace des 2-formes H-invariantes sur X.

Delaméme maniére que la fibration H-homogéne 1 induit une fibration (toujours
notée 77) de M, sur T, le sous-fibré S(r) (pour r > 0) induit un sous-fibré (quel'on note
toujours S(r)) de M. Le sous-fibré S(r) de M, est constitué des cerclesderayonr.On a
une projection p : M — S(1) induite par I'application x — 1% sur les fibres, ot M, est
le sous-fibré des vecteurs non nuls i.e. M2 = M, — T.0 On ale diagramme commutatif
suivant:

M2 S A— T )

N
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ou 1’ est la fibration induite par 7r. Sur S(1) on a la forme de connection w associée a la
connection riemannienne sur 7r. D’aprés le lemme 3.2, la restriction de w a la fibre est
d0, ot d@ est I'élément de volume du cercle. On étend w a M2 en la tirant en arriére par
p. D’aprés le lemme 3.2, on obtient alors une forme différentielle fermée que I'on note
toujours w.

Nous allons maintenant décrire une variante de la construction de Kudla et Millson
telle que développée dans [11]. Le but de cette construction est la description de la forme
harmonique duale au tore (immergé) T dans M.

LEMME 4.1. — Soit K l'horizontal dans M.

1. Siy € m~1(0), alors Ky, estengendré par les vecteurs 9/9x;, .

2. Lespace K, est le supplémentaire orthogonal de l'espace tangent aux fibres pour
touty € M.

Démonstration. Soit y € 1t~1(0). Supposons que

Yy = expo(ae; + aze;).
Soit s la section de M,, définit par la formule

s(q) = exp,(a1E (q) + a2 E2(g)).

Puisque les dérivés covariantes de E; et E, sont nulles en 0, il en est de méme pour la
section s. DoncI'espace K|, est engendré par les vecteurs dsjo(b;) et dsjo(b;). Mais

0 0
dSIO(bl) = — et dS|o(b2) = — .
ax1 ly axz ly
Le premier point est donc démontré. Par H-invariance, le point 2 en découlera si 'on
peut prouver que pour tout i, jona:

< 0 0 > _

0x; | y’ 3_}/ j ly
Mais, il existe une isométrie involutive o de X qui fixe point par point 7t} (0) et préserve
globalement Y. Alors K], est un espace propre pour la valeur propre ~1 de do. Or do

se restreint en I'identité suivant la verticale. Donc le lemme 4.1 découle du fait que deux
espaces propres distincts d’'une isométrie sont orthogonaux.

Notons (.,.), le produit scalaire sur les formes différentielles de M., et en un point
¥ € M. Soit ||.||, 1a norme riemannienne associée.

LEMME 4.2. — Soity € M, un point donné par les coordonnées polaires (r,6) dans
la fibrederr. Onaalors:

1
cosh(2rsin 0) + cosh(2r cos 8)’

L |jmr*ully =
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2. (do,dr)y =0;
3. 11d6lly =1/r.

Démonstration. On commence par supposer que 1t(y) = 0. Soit T 1a géodésique perpen-
diculaire a Y telle que T, = y. Alors:

e 0 sin @
Y_TO_E(( cosf 0 ))

Soit (X', X#) unrepere orthonormé de Ty (Y) constitué de vecteurs propres del'opé-
rateur R(.,Y )Y .On peut supposer (lemme 3.1) que X; est un vecteur propre associéala
valeur propre —1 + sin 26 et X# un vecteur propre associé a la valeur propre —1 — sin 2.
Enfin remarquons que |uo (X, X¢)| = 1.

Soit X/} (i = 1,2) le transport paralléle du vecteur X4 le long de T. On a vu que les
champs de vecteurs X!(¢) = (cosh /1 — sin26t)X;! et X?(t) = (cosh /1 + sin 26t) X?
sont des champs de Jacobi le long de T vérifiant 12. On en déduit que

| (e )y (XM (1), X2(r)| = 1.

En remarquant que /1 — sin20 = |cos @ — sin 0| et /1 +sin28 = | cos 6 + sin 8}, on
obtient la premiére assertion du lemme 4.2 lorsque 1m(y) = 0. En toute généralité, elle
découle de son invariance sous I’action du groupe H.

- Pour chaque fibre t71(g), les fonctions {r,6} sont les coordonnées polaires géodé-
siques usuelles de centre g. Mais chaque fibre est un plan euclidien de courbure nulle.
Les assertions 2 et 3 sont donc immédiates.

LEMME 4.3. — Pour touty € M2, w, = d6,.

Démonstration. Notons toujours s la section définie dans la démonstration du lemme
4.]1. Lapplication @ - s est constante. En différentiant cette application on obtient donc

0 0
dé(— )=0etd6(— ) =0.
Bxl ly axz ly

Orles vecteurs 2/9x; sont horizontaux (lemme 4.1) et annulent donc la forme w. Puisque
les formes d6 et w sont tirées en arriére a partir de formes sur S(1) elles doivent toutes
deux s’annuler sur le vecteur 9/9r. Enfin w = d8@ sur le cercle unité de la fibre au-dessus
de 0. Donc

wly = d9|y,
pour tout y # 0 au-dessus de 0.

Par H-invariance, on déduit des lemmes 4.2 et 4.3 le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.4. — Pour touty dans M2,

1. (d0,dr)|, =0;
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2. |dé|l =1/r;

3. v=rdrAdb;
4. dv=0.
PROPOSITION 4.5. — Pour s,t € C, de parties réelles strictement positives, soit
r(1+3)r(1+%) rdr A do
WYst =2

1\2 TS S P .
1-(_2_) 1"(5-*“2—1)1"(”2“—1>C°Sh ((sin @ + cos @)r) cosh™™ " ((sin & — cos 0)r)

La forme Y ,; est une 2-forme fermée H -invariante sur Mo, intégrable et d’intégrale 1 sur
chaquefibre de 1v. De plus y; ; vérifie l'équation différentielle suivante :

s(s+1) t(r+1)
Ay, = ——Z——[Ws+2,r - WYl + —2-[Ws,r+2 - Ws,el.

Démonstration. La forme ; est bien définie pout tout s, de parties réelles > —1. [l
découle facilement de son expression que Y, ; a les propriétés suivantes:

— s, est H-invariante pour tout s et ¢;
— g, estfermée pour tout s et ¢;

Hs, || estintégrable sur M, dés que Re(s), Re(t) > 0;
- [z W5, = 10U F estune fibre quelconque de .

Le dernier point découle immédiatement du changement de variable
u=(sin@ +cosO)r,
v=(sin@ — cos O)r.

Pour conclure la démonstration de la proposition 4.5, il suffit donc de calculer Ay ;.
Remarquons tout d’abord que

2 cosh((sin @ + cos @) r) cosh((sin @ — cos 8)r) = cosh(2rsin 8) + cosh(2rcos 8). (15)

Pour simplifier, notons C(s) = f(l;()l—;(?%) Il est clair que
e

s+2 .
C(s+2) = ——C(s). (16)
s+1
On déduit du lemme 4.2, du corollaire 4.4 et de 15 que:
dvoly, = 2cosh((sin 8 + cos 8)r) cosh((sin 8 — cos 8)r)m* u A-v,

' ol dvolyy, est1’élément de volume de M,, et toujours v = rdr A d@. Donc, d’aprés le
corollaire 4.4 et toujours grace a 15, si x désigne I'opérateur étoile de Hodge sur M,
ona:

*xv = 2 cosh((sin @ + cos 8)r) cosh((sin 8 — cos O)r)m™ u,
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1
*TT U = ,
TH 2 cosh((sin @ + cos 8)r) cosh((sin & — cos 9)r) v
1
*(dr Amt¥*p) = de
(dr A TH) 2 cosh((sin @ + cos 8)r) cosh((sin § — cos 8)r) r
et 1
*(rd0 A t*p) = — dr.
(r ) = = e osh((sin 8+ cos 8)7) cosh((sin 0 — cos &))"
Donc:

AWS,t =—-dx*xdx Ws,t

1 T u
=—-—C(s)C(t)d x d
4 (9C() (coshs((sin 0 + cos 6)r) cosh? ((sin 8 — cos 6)r)>
- -l—C(s)C(t)d * { — ssinh({(sin & +c0f 9).r)
4 cosh® " ((sin @ + cos 8)r) cosh’ ((sin 8 — cos 9)r)

. ((sine +cos@)dr Amt*u+ (cos @ — sin 8)rd6é A Tr*u)
t sinh((sin @ — cos 8)r)
cosh®((sin 8 + cos 6) r) cosh**! ((sin & — cos 9)r)

. ((sin@ —cos@)dr A ¥ u+ (cos @ + sin 8)rdé A Tr*u)}
ssinh((sin @ + cos 0)r)
C(s)C(t d{
()C(2) cosh**2((sin 6 + cos 0)r) cosh**((sin & — cos 8) r)
- ((sin@ + cos B)rdO — (cos @ —sin 8)dr)
t sinh((sin @ — cos @) r)
cosh**!{(sin @ + cos 8)r) cosh?**2((sin 6 — cos 8)r)

—(cos @ + sin e)dr)}

® |-

((sin@ — cos @)rdo

s(s+2)
cosh?((sin 6 + cos ) r)
t(t+2) rdr A df
cosh?((sin @ — cos 8)r) } cosh*™ ((sin 8 + cos 8)r) cosh** ! ((sin 8 — cos 8)7)

C(s)C(1) {—(s(s+ D+e(t+1)) +

S

D’ou ' on déduit, grace a (16), que:

s(s+1) t(t+1)_ .
> (Wssor — Wse]l + _Z‘-[Ws,t+2 - WYstl.

Ce qui achéve la démonstration de la proposition 4.5.

AWS,t =

Etant donné un point P € M,, et deux nombres réels strictement positifs uq et vy,
on pose:
u(P) = (sin 6(P) + cos O(P))r(P),

v(P) = (sin 8(P) — cos 8(P))r(P)

et
N(P,up,up) = |{y € A\l : |u(yP)| < upet|v(yP)| < w}l,
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ol les coordonnées 6(P) et r(P) sont dans la fibre de 7T passant par P.

LEMME 4.6. — Il existe une constante C(P) > 0 telle que pour tous ug et vy stricte-
ment positifs on ait :

N(P,up,vp) < C(P)e*0™™.

De plus, on peut choisir C(P) de maniere a ce qu’elle soit bornée sur les compacts de M, .

Démonstration. Soit B(uy,v9) le sous-ensemble de M,, constitué des points P vérifiant

lu(P)| < uo

et

lv(P)| < w.

Soit D un ouvert relativement compact de M,, de diameétre § contenant P et tel que les
ensembles yD (y € A\I) soient disjoints. On a alors:

vol(D)N(P,r) < vol(B(ug + 8,1 + 8)).
Mais

vol(B(ug + 8,1 + 8)) =/ 2 cosh((sin @ + cos 8)r)
B(ug+8,v9+8)
- cosh((sin@ — cos ) r)m*uanv

= vol(T) / / cosh ucosh vdu A dv.
luiCup+d JiviKy+d

Finalement, on obtient bien que:

N(P,r) < C(P)e"t™,

PrROPOSITION 4.7. — Soit K un compact de M. Il existe une constante C(K) (dépen-
dante deT) telle que pour tout P € K, T > 1 etdeux nombresréels s ett, on ait:

E : 1
< C(K)(1 + e2=s-0V2Ty,
S T <
r(yP)STCOSh u(yP) cosh® v(yP)

Démonstration. D’apres le lemme 4.6, il existe une constante C(K) telle que

N(PruOrUO) < C(K)euo‘f'llo’
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pour tout P € K et ug,vp > 0. On a donc (pour set t deux nombres réels) :

1 Vv2T) pVZr(yP) 1 22
Z s T g / s T N(Plul U)
cosh® u(yP) cosh’ v(yP) 0 o cosh® ucosh* v ouov

ryPIKT
VZT
1 1 0
< —N(P,u,v2T
\/0 cosh‘u{cosh‘\/iT R uV2T)

- iN(P,u,O)
u

V2T .
sinhv 0
+7 —————N(P,u,v)dv + du
[, cosh™! v ou ( ) }

1
<
cosh® /2T cosh? /2T

1
- o T N(P,\/2T,0)+

1
" cosh’ 2T
s /‘/iT sinh u
0

N(P 2T /2T)

N(P,0,4/2T) + N(P,0,0)

+ N(P,u~2T
cosh? V2T cosh’*! u (Pu )

V2T
sinh u
— e N(P,u,0
/o cosh**! u ( )
t / V2T sinh v
0

+ N(P,\/2T,
cosh® 2T cosh**! v (PA/2T.0)

V2T .

sinh v
-t ———N(P,0,v
/ cosh™ 1y ( )

0
V2T /‘/ET sinh u sinh v
0 0

+ st
cosh**! ucosh*! v

N(P,u,v)dudv

< C'(K)(1 + e?7s0V2T),
olt C'(K) est une constante ne dépendant que deTet de K.
Soit

Qoe =Y ¥ Wsr. 17
AL

La proposition 4.7 implique immédiatement le lemme suivant.

LEMME 4.8. — La série (17) converge absolument sur tout compact de M., deés que
Re(s + t) > 0; elle définit alors une 2-forme fermée sur M.

Les démonstrations du théoréme 3.1 de [10] et du théoréme 7 de [2] (pour une va-
riante et le cas non compact) impliquent le théoréme suivant.
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THEOREME 4.9. — La série Qg admet un prolongement continu au produit de demi-
plans {(s,t) : Re(s),Re(s) > 0} et vérifie I'équation fonctionnelle :
s(s+1) t(t+1)
AQyr = T[Qsﬂ,t - Q.1+ T[Qs,wz - Qg ] (18)

La 2-formeQq ainsi définie est harmonique et duale (au sens L? lorsque M nest pas com-
pacte) a T dans M.

5. Sur le spectre des surfaces modulaires de Hilbert

On va maintenant s’intéresser aux surfaces modulaires de Hilbert. Soit donc, com-
me dans l'introduction, un groupe G algébrique simple et connexe sur Q tel que

— G(R) soit un groupe semi-simple;
— G(R) soitisomorphe au groupe SO(2,2) a des facteurs compacts prées.

Soit Ky un sous-groupe compact-ouvert de G(A ) (ol Ay désigne 'anneau des
adeles finis sur Q) tel que le groupe I' = G(Q) N K soit sans torsion et que sa projec-
tion dans SO(2,2) soit contenu dans la composante connexe de I'identité Og(2,2). Un
tel groupe I est appelé sous-groupe de congruence (sans torsion) de G. On appelle sur-
face modulaire de Hilberttout quotient de 'espace X par un sous-groupe de congruence
(sans torsion) I'de G comme ci-dessus.

D’aprés un théoréme classique, une surface modulaire de Hilbert est toujours de
volume fini; elle est de plus compacte si et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q.

Les groupes G comme ci-dessus sont tous connus, voir par exemple [13], on peut
les décrire de la fagon suivante. -

Soit K ¢ Run corf)s de nombre totalement réel de degré d sur Q. Notons o, =
id,0s,...,04 les différents plongements de K dans R. Soit

q(x,y,z,t) = ax® + By* — y22 — 6t?
une forme quadratique sur R* avec «,8,y,5 € K et telle que:

— les formes quadratiques g% = g;(x)x? + g;(B)y? — 0:(y)Z* — 0;(8) t? soient défi-
nies positives pouri = 2,...,d. '

Le groupe SO(g) est un groupe algébrique sur K. Soit Rx,q le foncteur de restriction des
scalaires de Weil passant du corps K au corps Q. Le groupe R /q(S0(g)) est un groupe
Q-algébrique comme au-dessus. Et réciproquement tout groupe G comme au-dessus est
de cette forme.

Onl'arappelé, la composante connexe de l'identité du groupe SO(2,2) est isomor-
phe au groupe (SL,(R) X SL(R))/{(L,L),(—k, — L)}. On aurait ainsi pu travailler avec
des groupes G’ algébriques simples et connexes sur Q tels que

— G'(R) soit un groupe semi-simple;
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— G'(R) soitisomorphe au groupe SL,(R) x SL,(R) a des facteurs compacts prés.

Si G’ est un tel groupe, on peut, comme ci-dessus, considérer un sous-groupe
compact-ouvert Ky de G'(A ) tel que le groupe I’ = G'(Q) N Ky soit sans torsion. 11
est clair que la projection de I" dans (SL(R) x SL,(R))/{(h,L),(—bL, = b)} = 0s(2,2)
coincide avec la projection d’'un sous-groupe de congruence (sans torsion) d’'un groupe
G comme au-dessus, et réciproquement. Autrement dit, le quotient de X = H X H par un
groupe discret ' comme au-dessus est une surface modulaire de Hilbert et, réciproque-
ment, toute surface modulaire de Hilbert est de ce type.

Les groupes G’ comme au-dessus sont également connus, voir [13], on peut les dé- -
crire de la facon suivante.

Soit K un corps de nombre totalement réel de degré d sur Q. Notons 04,03, ...,04
les différents plongements de K dans R. Soit D une algébre de quaternions sur K, i.e.
une algébre centrale simple de dimension 4 sur K. Il n'y a que deux types d’algeébres de
quaternions sur R, I'algébre des matrices M,(R) et I'algébre des quaternions usuels H.
On choisit le corps K de maniére a ce que

- U](D) ®0'1(K) R = MZ(IR),
- 02(D) ®gyx) R = Mp(R) et
- 0i(D) ®si(K) R = H.

Le groupe D! des quaternions de norme 1 est un groupe algébrique sur K. Le groupe
Rk/q(D?) est alors un groupe Q-algébrique du type G' comme ci-dessus. Et réciproque-
ment tout groupe G’ comme au-dessus est de cette forme.

Nous allons maintenant démontrer le résultat principal de cette section.

THEOREME 5.1. — Il existe un nombre réel strictement positif € tel que pour toute sur-
face modulaire de Hilbert, la premiere valeur propre non nulle du laplacien de Hodge-de
Rham sur les formes différentielles est supérieure ou égale a €.

11 est classique (et détaillé dans [4]) que pour démontrer le théoréme ci-dessus, il
suffit de démontrer le lemme qui va suivre. On ne détaille pas le dictionnaire entre formes
différentielles et représentations (c’est essentiellement la formule de Matsushima), no-
tons néanmoins que les représentations cohomologiques correspondent évidemment
aux formes harmoniques. Enfin, rappelons que si G’ est un groupe algébrique sur Q
. comme au-dessus, on note &'y, 'adhérence (dans le dual unitaire G’ (R) de G’ (R)) de la
réunion

ua(T'\G'(R))
des spectres o (['\G' (R)), i.e. des classes d’équivalence de représentations irréductibles

unitaires qui sont faiblement contenues dans L?(I\G’(R)), lorsque les groupes I” par-
courent I'ensemble des sous-groupes de congruence de G'.

LEMME 5.2. — Soit D! le groupe des éléments de norme d’'une certaine algébre de
quaternions sur un corps de nombre K totalement réel. SoitG' = Rg;q (DY). Alors les re-
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présentations cohomologiques de G’ (R) sont isolées, uniformément par rapport au choix
de D, dans le dual automorphe G 4,,;.

Démonstration. On a G'(R) = SL,(R)” x SU(2)%, o r et s sont des entier de somme
r+ s = d le degré de K (dans le cas qui nous intéresse r = 2). Les représentations co-
homologiques font toutes partie de la série discréte de G’ (R) et sont donc isolés dans
la partie tempérée du dual unitaire de G'(R). Pour SL, (R), une représentation de la sé-
rie discréte ne peut donc étre approchée que par des représentations sphériques de la
série complémentaire. Les seules représentations de la série discréte pouvant étre ainsi
approchées sont les deux représentations apparaissant.comme sous-quotients irréduc-
tibles a la fin de la série complémentaire. Mais ce phénomeéme ne peut se produire dans
G’y ,: Puisqu’en combinant la correspondance de Jacquet-Langlands [8] avec I'estimé de
Gelbart-Jacquet [6], on montre que la moitié de la série complémentaire de SL,(R) est
exclue de G/,

Ceci conclut la démonstration du théoréme 5.1.
6. Démonstration du théoréme 1

Soit G un groupe Q-algébrique comme dans l'introduction (ou dans la section pré-
cédente) et soit ['un sous-groupe de congruence de G. Soit M = I X la surface modulaire
de Hilbert associée. Soit S une sous-variété de dimension 2 et totalement géodésique
dans M. Il existe alors un plan totalement géodésique Y de dimension 2 dans X tel que:

- S=AY;
- A =T'n H, ou H estle sous-groupe de SO(2,2) stabilisant Y;
— l'immersion de S dans M est induite par I'inclusion de Y dans X.

Puisque M est arithmétique, la sous-variété Y est elle aussi arithmétique. On peut
wrouver une démonstration de ce résultat dans [4]. Plus précisemment, il doit exister un
Q-sous-groupe H de G tel que:

— la projection de H(R) dans SO(2,2) coincide avec le groupe H;

— le groupe A est un sous-groupe de congruence de G.
Fait. I] existe une suite décroissante {I},},,>0 de sous-groupe de congruence de G telle
que: '

1. =L et

2. nmzorm = A.

Démonstration. Rappelons que I'est de la forme
'=G(Q) n Ky,

ou Ky est un sous-groupe compact-ouvert de G(A s). De méme, le groupe A est de la
forme
A =H(Q) n K},
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ou kK }{ est un sous-groupe compact-ouvert de H(A r). Soit alors {K )’Z’} une suite décrois-
sante de sous-groupes compact-ouvert de G (A r) telle que:

1. K§ =Ky, et
2. Dok} = {e}.

La suite de sous-groupe de congruence:
T = G(Q) N Kf K]
vérifie alors clairement I’énoncé du fait.

11 découle du fait ci-dessus et de la démonstration du théoréme 1 de [1] que la sur-
face S sereléve a un revétement fini (toujours de congruence) en une surface plongée. Le
premier point du théoréme 1 est donc démontré. On supposera dorénavant que la sur-
face S est plongée. La démonstration du théoréme 1 se scinde maintenant en trois cas, le
cas ou S est complexe, le cas ou S est totalement réelle et de caractéristique d’Euler non
nulle et le cas ou S est un tore.

Le cas out S est complexe est trivial puisque M est kaehlérienne et donc [ S] estnon
triviale dans H, (M).

Le cas ol S est totalement réelle et de caractéristique d’Euler non nulle n’est pas
beaucoup plus difficile. En effet, 1a multiplication par J (la structure presque complexe)
envoie le fibré tangent a S vers le fibré normal de S dans M. Le nombre d’Euler du fibré
normal de S dans M est donc égal a la caractéristique d’Euler de S, qui est non nul. La
classe d’homologie [ S] est donc nécessairement non triviale.

Le cas ou S est un tore est le plus délicat. On note toujours {I;,} la suite de sous-
groupes de congruence vendue par le fait ci-dessus. Pour chaque entier m > 0, soit
M,, =,\X et QZ‘, la forme duale a T construite section 4. La famille {M,,,} est consti-
tuée de revétements finis galoisiens de M. La forme différentielle Qg est la forme har-
monique duale au cycle T = A\Y dans M,,.

Puisque chaque groupe I, est un sous-groupe de congruence, chaque M,, est une
surface modulaire de Hilbert. Le théoréme 5.1 implique donc que la premiére valeur
propre non nulle du laplacien sur les 2-formes de M,,, est uniformément minorée.

La démonstration de la proposition 12 de [2] implique la proposition suivante.

PROPOSITION 6.1. — La suite { f My, HQ(’,’,‘OHZ} converge, lbrsque m tend vers Uinfini,
vers [y, lwooll?.

Idée de la démonstration. Lorsque Re(s + t) > 0, il découle facilement de I’expres-
sion (17) que la suite de formes différentielles (vues sur X) Qf", converge uniformément
sur tous les compacts de X vers la forme différentielle y; ;. Le trou spectral assuré par
la minoration uniforme de la premiére valeur propre non nulle du laplacien sur les 2-
formes de M,, implique alors que Qg la projection hilbertienne de Q7 sur I'espace des
formes harmoniques converge au sens L? vers le projeté harmonique g de s, d'ou
I'on conclut la proposition.
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Conclusion de la démonstration du théoréme 1. Lintégrale f Mo Hwool |2 est bien sur

non nulle. Il existe donc un entier m tel que 'intégrale L M, QG| |2 soit elle aussi non
nulle. Puisque Qg est la forme harmonique duale a T dans M,,, on en déduit que la
classe de T dans H,(M,,) est non triviale. Ce qui conclut la démonstration du théo-
reme 1.

Pour conclure cette section, remarquons que, comme dans [2], 'expression exacte
de Qg ; donnée par (17) permet de démontrer I’estimer précis suivant sur la croissance
delanorme L? de la classe de cohomologie représentée par un tore plat dans la suite des
revétements de congruence d'une surface modulaire de Hilbert.

THEOREME 6.2. — SoientIo\X une surface modulaire de Hilbert et
T = Ao\Y — IH\X

un tore immergé et totalement géodésique. Alors, pour chaquel sous-groupe de congruence
inclus dansTy, le tore Tr := (I' N Ag)\Y s’immerge dans la variété 1\ X de fagon totalement
géodésique. PourT suffisamment profond, cette immersion est en fait un plongement et

IRl _ V2

lim ———= = .
T—~{e} /vol(T) ™
Concluons par un exemple.

Soit

f(xllx2:x3:x4) = ng + é - 3% - 3x§.

Laforme quadratique f nereprésente pas zéro sur Q comme on peut facilement le mon-
trer en passant modulo 3. Le sous-groupeI( f) de GL,4)(Z) préservant f s'identifie alors
a un réseau.cocompact de 0(2,2). Soit T C I( f) un sous-groupe d’indice fini sans tor-
sion inclus dans SOg(2,2) (un tel sous-groupe I' existe d’apres le lemme de Selberg). Le
groupe I agit librement et sans point fixe sur X, I'espace symétrique associé a SO(2,2).
Onnote M =T\X.

Pour motiver a posteriori cet article montrons que la variété M contient un tore
totalement géodésiques immergé.

La forme quadratique f peut s’écrire f = g+g ou g est la forme quadratique en
deux variables: g(x,y) = x* - 3y%. Le groupe O( f) contient donc le groupe O(g) x O(q).
Sur R, le groupe O(g) est isomorphe au groupe R. Le plongement O(g)(Z) x O(g)(Z) C
O( f)(Z) montre que le groupe I'( f) contient un sous-groupe isomorphe a Z2 qui est un
reseau dans O(g) X O(g). Ceciinduit'immersion d’un tore totalement géodésique dans
la variété M.
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