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FORMES HARMONIQUES 12 SUR LES VARIETES
ASYMPTOTIQUEMENT HYPERBOLIQUES
COMPLEXES

Nader YEGANEFAR

1. Introduction

Le théoréme classique de Hodge-de Rham pour une variété riemannienne (M,g)
compacte identifie I'espace 3£ (M,g) des formes harmoniques L? 4 la cohomologie de
cette variété. Lorsque M n’est plus compacte, 3£* (M,g) est encore intéressant a étudier,
méme s'il ’existe aucun résultat général qui en donne une interprétation topologique.
Cependant, pour certaines géométries particuliéres, on dispose de résultats a la Hodge-
de Rham : voir par exemple les travaux d’'Atiyah, Patodi et Singer [APS] sur les variétés
a bouts cylindriques, de Zucker [Z] sur certains produits tordus, de Mazzeo et Mazzeo-
Phillips [M, MP] sur les variétés hyperboliques géométriquement finies, de Carron [C]
sur les variétés plates a I'infini, etc.

Le but de cette note est de traiter (en partie) le cas des variétés dites asymptotique-
ment hyperboliques complexes au sens de Biquard et Herzlich [BH] (voir plus loin pour
la définition). La méthode employée est tirée de [Y], et s’appiique aussi a plusieurs autres
cas. Nous allons montrer :

THEOREME 1. — Soit (M?™,g) une variété riemannienne de dimension 2m portant
une métrique asymptotiquement hyperbolique complexe. Alors on a les isomorphismes

HF(M), sik<m-1,

HE(M) = .
H*(M), sik>m+1.

De plus, H™ ' (M) s'injecte dans 5™ (M) et ™" (M) se surjecte dans H™"' (M).

La suite de ce papier est organisée de la fagcon suivante : dans un premier temps, nous
présentons quelques généralités sur les formes harmoniques L?, et leur lien avec la L?-
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cohomologie. Dans un deuxiéme temps, nous rappelons des faits sur les variétés asymp-
totiquement hyperboliques complexes. Enfin, nous finissons par la preuve du théo-
réme 1.

Remerciements. Je tiens tout d’abord a remercier G. Carron pour son aide. jJe remer-
cie également V. Bayle de m’avoir invité et accueilli a Grenoble.

2. Formes harmoniques L? et L?-cohomologie

Nous rappelons dans cette partie des faits bien connus sur lelaplacien et la L*coho-
mologie (voir par exemple le papier de Lott [L] ou celui de Carron [C]). Soit (M, g) une va-
riété riemannienne compléte. On note G° (A*T*M) (respectivement L2(A¥T* M), etc.)
I'ensemble des k-formes lisses a support compact (respectivement de carré intégrable,

-etc.) dans M. Le k-&me espace de L?-cohomologie (réduite) de M est défini par

Hf (M) = {a € I2(A*T*M)/ dax =0} / dCO”(Ak“T*M)Lz.

Un autre espace trés proche souvent considéré est I’espace de L?-cohomologie non ré-
duite, qui est le quotient de {cx e L2(A*T*M)/ do = 0} par {do/ & € I2(A*1T*M),
- da € 1%}, sans prendre.d’adhérence. En général, L?-cohomologie réduite et non réduite .
ne sont pas égales. Il y a néanmoins égalité en degré k lorsque 0 n’est pas dans le spectre
essentiel du laplacien Ay agissant sur les k-formes L2. Dans la suite, “L2-cohomologie”
voudra dire “ L2-cohomologie réduite”.

11y a une interprétation de la L?-cohomologie en termes de formes harmoniques.
En effet, notons 5£%(M) Pespace des k-formes harmoniques L? de M :

H* (M) = {a € L2(A*T*M)/ da = 6 = o} ,

ou 6 est 'opérateur défini initialement sur les formes lisses a support compact comme
I'adjoint de d. Comme M est compléte, s#£* (M) est aussi le noyau L? du laplacien A =
(d + 8)2. Un fait important est la décomposition de Hodge-de Rham-Kodaira:

L2(ART* M) = 2% (M) @ dGP (A~ T*M) @ G (AF1T* M),

et de plus,

{a e 2(AFT* M)/ da = 0} = 52* (M) @ dCP (AF-1T*M).
On en déduit que
HF(M) = % (M).

Maintenant, si (M,g) est une variété avec un bord compact, et métriquement compléte,
on peut aussi définir des espaces de L?>-cohomologie absolue (ou relative, mais nous n’en
aurons pas besoin). On note par C;° (A¥T*M) I'espace des k-formes lisses a support
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borné sur M, le support pouvant rencontrer le bord (contrairement a ce qui se passe
pour les éléments de G°). Lespace de L2-cohomologie absolue est alors défini par :

HY (M) = (5GX (AMT*M))* [ G (AF-1T*M).

Cet espace est isomorphe a un espace de formes harmoniques vérifiant la condition ab-
solue sur le bord 9M : si i, & désigne le produit intérieur de la forme « par la normale v
sur oM, alors

HY (M) = #5(M) = {a € IX(AFT*M)/ da = 6 = 0, i, = 0} .
3. Variétés asymptotiquement hyperboliques complexes

Nous allons considérer ici des variétés .asymptotiquement hyperboliques com-

plexes au sens de Biquard et Herzlich ("“ACH” dans la terminologie de [BH]) et rappeler la

' construction de ces deux auteurs. Soit 327! une variété de dimension (réelle) 2m - 1,

pseudo-convexe, munie d’'une structure de contact CR. Si n est une forme de contact, et

J une structure presque-complexe compatible sur ’hyperplan de contact H, on dispose

sur cet hyperplan de contact de la métrique y(-,-) = dn(-,J+), ce qui permet de munir la
variété [0,00[ XX de la métrique

g=drr+en*+ey, )

et on dit que g est une métrique asymptotiquement hyperbolique complexe. Les exem-
ples de telles variétés sont les quotients convexes cocompacts de I'’espace hyperbolique
complexe, ou encore les domaines fortement pseudo-convexes de C” munis de leur mé-
trique de Bergmann.

Dans la suite, on supposera que X est compacte sans bord. Nous voulons détermi-
ner les espaces de L?-cohomologie d’une variété ayant des bouts asymptotiquement hy-
perboliques complexes. Pour des raisons qui deviendront claires plus tard, nous avons
besoin de diagonaliser le hessien Hess(r) de la fonction r dans une bonne base. Tout
d’abord, notons par R le champ de Reeb associé 4 la forme de contact n:

ign =1, irdn = 0.

La structure presque-complexe J sur ’hyperplan de contact H se prolonge en une struc-
ture presque-complexe sur [0,00[ XX en posant J8, = e~ R. On considére alors unrepére
g-orthonormal adapté a J: si by, Jhy, ..., hym—1, Jhm—1 est un repére orthonormal de H
pour y,onposee, = 9,, e = Jo, = ¢ 'R, es = e '2hy, ey = e "2Jhy, ....eom_1 =
e"?h,,_1, esm = e '?Jh;,_y. Un calcul analogue 2 celui de [BH, lemme 2.1] montre

LeEMME 2. — Le hessien Hess(r) se diagonalise dans cette base ey, . .. e,,,, avec les va-
leurs propresA; = 0,A2 =1, A3 = ... = Az, = 1/2.
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4. Preuve du résultat principal

Nous présentons ici la démonstration du théoréme 1. Soit (M,g) une variété rie-
mannienne qui en dehors d’'un compact K est difféomorphe a une variété de la forme
[0,00[ XX portant la métrique asymptotiquement hyperbolique complexe (1). Par dua-
lité, il suffit de traiter les degrés k < m.

PREMIERE ETAPE : nous montrons.d’abord que zéro n’est pas dans le spectre essentiel
du laplacien Ag, pour k < m — 1, ce qui équivaut (voir par exemple les travaux d’Anghel.
[A]) a voir qu’'on a une inégalité de Poincaré a 'infini : il existe une constante C > 0 telle
que

Vae G AFT*(M\ K)), Cllalizz < lldatliz + 18l g2.

Nous utilisons pour cela la formule d’intégration par parties de Donnelly et Xavier [DX]
(la version donnée ici est plutdt tirée des articles d’Escobar et Freire [EF], et Ballmann
-et Briining [BB]). Notons par v = -9, la normale unitaire sortante sur le bord {0} X =
de M \ K, etpar ey,... e, un repeére local g-orthonormal sur M \ K qui diagonalise le
hessien Hess(r), avec les valeurs propres A\; = 0, A, = 1,A3 = ... = Ay, = 1/2 (voir le
lemme 2). Si « est une k-forme définie sur M \ K, la formule de Donnelly et Xavier est la
suivante:

/ [zzAjrie,.lez—(ZA,-)mF]dug:
M\K ; ;
j j
2
2/ [{f,do, ) + (i3, 00,6 x)] dvg+/ [-—ltxlz—L + 2(ia,cx,ivcx)] do, (2
M\K s ov
ol ix & désigne le produit intérieur de la forme « par le champ de vecteurs X, dvg estla

mesure riemannienne associée a g, et do estla mesure riemannienne induite sur {0} X 2.
Mais en raisonnant comme dans [BB, partie 5], on a

22Aj|ieja|2—(ZAJ-)la|2<(k+1—m)|a|2. 3)
i j

En utilisant I'inégalité |ix o] < |X||«/, valable pour tout champ de vecteurs X et toute
forme «, des inégalités de Cauchy-Schwarz, et le fait que |9,| = 1, on déduitde (2) et (3) :

(m—1-BllalZ < llalgpe [ldalpe + 16al2] + /Z [-la? +210,0?]do @)
Si maintenant « est une k-forme a support compact dans l'intérieur de M \ K, alors le

terme de bord dans I'inégalité précédente est nul, d’oit I'on obtient facilement une in-
égalité de Poincaré al'infinisi k < m - 1.

DEUXIEME ETAPE : soit k un entier. Considérons la suite suivante

HF UM\ K) 2 HEK) 2 BF M) L HF M\ K),
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ol b est défini de maniére analogue 2 'homomorphisme cobord en cohomologie de de
Rham, e est I’extension par zéro, et r la restriction (voir par exemple [C] ou [Y]). Lana-
logue de cette suite en L?>-cohomologie non réduite est toujours exacte grace aux travaux
de Cheeger. Ici, zéro n'est pas dans le spectre essentiel de Ag pour k < m — 1, donc
d’apres [Y, corollaire 1.4}, 1a suite est exacte pour k < m — 1 (on notera aussi l'exactitude
pour k = m — 1). Il nous suffit donc de montrer que les espaces sz (M \ K) sont nuls
pour k < m — 1, et on aura fini. Soient donc k < m — 1 un entier, et [«] une classe
de sz(M \ K). On peut choisir un représentant « de cette classe qui est harmonique
et vérifie la condition absolue au bord de M \ K : « est dans L3(AFT* (M \ K)), vérifie
dox=6o=0,eti,o =0sur {0} X =. D’aprés I'inégalité (4), on a

(m=1-klali < /—IfXIZdOr <0
x

donc ¢ = 0. 0
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