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INEGALITES DE SOBOLEV OPTIMALES
ET INEGALITES ISOPERIMETRIQUES
SUR LES VARIETES

Olivier DRUET

Ces notes, que I'on a voulues informelles, correspondent a un cours post-doctoral
de 8 heures donné a I'Ecole Normale Supérieure de Lyon en mars 2001. On y traite
d'inégalités de Sobolev optimales et d’inégalités isopérimétriques sur les variétés rie-
manniennes compactes. On a voulu appuyer sur le role que jouent la dimension et la
géométrie de la variété dans |'étude de telles inégalités. Les preuves, dont on ne fera que
dessiner de rapides esquisses, mettent en jeu pour I'essentiel des techniques d’analyse
non-linéaire que I'on a essayé de présenter le plus simplement possible. Une section
leur est d'ailleurs consacrée. Un texte plus complet et plus rigoureux sur le programme
d'étude des meilleures constantes dans les inégalités de Sobolev sur les variétés rieman-
niennes compactes est disponible [38].

Ce texte s'articule autour des sections 2, 4 et 7, les deux pbles d’attraction du pro-
gramme que 'on présente dans ces notes. Les sections 2 et 4 traitent des inégalités de
Sobolev H,Z, la section 7 s’intéresse a un probléme classique : 'obtention d’inégalités
isopérimétriques optimales sur les variétés. La section 3 expose les techniques utilisées
pour démontrer les résultats des sections 2 et 4. La section 5 présente I'ensemble des
phénomenes rencontrés aux sections 2 et 4 sur une seule et méme question, celle de la
validité des inégalités de Sobolev-Poincaré, et donne donc un apergu rapide du rdle de
la géométrie de la variété dans I’étude d'inégalités de type Sobolev optimales. La section
6 est plus anecdotique; elle est la par souci de complétude. Enfin, la section 1 présente
trés rapidement quelques bases nécessaires et outils utiles pour la suite du texte.

Je tiens a remercier Emmanuel Hebey, Frédéric Robert et Cédric Villani pour leurs
commentaires pertinents sur ce texte et les nombreuses discussions que j'ai eues avec
eux pendant la préparation de ces notes. Je tiens a remercier une deuxiéme fois Cédric
Villani, pour m’'avoir invité, et donc permis de présenter ce cours, a 'E.N.S. Lyon (je n'y
étais pas encore a I'époque). La partie sur I'isopérimétrie a été légérement augmentée
suite & une série de conférences donnée sur le sujet a I'Institut Fourier de Grenoble en
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novembre 2001. Je remercie Gérard Besson de m’avoir invité a Grenoble et d’avoir égale-
ment permis la publication de ces notes.
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1. Introduction

1.1. Bases euclidiennes

On considére R”®, n > 2, muni de la métrique euclidienne §. On note I'élément de
volume euclidien dvg ou dx. Les espaces L7 (R"), g > 1 un réel, sont la complétion de
CY (R"™),'ensemble des fonctions réguliéres a support compact dans R”, pour la norme

suivante: .

q
Nullg = (/ |u|4dv§)
R”

On appelle H (R”), p > 1,1a complétion de C™ (R") pour la norme
IlullH]r =lIVullp .

Sobolev [95], en 1938, montrait que, pour 1 < p < n, 'espace HY (R") s’injecte con-
tinament dans L?” (R”) avec p* = n—"_ﬂp. De cette injection, on obtient un contrble de la

norme LP" d'une fonction par sa norme HP. Plus précisément, il existe une constante
K > 0telle que pour tout u € C” (R"),

lull o < KIVull, .

Remarque : Pour retrouver la valeur de p*, on peut noter que la norme L? du
gradient d'une fonction u est invariante par le changement d’'échelle suivant : v(x) =
APy (Ax). La seule norme L9 également invariante par ce changement d’échelle est la
norme L?". Cette invariance jouera un role fondamental dans le type de probléemes que
'on va étudier.

Une preuve de cette inégalité plus simple que celle de Sobolev a été trouvée dans les
années 50 par Gagliardo [48] et Nirenberg [85]). On démontre tout d'abord a la main que
pourtout u € CZ (R"),

n-1

n |
(/ |u|"_-fdv§) < —/ IVuldug .
R’l 2 R’l
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La constante -12- n'est pas optimale. Pour en déduire toutes les inégalités de Sobolev pour
1 < p < n, on applique cette inégalité 2 ¥ "7 : une inégalité de Holder suffit ensuite

pour conclure. Ainsi, I'inégalité de Sobolev pour p = 1 entraine toutes les inégalités de
Sobolev pour 1 £ p < n. On va voir que ceci reste vrai lorsqu’on recherche la forme
optimale de celles-ci.

On va donc naturellement commencer par s'intéresser a I'inégalité H,l optimale. En
d’'autres termes, on cherche la plus petite constante K > 0 telle que pour tout u €
n-1

e (R™),
(/ lulﬁdvg) ’ sx/ IVuldve .
En R

On notera cette constante optimale K(n, 1). Sa valeur fut obtenue en 1960 par Federer-
Fleming [46] et Fleming-Rishel [47]. On a

n-— 1
_Volg (B _1( n \*
Kk(n,1) = Volg (B) T n (w,,_l)

ou B est la boule unité de R”, 2B son bord et w,_; = Volg (2B) estle volume de la sphére
unité de dimension n — 1. Pour obtenir cette constante, il faut remarquer que lI'inégalité
Hj est équivalente a'inégalité isopérimétrique dans R”. Cette derniére stipule que pour
tout domaine lisse Q de R”,

VO]; (39) S Volg (aB)

Volg ()%~ Volg (B)*

ou B est toujours la boule unité de R”. L'inégalité H}, appliquée a une suite de fonctions
réguliéres u; tendant vers la fonction caractéristique de Q, entraine I'inégalité isopéri-
meétrique pour . La réciproque est basée sur la formule de la co-aire (cf. par exemple
[24], voir aussi section 7.1).

Intéressons-nous maintenant aux constantes optimales dans les inégalités H”, 1 < p <
n. On cherche donc la plus petite constante K, > 0 pour laquelle toute fonction u €

C= (R") vérifie
L 1
(/ |u|P’dv;)" <K,,(/ |Vu|Pdu§)".
n m"

On note ces constantes optimales K (n, p). Leurs valeurs furent obtenues indépendam-
ment par Aubin [7] et Talenti [98] en 1976. On a

1
K(n,p):%("(r’-l)) 5 (r( T(n+1)

n—p %)r(n+1—ﬂp)wn_1

ou I est la fonction d’Euler. Pour p = 2, cette formule se simplifie grandement pour

donner
4 -2
n

2 _
K(n2)° = -_n(n—Z)w"
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Atitre de remarque, on vérifie que K (n, p) est continue en p et tend vers K(n, 1) lorsque
p tend vers 1. Aubin et Talenti utilisent tous les deux la méme approche pour trouver
la valeur de K(n, p) : elle est basée sur un processus de symétrisation permettant de se
ramener a des travaux de Bliss [16] qui permettent de calculer cette constante lorsqu’on
se restreint aux fonctions radiales. Le processus de symétrisation est basé quant a lui sur
la formule de la co-aire et utilise de maniére fondamentale I'inégalité isopérimétrique
dans R", c’est-a-dire, cela revient au méme, la forme optimale de I'inégalité H. On ala
affaire au premier versant du double jeu entre inégalités isopérimétriques et inégalités de
Sobolev H pour p > 1. Uneinégalité isopérimétrique (optimale) entraine des inégalités
H," (optimales). Nous verrons section 7 comment des inégalités Hl” (optimales) sont
un moyen pour récupérer des inégalités isopérimétriques (optimales). Récemment, une
nouvelle approche, basée sur le transport de mesure, a permis de retrouver les inégalités
optimales H,” euclidiennes sans passer par I'inégalité isopérimétrique (voir [26]).

Pour résumer, on a, pour tout p > 1, I'inégalité de Sobolev euclidienne suivante :
lull p» < K(n, p)iiVullp .

De plus, pour p > 1, le cas d’égalité est atteint par une fonction u si et seulement si elle
est de la forme

1-2

u=A(u+lx—xol75) g

avec xp € R”, py un réel positif et A un réel. On dira qu'une telle fonction u, excepté la
fonction nulle, est une fonction extrémale pour I'inégalité H,” euclidienne optimale.

Pour p = 1, le cas d’égalité est atteint, a un facteur multiplicatif prés, uniquement par les

fonctions caractéristiques des boules de R”, & condition de donner un sens ala norme L!
du gradient d’une telle fonction, ce que nous ferons plus tard dans ces notes (section 7).

REFERENCES. Nombreux sont les ouvrages traitant d’inégalités de Sobolev dans R”.
Nous ne citerons ici que [1] et {82].

1.2. Espaces de Sobolev sur une variété riemannienne

Dans toutes ces notes, nous ne considérerons que des variétés riemanniennes
notées (M, g) compactes et sans bord. Elles seront également toutes C*. Une variété
est un ensemble de morceaux de R” recollés ensemble. Plus précisément, tout point de
la variété posséde un voisinage homéomorphe a un ouvert de R” : pour tout x € M, il
existe un voisinage ouvert de x, V4, un voisinage ouvert de 0 dans R”, V,et@: V, - V
un homéomorphisme de V; sur V. Ce couple (V,, @) est appelé une carte locale de M
au point x. Pour tout y € V4, les coordonnées de @(y) dans R” sont les coordonnées
de y dans la carte (V, ). Une carte locale est aussi appelée un systéme local de coor-
données. Une variété se doit de posséder un atlas, c’est-a-dire un ensemble de cartes
la recouvrant entierement : étant données deux cartes (V;, @,) et (5, @;) telles que
W NV, += @, ondit que @;0@;': R® — R” est une application de changement de
cartes. Dire que la variété est C*, c’est dire que toutes ces applications de changement
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de cartes sont des C* -difféomorphismes. Une métrique riemannienne sur M estun C*-
champ de tenseurs deux fois covariants sur M qui définit en tout poirt x de M un produit
scalaire sur T, (M), I'espace tangent a M en x. Dans une carte, la }néuique g peut étre
vue comme la donnée en tout point d’'une matrice n x n symétrique définie positive, et
ce de maniére C*. Une fois que 'on a une métrique g sur M, on peut définir un élément
de volume dvg sur M de maniére canonique. Dans une carte, dvg = Jdet gdx : il faut
faire attention au fait que det g n'a pas de signification intrinséque, cela n'a de sens que
dans une carte. Par contre, dv, est une mesure sur M, définie de fagon intrinséque. Bien
souvent, nous omettrons, sans confusion possible, de dire dans quelle carte det g est a
entendre. On notera L9 (M) I'espace de Lebesgue dont la norme est

1
lNully = (/ lulqdug)" .
M

On définit Hlp (M) comme étant la complétion de C* (M) pour la norme

P P 4
lulfyp = 1V ull}+ ul}

|IVuu;=/ IV ul2dv,
M

avec |V ulg lanorme de Vu comme forme linéaire agissant sur I, M. Dans une carte, on
alVv ulfg = g'/o,udju, les g'/ étant les composantes de g}, inverse de la matrice des
composantes de g.

Remarque : Par définition, C® (M) est dense dans tous les Hlp (M). Nous nous en
servirons dans toute la suite.

Pour 1 < p < n,le théoréme d’injection de Sobolev nous donne que H,” (M) c L9 (M)
pourtouta £ p* = n—"_%. Cette injection n’est plus vraie dés que g > p*. C'est pourquoi
on appellera p* I'exposant critique (sous-entendu pour les injections de Sobolev). De
plus, l'inclusion de H (M) dans L9(M) est compacte pour g < p* (théoréme de Rellich-
Kondrakov) mais ne I'est plus pour g = p*. De l'injection de Hl” (M) dans L (M), on
tire I'existence de deux constantes A et B telles que pour tout u € Hlp (M),

Hullp» < AllVullp+ Bllulp . (1)

Cette inégalité sera dite générique d’ordre p et de puissance 1. Une inégalité équiv-
alente, beaucoup plus naturelle d'un point de vue EDPiste est la suivante : pour tout
u e HP (M),

lul?. < AIlVulll+ Bllul? )

ol A et B sont deux constantes distinctes des précédentes. Cette seconde inégalité sera
appelée générique d’ordre p et de puissance p.

Remarque : Pourquoi est-on obligé de rajouter une constante B qui n’avait pas lieu
d’étre dans R™? Simplement parce que les fonctions constantes sont dans H," (M)carM
est compacte. Ceci impose d’ajouter une constante B non nulle.
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Etant données les inégalités (I,’,) et (I,ﬁ’ ), on peut commencer a poser les premiéres ques-
tions du programme AB, programme formalisé par Emmanuel Hebey [58] au milieu des
années 90. On s'intéressera ici uniquement a la partie A de ce programme. On définit la
meilleure premiére constante o, (M) dans (I,‘,) comme suit :

ap(M) = inf {A t.q. 3B t.q. (I) soit valide avec A et B} .

Par (I},) valide avec A et B, on entend qu’elle est vraie avec les constantes A et B pour
tout u dans H," (M). On dira que a,(M) est la meilleure premiére constante dans (I,‘,).
D’'une maniére paralléle, on peut définir la meilleure seconde constante dans (I,‘,) par

Bp(M) = inf {B t.q. 3Atq. (1)) soit valide avec A et B} i

La partie A du programme AB concerne les questions que I'on peut se poser lorsque la
priorité est donnée a la premiére constante, la partie B donnant quant a elle la priorité a
la seconde constante. Nous nous intéresserons ici a la partie A du programme. La partie
B met en jeu pour I'essentiel de toutes autres techniques et a été développée par, entre
autres, D. Bakry, S. Ilias, M. Ledoux (cf. [10}, [11] et [75]; voir aussi les travaux de E. Hebey
et 'auteur dans [61]).

" La premiére question du programme est bien entendu la suivante :
Q1 -Quevaut ap(M)?

Revenons un instant a la définition de «,(M). Celle-ci signifie deux choses : premiére-
ment, pour tout A < «,(M) donné, on pourra trouver pour toute constante B > 0 une
fonction u dans Hl” (M) qui ne vérifiera pas (I,‘,) avec A et B. Deuxiémement, pour tout

& > 0, il existe une constante B, telle que pour tout u € H,p (M),
lull pr < (0p(M) + ) 11 Vull,+ Bellullp -

La deuxiéme question du programme consiste 2 demander si I'infimum de la définition
de op(M) est en fait un minimum. En d’autres termes, peut-on prendre ¢ = 0 dans
I'inégalité ci-dessus ? Ou encore, cela revient a se demander s'il existe une constante
B > O telle que pour tout u dans HY (M),

lullpr < ap(M)IVullp+ Bllull, - (I}, 0pt)

Cette inégalité sera dite optimale d'ordre p et de puissance 1. La deuxiéme question
revient donc a étudier la validité d’une telle inégalité optimale :

Q2 - Linégalité (I, ) est-elle valide ?
Si on fait le méme travail sur I'inégalité (1), on vérifie facilement que

ap(M)? =inf {A t.q. 3Bt.q. (I}) soit valide avec A et B}



30 O. DRUET

et on s’'intéressera a la validité de I'inégalité optimale d’ordre p et de puissance p qui
stipule I'existence d’'une constante B > 0 telle que pour tout u dans;Hl” (M),

b, < ap(M)PIVull+ Bllulb . (Ipopt)
La troisiéme question du programme sera donc:
Q3 - Linégalité (I} ) est-elle valide ?
Remarque : La validité de (I;opt) entraine celle de (]},lop,) grace a l'inégalité stan-
dard : pour tous x,y > Oettout p > 1, (x+y)"? < x'/7 + y!/P. En particulier, une

question intéressante devient de savoir si la réciproque est vraie ou pas. En d’autres ter-
mes, s'il existe des variétés pour lesquelles (I,’,'op,) serait valide et (I,f, opt) Neleserait pas.

Nous poserons les questions suivantes de ce programme une fois répondu aux premiéres.
Dans toute I'étude de ce programme, nous serons attirés par deux poles:lecas p = 1 et
le cas p = 2. Le cas p = 1 nous intéressera tout particuliérement de par sa liaison avec
un probléme géométrique important, a savoir I'obtention d’'inégalités isopérimétriques
sur des variétés. Le cas p = 2 est intéressant pour deux raisons : une premieére historique
(il posseéde quelques liens, plus ou moins laches, avec le probléme de Yamabe, cf. par
exemple [6], [68], [91]), ]a deuxiéme technique (les problémes traités quand p = 2 sont
purement elliptiques, ce qui permet de pousser beaucoup plus avant le programme dans
ce cas). Par souci de complétude, nous donnerons quand méme section 6 les résultats
concernant les autres cas.

REFERENCES. Un ouvrage de base traitant des espaces de Sobolev sur les variétés rie-
manniennes est [59], transcription d’un cours de DEA donné par E. Hebey a I'Université
de Cergy-Pontoise ces dernieres années. Pour ce qui concerne les débuts du programme
AB, on peut consulter [58]. La partie B du 'programme, dont nous ne parlerons pas dans -
ces notes, est traitée dans [38] et {61].

1.3. Un peu de géométrie riemannienne (pour analystes)

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. 11 y a une notion de distance liée a
lamétrique g. Siy: [a; b] — M est un chemin de classe C', on définit la longueur de y

par
b d d
L(y)=/ Jg(y(t)).((d—);) ,(—%) )dt
a t t

Pour x, y € M; on définit la distance de x a y par

dg (x,y) =inf L(y)

ot1 I'infimum est pris sur I'ensemble des chemins de classe C! allant de x 4 y. On vérifie
que d, est bien une distance. Une géodésique sur M est un chemin paramétré propor-
tionnellement a la longueur de I’arc qui minimise localement la distance.
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Si une variété est constituée de bouts de R” recollés ensemble, on peut dire qu'une var-
iété riemannienne est constituée de morceaux euclidiens, infinitésimalement parlant.
Plus précisément, étant donnée une variété riemannienne (M, g) de dimension n, pour
tout x de M, on peut construire une carte un peu spéciale au voisinage de x : la carte
exponentielle. L'application exp, est un difféfomorphisme de B(0, §), 1a boule de cen-
tre 0 et de rayon § dans R", dans Bg(x, 6), la boule riemannienne de centre x et de
rayon 6 de M. Le rayon & est pris suffisamment petit. Sur une variété riemannienne
compacte, il peut étre pris indépendant de x et le plus grand de ces 6 est alors appelé
rayon d’injectivité de (M, g). Un difféomorphisme permet de transporter la métrique
qu'on a surl'espace d’arrivée dans'espace de départ. Ici, application exp, transportela
métrique g sur B(0, §) : on note cette métrique exp’} g.le “pull-back” de g par'exponen-
tielle. Et

exp,: (B(0,8),exp; 8§ — (Bg(x.5).g)

esi une isométrie. Une propriété essentielle de I'application exponentielle est qu’elle
redresse les géodésiques issues de x — ¢’est comme cela qu’on la construit — c’est-a-dire
que toutes les géodésiques issues de 0 dans (B(0, ), exp; g) sont les demi-droites de
R" issues de 0. Il faut noter que les géodésiques dans (B(0, §), exp} g) ont pour image
par exp, les géodésiques de (Bg(x, 4), g). Une deuxiéme propriété essentielle de cette
application est que
(expx g(0));; = &ij
et
Ok ((GXP: g)ij) (0)=0

pour tous i, j, k entre 1 et n. Dit autrement, la métrique exp} g est euclidienne jusqu’au
premier ordre autour de 0. Bien souvent, vu que exp, est une isométrie, nous contin-
uerons a noter g la métrique exp} §g.

Etant donné un point x de M, on peut faire un développement limité de exp} g autour
de 0 ou, par abus de langage, de g autour de x. Ce développement limité, dG a Cartan,
fait intervenir diverses courbures de g au point x. Toutes ces courbures, de ce point de
vue, vont coder I'écart qu'il y a entre g et la métrique euclidienne autour du point x. Par
exemple, au second ordre, on a

1
(expy 8);; (¥) = 6i5+ 3 Rmexp: £(0)iag;y°yP + O (Iyl3) ,

ce qu’'on écrira abusivement
1 .. B 3
&;(¥) = 8ij+ SRmg(Xiap ;y*y* + O (IyF)

cette derniére ligne étant a entendre dans la carte exponentielle en x. Ici, les §;; sont
les symboles de Kronecker et représentent les composantes de la matrice de la métrique
euclidienne et Rmg(x) désigne la courbure de Riemann de la métrique g au point x. La
courbure de Riemann est un C”-champ de tenseurs quatre fois covariants sur M. Cette
courbure mesure donc I'écart local au second ordre entre la métrique riemannienne et
la métrique euclidienne. C’est la plus forte des courbures associées a une métrique g
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dans le sens qu’elle détermine toutes les autres. Des hypothéses sur la courbure de Rie-
mann donnent par conséquent énormément d’informations sur (M; g). Celle-ci ne nous
intéresscra pas vraiment ici, au moins dans un premier temps.

Nous allons maintenant donner un développement limité de I'élément de volume dvg
autour de x. On a, toujours a abus de notation prés,

| -
dvg(y) = (1- = Ricg(x)ijy'y’ + 0 (1yF)) due(y)
ou Ric, désigne la courbure de Ricci de g. Enfin, en intégrant, on obtient :

Vol, (Bg(x, r)) = Vol (B;(O, r)) (l - -55%)2—)# +0 (r"))

ou S, désigne la courbure scalaire de g et Bg(x, r) (resp. Bg(0, r)) désigne la boule de
centre x (resp. 0) et de rayon r dans (M, g) (resp. (R",¥)). La courbure scalaire va
se révéler étre, dans notre cadre, la courbure locale par excellence. Par exemple, si on
veut comparer infinitésimalement le volume des boules riemanniennes au volume des
boules euclidiennes, c’est elle qui va jouer un rdle. Par exemple, si Sg(x) > 0, quitte a

prendre r suffisamment petit, Vol (Bg(x, r)) < Volg (B;(O, r)). Par contre, la courbure
scalaire ne donne quasiment aucune information géométrique globale (cette assertion
mériterait d'étre nuancée; cf. par exemple [54], [55] et [93]). Par exemple, la résolution
du probléme de Yamabe, sur lequel on reviendra dans la partie suivante, nous dit que
dans la classe conforme de toute métrique g sur une variété M, on peut trouver une
métrique g a courbure scalaire constante. On dit que £ est conforme 2 gsi § = e%g
avec @ € C*(M). Vu sous cet angle, ce résultat est un résultat négatif : il est extréme-
ment peu contraignant (géométriquement parlant) de supposer que la courbure scalaire
est constante. Se donner des informations sur (M, g) d’ordre global reviendra donc a se
donner des informations sur d'autres courbures : sur la courbure de Ricci par exemple
ou sur Ja courbure sectionnelle. Cette derniére, notée K, associe un réel a tous les plans
(sous-espaces 2-dimensionnels) des espaces tangents I, M. Elle posséde une interpré-
tation géométrique simple : elle donne des informations sur la vitesse d'éloignement
des géodésiques issues d'un méme point. Si K, = 0 autour d'un point x, toutes les
géodésiques issues de x s'éloignent les unes des autres a la méme vitesse que dans R".
Si K; < 0 (resp. > 0), cette vitesse d’éloignement est plus grande (resp. plus petite) que
dans le cas euclidien. Cela peut se résumer ainsi :

- =

K <0 K =0 K

Vv
<)
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Une derniére courbure trés intéressante est la courbure de Weyl, notée W;. En effet,
si Wy = 0 autour de x, alors il existe § = e¥g dans la classe conforme de g qui est
euclidienne autour de x. Si W, = 0 sur M, on dit que (M, g) est conformément plate :
pour tout x € M, il existe §, > O et @, € C*(M) tels que e¥*g = E sur B(x, 6x). Dansla
suite, quasiment seules la courbure sectionnelle K, la courbure scalaire Sg et la courbure
de Weyl W, vont nous intéresser.

Les courbures d’une variété peuvent donner des informations topologiques trés fortes
sur la variété : par exemple, la caractéristique d'Euler-Poincaré (un invariant topologi-
que) est donnée par I'intégrale d'un polyn6me en les courbures sur (M, g). Un autre
exemple est fourni par le théoréme de la sphére %-pincée : si (M, g) est une variété rie-
mannienne simplement connexe de dimension ntelle que 0 < 6 < K; < A avec % > %,
alors M esthoméomorphe a S”, la sphére unité de R™*!. Obtenir des propriétés différen-
tielles ou topologiques sur une variété a partir de propriétés de la courbure constitue une
des questions majeures de la géométrie riemannienne (on pourra consulter sur ce sujet
Pexcellent [15]). Dans les sections suivantes, nous verrons plutot la courbure jouer un
role dans des problémes d'analyse sur les variétés.

REFERENCES. Nous nous sommes largement inspirés, dans cette section aussi bien
que dans la précédente, de [59]. Les ouvrages de base en géométrie riemannienne sont
nombreux : on pourra consulter par exemple [22], {24], [50] ou [88].

1.4. Analyse non-linéaire, EDP sur les variétés

1.4.1. Le laplacien.

Soit u € C%? (M), on peut définir le laplacien riemannien de u. En coordonnées
locales, c'est-a-dire dans une carte, on a

Agu = __\[_ll_;ai (\/[g_lg"fa,-u)

ou I'on a adopté la convention de sommation des indices d’Einstein; quand un indice
se trouve dans la méme expression une fois en bas et une fois en haut, cela signifie que
I'on somme sur toutes les valeurs admissibles de cet indice. En particulier, la formule
ci-dessus doit étre comprise ainsij :

Agu= ‘\/—— Z 0i (\/Egijaju) .

i ]—
Dans Y'espace euclidien, on retrouve le laplacien usuel avec une convention de signe
inhabituelle : _
Asu=-d;u.
On peut construire le laplacien de maniére intrinséque sur (M, g). Nous I'admettrons ici
comme nous admettrons la propriété essentielle du laplacien : pour tous u, v € C? (M),

/(Agu)vdvg=/ (Vu,Vv)g dvg=/ ulgvdyg
M M M
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ou (.,.)g désigne le produit scalaire riemannien. Cette formule d'intégration par par-
ties permet de définir le laplacien d’une fonction u dans HZ (M) de fagon “faible”. Le
laplacien Agudeu € H,2 (M) sera tel que pour toute fonction v dans C* (M),

/(Agu)vdvg=/ (Vu, V), dug .
M M

1.4.2. Problemes de minimisation - Méthode variationnelle.

Tout d’abord, nous allons regarder un probléme simple pour introduire la méthode
variationnelle par minimisation. Etudions I'équation de Laplace sur une variété (M, g).
On cherche a résoudre

Agu= f
pour f € C% (M). Enintégrant cette équation sur M et en utilisant la formule d'intégra-
tion par parties ci-dessus avec v = 1, on voit qu’une condition nécessaire a I'existence

d'une solution est que
/ fdvug=0.
M

En fait, cette condition est également suffisante. Pour le montrer, on considére le prob-
léeme de minimisation suivant :

=i Vol
A ql’g\/Ml cplgdvg
ol

A={cp€H12(M),/¢d”g=0»/ fwdvg=1}-
M M

Clairement, —#; € A donc A = O. Bien entendu, il faut ici supposer que f # 0.
' 2
Si f = 0, les fonctions constantes sont trivialement solutions de I’équation de Laplace

ci-dessus. Soit (@;);>) une suite de fonctions appartenant a A telle que
; 2 = 2 =
il—le . |V<p,~lgdvg-—q1’2£/M qunlgdvg— A.

Si on note A} la premigre valeur propre non-nulle de A, sur (M, g), on a l'inégalité de
Poincaré suivante : pour tout u € le (M),

A,/M(u-i)z dugg/Mwu;gdug

ou u = Volg (M)~} fM u dvg est la moyenne de u sur M. On en déduit que notre suite
(@;) est bornée dans le (M). Par réflexivité de H,2 (M), il s’ensuit, qu’a extraction d’'une
sous-suite prés, @; converge faiblement vers @ dans H,2 (M). Par propriété classique de
la convergence faible, @ € A et

2 2 . 2 2
AIlegdvg+/A4¢ dvgsllirPJEf(AIaniigdvg-f/Mcpi dvg) .
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D'aprés le théoréme de Rellich-Kondrakov, I'injection de H?(M) dans L?(M) est com-
pacte donc @; converge fortement vers @ dans L?(M). Ainsi, :

2 o -
/;J'Vq"gd”x<"EJEfA4'V¢i|§d”s‘A-

Clairement, @ est une solution du probléme de minimisation ci-dessus. Onabien@ € A
et fM chpli, dvg = A. Il suit du théoréme des multiplicateurs de Lagrange qu'il existe
deuxréels « et B tels que @ vérifie I'équation d'Euler associée a notre probleme de min-
imisation : pour tout ¢ € HZ(M),

/(ch,Vw)gdvg=¢x/ wdug+ﬂ/ fwdyg.
M M M

En prenant ¢ = 1, on trouve a = 0 et en prenant ¢ = @, on trouve § = A. Ainsi, @ est
une solution faible de

Agp=ASf
donc u = 2 est une solution faible de Agu = f. Il suit des résultats de régularité que

I'on verra plus tard (section 1.4.4) que u € C™ (M) et vérifie donc Agu = [ en un sens
fort.

On va maintenant s’attaquer a un probléme de minimisation plus difficile. Le but
est de résoudre le probleme de Yamabe. Soit (M, g) une variété riemannienne de di-
mensionn > 3.Si g = qaﬁg est une métrique conforme a g, c’est-a-dire ¢ € C* (M),
@ > 0, alors les courbures scalaires de g et § sont reliées par
n-2 n-2 *
____s =—= 3. 2% -1

a3n-1) 82 " an-1) %

ou2* = nz"z est 'exposant critique dans les injections de Sobolev HZ (M) c L7 (M). Le
probléme de Yamabe consiste en trouver une métrique g conforme a g qui soit a cour-
bure scalaire constante. Le résoudre revient donc a trouver @ € C* (M), @ > 0, telle
que

Agp +

n- -
Ag09+—(—"—)'5g¢7 A@* (E)

ol A est une constante. Une bonne approche est de tenter de résoudre le probléme de
minimisation suivant :

-2
=i 2
A ;13\ M(quolg+4( l)qu))dvg
ou
A={(p€H]2(M),/ I(Plz*dvg=l} .
M

Si un tel probleme de minimisation admet une solution @ strictement positive et régu-
here alors @ vérifiera I'équation d'Euler-Lagrange associée (I'équation ci-dessus) et g =
qan_-i g sera a courbure scalaire constante. Soit (@;) i>1 une suite de A telle que

i—~+o0

-2
lim (chp,—|§ ———1)-qu7 ) dvg=A.
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Remarque : quitte a changer @; en |@;|, on peut supposer que @; > 0. Il suffitde
remarquer que [, 1V (Jul) lg dvg = [}, qulé dvg pour tout u € Hf (M).

Cette suite (@;) est clairement bornée dans HZ(M). Donc, a extraction pres,

lim @; = @ faiblement dans H?(M) .

i—~+o0

On a, comme dans le cas précédent, par injection compacte de HZ (M) dans L% (M) :

lim Sgcpf dyg = / Sgcp2 dvg
M M

i—+oo

et, par propriété de la limite faible,

/MIchlzgdvgsliygjgfLIV¢;|§dvg.
Donc

Voldu+ ——2 [ s,?dv, <A

y Plet% ™ Tn-1) 8 g SA-

Le probléme est que, ici, nous n'avons aucun moyen d’assurer a priori que ¢ € A. En
effet, I'injection de HZ (M) dans L (M) n'est pas compacte donc [,, ** dv, peut trés
bien étre strictement plus petit que 1.

Yamabe [101], en 1960, pensait avoir résolu le probléme mais avait “oublié” cette non-
compacité de l'injection de Sobolev H,Z(M) c I¥ (M). Cest Triidinger [99] qui, en
1968, mettait en évidence ce point d’achoppement dans la preuve de Yamabe. Triidinger
lui-méme la réparait dans quelques cas “simples” (A < 0). Le probléme de Yamabe a
alors une longue histoire et a été le moteur d’'un large pan de I'analyse non-linéaire sur
les variétés. Sa résolution finale s’est faite en deux temps : par Aubin [6] en 1976 et par
Schoen [91] en 1984.

Examinons de plus prés ce probléme. Lorsqu’une suite (@;);»; bornée dans HE(M)
vérifie par exemple [, |@;|?” dv, = 1 mais que sa limite faible @ vérifie f,, |p1?" dug <
1, on dit que (@;) a un défaut de compacité. A quoi peut-il étre dfi ? Pour I'expliquer,
nous n'allons pas suivre I'historique du probléme mais directement passer dans les an-
nées '80 et aux travaux de PL. Lions [80, 81].

1.4.3. Défaut de compacité.

Commencgons par nous placer dans I'espace euclidien R”. Nous allons énoncer
dans ce cadre deux lemmes de concentration-compacité de P.L. Lions [80, 81}, dont on
peut trouver une belle présentation dans le livre de M. Struwe [97]. Le premier est le
suivant:

Lemme de concentration-compacité 1 - Soit (u;) une suite de mesures de probabil-
ité sur R", c'est-a-dire yu; > 0 et fm" du; = 1. A extraction d'une sous-suite prés, une des
trois propositions suivantes a lieu :
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i) (compacité) Il existe une suite (x;) de points de R" telle que pour tout& > 0, il existe
R > 0 tel que
/ dﬂi Z21-¢€.
B(x;,R)

ii) (évanescence) Pour toutR > 0,

lim (sup/ du,-) =
i—+o \xzp" JB(x,R)

iii) (dichotomie) Il existe un réel0 < A < 1 tel que pour toute > 0, il existe R > 0 et
une suite (x;) de points de R"™ avec la propriété suivante: pour tout R’ > R,

lim sup (IA-/ du,-|+|(l—2\)—/ duil) SE.
it B(x;,R) &"\B(x;,R")

Les dénominations de ces trois cas parlent d’elles-mémes : soit toute la masse de (u;)
reste autour d'une suite de points (compacité), soit la masse s’évanouit complétement
dans R” (évanescence), soit elle se coupe en deux (au minimum), c’est-a-dire qu'il n'en
reste qu’un peu (pas tout) autour d’une suite de points et que le reste s'en va de plus en
plus loin de cette suite de points (dichotomie). Ce lemme, lorsque nous l'utiliserons, sera
tout le temps appliqué avec y; = |@;|Pdx ou @; € LP (R") et fm" |@;|Pdx = 1.

Exemple d'application typique : soit (@;) une suite de fonctions de L? (R"”) telle
que @; converge vers @ faiblement dans L? (R™) et fortement dans L},  (R™). On sup-
pose que les (@;) sont normalisées ainsi : pour tout i, fnz" |@;|Pdx = 1. Pour éliminer
I'évanescence, on démontre souvent qu'il existe x, € R” tel que la masse L? de @; ne
disparaisse pas autour de xg. Ceci entraine en particulier que @ # 0. Sil’on arrive ensuite
ainterdire la dichotomie de (| @;]Pdx), alors la compacité nous dit tout simplement que
@; converge en fait fortement dans L? (R") vers .

C'est pourquoi I'on dit qu’'on a affaire au lemme de concentration-compacité dans le
cas localement compact. Aussi, si ce n'est plus, intéressant pour nous sera le cas non-
localement compact. On I'énonce sous la forme suivante :

Lemme de concentration-compacité 2 - Soitl < p < netsoit u; — u faiblement
dans Hy’ (R"). Supposons que |Vu;|Pdx — et |u;|”" dx — v faiblement au sens des
mesures ol U et v sont deux mesures positives et de masse finie sur R”. Ici, p* = ;";”7, est
l'exposant critique pour les injections de Sobolev de H,” (R™) dans L7 (R"). Alors il existe
un ensemble ] dénombrable, une famille de points (x;);c j de points distincts de R", deux
familles de réels strictement positifs (i;)icj et (Vi) tels que

P-ﬁ
v=lul”dx+) viby

ic]



38 O. DRUET

et
u=|Vu|Pdx+ Z Mibx,
ie]
ot §, désigne la masse de Dirac en x € R™. De plus, les masses de Dirac “vérifient”
l'inégalité de Sobolev euclidienne, c'est-a-dire, pour touti € J,

V) ¥ < K(n, p)Pu;.

Dans ce cadre, on n'a pas la compacité de I'injection de HP (R") dans L, (R") donc

*
on n'a pas a priori 4; — u fortement dans L], (R"). Nous sommes dans le cas non
localement compact.

Revenons a notre question de départ : a quoi peut étre d un défaut de compacité
d’'une suite (@;) qui converge faiblement dans L9 ? En combinant ces deux lemmes, on
voit que, dans R", il y a trois causes possibles : évanescence, dichotomie et concentra-
tion (en masse de Dirac). Les deux premiéres sont de nature globale, la troisiéme est un
phénomeéne purement local.

Ces deux lemmes se transposent aisément sur une variété riemannienne, compacte ou
non, en remplacant K (n, p) par o ,(M), lameilleure premiére constante dans les inégal-
ités de Sobolev, dans le lemme 2. Mais, sur une variété compacte, I’évanescence et la di-
chotomie n'ont aucun sens. Si I’on revient donc a notre probleme de minimisation posé
pour résoudre la question de Yamabe et a notre suite minimisante (@;), deux cas peu-
vent se présenter : soit elle ne présente pas de défaut de compacité, c’est-a-dire @; — @
fortement dans L2" (M), soit on a affaire a un phénoméne de concentration. Si ; — @
fortement dans L?* (M), alors @ € A et donc @ est une solution de notre probleme de
minimisation. D'un autre c6té, si on a affaire a un phénoméne de concentration, il existe
un ensemble dénombrable J et deux familles de réels positifs (4;) ¢y et (v;) ;e tels que

1= @iz +Y Vi

ic]
et
lm 1Vill5 = IV@l3+) u
icJ
avec, pour touti € J,
2
o (M y; > vE
ol & (M)? est la meilleure premiére constante dans Vinégalité de Sobolev (122) (cf. sec-
tion 2). On a alors
, g
oty = (1-Tie;v)T >1-({> v
ie]

2

21-TivE  21-0M?) u.

ie]
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Ainsi,

. 2, h-2 _
/M(lwg+————4(n_l)sgqo2) dvg = A=) i
ic]

< (A= 72) (1= @l ) + Aol

ce qui n'est possible d’apres la définition de A que si A > a, (M)~2. En effet, silya
concentration, {|@ll,» < 1.

Pour éliminer le phénoméne de concentration, il suffit donc de montrer que
A<oy(M )'2 .

C’est ce qu’ont fait Aubin [6] et Schoen [91] : ]a technique ici est de trouver une fonction
@ € Atelleque

n-2 -
/M (|VCDI§+ mSgQ’z) dvg < o (M)72,

ce qui est possible dés que (M, g) n’est pas conformément difféfomorphe a (S, k), la
sphére standard. Conclure vraiment nécessiterait de connaitre la valeur de «;, (M), ce
qui sera }'objet de la section suivante.

Reste également a montrer que notre solution @ € HZ(M) qui vérifie 'équation (E) en
un sens faible et que I'on a pu choisir positive ou nulle est en fait réguliére et strictement
positive.

1.4.4. Résultats de régularité et principes du maximum.

Comme larégularité est une notion purement locale, on retrouve bien entendu tous
les résultats que I'on posséde dans un cadre euclidien. Pour ce type de résultats, une
référence trés compléte est [51). En particulier, une solution faible de

Agu+au= fu? !
g

avec a et f dans C” (M) est en fait C* (M).

En ce qui concerne les principes du maximum, on peut dire qu’en général, on retrouve
les résultats euclidiens. En particulier, si u € C? (M) est une solution positive ou nulle
de

Agu(x) = f (x,u(x))

avec f € C° (M x R, R), alors u est soit nulle, soit strictement positive partout.
REFERENCES. Encore une fois I'incontournable [59] pour les sections 1.4.1, 1.4.2.

Pour la section 1.4.3, sans aucun doute [97]. Pour la section 1.4.4, on peut consulter
la “bible” [51].
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2. Inégalités de Sobolev H?
Dans cetle section, on s’attaque a la partie A du programme AB dansle cas p = 2.

2.1. Meilleure premiére constante
2.1.1. Valeur.

On rappelle que o? est la meilleure premiére constante dans I'inégalité (1?) qui stip-
ule que pour tout u € HZ(M),

luli. < AllVul?+ Bllul?, (12)

c'est-a-dire
o3 = inf {A t.q. 3B t.q. (J?) soit valide avec A et B} )

La valeur de o, n'est en fait pas difficile a trouver: on a
oy = K(n,2)

ol K(n,2) est 1a meilleure constante dans I'inégalité de Sobolev HZ euclidienne. Ceci
est di au fait que, localement, métrique riemannienne et métrique euclidienne sont
proches I'une de V'autre. En particulier, pour tout x € M et pour tout ¢ > 0, on peut
trouver 6 > 0 suffisamment petit tel que pour tout u € C° (Bg (x,6 )).

2

2
/ lul® dvg| < (K(n,2)2+s)/ \VulZ dv, ,
Bg(x.8) Bg(x,6)

des inégalités locales que I'on peut recoller ensuite sur toute la variété a 'aide d'une
partition de I'unité pour donner V'existence d’'un B, > 0 tel que pour tout u € HZ(M),

luld. < (K(n,2)%+¢) IVul} + Bellull . ()

Ceci nous dit que o3 < K(n, 2)2. Pour montrer I'inégalité inverse, on prend un point
Xxg € M, unréel § > 0 petit et on pose pour € > 0,

u (x) = (52 + dg(;\'o,x)z)l-7 - (£2+ 52)1-7 , X € Bg(x,8) ;
uE(-x)=0’ xEM\Bg(xOI‘S) .

Remarque : ces fonctions tests sont tout juste les fonctions extrémales de I'inégalité
de Sobolev euclidienne que I'on a amené a zéro sur le bord de B, (xo, §) et qui se con-
centrent en xo quand & — 0.

Un simple calcul dans la carte exponentielle donne alors

| V|2
m————

= K(n,2)?
=0 | ugl3.
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et
lul3 _
€~0 || ut”%-

’

ce qui entraine a3 > K(n,2)2.

On va maintenant s'attaquer aux deuxiéme et troisieme questions du programme.

2.1.2. Inégalité optimale.
La question Q3 concerne la validité de I'inégalité optimale

Null3e < K(n,2)21Vull?+ Bllull . (B 00
On dit que (Ifop,) est valide s’il existe une constante B > 0 telle que I'inégalité ait lieu
avec cette constante B pour toute fonction u dans le (M). En d’autres termes, la ques-
tion est de savoir si on peut prendre € = 0 dans I'inégalité (I;) ci-dessus. Tout d’abord,
si I'on regarde d’un peu plus prés la construction de (I;), on se rend compte que lorsque
&£ — 0, B, — +o0. Ainsi, la question n"admet pas une réponse triviale. Aubin avait con-
jecturé dans [7) en 1976 que (Iﬁopt) était valide. Il a fallu attendre 20 ans et les travaux de
Hebey et Vaugon [69, 70] pour avoir une réponse positive a cette conjecture.

Théoréme 2.1 (Hebey-Vaugon [70], 1995) — Sur toute variété riemannienne com-
pacte (M, g) de dimensionn 2> 3, (IZ%OP,) est valide. En d'autres termes, il existe B > 0
telle gue pour toutu € HIZ(M),

lul3. < K(n,2)? [IVul3+Bllul] . (1 opt)

La preuve de ce résultat, qui a été simplifiée depuis, constitue la premiére étude de profil
asymptotique de suites de solutions d'E.D.P. elliptiques d’énergie minimale qui dévelop-
pent un phénomeéne de concentration dans un cadre riemannien (cf. section 3). Passée
cette premiére étape, que sait-on ? On connait la valeur de «; et on sait que l'inégalité
(I3 45 ) est valide, et par voie de conséquence, que (1) .., ) I'est. On a ainsi répondu aux
trois premiéres questions du programme. Une chose importante a remarquer est que la
géométrie de la variété n'intervient pas du tout dans les réponses a ces trois premiéres
questions : la valeur de «; est indépendante de la variété et les inégalités optimales as-
sociées (I, ) et (I ;) sont valides quelle que soit la variété.

2.1.3. Quatrieme question du programme AB.

Dans I'inégalité (Izz.opt ), on note By(g) le meilleur B que I'on puisse prendre. On a
alors pour tout u € HA(M),

Huld. < K(n,2)?[I1Vul}+Bo(@)llul3] . (Tgopt)
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Cette inégalité est totalement optimale (avec priorité donnée a la premiére constante).
On a fait apparaitre la métrique explicitement dans la notation By(g) car cette seconde
constante va dépendre de la géométrie de la variété. La quatriéme question du pro-
gramme est alors la suivante :

Q4 - Que peut-on dire sur By(g) ? Peut-on la calculer ? En donner des bornes in-
férieures et supérieures, implicites ou explicites ?

Peu de réponses a cette quatriéme question sont disponibles aujourd’hui. En particulier,
calculer By(g) estextrémement difficile. La seule variété ou By(g) est connu est la sphére
standard (et sa classe conforme si n > 4, cf. théoréme 2.2 ci-dessous). Méme obtenir
des bornes supérieures explicites sur By(g) pour de larges classes de variétés est une
question qui semble difficile. On en posséde quelques unes sur les quotients de la sphére
standard et sur le tore plat (variétés oit les nombreuses symétries permettent d’obtenir
des résultats de ce type). Par contre, on peut obtenir des bornes supérieures implicites
sur By (g) dépendant de bornes sur les courbures et le rayon d’injectivité de la variété.

En ce qui concerne les bornes inférieures, deux principales sont disponibles. 11 est en
effet beaucoup plus facile d’obtenir des minorations du By(g). 1l suffit de rentrer des
fonctions tests bien choisies dans (l;op) pour en avoir. En premier lieu, si on rentre
u = 1dans (Igop ), on récupére la borne inférieure suivante :

Bo(g) > K(n,2)"2Volg (M)~ % .
La deuxiéme minoration est un peu plus subtile. On prend x, € M et § > 0 suffisam-
ment petit. Et on pose pouré > 0
Ug(x) = (sz + dl.,,(xo,x)z)l—7 - (52 + 52)’—7 , X € Bg (%0, 6) ;
us(x) =0 » X € M\Bg (%0,6) .

Onrentre ces fonctions-la dans (Ig op¢ ) €t on fait un développement limité lorsque € — 0
en utilisant le développement limité de la métrique g dans la carte exponentielle en xp.
Ceci donne pour n 2> 4

(g) - =2
(B"g a(n-1)

ATTENTION ! Ce développement limité n'est plus valable si n = 3. Comme ceci est vrai
pour tout xo € M, on en déduit aisément

sg(xo)) £+o(e?) >0.

-2
Bo(g) > Bo(@extr = 5i—p MAxSglx) sin>4.

Remarque : Cette constante By(g)extr €st dite extrémale dans le sens suivant : c’est
le By(g) minimal quel'on puisse espérer avoir dans (Ig opt ). Attention ! By(g)exer I'a plus
rien d'extrémalesi n =31

Munis de ces deux bornes inférieures sur By(g), nous allons pouvoir attaquer la cin-
quiéme et derniére question du programme. Cinquiéme question qui, on va le voir, n'est
pas sans lien avec la quatriéme.
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2.2. Fonctions extrémales

2.2.1. Cinquiéme question du programme AB.

Au vu de'optimalité de I'inégalité (I; o ), une question se pose trés naturellement :
le cas d'égalité est-il atteint ? On diraque u € le (M), non identiquement nulle, est une
fonction extrémale pour (I opt) si u vérifie I'égalité dans (I ope ). La cinquiéme question
du programme est donc la suivante :

Q5 - Existe-t-il des fonctions extrémales pour (Igopt) ?

2.2.2. Le cas de la spheére.

La premiére réponse, simple mais intéressante, a cette cinquiéme question fut obte-
nue par Hebey [60] en 1998. On note (S, h), n > 3, la sphére unité de R”*! munie de
sa métrique standard (c’est-a-dire la métrique induite par la métrique euclidienne). On
note de plus [ h] sa classe conforme :

[h] = {u%-zh, u>0 uecC” (s")} .

On a alors le résultat suivant qui est une réponse, compléte en dimensions n > 4, aux
questions 4 et 5 du programme dans la classe conforme de la sphére standard.

Théoréme 2.2 (Hebey [60], 1998) — Soit (S™, h) la sphére standard de dimension n.
Sin > 4, alors pour tout g € [h],

n-2
By(g) = By(8)extr = mn;gx Sg

et il existe des fonctions extrémales pour (Igop. ) si et seulement si g est isométrique a Ah,
A une constante strictement positive.

Sin =3, alors pour tout g € [h],
1
By(g) < Bo(g)extr = '8‘ ";?X Sg
mais il existe maintenant g € [h] telle que l'inégalité soit stricte. En cas d'égalité, il ex-
iste des fonctions extrémales pour (I op: ) si et seulement si g est isométrique a Ah, A une
constante strictement positive.
Les extrémales de (Ij,0pe ) sONt toutes connues. Elles s'écrivent sous la forme
u=A(B- (x,x)'"%

ouxg € S", A € R, B> 1et (xg, x) est le produit scalaire euclidien dans R™*!.
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Preuve (pour n > 4) - La preuve de ce théoréme découle de I'inégalité suivante :
pour tout g € [ h] et pour toute fonction u € C* (S"), .

»

2
S z 2 2 n-2 2
(/"Iul dUg) SK(n.Z) [L"IVUIgdUg+m S"Sgu dl/g] .

Pour l'obtenir, il suffit de remarquer que cette inégalité est conformément invariante
et qu'elle est vraie sur la sphére standard (S”, h) puisqu’elle n'est que la traduction,
apres projection stéréographique, de I'inégalité de Sobolev H,2 euclidienne. Ceci mon-
tre clairement que By(g) < Bo(8)extr pour tout g € [h]. Pour n 2> 4, on avait obtenu
T'inégalité inverse dans la section 2.1.3. Donc By(g) = By(g)extr- Imaginons un instant
qu'ily ait une fonction extrémale u pour (Ig op: ). Cette fonction peut étre choisie stricte-
ment positive et réguliére : ceci est une conséquence de I'équation d'Euler-Lagrange
qu'elle vérifie, des résultats de régularité et des principes du maximum énoncés section
1.4.4. En appliquant 'inégalité ci-dessus a u, on se rend compte que

/ (msgxsg— g(x)) u(x)? dvg(x) < 0,

ce qui entraine S; = Cte. Par le théoréme d’'Obata [86], g est alors isométrique & i, a un
facteur multiplicatif A preés. *

Ce qui manque en dimension 3 pour avoir la méme conclusion est bien entendu I'inéga-
lité Bo(g) > Bo{g)extr- Que cette inégalité puisse étre violée en dimension 3 est d'ailleurs
I'objet de la deuxiéme partie du théoréme dont la preuve est beaucoup plus subtile que
celle de la premiére partie. Mais nous n’en parlerons pas ici : la dimension 3 sera I'objet
de la section 4. Nous y verrons en particulier que I'énoncé : “il existe g € [h] telle que
By (8) < Bp (8)exer €n dimension 3” peut étre étendu pour devenir : en dimension 3,
pour toute métrique g € [h] non isométriquea Ah, A € RY, By (g) < Bo (&) excer

Auvu de cerésultat, I'existence de fonctions extrémales pour (Ig,op¢ ) parait avoir un cofit
géométrique certain : si (Iope) €n posséde sur (S”, g), gconformea h, n > 4, alors g
est a un facteur multiplicatif prés isométrique a la métrique standard. Nous allons voir
que, de maniére assez surprenante, c’est tout le contraire qui se produit : I'existence de
fonctions extrémales n'est en fait pas “chére”, c’est plutot la non-existence de fonctions
extrémales qui est contraignante. Nous allons également voir que les questions 4 et 5 du
programme sont complétement intriquées.

2.2.3. Le cas général.

Concernant I'existence de fonctions extrémales dans le cas général, on a le résultat
suivant :

Théoréme 2.3 (Djadli-Druet [28], 1999) - Soit (M, g) une variété riemannienne com-
pacte de dimension n 2> 4. Au moins l'une des deux propositions suivantes a lieu :

1) By(8) = Bo(g)extr-
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2) Il existe des fonctions extrémales pour (Igopt)-

Avant d’esquisser la preuve de ce théoréme, donnons-en un corollaire qui montre que
I'existence de fonctions extrémales est courante :

Corollajre 2.4 (Djadli-Druet [28], 1999) - Soit (M, g) une variété riemannienne com-
pacte de dimension n > 4. Linégalité optimale (Ig ope) posséde des fonctions extrémales
dans les deux cas suivants :

1) Sg < OsurM.

2) Sg = Ctesur M.

En effet, si Sz < 0, comme By(g) > K(n,2)~2Vol, (M)‘%,onaBo(g) > 0 2 Bo(8extr
donc, d’apres le théoréme ci-dessus, il existe des fonctions extrémales pour (Igopt)-
Maintenant, si S, = Cte, c'est une conséquence de la résolution du probléme de Yam-
abe par Aubin [6] et Schoen [91] que By(g) > Bp(g)extr Si (M, g) n'est pas isométrique a
(8™, h). D'ou I'existence de fonctions extrémales pour (Igope ), le cas de la sphére stan-
dard ayant déja été traité dans la section précédente.

Esquisse de preuve du théoréme — Nous allons donner les grandes lignes de cette
preuve et en détailler quelques points particuliers. Tout d’abord, par définition méme de
By(g), pour tout € > 0, si on pose

Ae = inf (IVul} + (Bo(g) ~ &) luli})

A= {ue HX(M), llullr =1} ,

ona
A, < K(n,2)72.

On a vu section 1.1.4 que cette inégalité assure I’existence d'une solution u, € C* (M),
u, > 0, a ce probléeme de minimisation. Elle vérifie alors I’équation

Ague + (Bo(g) — &) u, = Aguf‘l

avec [ju;ll» = 1.

Lobjectif ensuite est d'étudier cette suite (#,) quand £ — 0. Toutd’abord, (u;) est bornée
dans le (M) donc, a extraction d’une sous-suite pres, ¥, — g faiblement dans H,Z(M ).
En passant a la limite dans I'équation vérifiée par u,, on voit que

Agug + Bo(g)ug = Aguj ™!

ou lim,_g A, = Ap a extraction pres. On applique maintenant (J,ope) & 4p pour obtenir

luoh2. < AoK(n,2)2lluoli2e
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Par propriété de la limite faible, [[u#pll,+ < 1 etcommelA, < K(n, 2)72, on a également
AoK (n,2)? < 1. Ainsi ceci n'est possible quesi up = Oousi [l ygll,» =1etdAg = K(n,2)2.
Dans ce deuxiéme cas, up est une fonction extrémale pour (Ig ope )-
Supposons maintenant que u, = 0. Par compacité de I'injection de HZ(M) dans L? (M),
on a alors
. 2
=0.
131'8 Il'2ze 15
Soit maintenant un point x, de M ou u, atteint son maximum. On note
1_ n
U (xe) = Nitelleo = e 2.
On a alors
1= lluelde < pplul}
donc y, — 0 quand ¢ — 0. Soit § > O petit, on pose pour x € By (Gu;’). la boule
euclidienne de centre 0 et de rayon 5u; ,

g:(x) exp;E g(Hex), x€ Q et

i (x) T (exp,, (kex)), x€ Q.

Clairement, i, vérifie
Ag iie + (Bo(g) — &) 2 it = A,iz? ! (2.1)
dans By (51,1;‘) et
4 (0) = ldcllo =1.

Comme py, — Oquand& - 0,0ona

linagz =¥ dansC’, (R") .
&=

Ainsi, il est clair qu’il existe C > 0 telle que pour touts > Oettout v € CZ (By (1)),

(00
Bo(1)

On va maintenant appliquer le schéme itératif de Moser a (2.1). L'objectif est d’obtenir
I'existence d'une constante C > 0 indépendante de ¢ telle que

3
sup @ <C (/ i? dvgz) )
Bo(1/2) Bo(1)
Soitn, € C (By (rp)) tellequen, = 1sur By (r;) ol 0 < n < rp < 1. On peut toujours

choisir n, telle que 0 < n; < 1, [Ag el < ——Cq- et |Vnelg < ﬁ Soit k > 2. On

(ro—n)
multiplie I'équation (2.1) par n?a*~? et on intégre sur By (). On obtient

k- - _42% —
/nfu," ’Agtuf dug, si\t/niu;’z 2 dyg,

Nl

<C / IVvl2 dug, . (2.2)
Bo(1)
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ol les intégrales sont prises, a partir de maintenant, sur By (7p). En intégrant par parties,
on a alors .

C
2 ~k-2 2 L+2 -2
/’7; g |vu,sl dl/gE \"'_/ dvgz (ro—r])zk __1)/ dvgE

ou, comme ci-dessous, C désigne une constante indépendante de ¢, ry, r; et k. D'un
autre c6té, en intégrant par parties, on a

X _c ke ~

k c
- . -2 ~k
/[V (nEuE) Ié: dvg, < Ck/nsufz dvg, + m / u; dug, .

En utilisant maintenant (2.2), on obtient donc

2

k2 z +27 -2 c 7k
/(n;u[z) dng < Ck/ntut dl/gE m/uz dl/gE .

Comme i, < 1sur By (rp), ceci donne

2 1 1
2k 7k Ck 1 L3
(/ 27 dugz) < (———2-) (/ ﬁfdu&) : (2.3)
Bo(n) (ro =) Bo(ro)

On pose pour i > 0,
1 1
ri=—<+—
2 2!
et
2*

kO 2* z+l = —Z_k

On obtient alors par récurrence sur (2.3) que pour toutl > 1

oL gy R . \F
/ 1'11,‘1 dng < H (T———L—Z-) (/ ﬁ? dUgE) .
Bo(r;) : Ti — Ti+1) Bo(1)

i=0

En passant a la limite quand ! — +c0, on obtient bien

1
* >
sup asgc(/ 2 du&) (2.4)
Bo(1/2) By(1)

ol1 C est indépendant de &.

Appliquons maintenant le principe de concentration-compacité de PL. Lions a 22 “d Vg,
(cf. section 1.4.3). L'évanescence est interdite par (2.4). La concentration (en masse de
Dirac) est interdite car #.(x) < #(0) = 1. Quant a la dichotomie, elle ne peut jamais
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se produire Jorsqu’on est sur une suite de minimiseurs, ce qui est le cas des iZ;. En gros,
s'il y avait dichotomie, on aurait mieux fait pour minimiser notre-fonctionnelle de ne
prendre qu’une partie des iZ, et “d’oublier ’autre” (voir par exemple {97], pp. 46-49, pour
la preuve d'une telle assertion). Il ne nous reste donc que la compacité : celle-ci nous dit
exactement que

lim lim a2 dug =1. (2.5)
R—+ £-0 By(R)

Remarque : nous avons utilisé ici une technique trés souple pour arriver a nos fins.
Mais, dans le cas présent, il existait un “marteau” qui permettait d’obtenir ce résultat
trés rapidement. Les opérateurs Ag, étant uniformément elliptiques et g, tendant vers
la métrique euclidienne dans C?,. (R"), des résultats classiques de régularité elliptique
(théoréme 8.24 de [51]) donnaient directement que

@, — uy dansC%, (R")
avec upf0) = max uy = 1 et ol yy vérifie
Agup = K(n,2)"2u" 7.

D'apreés les travaux de [21], on a alors

n
2 1-7
n
n

uo(x)= 1+£_

2
P

ce qui donne ensuite 'estimée intégrale (2.5) ci-dessus, avec méme des informations
supplémentaires. Si j'ai présenté une méthode plus souple, ce n'est pas parce que je
déteste les marteaux que I’'on a a portée de main, au contraire, mais plutdt parce que la
souplesse de cette technique nous sera bien utile sections 6 et 7.

L'estimée intégrale (2.5) traduite en terme de u, est exactement :

lim lim u¥ dvg=1. (2.6)
R—+x -0 Bg(xEvR”E)

Dans [30], pour prouver la conjecture d’Aubin (cf. section 6), on avait démontré que
cette estimée intégrale se transforme de maniére trés générale en I'’estimée ponctuelle
suivante : il existe C > O telle que pour tout £ > O ettoutx € M,

dg (xe,x)2 ue(x) < C. (2.7)
Comment démontre-t-on une telle estimée ponctuelle 2 On pose
we(x) = dg (xe,X)2 7" u,(x)

et on suppose que
Em lwello = +o0 .
£-0
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Soit y, un point de M oul w, atteint son maximum. On note alors

u(y:) = vsl_7 )

Comme w,(y;) - +o,0na
d »
tim JE (e Ye) _ o (2.8)
e-0 V¢

D'un autre cété,

Nl

1-
3

we(ye) < dg (X6, ¥e) ' u
donc

tim G (e ¥e) _ (2.9)

€0 He

On pose maintenant pour x € By (6\1;1) c R”,

h, = e)q:);E g (vex) et

Vs vf'luf (expy[ (vEx)) .

Soit x € Bp (1), on écrit que

dg (xz,exp),[ (vtx))%_l Ue(x) = v;g_lwf (expyE (vsx)) )

Or, d'apres (2.8),

1
dg (xs,expyl (vsx)) > dg (Xe, ye) — Velx] 2 Edg (xe, Ye)

pour £ > 0 petit. Ainsi,

n

ve(x) < 287dg (%, ) "2 vZ  w, (exp,, (vex)

n_ .o 2
< 22 ldg(x:r}’s)l 2ve  we (¥e)
<

Donc, pour € > 0 petit, .
sup v < 2271
Bo(1)
Maintenant, v, vérifie
*-1
Ah! l/; < A;U?

dans By (1). Le schéme itératif de Moser donne alors I'existence d’'une constante C > 0
telle que

U:(0) =1 < sup v < Cllveliper g (g, -
Bo(112) (Bo(1))
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Donc
1

lim inf W dvg >~ .
=0 BS()’E.V:) ‘ £ c
D'apres (2.6), (2.8), (2.9) et cette derniére relation, on obtient

* L d *
1=/ u? dvg 2 liminf uf dvg+h'minf/ uf dug
M e—~0 Bg(yg,\';) €~0 Bg(xz:R”:)

1
> —+1-
c &(R)

avec £(R) — 0quand R — +o0, une contradiction. Lestimée (2.7) est ainsi démontrée.

De la méme fagon, on peut montrer que

lim lim sup dg (X, x)2  ug(x)=0. (2.10)
R~+w £-0 xEM\Bg(x¢,Rye)

Avant de conclure, on a besoin de montrer que la norme L? de u, se concentre autour de
Xp. Soit & > 0, on veut montrer que

2
. fM\Bg(xo.b') u; dvg
lim > =
=0 [y ufdyg

0.

Pour ce faire, on écrit que

/ ufdvg < sup  ug /utdvg
M\Bg(x0.5) M\Bg(x0,5) M

2
< C(/ u;dvg>
M

en utilisant le schéme itératif de Moser. Or, en intégrant 'équation vérifiée par u, sur M,
on obtient
2(2* -1
Nueli? < Cllue 320,

ce qui donne par inégalité de Holder
Nueh} = o (lucl3)

pour n > 5. Ici, on a également utilisé que |« ]l — 0 quand £ — 0. Pour conclure quand
n = 4, il faut étre un peu plus subtil. Etsi n = 3, la concentration L? n'a plus lieu comme
nous le verrons dans les deux sections suivantes.

Il est maintenant temps de conclure. Soitn € C* (Bg (xo,25)) tellequen = 1 sur
B, (x0,6). On applique a nu, I'inégalité de Sobolev euclidienne :

2
27
(/ (nue)? dVg) <K<n,z>2/ IV (nue) 13 dug . (2.11)
Bg(x0,28) By (x,26)
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Bien entendu, cette inégalité est a entendre dans la carte exponentielle. Nous contin-
uerons a I'écrire sur la variété méme pour ne pas alourdir les notatiens. D’apres le déve-

loppement limité de Cartan de g autour de x, (dans la carte exponentielle), on a par
exemple

/ (nue)? dug =/ (nu)? dug
Bg(x0.26) Bg(%0,26)

1 . . . -
6 Bg(x.26)

+ o(/ 1x12 (nug)? dvg) )
Bg(xo,26)

Tout d’abord, comme u, — 0dans C,_ (M\ {x}),

/ (nu)?" dvg =1+ o0 (lul3) -
Bg(x0,25)

Grace a I'estimée faible (2.7),

/ %12 (nue)*” dvg = O (llucl3) .
83(30,26)

Enfin, pour tout R > 0,

/ xixd (nu;)z* dyg
Bg(x0,26)

/ x'x! (nue)? dug
Bg(xe,Rute)

+/ xx! (nu;)r dvg
Bg (x0.26)\Bg(xe.Ruc)

= uf/ x'xlud dvg + o(uﬁ)
B(O,R)

+£(R) u'g’ dvg
Bg(x0,25)\ Bg(xe.Rutg)

2 \'°%
ol uy = (l + %‘—'lez) et &(R) — 0 quand R — +oco. Pour obtenir I'estimée de la

premiére intégrale, on a utilisé le blow-up de la premiére étape de la preuve. La deuxiéme
intégrale s'estime grace au contrdle ponctuel (2.10) de u,. En faisant tendre R vers +oo,
on obtient en remarquant que y est radiale :

. " &t .
/ x'xd (nue)? dug = —-—yf] Ix12ud” dvg + 0 (u'f) +0 (II utllg) .
Bg(x0,28) n R"

D’ou, finalement,

* b n-2 .
(nu)® dvg| =1+ S(xo>u2/ |x12u3” dvg+o0 (u?) +o(llul3) .
(/Bg(xo.26) ) §> 6nz ¢ £ fon ' 0 G (t) ( € z)
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En effet, 67 Ricg(x,); j est la contraction de la courbure de Ricci (on est dans la carte
exponentielle en x;), c’est-a-dire la courbure scalaire.

On peut traiter de méme, bien que les calculs soient beaucoup plus délicats, I'autre terme
de (2.11) : on a alors besoin de la concentration L? de u;, et de T'équation vérifiée par u;.
On obtient

1
K(n,Z)Z/ iV(nu) 2 dvg < 1 - Bo(g)K(n,2)%lu )l + -ésg(xo)x(n,zfn ull3
Bg(x0.26)

1 .
+ Esg(xo)uf/w 1x2" dvg + o (u2) + o (Nucl3) .

Enrevenant a (2.11), on a finalement

1
By(@)K(n,2)%uell; < EK(n,z)zsg(xo)||u,u§+o(uuz||§)

1

2 2,,2* 2
+3n258(x°)”f /nzn | x1“uy dv§+o(ut) .

Si Sg(x0) < 0, on adirectement une contradiction donc, dans ce cas, il y a une extrémale
pour (op ) Sinon, on écrit, par blow-up,

N DA . 2
lim mf——z— > lim uydx .
-0 H R—+4 B(O,R)

&

D'ou, en passant a la limite dans I'inégalité ci-dessus, on obtient avec un simple calcul
d'intégrales :

. n-2
Bo(g)SZm——_—l—)

ce qui termine la preuve du théoréme car By(g) > Bo(glextr = ﬁsg(xo). *

Sg(x0) ,

Remarque 1: Si (Igvop,) ne posséde pas d’extrémales, alors la suite u, de la preuve
du théoréme se concentre nécessairement en un point xp de maximum de la courbure
scalaire. Ce qui répond a une question naturelle : y a-t-il un endroit privilégié de con-
centration pour des suites de fonctions qui explosent ? Bien sir, la réponse dépendra du
type de probléme que I'on regarde mais, dans le cadre du programme AB, ce sera souvent
fonction de la courbure scalaire de la métrique.

Remarque 2 : Avec la méme preuve, on peut montrer également que si By(g) >
Bo(g)extr, I'ensemble des fonctions extrémales pour (Ig ope ), normalisées par |l ull» = 1,
est compact dans C? (M).

Revenons maintenant a notre théoréeme. On est face a une alternative non exclusive :
en effet, sur (8", h), la sphére standard, on a d’aprés le théoréme 2.2 a la fois By(h) =
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Bo(h)extr et Vexistence de fonctions extrémales pour (Ii,0pt). On se place bien entendu
dans toute cette discussion en dimensions n > 4. D’un autre coté; le théoréme est as-
sez fin : en effet, il existe des variétés pour lesquelles By(g) = By(g)extr €t il Nexiste pas
de fonctions extrémales pour (I ope). Cest le cas dans la classe conforme de la sphere
standard dés qu’on n'est plus sur la sphére standard elle-méme (cf. théoréme 2.2). Deux
questions viennent alors a I'esprit : existe-t-il des variétés non isométriques a la sphére
standard pour lesquelles By(g) = By(g)extr €t telles qu'il existe des fonctions extrémales
pour (I opt ) 7 Existe-1-il des variétés non conformément difféomorphes a la sphére stan-
dard pour lesquelles (I opt ) Nne posséde pas de fonctions extrémales ?

2.2.4. Les fonctions critiques.

Dans cette partie, nous allons répondre aux deux questions juste soulevées. Le
théoréme suivant est di a E.Hebey et M.Vaugon :

Théoreme 2.5 (Hebey-Vaugon {72}, 2000) - Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n. On suppose que la courbure de Weyl de (M, g) s'annule autour
d'un point xyg € M. Alors,

)Sin 2 4,ilexisteg, € [g] telleque Bo(g1) = Bo(g1)extr € (I ,0pt) Wadmet aucune
extrémale.

i) Sin > 7, il existe g, € [g] telle que

- -2
Bo(&) = Bo(&)extr = K(n,2)72 Volg, (M) 5
et, dans ce cas, (Ig, opt ) admet les fonctions constantes comme fonctions extrémales.

En particulier, les réponses aux deux questions posées précédemment sont négatives
(tout du moins en “grandes” dimensions). La preuve de ce théoréme est basée sur des
techniques similaires a celles développées dans la section précédente. Plus intéressante
pour nous que cette preuve est la nouvelle notion qu’ils ont introduite pour les besoins
dela cause : 1a notion de fonction critique.

Définition 2.6 — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n 2>
3. On dit qu'une fonction &« € C™ (M) est faiblement critique si pour tout u € H3 (M),

2
(/ |ul dvg)2 < K(n,2)? [/ ]Vulgdvg+/ ol dug] . (In)
M M M

On dit que « est une fonction critique si V& < «, & # «o, & n'est plus une fonction
faiblement critique.

Par exemple, By(g) est toujours une fonction faiblement critique. De plus, si (Igopt)
admet des fonctions extrémales, alors By(g) est une fonction critique. Pour montrer que
(Ig,0pt ) M'admet pas d’extrémales, il suffit (dans le sens mathématique du terme) donc de
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montrer que By (g) n'est pas une fonction critique. C'est la fagon dont ont procédé Hebey
et Vaugon pour démontrer le point i) de leur théoréme. La force de la notion de fonction
(faiblement) critique réside dans la possibilité d’en construire facilement énormément
grace a la propriété suivante: si o est une fonction (faiblement) critique sur (M, g) et si

- 4 o R
g = @ =-Z g est une métrique conforme 2 g, alors

n-2 n-‘z '3
op=— "% s4(a- 2% s, ) @22
¢~ 4(n-1) % (“ 4(n-1) g)q’

est une fonction (faiblement) critique sur (M, g). En quelque sorte, la notion de fonction
(faiblement) critique est conforrnément invariante.

Armés de cette notion de fonctions critiques, Hebey et Vaugon ont étendu la cinquiéme
question du programme AB :

Q5 bis - Soit @ € C* (M) une fonction critique sur (M, g), le cas d’'égalité est-il
toujours atteint dans (Iy) ?

Une premiére réponse a cette question est donnée par I'extension du théoréeme 2.3 aux
fonctions critiques :

Théoréme 2.7 (Hebey-Vaugon [72], 2000) — Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n > 4. Soit x € C® (M) une fonction critique sur M. Alors,

-2
VxeM, a(x) > T S(x)

(n-1)

et au moins l'une des deux propositions suivantes a lieu :

1) Ilexistex € M tel que x(x) = 7725 S,(x).

2) Le cas d’égalité est atteint dans (I).

C’est une réponse partielle a la question Q5 bis. Une réponse compléte a cette question
n'est toujours pas disponible en dimensions n > 4 (voir sections 4.2 et 4.3 pour plus de
précisions sur cette question).

La grande absente de toute cette section aura été la dimension 3. La preuve du théoréme
2.3 présentée échoue pour n = 3 car on n'arrive pas 2 démontrer la concentration L? de
u, autour du point de concentration. Nous verrons qu'il y a de bonnes raisons a cela. La
section suivante va nous fournir non seulement les explications de cet échec (provisoire)
mais également les armes pour le surmonter. La notion de fonction critique se révélera
étre trés intéressante également en dimension 3.

3. Analyse asymptotique en énergie minimale

Dans cette section, nous allons mener une étude asymptotique fine du profil
d’explosion d’'une suite (u,) de solutions d’équations elliptiques non-linéaires qui se
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concentrent en un point. Et ceci avec deux objectifs en téte : le premier de répondre
aux questions du programme AB dans le cas de la dimension 3, le second de voir jusqu’a
quel point le comportement de telles suites peut étre décrit dans un cadre général.

Toute cette section est consacrée a un travail en collaboration avec F. Robert [42], travail
qui trouve son origine dans les travaux de Hebey-Vaugon (69, 70] et dans une trés belle
étude asymptotique euclidienne de Robert [90]. Dans le cas euclidien (et pour celui de la
sphére), on pourra également consulter [5, 19, 43, 56, 57, 62, 79, 89, 94].

3.1. Présentation du probléme

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3. On suppose
qu'on a une suite (u;)»o de fonctions C>* (M) strictement positives qui vérifient

Agu, + hou, = A2 ") (3.1)

avec |l ugllo» = 1. Ici, hy € C%* (M) et A, est un réel strictement positif. On fera
I'hypothése suivante sur A; :

(HME)-A, < K(n,2)72

C’est une hypotheése d'énergie minimale. En particulier, on est dans une situation de ce
type dés que le probléeme de minimisation suivant a une solution :

A= inf Juu (105 + here) v :

uEHf(M),uéO (fM Iulz* dvg)%

En effet, on a toujours dans ce cas A, < K(n, 2)~? et si u, est une solution de ce probléme
de minimisation, alors, a normalisation prés, u, vérifie (3.1). Mais on n’est pas obligé
dans la suite de supposer que u, est obtenue ainsi.

On va également supposer que u; — 0 faiblement dans H?(M) de fagon a ce qu'un
phénomeéne de concentration apparaisse. Le but est d'étudier précisément ce phéno-
meéne de concentration. Plus précis nous voudrons étre, plus nous aurons a supposer
sur h,.

3.2. Estimée intégrale, estimées ponctuelles faibles
Moyennant 'hypothése suivante sur A, :
(H1) -llexiste r > £ telquelimsup,_q ItA7 I, < +o0

ol h; = max (0, —h), on al'estimée intégrale :

*
lim lim uZ dvg=1
R+ £-0 Bg(x:'Rﬂ:)
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n
ol x, est un point de M ol u, atteint son maximum et u,(x;) = u?’ -~ +o0 quand
¢ — 0. Lhypothése (H1) nous assure, premiérement que () est bornée dans H? (M),
deuxiémement que fM heu? dvg — 0 quand ¢ — 0 (rappel : on a supposé que u, tendait
faiblement vers 0 dans HIZ(M )). Cette estimée est obtenue comme dans la preuve du
théoréme 2.3 par blow-up en x,. Comme dans [30], on transforme ensuite cette estimée
intégrale en une estimée ponctuelle :

3IC>01qVe>0,VxeM, dg(xt,x)f‘lue(x)s(:et (3.2)

limR_.+a° limg_.o supM\Bg(xE-Rﬂz) dg (xt, x)f-] u,(x) =0. .
Cette estimée ponctuelle, certes extrémement faible, a néanmoins I'avantage de nerien
demander (ou quasiment) sur k.. Elle avait été introduite dans [30} dans un cadre ou il
est délicat d'obtenir mieux. Qui plus est, elle est le point de départ obligatoire pour tout
ce qui suit.

Remarque : ce qui fait fonctionner cette estimée ponctuelle dans un cadre aussi
général est son invariance par le changement d'échelle associée a 'équation (3.1) (ou au
défaut de compacité des u,, ce qui revient au méme).

3.3. Estimées ponctuelles fortes

On sait déja qu’avec (H1), on a l'estimée intégrale
2 S\ 1” 3
wy dg (X, X)

: 1-2 _
lsl_f}auuc"ﬂe tl1+ 2 T ”le(M)_o' (3.3)

c’est-a-dire : u, tend vers la bulle standard en norme H (M). Lobjectif de cette partie est
d’obtenir un contrdle ponctuel de u, par cette bulle standard. Pour ce faire, on a besoin
de I'hypcthése suivante sur A, :

(H2) -l existe a € C** (M) telle que h; > aetl'opérateur A, + a est coercif.

Par A, + a coercif, on entend qu'il existe C > 0 telle que pour tout u € HZ(M),

/ (1Vul2 + au?) dvg > Cliul} .
M

En faveur de (H2),il est bon de remarquer que A + A, est lui-méme un opérateur coercif.
En effet, si on note v, sa premiére valeur propre et v, une fonction propre strictement
positive associée a v, on a

Agls + heVe = Vev; .

En multipliant par u,, en intégrant par parties et en utilisant I'équation vérifiée par u,,

on obtient
*.—
A;/ uf ldvg=v£-/ usve dvg,
M M
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ce qui donne bien v, > 0 donc la coercivité de Ag + he.

Soit v > 0Oetsoitg > 0 tel que Ag + 5= soit toujours un opétateur coercif. Pour
v > 0 suffisamment petit, il est toujours possible de trouver un tel &. Soit maintenant
I'opérateur L, défini par:

* o
Lou= Agu+heu—Au? 2u.

Iin'est pas difficile de voir que L, vérifie le principe du maximum faible sur M\ B;(x,, Ru,)
pour tout R > 0 (cf. par exemple [13]). De plus,

Liu;=0 surM.
D'un autre c6té, onnote G : M x M —~ R la fonction de Green de I'opérateur A, + $=2.
C'est la seule fonction symétrique positive vérifiant pour toutx € M

a-— &

0
Ay yG(x,y) + G(x,y) = o,
gyG(xy) + T—>G(x,y)

au sens des distributions. Ici, 6, représente la masse de Dirac en x. Un simple calcul
donne sur M\ {x,}

LG (xe, ) IVG (xe, %) |2

= +he—a)+v(l- —Au 2
G (e x) " Cothe—a)+vA -V =z A
VG (xa 02 |
> go+v(l-v)———8 A2 2
4] ( ) G(xs,x)z E4e

en utilisant (H2). Une propriété standard de la fonction de Green est qu'il existe p > 0,
C > O telles que pour tout x € Bg (x, p),

IVG (x, %) I2 c
G(x;.JC)z - dg(xzrx)z ’

Ainsi, sur Bg (X, p) \ Bg (X, Ru¢),

LEG(xSr x)]_v

> dg (o0 (Cv (1= ) ~ Acdy (50 207 2)

G(x:,x

Grace a I'estimée faible (3.2), quitte a prendre R suffisamment grand, on obtient pour
£ > 0 petit
LG (x5, x)'™ > 0 sur Bg (xe, p) \Bg (xe, Ryt) .

Sur M\Bg (x¢, p), u; — 0 dans C° donc
LG (x,x)"™ 2 0 sur M\B; (x,, p)
pour £ > 0 petit. On a ainsi obtenu

Leu; =0 < LG (x:,x)' ™ sur M\Bg (x., Ru) .
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Par propriété standard de la fonction de Green, on a également

($-10-2v)
&

u, < Cu G (xe,x)'™  surdBg (x;, Ru;) .

En appliquantle principe du maximum et en utilisant que G(x,, x) < Cd; (x, x)?"", on
a ainsi obtenu que pour tout v > 0, il existe C(v) > 0 telle que pour tout x € M, tout
£>0,

2)(1-2v)

dg (x¢, x) =209 (1= u(x) < CV) , (3.4)

ce qui revient a dire
u; < C (bullestandard)!™Y
ou

2 2\ %
Wy dg (x¢, X) )

bullestandard (x) = u:_f (1 + 5
PR

Lobjectif est maintenant d’obtenir cette méme estimée avec v = 0. On note G, la fonc-
tion de Green de Ag + a. Par la formule de représentation de Green, on a en utilisant les
hypotheéses (HME) et (H2):

ue (ye) = fM Ga (%, ¥e) (Bgue(x) + a(x)uc(x)) dug(x)

< K(n2)? / Ga (%, ¥:) ue(x)? 7! dug(x)
M

pour toute suite de points (y,) de M. On va distinguer trois cas :

Cas 1 - On suppose que

lim dg (¥er ye)
£-0 He

=R.

Dans ce cas, c’est une conséquence directe des résultats de la section 2 (moyennant
I'hypothése (H2) plus forte que (H1)) que

2 1-7
. -2 1-2Z _ wy
et a0 <t (1)

Cas 2- On suppose que

lirr& dg (Xe,ye) =26 > 0.
E—o
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On écrit alors

/ Ga (%, ¥e) ue (x)% 71 dug(x)
M

N
/ Ga (%, ¥e) ue (x)> "1 dvg(x)
83(1516)
+/ Ga (%, ¥e) ug(x)% ! dvg(x)
M\ Bg(x¢,6)
< c/ u(x)% 7 dvg(x)
Bg(xzv‘s)

n-2 .y
+Cp T U Zv)/ G (X, y:) dvg(x)
M

ou on a utilisé (3.4). Un simple calcul donne grace a (3.3) et (3.4) :

/ ue (x)* ! dvg(x) = 0(#3—1) :
Bg(xlié)

D'un autre coté,
/ Ga (x,ye) dug(x) = 0(1) .
M
D'ou I
dg (%, ¥e)" 2 e Tue (ye) = 0+ 0 (12 ™PV) = 0(1)

2
en prenant v < =45.

Cas 3-0On suppose que
. _ . dg (xe, }’e)
151_1}3 dg (x¢,ye) =0, lzl_{% T
C’est de loin le cas le plus délicat. On pose

= +o0.

1
Bf = {x €M, dg (Yer x) 2 Edg (xzr.}'t)} .

On écrit ensuite

59

ug (ye) < C/ Ga (x, ¥e) us(x)z*—l dvg(x) + C/ Ga (x,¥e) us(x)zi_] dvg(x)
B M

i \Bj

< Cdg(%e,y:)*" / ue ()2 dug(x)
BE

1

+C/ dg (Xe ye)* ™" u (x)¥ ! dvg(x)
M\Bf

- 21
< O(dg(xaye* i)
7 (1-2v) ~(n+2)(1-v) 2n
+0 (e dg (x:, ¥e) dy (Xe, ¥e)? " dug(x)
M\B;
_ B_y n+2(1_2 ) _
< O(dg (%e, ye)> " u? )+O(u£T' v dg (e, ¥e) n+v(n+2)) -
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Ainsi, dans ce dernier cas,

) 1-3 u 2-v(n¥2)
de (X6, ¥)" e 2us (3:) =0(Q)+ O —‘-—) =0(1)
p (3" 2 F i (30) = 0 (1) ((dg(x“yz) ) (

> 2 dg(xe.ye) _
desquev < ;% car o +o0 quand € — 0.

On a donc montré qu'il existe C > 0 telle que pour tout x € M, tout £ > 0,

_p 1-2
dg (xe, )" 2 e 2ue (x) < C,
ce qui s'écrit encore
g\
~a wl Xe, X
u.(x) < C x bullestandard = Cu: ¢ (1 + —;1—‘—;5——)
&

3.4. Convergence vers la fonction de Green

Dans cette partie, nous aimerions préciser le comportement de u, loin du point de
concentration. Nous savons déja que u, — 0dans C,°o . (M\ {xo}) : nous aimerions savoir

comment. On fait une hypothése de convergence sur h; :
(H3) - lim,_o h; = hg dans C%* (M) avec A,z + hq coercif.

Onnote G, la fonction de Green de A, + h,. On écrit alors pour toute suite (y,) de points
de M,

U (yt') ‘/Av" GE (ytr x) (Agug(x) + h;ug(X)) dUg(X)

At/ Ge (Je, x) ue ()% ! dvg(x) .
M

Apres des calculs similaires a ceux de la section précédente, on obtient

ue (¥e) _ 1 siyo = X
bulle standard (y;) (n - 2)wy-1dg(x0, %) " 2Go (%0, Y0) Siyo * Xo

ou yp = lim._o y: et Gy est ]a fonction de Green de Ag + hy. Lhypothese (H3) permet de
faire “converger” G, vers Gp dans tous ces calculs.

Ce résultat a deux conséquences : la premiére nous donne le comportement de u; en-
dehors du point de concentration. On a

n-2

12 s\ Z
ltigg)us "’us(x)=( l) (n - 2) Wp-1Gp (xp, X)
wy
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dans Clzoc (M\ {x0}). La seconde affine le comportement de u, autour du point de con-

centration. On obtient existence d’une constante C > 1 telle que.pour tout x € M et
toute > 0,

% (bullestandard) < u, < C (bullestandard) .

De plus, pour tout v > 0, il existe §(v) > 0 tel que sur Bg (x¢, 6 (v)),

T+ v (bulle standard) < u, < (1 +v) (bullestandard) .
On a donc obtenu tout ce queI'on voulait, ou presque : le comportement exact de u, hors
et autour du point de concentration. Quand je dis presque, c’est qu’il reste deux choses
qui peuvent se révéler intéressantes dans certaines utilisations de ces études asympto-
tiques : le comportement de 551:‘—“"1—) et celui de u, en fonction de h,. Ce sont la deux
questions difficiles que I'on ne sait traiter que pour des fonctions h, particuliéres. Je ren-
voie ici a [37], [42] et [43] pour une discussion plus poussée sur ces questions.

3.5. Conclusion ~ Concentration L?

Une conséquence de I'étude ci-dessus qui nous intéresse particulierement au point
ol nous sommes dans le programme AB est le comportement des différentes normes L?
de u,. On supposeici (HME) et (H3)etonprend p > 1.

Premier cas-1 < p < 7%5. Lanorme L? de u, ne se concentre pas autour de x,.

3.
Ona:
=2

1
. 1-2 4 \* v
yngue Nl = (—g) (n-2) wy- (/ Go (%0, x)P dvg) .
- M

Wy

Second cas - p > 3%5. Lanorme LP de u, se concentre autour de x, a la vitesse .

5.
Ona:

15
=
N
(]
l
wls
ol
v
I
P
e
x
<
x
Q
=
—
I

2 1-3
. N w? 2
ouvix)= (1+—4!1-|x| ) .

Troisieme cas— p = n—f-z- La norme L7 de u, se concentre autour de x, mais a une

vitesse moindre que y,. Ona:

n

f u?dv
. B, (x¢,Rug) € g
VR >0, lmé gl e -
E— p

fM u? dug

0,
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)
/, u? dv
Bg(x:.5) Y€ (1
V&> 0, lim —£%2 - =

=0 Jy w7 dug

Enfin,

2-n n-2

A 4 \ =72 _ Wi n
lim (uz | lnusl) lgll o, = 272 (——‘)
£—0 n-2 wy

Pourquoi ce résultat nous intéresse-t-il tant que ¢a ? Parce qu’il nous permet de
comprendre les restrictions de dimension présentes dans les résultats concernant la par-
tie H,2 du programme AB. Concernant I'existence de fonctions extrémales (théorémes
2.3 et 2.7), nous avions besoin d’une concentration L? de u, : celle-ci n'a lieu que pour
n > 4. Si n = 3, la norme L? garde un poids non négligeable sur toute la variété. C’est
pourquoi nous ne pouvions faire fonctionner la preuve du théoréme 2.3 pour n = 3.
J’avais également dit que la concentration L? était plus difficile a obtenir en dimension
4 dans la preuve du théoréme 2.3 : la raison en est que 7%; = 4 quand n = 4 et donc
que I'on se retrouve sur le cas limite de la concentration des normes LP (troisiéme cas
considéré ci-dessus).

Malgré tout, munis de cette étude, nous sommes en mesure de régler le cas n = 3, ce qui
est 'objet de la section 4 : les phénomenes sont, on le verra, amplement différents de
ceux observés en dimensions n > 4.

3.6. Ets’ily a plusieurs points de concentration ?

On considére dans cette sous-section une suite (A, )..o de fonctions dans C* (M)
qui vérifie
h‘nah; = hy dans C* (M)
E—~ \
avec Ag + hg coercif. On suppose qu'il existe ()., une suite de fonctions réguliéres
strictement positives vérifiant I'équation

Aguie + heue = uZ” ™1 dans C* (M)

avec
luell» <A

pouruncertain A > 0. SiA < K (n,2)“§, on est dans la situation considérée dans
les sous-sections 3.1-3.5. Que se passe-t-il si on abandonne cette hypothése d’énergie
minimale ? Notre suite (u;) reste bornée dans H,2 (M) donc, a extraction prés, on peut
supposer que

lim u, = up faiblement dans H? (M) .

Si cette convergence n'est pas forte, (u;) développe des points de concentration. Dans
sy 2 . e s . - .

le cas ol1 'énergie est de type minimale, i.e. A < K (n,2)!~Z, on montre facilement que

si la convergence n’est pas forte, #y = 0 et on se retrouve dans la situation considérée
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jusqu'ici. Si on abandonne cette hypothése, il est a priori possible que u # 0. De plus,
(u,) peut développer plusieurs points de concentration. Un résultat.de Struwe [96] nous
ditquiilexiste N € N, (Xi);; _n N suite de pointsde M et (K;,) =, . n N suite de réels
strictement positifs convergeant vers 0 tels que

N
lim I}z, ~ uo - E; Picll g2iary = 0
=

avec

1 dg (-xi,srx)z)]—7

1-2
) =p 21+
@i (x) Hie ( n(n-2) ”12',5

la bulle standard associée a (x; ¢, H; ). Bien entendu, si N = 0, on retrouve que u; — up
fortement dans H,2 (M). Pour une preuve de ce résultat de Struwe dans un cadre rie-
mannien, on renvoie a [39] ou [67]. La question que nous nous sommes posés avec Em-
manuel Hebey et Frédéric Robert dans [39] est la suivante : est-il possible de décrire
ponctuellement, et non plus d’'une maniére HZ, u, comme 1 plus une somme de bulles
standard, comme cela a été fait en énergie minimale ? En d’autres termes, peut-on
obtenir un résultat semblable a celui obtenu a la fin de la section 4 ? La réponse a cette
question est positive {c’estI'objet de [39]) : il existe n, — 0 quand &£ — 0 et une constante
C > 1indépendante de ¢ telles que pour tout £ > Oettoutx € M,

N N
@ic (X)+ (1= 10 o (x) < e (x) S CY_ @i () + (14 1) g (%)

i=1 i=1

1
C
En particulier, si 4y = 0, on retrouve exactement le résultat de la section 4 :

N N
1
I Z (bullestandard); < u, < CZ (bullestandard); .

i=1 i=l

On peut ainsi passer d’'une description H? & une description ponctuelle de u, en termes
de bulles standard. Nul n'est besoin d’expliquer a celui qui a pratiqué I'analyse asympto-
tique en multi-points que ce passage, de HZ 2 C?, est extrémement délicat. Il faut réussir
a controler trés précisément l'interaction entre les différentes bulles en présence : on
peut tres bien avoir a priori dg (x,-,t,x J-,E) — 0 quand £ — 0 et méme, beaucoup plus

génant, dg (x,-,z,xj,f) = O (u;,), ce qui correspond a un chevauchement des bulles en
guestion. Sans parler de la possibilité d’avoir uy # 0, circonstance aggravante s'il en est.
Mais quelque 120 pages de preuve viennent a bout de ces difficultés. Les applications de
cette description asymptotique sont prometteuses. En particulier, on peut maintenant
espérer €tudier 'équation Agu + hu = u?"~! d'un point de vue dynamique, c’est-a-dire
s'intéresser au comportement de ’ensemble des solutions de cette équation lorsque h
varie. Pour I'instant, I'essentiel des résultats sur I'ensemble des solutions de cette équa-
tion (résultats de compacité, ...) porte sur une équation avec h fixé, encore plus essen-
tiellement sur I’équation de courbure scalaire (cf. par ex. [92]). Pour une ouverture dans
la direction “Etudes dynamiques”, on pourra consulter [63).
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4. Le phénomeéne des petites dimensions

Nous abordons dans cette section les questions 4 et 5 du programme AB dans le cas
n = 3. Les résultats de référence dans le cas n > 4 sont les théorémes 2.2, 2.3 et 2.7.
IlIs nous serviront de bases de comparaison avec ceux de cette section. Les preuves de
tous les résultats ci-dessous utilisent de maniére fondamentale I'étude asymptotique de
la section 3. Tous les résultats qui suivent sont tirés de [31] et de [34). C’est dans cette
section que se révéle 'importance de la notion de fonction critique introduite dans [72]
(cf. section 2.2).

4.1. Calcul de fonctions-tests

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n = 3. Soit & €
C* (M) une fonction faiblement critique (cf. définition 2.6). Pour tout u € H?(M),

3 2
( Miulsdvg) < K(3,2)? [/M|Vu|§d»g+/Mau dvg] : (L)

Pour que (I) ait lieu, il est clair qu’il faut que I'opérateur Az + « soit coercif. On note
Gx : M x M\ {(x,x), x € M} — R safonction de Green. Elle est symétrique, stricte-
ment positive et réguliére en-dehors de la diagonale. La partie singuliére de G,(x,y)
est W. Etant donné x € M, on peut écrire un développement limité de G, (x, y)
autourde x:

1
Gu (x,y) = m +Ma().) +o0(1)

pour y proche de x. On appelle M,(x) la masse de G, en x.

On a vu section 2.1.3 que des fonctions-tests locales (celles utilisées par Aubin {6} pour
résoudre le probleme de Yamabe en grandes dimensions) sont inopérantes pour n = 3.
L'objectif est donc de construire une famille de fonctions tests globales spécifiques au
cas n = 3. Celles que I'on va adopter sont inspirées de celles utilisées par Schoen [91]
pour résoudre le probléme de Yamabe. On prend un point x; € M et on pose

-1
ue(x) = n(x) (£ + dg(x0,x)) " * + B(x)

oune C? (Bg (xo,26)), n = 1sur By (x,6), et

n(x)

B(x) = w2Gx(x,y) - m.

Remarque : Autour de xg, ces fonctions tests se comportent comme les bulles stan-
dard se concentrant en xp. Mais, pour n = 3, on les prolonge de fagon a ce qu’elles
convergent vers la fonction de Green de Ag + « en-dehors de xo. Ceci est assez naturel
comme choix : la premiére partie de u, va donner le premier terme du développement
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limité, la deuxiéme partie (globale) est celle qui minimise le mieux la partie droite de (I)
puisque Ag Gy (X9, x) + a(x) Gy (X9, x) = 0 en-dehors de xp.

Mises a part quelques astuces techniques de changement conforme de métriques pour
faciliter les calculs (cf. [34]), on obtient en rentrant la famille (u;) dans (I,) et en faisant
tendre £ vers 0 :

Théoréme 4.1 (Druet [34], 2000) - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension 3 et soit & € C® (M) une fonction faiblement critique sur (M, g). Alors,

My(x) £ 0 pourtoutx e M

et, de plus, pour toutx € M,

My(x) =0 = a(x) < %sg(x) :

La condition My(x) < 0 joue en dimension 3 le rdle que jouait la condition a(x) >
;(ﬂ,f_zT)Sg(x) en dimensions supérieures. Mais cette condition est cette fois-ci une condi-
tion globale sur &, ce qui n’était pas le cas en dimensions n > 4. On entend par globale
qu'un changement de « quelque part sur M affecte les My (x) pour tout x € M.

4.2. Fonctions extrémales

Etant donnée o € C* (M) une fonction critique sur (M, g), on peut se deman-
der si le cas d'égalité est atteint dans (I,) (question 5 bis du programme). On a alors le
théoréme suivant :

Théoréme 4.2 (Druet [34}, 2000) - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension 3 et soit & € C* (M) une fonction critique sur (M, g). Alors une des deux
assertions suivantes a lieu :

1) llexistex € M tel que My(x) = 0.

2) Le cas d’égalité est atteint dans (1,).

Ce théoreme est le pendant exact du théoréme 2.7 en dimension 3. Jusqu’ici, il ne se
passe pas grand chose de neuf par rapport a la section 2. Mais sans doute plus intéressant
que cerésultat est sa preuve dans laquelle est contenu le théoréme suivant, théoreme qui
met le doigt sur une différence flagranteentre n=3etn > 4:

Théoréme 4.3 (Druet [34], 2000) - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension 3 et soit o € C* (M). On définit

B (a) =inf {B, a + B est une fonction faiblement critique sur (M, g)} .
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Alors o + B () est une fonction critique sur (M, g).

Ce résultat nous dit donc qu'il existe des fonctions critiques de toutes les formes. Ceci
était complétement faux en dimensions n > 4 : il y a beaucoup d'exemples de variétés
(M, g) dedimensions n 2> 4 pour lesquelles il n'y a pas de fonctions critiques constantes.
C’est le cas par exemple sur (S”, g), g € [h], g non isométrique a Ah, A > 0. Et méme,
dans la classe conforme de la sphére standard, pour n > 4, on sait qu’il n'existe qu'une
et une seule fonction critique: « = ;(An‘_-’-—”sg. Ces deux assertions sont des conséquences
du théoréme 2.2.

Esquisse de preuve des théoremes 4.2 et 4.3~ Soit &« € C* (M). D’apres le théoreme
2.1, il est clair qu'il existe B > 0 telle que ot + B soit une fonction faiblement critique.
Ainsi, B () est finie. Quitte a changer o en o + B (&), on peut supposer que B (a) = 0.
Pour £ 2> 0, on pose

=i 2 _ 2
At M(LIVulgdvg+A(a Su dvg)

A={ue HXM), luls=1} .
De par la définition de B (), ona pour & > 0
Ae < K(3,2)72 (4.1)
et
Ao=K(3,2)72.

L'hypothése (4.1) nous donne l'existence de (u,).-0, fonctions réguliéres et strictement
positives, vérifiant

Agu; + (x— &) u, = A;uf (4.2)

avec | u.|l¢ = 1. Comme (u;) est bornée dans H2(M), u, — u, faiblement dans HZ (M),
a extraction d'une sous-suite preés. Si 1y # 0, alors 1, atteint le cas d'égalité dans (I) (cf.
I'esquisse de preuve du théoréme 2.3 pour cette assertion). Dans ce cas, il est clair que
o + B (&) est une fonction critique.

Supposons maintenant que up = 0. Alors, d’apreés les résultats de la section 3, il existe
Xxs € M, U, > Otels que

1
el o = ue (X¢) = pe ?

avec u, — 0, x; — xp quand £ — 0. De plus, il existe C > 0 telle que pour tout x € M,
pour tout £ > 0,

_1
He 2dg (X, %) us(x) < C (4.3)
et, par conséquence,

_1 -1
ling He z U = 20, > w3 Gy (x0,.) (4.4)
E—
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dans C7 . (M\{xo}).

La conclusion du théoréme 2.3 était basée sur I'inégalité de Sobolev euclidienne. Ici,
nous alluns utiliser I'identité de Pohozaev. Soit § > 0 suffisamment petit pour que exp,,
soit un difféomorphisme de By (8) C R® dans Bg (x;,6) C M. On pose pour x € By (6)

& = exp; &,
v(x) = u (exp,l (x)) et
oa(x) = o (expxs(x)) .

Lidentité de Pohoziev appliquée a v, sur By(98) stipule que

. 1 1
/ (x"akvs-l»-v‘) Azve: dug =6/ [—leclg— Ve, v)g] dog
Bo(5) 2 2Bo(8) L2

1
- —/ ve (Vue, v)g dog
2 JzBy(5)

ol v est la normale extérieure a 8B, (6). D’aprés (4.4), on peut facilement estimer le
terme de droite de (4.5) : on obtient

4.5

uiny

£—~0

[YX

. 1
45-3» lim u;l / (x*akvg + -vt) Asve dug
“ By (8) 2

1 - = 2 1 = =
=5/ [-lVGIz— VGy, Vv ]da—-/ Gx (VGy, V) _do
sy L2 (v6x: V)| o 2 Jepoio) «(V6a v) 4o

olt G, = G4 (xo, expr(x)). En passant a la limite quand § — 0, on obtient ensuite :

2
—uilimlimu']/ (xk8v+-l-u)Avdv =1M( )
4(1)% §—-0¢&-0 € By(5) k% 2 £ tve z 2 «tX0) -
Reste a estimer le terme de gauche de (4.5). Pour ce faire, on écrit un développement
limité de g; en fonction de € et on estime tous les termes un a un grace a (4.3). On arrive
finalement a
My(x)=0.

Donc, si les (1) développent un point de concentration en xp, alors M,(xp) = 0. Main-
tenant, si i} existe x; € M tel que M,(x9) = 0, alors pourtout & < o, & # o, ona
M5 (xp) > 0: ceci est une conséquence du principe du maximum appliqué a Gz — Gq.
Par le théoréme 4.1, & ne peut pas étre une fonction faiblement critique. Donc « est une
fonction critique. On a donc démontré que dans les deux cas (concentration des (u,) ou
pas de concentration des (u,)), @ + B(«) est une fonction critique. Le théoréme 4.3 est
ainsi démontré. De plus, on a bien I’alternative (non exclusive) du théoréme 4.2. .

Une question que I'on avait posée a la fin de la section 2 était la suivante : si o est
une fonction critique sur (M, g), le cas d’égalité est-il toujours atteint dans (I) ? Une
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premiére réponse, trés partielle, est donnée par le corollaire suivant des théorémes 2.7,
4.1et4.2:

Corollaire 4.4 - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensionn 2 3.
On note u(M, g) son invariant de Yamabe, c'est-a-dire

H(M,g)= _ inf Ju (1Vulg + 755 )d"g

" z
usC*(M), u#0 (fM Iulz. dvg)

Soit o € C* (M) telle que

2 1
o — ("_-ﬁsgn.,, <3 (K(rn2)"% - (M, g)) Volg (M)™% .

Alors o + B(«t) est une fonction critique et le cas d'égalité est atteint dans (Ix+p(x))-

Dans cet énoncé, B(a) est comme défini dans le théoréme 4.3. Pour montrer ce corol-
laire, on remarque que o« + B(oa) > 4('; 2,) 10— Sg partout sur M ce qui donne le résultat en
dimensions n > 4 grace au théoréme 2.7 et en dimension 3 grace aux théorémes 4.1 et
4.2. Cerésultat est essentiellement intéressant en-dehors de la sphére. En effet, si (M, g)
est conformément difféomorphe a la sphére standard, alors u(M, g) = K(n,2)~2. Par
contre, d'aprés [6] et [91], dés que (M, g) n'est plus conformément difféomorphe a la
sphére standard, I'invariant de Yamabe de (M, g) vérifie u(M, g) < K(n,2)~2. Donc,
si (M, g) n'est pas conformément difféomorphe a (S, k), il existe une infinité de fonc-
tions critiques sur (M, g) pour lesquelles le cas d’'égalité dans (I) est atteint. Dans la
section suivante, nous examinerons plus particuliérement le cas de la classe conforme
de la sphére standard.

4.3. Le casdelasphere

Le théoréme suivant peut étre vu comme la contrepartie du corollaire 4.4 sur la
sphére. Mais il éclaire également la question Q5 bis d’une lumiére surprenante.

Théoréme 4.5 (Druet-Gursky [34], 2000) - Soit ( S3,h) Ila sphere unité dedimension3
munie de sa métrique standard. Pour toute métrique g € [ h] conforme a h, la seule fonc-
tion critique sur (S°, g) pour laquelle le cas d’égalité est atteint dans (I,) est la fonction

1
X = 3 Sg.

Ce théoréme accompagné du théoréme 4.3 montre qu’en dimension 3, il existe des fonc-
tions critiques o pour lesquelles le cas d’égalité dans (I,) n'est pas atteint. A titre de re-
marque, ce dernier théoréme reste trivialement vrai sur (S”, g), g € [h], n > 4, puisque
dans ce cas, la seule fonction critique est & = 4—(’",—'_2]—)83. Par contre, on ne peut pas en
déduire en dimensions n > 4 I'existence de fonctions critiques pour lesquelles le cas
d'égalité n'est pas atteint dans (I ). Ceci reste une question ouverte pour l'instant.
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Muni de ce dernier théoréme, nous pouvons compléter le résultat d’E. Hebey (théoréme
2.2). Le résultat suivant est une conséquence des théorémes 4.2, 4.3t 4.5:

Théoréme 4.6 (Druet [34], 2000) - Soit (S, h) la sphére unité de dimension 3 munie
de sa métrique standard et soit g € [h). Pour toute fonction x € C* (M),

B (a) = min {B 1.q9. Myip(x) < 0 pour toutx € 53} .

En particulier, pour tout g € [h], g non isométrique a Ah,on a
1
B < —max $§
0(g) i g
et (Igopt ) NE posséde pas d’extrémales.

Preuve du théoreme 4.5 — Soit g € [h], soit & € C” (83) une fonction critique

sur (83, g). Supposons qu'il existe uy € H} (53) atteignant le cas d'égalité dans (I).
Comme on s’en convaincra facilement, quitte a changer g en |14}, on peut choisir 1y >
0. De plus, uy vérifie aprés normalisation

3
Agug + aug = Zug (4.6)

avec [l upll§ = w3. Par des résultats de régularité et de principe du maximum (cf. section
1.4.4), up € C* (53) et up > 0. On note alors gy = g g, qui est une métrique conforme a
g. donc a h. A titre de remarque, 1 a été normalisée de fagon a ce que Volg, (83) = (3.
Soit @ € C*® (53); on écrit

1
3
(/3 lp|® dvgo)

1
3

( luo@l® dug)
§3

< KG3,2)° [/s3|v<uocp) |§dvg+f3a(uocp)2 dvg]
S

ol on a utilisé (I5). En intégrant par parties, on obtient

/53 IV (4o@) I dvg = /Sa P*uoBgtio dvg+A3 IVoiZuj dug,

ce qui donne finalement, en utilisant (4.6) et la définition de g :

1
3 3
6 2 2 2
(/33|m| dvgo) < K(3,2) [/SSIVQDIEO dvg°+2/sscp dvg,] . (4.7)

Cette inégalité est vraie pour tout @ € C® (53). Soity € C® (83) telle que f g Wwdvg =
0. On applique (4.7) a @, = 1 + £y et on fait un développement limité de chaque terme
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lorsque & — 0. Les premiers termes s’en vont, il reste le terme du second ordre en . Cette
technique consiste donc en calculer la seconde variation de notre fonctionnelle autour
de son minimum @g = 1. On obtient en utilisant la valeur de K (3, 2) :

2 2
3/33(1/ dvgo<L3|Vq;|godug0

pour tout ¢ € C® (83) telle que fs3 g dug, = 0. Ce qui revient a dire que la premiére
valeur propre du laplacien sur (S3, go) est supérieure ou égale a 3. On peut montrer que
sur (S",8), n > 2, g € [h], Volg (S") = wy, la premiére valeur propre du laplacien est
toujours inférieure ou égale a n, avec égalité si et seulement sj g est isométrique a h. Ce
résultat est connu depuis longtemps en dimension n = 2 mais reste introuvable dans la
littérature (2 ma connaissance) pour n > 3: c'est Matthew Gursky qui m'en a donné une
jolie preuve en toutes dimensions basée sur un lemme de Chang et Yang [23] sur I'action
du groupe conforme sur le centre de masse des mesures de probabilité sur la sphere.
Donc g est isométrique a h. En particulier, Sg; = 6. Mais, d’apres la relation entre les
courbures scalaires de deux métriques conformes,

1 1 5
Agug + ESguo = Esgou0 .

D'ou, avec I'équation (4.6),

R
n
-

Sg»
ce qui termine la preuve du théoréme.

Ici s'achéve le programme AB dans le cas H? (M), enfin tout du moins dans sa par-
tie A.

4.4. Retour sur le cas euclidien

En faisant cette étude riemannienne des meilleures constantes dans les inégalités
de Sobolev en dimension 3, on a en fait retrouvé en route deux questions posées dans
[17]. Dans ce papier, Brézis étudie une équation elliptique a croissance de Sobolev cri-
tique sur des ouverts bornés de R”. Soit Q un ouvert borné de R”, n > 3. Poura €
C™ (Q),on pose

Jo (lV‘uI2 + auz) dx
Ja= Cuinf 7 -
uc C; (Q).u#0 (fn Iulzt dx) 7%
Si J, est atteint par u, € I-L,’ (©), la complétion de C” (Q2) pour la norme || ull B =

1% ull,, alors, quitte a changer u, en |u,| et aprés normalisation, cette fonction u, véri-
fie:

Aut+au=u?-1 dansQ
(E)d u>0 dans
u=0 sur o2
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On sait que, pour toute fonction a € C® (Q), J, < K(n, 2)~2. On sait également que, si
I'inégalité est stricte, alors J, est atteint par une fonction réguliére vérifiant (E). On dira
dans ce cas qu'on a une solution minimisante de (E). Concernant ces solutions min-
imisantes, Brézis et Nirenberg [18] ont montré que la situation changeait profondément
en passant du cas n > 4 aucas n = 3. En particulier, en dimensions n > 4,onale
résultat suivant :

Théoréme 4.7 (Brézis-Nirenberg [18], 1983) — Soit Q un ouvert borné deR”, n > 4,
soita € C® (Q) n L™ (). Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1) Ilexiste x € Q) tel que a(x) < 0.
2)J. < K(n,2)™2.

3) Ja est atteint par une fonction u,, solution minimisante du probléeme (E).

En dimension 3, la situation est moins claire. Les seuls résultats disponibles concernent
le cas particulier a = A, A € R. Dans ce cadre, Brézis et Nirenberg ont démontré le

Théoréme 4.8 (Brézis-Nirenberg [18], 1983) — Soit Q un ouvert borné de R3. Il existe
A(Q) € 10;A; (Q)[, Ay (Q) étant la premiére valeur propre du laplacien avec condition de
Dirichlet au bord sur Q, tel que

I =K(3,2)"% pourd 2 -A(Q),
A <K(3,2)°%2 pourd<-A(Q) .

De plus, ], n'est pas atteint siA > —A () etest atteint siA < —-A (Q).

Si Q est une boule B, ils ont également prouvé que A(B) = %A, (B) et que J-(p) n'est pas
atteint. A la lumiére de ces résultats, Brézis a posé dans [17] la question suivante :

Si n = 3, J, est-il atteint si et seulement si J, < K(3,2) 2 comme c’est le cas en
dimensions n > 4 ? (question 5de [17])

Si Qestunouvertbornéde R3etsia € C® (Q),onnote G, : OxO\ {(x,x),x € Q} - R
la fonction de Green de A + a dans Q avec condition de Dirichlet au bord. Au sens des
distributions, G, vérifie:

AyGa(x,y) + aGe(x,y) = 6, dansQ
Ga(x,y) =0 poury € 0Q, x € Q

et G, est symétrique par rapport aux deux variables. On peut écrire

Ga(x,y) = + ga(x,y)

wzlx -yl
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avec g, € C° (2 x O, R).

Des calculs de fonctions tests similaires a ceux effectués dans la secfion 4.1 donnent
3xeQtq. g(x,x)>0= J, < K(3,2)72.

Une autre question naturelle, posée par Brézis dans [17], est alors :
A-t-onJ, < K(3,2)"?2 = 3x € Q1.q. gu(x,x) > 0? (question 7 de [17})

On remarque ici que les théorémes 4.5 et 4.6 répondent par I'affirmative a 'analogue de
ces deux questions sur la sphére standard. Par la méme analyse et les mémes techniques
que pour la preuve de ces deux théorémes, on montre le résultat suivant :

Théoréme 4.9 (Druet [31], 2001) — Soit Q un ouvert borné de R®. On considére une
fonction a dans C* () n L™ (Q) telle que A + a soit coercif. Les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

D llexistex € Q tel que g,(x, x) > 0.
2)Ja < K(3,2)72

3) ]a est atteint par une fonction u, réguliére, solution minimisante de (E).

Il'y a deux différences essentielles dans la preuve entre le cas riemannien et le cas eucli-
dien : dans le deuxiéme cas, il n'y a pas de différence entre la métrique riemannienne et
la métrique euclidienne a analyser a la fin (dans l'utilisation de I'identité de Pohozaev).
Par contre, il y a un bord et il faut absolument éviter la concentration de notre suite (u;)
sur le bord de I'ouvert. A ce sujet, on a vu dans la preuve des théorémes 4.2 et 4.3 que (1)
atendance a se concentrer en un point o1 la masse de la fonction de Green del’opérateur
limite s’annule. Il est donc assez naturel, quoique la preuve ne soit pas si simple, que (u;)
ne se concentre pas au bord de I'ouvert puisque g, (x, x) — —o lorsque x s’approche du
bord.

5. Intermeéde : Inégalités de Sobolev-Poincaré

Avant d’attaquer le programme AB pour les inégalités associées a I'injection de
H]p (M) dans LP (M), p # 2, nous allons faire un petit détour par les inégalités de
Sobolev-Poincaré. En ce qui concerne cette section, on renvoie a [65}, une habile com-
pilation, claire et instructive, de [32], [41] et [64], ol1 ]'on trouvera toutes les preuves des
résultats ci-dessous.

On se place sur (M, g) une variété riemannienne réguliére, compacte et sans bord de di-
mension n > 3. En combinant I'inégalité de Poincaré, i.e. la caractérisation de Rayleigh
de la premiére valeur propre non-nulle du laplacien sur (M, g), et I'inégalité de Sobolev
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liée a I'injection de H,2 (M) dans L2” (M), on obtient facilement'existence de deux con-
stantes A et B telles que pour toute fonction u dans HZ (M),

2 2
lull3. < AlVul3+ Bllul?.

On appellera cette inégalité, étudiée entre autres par Nirenberg [85], I'inégalité de
Sobolev-Poincaré. De méme que pour I'inégalité de Sobolev classique (cf. section 2),
on montre facilement que toute constante A dans I'inégalité de Sobolev-Poincaré doit
étre supérieure ou égale a K (n, 2)%. Réciproquement, pour tout £ > 0, il existe B, > 0
telle que toute fonction u dans HZ (M) vérifie

i3> < (K (n,2)% + &) 1Vul} + Bellul} . (5.1)

On dira que I'inégalité de Sobolev-Poincaré optimale est valide sur (M, g) siil existe B >
0 telle que pour toute fonction u dans H (M),

lull2. < K (n,2)* | Vull2 + Bllul?. (5.2)

La validité de I'inégalité de Sobolev-Poincaré optimale dépend de la variété et plus pré-
cisément de sa courbure et de sa dimension. C’est la premiére question a laquelle nous
répondrons : quand cette inégalité de Sobolev-Poincaré optimale est-elle valide ? En-
suite, suivant la réponse, on distingue deux situations : si I'inégalité (5.2) est valide sur
(M, g), on définit By (g) comme étant la plus petite constante B telle que l'inégalité (5.2)
soit vraie pour toute fonction u dans H?(M). On a alors

lul3. < K (n,2)?IVulls+ By (g) llull? (5.3)

pour toute fonction u dans HZ(M). Une fonction non-nulle 4, dans HZ(M) est une
fonction extrémale pour I'inégalité de Sobolev-Poincaré optimale si elle réalise le cas
d'égalité dans (5.3). La question que I'on pose alors, comme nous l'avons fait section
2, est la question de I'existence de fonctions extrémales pour (5.3). Si, par contre, (5.2)
n'est pas valide sur (M, g), on consideére B; (g), le plus petit B, dans (5.1), qui doit, dans
ce cas, tendre vers +o quand ¢ tend vers 0. On étudie alors le comportement asympto-
tique de B, (g) lorsque € — 0.

La question delavalidité de I'inégalité de Sobolev-Poincaré optimale a d’abord été traitée
dans [41], puis reprise dans [32] et [64]. On résume les résultats de ces trois papiers dans
le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 (Druet, Hebey, Vaugon (32, 41, 64}, 2002) — Soit (M, g) une variété rie-
mannienne réguliere, compacte et sans bord de dimension n > 3. Linégalité de Sobolev-
Poincaré optimale est fausse dans les cas suivants :

Dn > 4etilexistex € M tel que Sg (x) > 0.

2) n > 6 etlavariété (M, g) nest pas conformément plate, sa courbure scalaire étant
nulle au voisinage d’'un point non-conformément plat.
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Par contre, elle est valide dans les cas suivants :
3)n=23.
4Yn>4erS; <0.
S)n=4,5erS; < 0.

6)n > 6,S; < 0et(M,g) est conformément plate au voisinage des points oi la
courbure scalaire s‘annule.

Ce résultat a I'avantage de présenter sur une méme inégalité et une méme question les
deux phénomenes rencontrés au cours des sections 2 et 4 : 'influence de la courbure
scalaire et de la dimension de ]a variété dans I'étude d’'inégalités de type Sobolev opti-
males. De plus, il est d'une grande finesse pour ce genre d'études. Les points 1) et 3) sont
tirés de [41], les points 2), 4) et 6) de [64] et le point 5) de [32]. Emmanuel Hebey a été le
premier, dans [64], a montrer de maniére effective que I'on pouvait récupérer de la va-
lidité d’'inégalités de type Sobolev optimales en courbure scalaire strictement négative.
Ce résultat peut paraitre rétrospectivement beaucoup plus naturel au vu de [35] (cf. sec-
tion 7). Par contre, pour le point 5), [35] n'est d’aucune utilité et 'analyse utilisée pour le
démontrer est beaucoup plus poussée que celle présentée section 3; elle a été en grande
partie développée dans [37].

Si I'inégalité de Sobolev-Poincaré optimale est valide, c’est-a-dire en particulier dans un
des cas 3)-6) du théoréme 5.1, on peut s’intéresser a I’existence de fonctions extrémales
pour (5.3). Cette question a été résolue en dimensions n > 4 par E. Hebey. Par contre, la
question reste ouverte en dimension 3.

Théoréme 5.2 (Hebey [64], 2001) - Soit (M, g) une variété riemannienne réguliere, com-
pacte et sans bord de dimension n 2> 4 dont la courbure scalaire est strictement négative.
Linégalité de Sobolev-Poincaré optimale (5.3) posséde des fonctions extrémales.

Si I'inégalité de Sobolev-Poincaré optimale n’est pas valide, c’est-a-dire en particulier
lorsque n > 4 et Sg (x) > 0 pour au moins un point x de M, on s’intéresse au comporte-
ment asymptotique de B, (g) quand £ — 0.

Théoréme 5.3 (Druet-Hebey [37], 2002) - Soit (M, g) une variété riemannienne réguliére,
compacte et sans bord de dimension n 2> 4 dont la courbure scalaire est strictement posi-
tive quelque part. On a alors

n+2
= _(n-4n:2) _(n-4)(n+2)
B. (g) = C(n) (mMax Sg) e s + o(s (7=2) )
ot C (n) est une constante dimensionnelle explicitement connue quand n > 5 et

_K(@4,2)?

3
3 3
_m(mMax Sg) iln €] +o(|lnlsl )

B, (g)

quand n = 4.
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Dans ce résultat, on trouve

4 n2_
2n(n+2)ws "K (n,2) %%

C(n) =

2n

(4" 3n(n-2)(n- 4))%}% w3

pourn > 5.

Le fait que la courbure scalaire et la dimension de la variété jouent un rdle dans I'obten-
tion d'inégalités de type Sobolev optimales a été mis a jour pour la premiére fois dans
[29]. A suivi I'étude présentée sections 2, 4 et 5 sur les inégalités de Sobolev et de Sobolev-
Poincaré. De nombreuses inégalités similaires ont également été étudiées suivant le
méme programme, les mémes phénomeénes s'y reproduisant plus ou moins : on peut
citer les inégalités de Nash (cf. [40], [74]), ]a famille des inégalités de Gagliardo-Nirenberg
(cf. [20]), les inégalités de Sobolev d'ordre 2 ({66]) mais aussi les inégalités de Sobolev en
présence de symétries (cf. [45], voir [71] pour le probléme des injections de Sobolev en
présence de symétries).

6. Le cas HY (M), 1 < p < dimM

Cette section est consacrée aux inégalités liées aux injections de Hl” (M) dans
LP" (M) pour1 < p < dim M. En ce qui concerne la premiére question du programme,
on montre, de la méme fagon que dans le cas p = 2, que &, (M) = K(n, p) ou K(n, p)
est la meilleure constante dans I'inégalité de Sobolev H/ euclidienne. On va s'intéresser
essentiellement aux questions 2 et 3 du programme. La question 2 concernait la validité
de I'inégalité optimale suivante : pour toute fonction u dans Hl” (M),

[lull p» < K(n, p)IIVullp + Bllull, (I;,opt_)
et ]a question 3 la validité de I'inégalité optimale : pour toute fonction u dans H," (M),

lulbe < K(n, p)PIVulll+ Bllulb . (Lopt)

6.1. Courbure positive versus courbure négative

6.1.1. Courbure “positive”.

Onprend xg € M eton pose pour € > 0:

1-2 1-
uex) = (24 dg o 01) 7= (£467) 7 xe By (x0,8) ;
u(x)=0 » X € M\B; (x0,9) .

Quelques calculs utilisant le développement de Cartan de la métrique g autour de x
meénent au résultat suivant : pour tout B > 0,

% > K(n, p)PIVuell 2+ Bllugl?
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pour & > 0 petitsi Sg(x) >0, p>2,n>3p-2.Onadoncle

Théoréme 6.1 (Druet [29], 1998) — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension n 2 2, soit p € ]11; n[. Supposons que p > 2, n > 3 p — 2 et que la courbure
scalaire de (M, g) soit strictement positive quelque part sur M. Alors (I: opt ) €St fausse.

En particulier, pour p > 2, (I; opt) €t (I,’,,opt) ne sont pas équivalentes. I] existe en effet
des variétés sur lesquelles (I,],,Op‘ ) est vraie et (I:op‘ ) nel'est pas. C'est le cas par exemple
sur la sphére standard (S”, h) de dimension nsi p > 2etn > 3p — 2. Sur (8", h), la
courbure scalaire est strictement positive partout donc (I: opt) €st fausse dés que p > 2,

n > 3 p — 2. Par contre, c'est un résultat de [7], (I,’,,opt) est vraie sur (S”, h).

Dans ce théoréme, on retrouve deux phénomeénes devenus familiers dans le cas p = 2
mais qui interviennent ici beaucoup plus t6t dans le programme : le role de la dimen-
sion de la variété (nous ne nous y intéresserons pas dans cette section) et le réle de la
géométrie de la variété (et plus particulierement de la courbure scalaire).

La suite de cette section est articulée autour des deux hypothéses “p > 2" et“Ix € M
tel que Sg(x) > 0” du théoréme 6.1. Sont-elles nécessaires ? Retrouve-t-on la validité
de (I:op‘) si p < 2ousi Sg < 0sur M ? On se demandera également ce qu’il en est de
(I},op¢) €n général. La sous-section suivante est consacrée 2 la pertinence de I'hypothése
sur la courbure scalaire.

6.1.2. Courbure “négative”.

Nous allons retrouver la validité de (I:,opt) pour tout p € ]1; n[ moyennant des hy-
pothéses géométriques sur (M, g). Pour ce faire, nous avons besoin du résuitat suivant :
celui-ci stipule que (]; opt) €st “localisable”. Ce résultat était démontré et utilisé dans
Druet [29] et a été formulé de cette fagon dans Hebey [61].

Lemme 6.2 (Druet [29], 1998) - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de
dimensionn 2 2, soit p € ]1; n[. Sil'inégalité (I; opt) est localement valide, alors (I: opt)
est (globalement) valide.

Par (I: opt) localement valide, on entend la chose suivante : pour tout x € M, il existe
un voisinage Q, de x dans M et un réel B, > 0 tels que pour toute fonction réguliére a
support compact dans Qy,

(/ Iul”'dvg)p sK(n,p)p/ |Vu|gdvg+BX/ |ul? dug .
x 0y Qy

Par (1} opt) (globalement) valide, on entend qu'il existe B > 0 telle que (I; opt) SOit vraie
pour toute fonction u dans HP (M).
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Esquisse de preuve—- Supposons que (/ : opt ) Soitlocalement valide sur (M, g) et sup-
posons par I'absurde que (I;op‘) n'est pas globalement valide. Pour:itout a > 0,

IVull,+ aliul}

usHP M), udo  Null,

Ay = < K(n,p)~P.

On a vu section 1 que cette hypothése nous assure I'existence d'un minimiseur u, pour
A« Pour tout & > 0, il existe u, € C! (M), u, > 0, solution de

.—
Apug +oul ' =Aul !

avec flugll p» = 1. Ici, Apu = — div, (IV ulé"zv u) estle p-laplacien de u. Le p-laplacien
est un opérateur quasi-elliptique et n'est elliptique que pour p = 2 (o1 I'on retrouve le
laplacien usuel). Cela explique nombre de difficultés a venir. En premier lieu, on ne peut
pas espérer plus de régularité que C? (M), 0 < n < 1, pour u.

Comme dans le cas p = 2, on peut montrer qu’il existe xp € M tel que

im u,=0 dansC},. (M\{x}) .

X—+0o

Soit § > 0 suffisamment petit tel que B, (x9,28) C Q,,. Soitn € C { B, (xp,8) ) telle
4 X0 c 4

que0 < n < 1,n = 1sur Bg (x, 6). D'aprés I'hypothése de validité locale de (I;opt), il
existe By, telle que pour tout o > 0,

w* p'
(/ (nua)? dvg) < K(n, p)”/ IV (nuq) 15 dvg
Bg(x0.25) Bg(x0,25)

+on/ (nuy)? dug .
Bg(x0,25)

1+0 / (Mua)?” dvg)
M\Bg(%0,6)

1+ 0 (lluall})

On écrit

/ (nua)? dug
By (x0.28)

i

car uy — 0dans G,
Uy, ON Montre que

/ IV (nua) 1} dvg < /IVu,xlgdvg+C/ |Vualf dvg
Bg(20.25) M M\Bg(x.5)

+C/ ua|Vu,,|§“ldvg+C/ ul dvg
M\Bg(x0.5) M\By(%0,5)

< Aa-allugl?+0 (luall?) .

(M\{x}). De la méme fagon, en utilisant I'équation vérifiée par
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En revenant a I'inégalité locale ci-dessus et en remarquant que A, < K(n, p)~P, on ob-
tient
alluglly < O (lual?)

la contradiction recherchée puisque o — +. Ceci termine la preuve du lemme. 4

Gréce a ce lemme, on peut retrouver la validité de (I:op,) dans pas mal de cas. Le
théoréme suivant est une combinaison de résultats de [8], |29], [35) et [76] :

Théoréme 6.3 (Aubin-Druet-Hebey-Johnson-Morgan, 1998-2001) — Soit (M, g) une
variéré riemannienne compacte de dimension n 2 2. Linégalité (I; opt) est valide pour
tout p € 11; n[ dans les cas suivants :

1) (M, g) est le tore plat ou un espace hyperbolique compact.

2) (M, g) est a courbure sectionnelle négative ou nulle et la conjecture de Cartan-
Hadamard est vraie en dimension n.

3) (M, g) est a courbure sectionnelle négative ou nulle, l'intégrant de Gauss-Bonnet-
Chern Gz de (M, g) vérifiant G < 0.

4) (M, g) est a courbure scalaire strictement négative.

Nous définirons l'intégrant de Gauss-Bonnet-Chern section 7.2.2. Le point 1) est dd a
Druet |29], le point 2) a Aubin-Druet-Hebey [8]. Les points 3) et 4) qui sont des amélio-
rations du point 2) seront discutées dans la section 7 concernant les inégalités isopéri-
métriques. Le point 3) est une conséquence du théoréme 7.3 (Johnson-Morgan [76]), le
point 4) est une conséquence du théoréme 7.4 (Druet [35]). Que 'on puisse retrouver la
validité de certaines inégalités optimales de type Sobolevlorsque la courbure scalaire est
strictement négative a été remarqué pour la premiére fois dans Hebey {64] (cf. section 5).

Dans tous les cas, le schéma de preuve est le méme : on montre que sur ces variétés,
(I : opt) €st localement valide puis on applique le lemme 6.2. Par exemple, montrons le
point 2) du théoréeme. La conjecture de Cartan-Hadamard stipule que sur une variété
riemannienne compléte simplement connexe de dimension n a courbure sectionnelle
négative ou nulle, 'inégalité isopérimétrique euclidienne a lieu. En d’autres termes, tout

ouvert borné Q de bord lisse sur une telle variété devrait vérifier

12l
n-1

1Qlg™

> K(n,1)™

ou |. |g désigne le volume par rapport a la mesure riemannienne et 3Q est le bord de Q.
Cette conjecture a été démontrée en dimensions n = 2 par Weil {100], n = 3 par Kleiner
[77] et n = 4 par Croke |27]. Elle reste ouverte en dimensions n 2> 5.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n a courbure sectionnelle
négative ou nulle. Son revétement universel est alors une variété riemannienne com-
pléte simplement connexe de dimension n a courbure sectionnelle négative ou nulle.
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La variété (M, g) étant localement isométrique a son revétement universel, pour tout
x € M, il existe 6, > 0 tel que tout ouvert lisse Q contenu dans Bg (%, 6,) Vérifie

[0
n-1

1Qlg"
Une observation cruciale ici est que cette inégalité isopérimétrique locale entraine la
validité locale de (I: opt) Pour tout p € 11, n[. La preuve de cette assertion est basée sur
des techniques de symétrisation et la formule de la co-aire (cf. [8], voir aussi section 7.1).

> K(n,1)7}.

Au vu du théoréme 6.3, I'hypothése “Ix € M, S (x) > 0” du théoréme 6.1 est donc
cruciale et quasi-optimale.

6.1.3. Rigidité en courbure “positive”.

En poussant les calculs de fonctions tests de la section 6.1.1 un cran plus loin, on
obtient le résultat de rigidité suivant :

Théoréme 6.4 (Druet [29], 1998) - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension n 2> 2 a courbure de Ricci positive ou nulle. Si (I : ol;,t) est valide sur (M, g)

pour uncertain p € ]4; l;—‘ [, alors (M, g) est plate et recouverte par le tore plat.

Dans le théoréme 6.3, le tore plat apparaissait comme cas limite des variétés concernées
par le théoréeme 6.1 (c’est-a-dire les variétés dont la courbure scalaire est strictement
positive quelque part). Ici, il apparait également comme cas limite des variétés Ricci-
plates qui ne sont pas plates. Des exemples de telles variétés peuvent étre trouvés dans
112] (voir également [15]).

Ce théoréme, de preuve trés simple, peut étre vu comme la version compacte d’'un trés
beau résultat de rigidité de M. Ledoux [78], antérieur malgré les dates de parution.

Théoréme 6.5 (Ledoux [78], 1999) - Soit (M, g) une variété riemannienne compléte
de dimension n a courbure de Ricci positive ou nulle. Supposons qu'il existe p € [1; n[ tel
que pour toute fonction u dans C° (M),

- -’%
(/ |u|? dug) sK(n,p)”/ [Vulgdvg.
M M

Alors (M, g) est isométrique a l'espace euclidien.

Remarque : dans le théoréme 6.4, la condition 4 < p < 2% n'est peut-étre pas

optimale mais il est en tout cas nécessaire de supposer p > 2 (voir théoréme 6.6 ci-
dessous).

Ces deux derniéres sections montrent de maniére flagrante la dichotomie courbure “pos-
itive” / courbure “négative” dans I'étude de la validité de (I,’,: opt) POUr p > 2. La valid-
ité de celle-ci en courbure “positive” est trés rigide. Par contre, dés que la courbure est
“négative”, (I}, ) est valide.
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6.2. Inégalités optimales

On continue dans cette sous-section a s'intéresser aux questions 2 et 3 du pro-
gramme dans lecas 1 < p < n. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de
dimension n > 2, soit p € ]1; n[ et soit & € [1; p]. On englobe les questions 2 et 3
dans la question suivante : existe-t-il une constante B > 0 telle que pour toute fonction
u dans HP (M),

lul. < K(n, p)IVullf+ Bilul®? (L7 opt)

Linégalité optimale d’ordre p et de puissance 6 sera dite valide si il existe B > O telle que
(I§,pt) sOit Vraie pour toute fonction u dans H,”(M).

Remarque: si (Igf‘opt) est valide sur (M, g) pour un certain 8y € [1; p], alors (I: opt)
est valide sur (M, g) pour tout 9 € [1; 6y]. Ceci est une conséquence de I'inégalité stan-
dard (x+ y)? < x7+ y9 pourtout 0 < g < 1,tousx,y > 0.

On avait montré dans [29] I'analogue suivant du théoréme 6.1 : si p > 2, p* < netsi
la courbure scalaire de (M, g) est strictement positive quelque part sur M, alors (Igom)
est fausse pour tout 8 > 2. D’'un autre c6té, Aubin [7] conjecturait en 1976 que (Ig.opt)
devait étre valide sur toute variété (M, g) avec 0 = psip < 2etf = '5% sip> 2
Cette conjecture, légérement améliorée puisque 2 > =2 si p > 2, a été démontrée

p-1
indépendamment par Aubin-Li [9] et 'auteur [30].

Théoréme 6.6 (Aubin-Li [9], Druet [30], 1999) — Soit (M, g) une variété riemanni-
enne compacte de dimensionn 2 2, soit p € ]11; n[. Si p < 2, alors ( I; opt) est valide. Si

p > 2, alors (12 ) est valide.

p.opt

Pour mémoire, le cas p = 2 avait été obtenu auparavant par E. Hebey et M. Vaugon dans

[70]. En particulier, (I,’,'op,) est toujours valide (question 2 du programme AB) et (I;fop,)

est valide si p < 2 (question 3 du programme AB). Nous ne dirons rien sur la preuve
de ce théoréme : les techniques utilisées dans [30] seront développées dans la section
suivante sur les inégalités isopérimétriques.

6.3. Fonctions extrémales

Nous serons ici encore une fois trés brefs. Lorsque (I: opt) est valide, on note B)(g)

le meilleur B que I'’on puisse prendre dans celle-ci : pour toute fonction u dans H,p (M),
lull?s < K(n, p)PUVull+ By(g)liull . U o)

On note également C,(g) le meilleur B que I'on puisse prendre dans (I,’,,op,) (qui est
toujours valide) : pour toute fonction u dans H” (M),

lull > < K(n, YIVull,+Cp()liull, . (1 ope)



Inégalités de Sobolev et isopérimétriques 81

On dira que u # 0 est une fonction extrémale pour (I opt) (resp. ( popt)) si u réalise le
cas d'égalité dans (I;op,) (resp. ( pop()) Concernant la question § du programme AB
dans le cas p = 2, on a les deux résultats suivants, la premiére partie du premier ayant
été démontrée dans |28].

Théoréme6.7 - Soit (M, g) unevariété riemannienne compactede dimensionn 2> 2,
soit p € 11; n[. Linégalité (I : opt) admet des fonctions extrémales dans les cas suivants:

Dp<2etp?<n.

2)p>2, p2 < net(M,g) vérifiel'un des points 1)-4) du théoréme 6.3.

Théoréme 6.8 (Druet-Hebey [36], 2000) - Soit (M, g) une variété riemanniennecom-
pacte de dimension n > 2. Pour tout p € )1; n[, p? < n, linégalité (I} . ) admet des
Jonctions extrémales.

p.opt

Ces deux résultats achévent ce survoldu cas 1 < p < n. Pour plus de précisions concer-
nant cette sixiéme section, on renvoie soit a [38], soit aux articles originaux.

7. Inégalités isopérimétriques

Cette section est consacrée au cas p = 1 du programme AB, c’est-a-dire aux iné-
galités isopérimétriques sur les variétés. A propos d'inégalités isopérimétriques sur les
variétés, on peut consulter les deux surveys [49] et [87]. La premiére partie s'occupera
des questions du programme AB, partie A, dans le cas p = 1 (cf. section 1.2) tandis que
la deuxiéme partie sera beaucoup plus reliée a des questions proprement isopérimétri-
ques.

7.1. Une inégalité isopérimétrique globale

On rappelle I'inégalité isopérimétrique dans R”. Tout domaine Q borné de R” a
bord lisse vérifie
laQI
Q%

ou | . | désigne les mesures euclidiennes (n — 1)- et n-dimensionnelles. Dans (7.1), le cas
d'égalité est atteint par un ensemble Q sx et seulement si Q est une boule. On dira que
les boules sont des ensembles extrémaux pour (7.1).

— > K(n,1)7} (7.1)

Dans le contexte des variétés riemanniennes compactes, une extension naturelle (parmi
d'autres) de (7.1) est Finégalité qui stipule I'existence de deux constantes A et B telles
que pour tout domaine lisse Q ¢ M,

loaly
191"

>A-BIQI} . (7.2)
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On vérifie en testant sur des boules de plus en plus petites que toute constante A dans
(7.2) doit étre inférieure ou égale 2 K(n, 1)~). Une conjecture de longue date, formulée
par exemple dans [7], stipulait qu'il existe B > 0 telle que l’inégalifé (7.2) est vraie avec
K(n,1)"! et B pour tout domaine Q de M.

Avant de donner le résultat principal de cette section, nous devons introduire I'espace =
des domaines Q2 de périmétre fini. On note BV (M) I'’ensemble des fonctions a variations
bornées, c’est-a-dire

BV (M) = {ue L' (M) Lq. IVullpy < +w}

ol
IVullgy = sup{-/ u divg(X) dug, X € I(TM), divg(X) € L"(M), IXlle < l} ;
M

Dans cette définition, I' (T M) désigne I'ensemble des champs de vecteurs sur M. On
munit BV (M) delanorme lfull = || Vuligpy + |l ull;. Deux trés bonnes références a propos
des fonctions a variations bornées sont {44] et [102]. Il y a cependant quelques choses
importantes a savoir sur BV (M) avant de poursuivre. Tout d’abord, toute fonction u
dans H]’ (M) est aussi dans BV (M). De plus, si u € HI‘ (M), alors {iVullgy = Vull.
Lespace BV (M) est construit de fagon a ce que toute suite (¥;);3; de fonctions dans
H] (M) bornée dans H' (M) converge faiblement vers une fonction 4y € BV (M), a
extraction d'une sous-suite prés. Enfin, BV (M) s’injecte dans L? (M) pour g < 325 et
I'injection est compacte pour g < 725. C’est tout ce que nous aurons besoin de savoir
sur BV (M) pour l'instant.

On dira qu'un domaine Q de M est de périmétre fini si sa fonction caractéristique 1, est
dans BV (M). On note
Z={QcM, 1€ BV(M)}.

Pour Q dans Z, le volume du bord de Q a un sens : il est défini par
12Qlg = IIV (1) llpv -

Si Q aun bord lisse, ||V (1q) |l pv correspond au volume de Q2 défini de facon classique,
c’est-a-dire au volume de 9Q2 pour I'élément de volume de 1a métrique sur 9Q induite de
la métrique ambiante g.

On a alors le résultat suivant, qui répond par I'affirmative a la conjecture ci-dessus men-
tionnée:

Théoréme 7.1 (Druet [33], 2000) — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension n 2 2. Il existe B > 0 tel que tout domaine Q2 de périmetre fini vérifie

1
£ >k -BlQI7 . (7.3)

Si B, est le meilleur B dans (7.3), il existe un ensemble extrémal Qg dans X qui atteint le
cas d’égalité dans (7.3) avec B = B,. De plus, soitQy = M est un ensemble extrémal, soit
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Q0] < % IM| et on peut choisir Qg connexe avec un bord 9 régulier sauf sur un ensemble
compact de dimension de Hausdorff au plus n— 8. De plus, 0Qq est dans ce cas de courbure

1

7 1 . .
moyenne constanten = (9’%) QA — ,,—I?.'T en ses points réguliers.
Ce théoréme est en fait une conséquence du résultat suivant, qui répond aux questions
2,3 et5duprogramme ABdanslecas p = 1.

Proposition 7.2 (Druet [33], 2000) - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension n 2> 2. Il existe B > 0 tel que toute fonction u dans BV (M) vérifie

Hull o < K(n,1) (IVulipy + Bllully) (I ope)
n-1 P

De plus, il existe une fonction extrémale uy € BV (M) réalisant le cas d'égalité dans
(I opt) avec B = By, oit By est le plus petit B que I'on puisse prendre dans (I} ,..). En-
fin, toute fonction extrémale est de la forme up = Alg, avecy € £,A € R.

" Onretrouve ici exactement ce qui se passe dans R” ou les fonctions extrémales de I'iné-
galité H; sont les fonctions caractéristiques d’ensembles extrémaux pour I'inégalité iso-
périmétrique euclidienne. Pour montrer que cette proposition entraine le théoréme 7.1,
on utilise les arguments de Federer et Fleming [46]. On a

(B ope) &= (7.3)

ou les constantes optimales B; dans (I,"op,) et (7.3) sont les mémes. Pour voir que (7.3)
entraine (Il“op‘ ), il suffit d’appliquer (7.3) a 1o pour Q dans 2. La réciproque est basée
sur la formule de la co-aire (cf. [24] ou [44] pour les détails) : pour ¥ € BV (M), on note
pourtoutt > 0,

Q,={xeMtq.lulx)| >t} .

Lensemble Q,; appartient a £ pour presque tout ¢ > 0. On vérifie ensuite que

- n=1
lull o = r /tn+!|Ql dr)
-1 n-1 0 t'g

(]
0

IVullgy = f 162 1, dt
0

ou la derniére ligne est obtenue grace a la formule de la co-aire. Si (7.3) est vraie,

o _n——_l 0
IVullgy > K(n,l)q/ 1Qelg” dt - B]/ 1Q:lg dt
0 0

© -1
/ 1Q1g" dt < K(n, 1) (IVullpy + Biliully) .
0
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Comme |Q,| est une fonction décroissante en t, on peut montrer que

n-1

n © . = o n-1
( / Ln-1 |Qtlg dt) < / thlgn
n-1 ) 0

avec égalité si et seulement si |Q;| = Al,¢, pour un certain %, > 0 et un certainA > 0.
Ceci démontre premiérement 'équivalence entre (I,l'op,) et (7.3) et deuxiemement que
toute fonction extrémale uy € BV (M) pour (Ill,om) est de la forme yy = Alq, avec
Qo e 3, AelR.

Ainsi, il est clair que la premiére partie du théoréme 7.1 est une conséquence de la propo-
sition 7.2. En ce qui concerne la partie du théoréme concernant la régularité de I'ensem-
ble extrémal Qy, elle découle d’arguments venant de la théorie de la mesure géométrique
(voir [4] et [52]).

Esquisse de preuve de la proposition 7.2 - On rappelle que pour tout1 < p < 2, par
le théoreme 5.6, on a J'inégalité suivante : pour tout u dans H{’(M),

Nuli?. < K(n, p)? [IIVullZ+ Byllull?] (T2 ope)

ol on a pris le plus petit B possible dans ( I: opt)- De plus, on sait grace au théoréme 5.7
qu'il existe u, € c' (M), up, > 0réalisant le cas d’égalité dans (I:,opt) (au moins pour
p < 2). Cette fonction up, vérifie ||upll ,» = 1 et

Apup+ Byul™' = K(n, p)'pu;tl . (7.4)

Supposons un instant que
iminf llupli, > 0. (7.5)
p-ﬂ

Ceci entraine en particulier que (B)) est bornée lorsque p — 1 (toujours a extraction
prés). Il n'est ensuite pas difficile de vérifier en passant a la limite dans (Ip’tom) aue
C® (M) fixée que (I}, ) est valide avec

B, = hrgl_.l]nIB,, .
De plus, (u,) étant bornée dans Hll (M), il existe uy € BV (M) telle que

up — U faiblement dans L#-1 (M),
Up ~ U fortementdans L7 (M), 1 < g < 7% .

On pose maintenant
op=|Vup| P ?Vu,.

Par inégalité de Hélder, (o) est bomée dans L7 (M) pour tout 4 > 0. Ainsi, il existe
un champ de vecteurs o sur M tel que, a extraction d’une sous-suite prés, o, converge
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fortement vers o dans L7 (M) pour tout g > 0. De plus, |||~ < 1. On peut maintenant
passer a la limite dans I'équation (7.4) : le couple (ug, o) Vvérifie

1
~ divg (0) + B, sign(up) = K(n, 1) ud ™"

ou sign(ug) € L™ (M) et sign(up)uy = up. En utilisant le principe de concentration-
compacité de PL. Lions (cf. section 1.4.3), on peut montrer que la convergence de u,
vers 1y est en fait forte dans L7, Cette assertion, qui demande un peu de travail, est
basée sur 'observation suivante : 1a seule possibilité pour que la convergence ne soit pas
forte est I'apparition d'au minimum un point de concentration. Mais ce point de con-
centration est obligé de transporter au moins une énergie minimale. Donc, en-dehors de
ce point, il ne reste plus d’'énergie (c’est-a-dire de masse LP"). Mais dans cette situation,
(7.5) est clairement violée. En multipliant I'équation ci-dessus par u, et en intégrant sur
M, on obtient

-/ divg (0) uo dvg + Bylluolly = K(n,1)7"
M

ce qui donne en appliquant (I,‘lop,) :

_ / divg (0) 1o dvg < IV uolipy -
M

Comme div, (o) € L" (M), d'apreés I'équation ci-dessus, et comme |0l < 1,0na
d'apreés la définition de || Vgl gy :

—/ divg (o) up dvg = ||Vl pv
M

ce quij prouve que i est une fonction extrémale pour (11’,(,pt ).

La preuve de la proposition se réduit donc a la preuve de (7.5). On procéde par |'absurde;
on suppose donc qu'a extraction pres,

lpi-r-nl "up"p =0. (7.6)

Dans ce cas, on a affaire 2 un phénomeéne de concentration. On ne donne que les étapes
de la preuve. Toute la difficulté de cette preuve réside dans le fait qu’on ne peut pas
utiliser de résultats de théorie elliptique (car p = 2) ni méme de théorie quasi-elliptique
(car p — 1 etle 1-laplacien est un opérateur trés dégénéré). Il ne faut donc utiliser que
des techniques souples qui supportent le passage a la limite p — 1.

Erape 1-Onnote x, € M un point oi1 up, atteint son maximum et on pose up(xp) =

Hp 3 Clairement, u, — 0 quand p — 1 et, a extraction pres, x, — X quand p —~ 1. Par
blow-up en x,, en passant sur R” parI'intermédiaire dela carte exponentielle, on montre
que

P dyg =1

lim lim u,

Rt p=1JBg(xp.Rup)
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puis que
lim up =0 dans Cloc (M\{x0})

Cette étape utilise essentiellement le principe de concentration-compacité de PL. Lions
et le scheme itératif de Moser, dont on vérifie qu'il continue a fonctionner indépendam-
mentde p tendant vers 1. Pour mémoire, on avait remarqué dans la preuve du théoréme
2.3 qu'il existait un “marteau” dans le cas p = 2 pour arriver a ce type de résultats. C'est
ici que la souplesse des techniques présentées au section 2.2.3, prend tout son intérét.

Erape 2 - On peut transformer cette estimée intégrale en I'estimée ponctuelle suiv-
ante:

3C>0,Vp>1, VreM, dg(xpx)* up(x)<C

Cette étape utilise encore une fois le schéme itératif de Moser.
Etape 3-Lanorme L7 de up se concentre autour de xp quand p — 1.

Conclusion — On applique I'inégalité de Sobolev H,” euclidienne a nup, n une fonc-
tion “cut-off” autour de xp et on estime tous les termes d’erreur entre la métrique rie-
mannienne et la métrique euclidienne grace aux étapes 2 et 3.

Une derniére remarque avant de passer a la section suivante : soit x € M, r > 0 et soit
Q; = Bg (x,r). 1l suit du développement limité de Cartan de la métrique g autour de x
que

109,12
__Lli.:K(n,l)-Z._ n

gn=1
1,157 n+2

Ainsi, pour tout B > 315 Sg(x) et tout r > 0 suffisamment petit,

2 2
sex1e1g +0(1017) (7.7)

laQr|§
on-1
19,15 "
une inégalité plus forte que celle obtenue en prenant Q = Q, dans (7.3). Nous verrons
dans la section suivante que cette inégalité (ol tous les termes de (7.3) sont élevés au
carté) est vraie pour tout Q dans X sur toute variété riemannienne compacte de dimen-
sionn > 2.

2 2 2
> K(n1)2 - B, 1§ +o (1001

7.2. Résultats de comparaison isopérimétrique locaux

7.2.1. Conjectures isopérimétriques.

La conjecture isopérimétrique sur les variétés Ia plus connue est sans doute la con-
jecture de Cartan-Hadamard. Soit (M, g) une variété de Cartan-Hadamard, c'est-a-dire
une variété riemannienne compléte simplement connexe de dimension n > 2 et a cour-
bure sectionnelle négative ou nulle. La conjecture de Cartan-Hadamard stipule que tout
ouvert Q2 borné de bord lisse dans une telle variété devrait vérifier

10Q|g > [0Blg
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ou B est une boule de Vespace euclidien R” de volume |Q],. En d’autres termes, I'iné-
galité isopérimétrique de I'espace euclidien devrait étre vraie sur une variété de Cartan-
Hadamard. Un tel type de résultats sera dit de comparaison isopérimétrique : on com-
pare le volume du bord d'un ouvert a celui d’'une boule de méme volume dans un es-
pace modele a courbure sectionnelle constante. La conjecture de Cartan-Hadamard a
été démontrée en dimensions n = 2 par Weil [100], n = 3 par Kleiner [77] et n = 4
par Croke |27). La preuve de Kleiner posséde beaucoup de similitudes avec la preuve du
théoréme 7.2 ci-dessous. La preuve de Croke est beaucoup plus inattendue : il utilise la
formule de Santalo pour obtenir une inégalité isopérimétrique sur les variétés de Cartan-
Hadamard en toutes dimensions. Plus précisément, il démontre que tout ouvert borné
lisse de (M, g), variété de Cartan-Hadamard de dimension n, vérifie

n-1
12Qlg > C(n)IQlg"

ol C(n) est une constante dimensionnelle. Et, de maniére assez miraculeuse (a mes
yeux), il se trouve que C(4) = K(4,1)"?, la meilleure constante que I'on puisse espérer
obtenir dans une telleinégalité. Ainsi, la conjecture est démontrée en dimension 4. Si elle
est démontrée en dimensions n = 2, 3, 4, elle reste ouverte en dimensions plus grandes.

Cette conjecture est naturellement extensible de la fagon suivante : si (M, g) est une
variété riemannienne compléte simplement connexe de dimension n dont la courbure
sectionnelle vérifie K; < Ko < 0, alors tout ouvert Q borné de bord lisse dans M devrait
satisfaire I'inégalité

12Q1g > 12Bl,,

ou B est une boule de volume |Q|; dans I'espace modéle (Mg, &) simplement connexe
de dimension n et de courbure sectionnelle constante Kj.

Ces conjectures seront dites globales. Voyons maintenant une conjecture isopérimétri-
que Jocale. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte de dimension n > 2 de cour-
bure sectionnelle K, < Kp. Une conjecture de longue date, dont une formulation peut
étre trouvée dans [7] mais qui remonte a des temps plus anciens, stipule que pour tout
x € M, il existe r, > 0 tel que tout domaine régulier Q contenu dans Bg (x, 7¢) Vérifie
I'inégalité isopérimétrique suivante :

[0Qlg > 10Blg,

ou B est une boule de volume |Q|, dans I'espace modéle (M, &) simplement connexe
de dimension n et de courbure sectionnelle K, = Kp. La restriction locale est nécessaire
si Ko > 0 car I'espace modeéle a alors un volume fini (c’est une sphére). Si on prend
Ky = 0, la conjecture juste énoncée est exactement une version locale de celle de Cartan-
Hadamard.

Les deux sections suivantes sont consacrées a I'obtention de tels résultats de comparai-
son isopérimétrique locaux.
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7.2.2. Courbure sectionnelle.

Dans un trés beau papier [76], Johnson et Morgan ont démontré une version com-
pacte de la conjecture locale ci-dessus :

Théoréme 7.3 (Johnson-Morgan (76}, 2000) — Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n > 2 de courbure sectionnelle K, et d'intégrant de Gauss-Bonnet-
Chern G;. Supposons que

Ky < Ko ou

K, < Ko et Gy < Gy,

avec Gy l'intégrant de Gauss-Bonnet-Chern de l'espace modele (My, g) simplement con-
nexe de courbure sectionnelle constante Ky, = Ky. Alors il existe V. > 0 tel que tout do-
maine régulier Q dans M de volume inférieur ou égal a V' vérifie

19Q1g 2> 19Blg,

ou B est une boule de volume |Q2|; dans 'espace modéle (My, g ) de courbure sectionnelle
K, = Ko, avec égalité si et seulement si ) est isométrique a une boule de (Mo, &)-

Encore une fois, la restriction a des volumes petits est nécessaire dans le cadre compact
du théoréme. On note, pour 0 < V < |[M|g,

h(V) =inf{|3Qlg, 1Qlg=V} .

Il existe Qy € X tel que |9Q|g = h(V). Le bord de Qv, 9Qy, est une hypersurface
réguliére de courbure moyenne constante Hy sauf sur un ensemble compact de dimen-
sion de Hausdorff au plus n — 8 (voir par ex. [83]). La premiére étape de la preuve du
théoréme, résultat de toute beauté en lui-méme, consiste en démontrer que Qv “ressem-
ble” a une boule pour V petit. Tentons d’expliquer trés brievement la preuve d'une telle
assertion, et par la méme occasion de lui donner un sens. L'inégalité de Heintze-Karcher
[73] permet tout d’abord de montrer que la courbure moyenne de Qy, Hy, tend vers
+o0 lorsque V — 0. De plus, Qv a une seule composante connexe et diam (Qy) — 0
quand V — 0. On procéde ensuite a un changement d’échelle pour ramener Qy a un
volume constant égal a 1. D’aprés le théoreme de Nash [84], on peut supposer que M
est une sous-variété lisse de RN pour N = {22nt3) (yoir par exemple [53]). Nos nou-
veaux Qv de volume 1 ont une courbure moyenne bornée dans R" et 3Q)y est également
borné quand V -~ 0. D'aprés le théoréme de monotonie de Allard [2], tous les Qv sont
contenus dans une boule de rayon rp fixe. On peut montrer ensuite que les Qv conver-
gent vers une boule de dimension n dans C** (on peut ensuite obtenir une convergence
meilleure). C’est en ce sens que I'on dit que les Qy “ressemblent” a des boules pour V
petit. En particulier, si on note K;(V), ..., K,-1 (V') les courbures principales de 9Qy, on
a, pour V petit,

pouri=1,..,n-1.
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On rappelle ici que la courbure moyenne est donnée par H = ’—‘L‘“T}{i"d Onrenvoie par

exemple a [50] pour une définition précise des courbures principales d'une sous-variété.
La preuve du théoréme est ensuite basée sur la formule de Gauss-Bonnet-Chern [3, 25] :

2 1
/ Ggdyg + / ®dog
Wn-1 Joy Wr-2 Jaqy

ou x (Qy ) désigne la caractéristique d'Euler de Qv, G, est I'intégrant de Gauss-Bonnet-
Chernde M et

x(Qy)=

¢ = Z Cm moyenne { iI(il "'I(imRim+lim+2jm+ljm~t2"'Rin-2in—ljn-Zjn—l;
n— m pair, i = jpsik < m}.

Dans cette définition, le signe + dépend des signatures des permutations (i) et ( ji) et
R; j1; désigne les composantes de la courbure de Riemann dans une base orthonormeée,
les (K;) désignant quant a eux les courbures principales de 9Qy . Les constantes G, sont
explicites. D'un autre c6té,

Yoot i%aﬂgﬂ (Mi=y,...n-1Roiyo (i+1)r (D r(i+1))  Si npair

Gg =

0 si nimpair

ol € (o) est la signature de la permutation o et la somme est prise sur I'’ensemble des

permutations de {1, ..., n}. Cet intégrant G, prend une forme simple en dimensions 2 et
4 (voir par exemple [14]).

Pour V petit, on a x (Qy) = 1. On peut ensuite faire un développement limité de ¢
pour V petit (en utilisant le fait que Qv ressemble a une boule) et obtenir grace aux
hypothéses du théoréme que

Hy 2 f(V,h(V))

pour V petit ou f est telle que dans I'espace modeéle (Mpy, g), la courbure moyenne
d’'une boule est donnée par

Ho= f (1Blg12Blg,) -

Une interprétation géométrique importante de la courbure moyenne est qu’elle mesure
la variation du volume du bord par rapport au volume pour des petites perturbations de
Pouvert. En particulier, les dérivées a gauche et a droite de #(V') (qui existent toujours,
voir par exemple [49]) vérifient

hi(V) 2 hp(V) > Hy 2 f (V,h(V))
tandis que, dans 'espace modéle, on a
(ho) (V) = f(V,ho(V)) .

Ceci entraine h(V') 2 hy(V), la conclusion désirée. On peut ensuite faire une étude du
cas d'égalité pour terminer la preuve du théoréme. *
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Revenons a I'énoncé du théoréme 7.3. Tout d’abord, 'hypothése K; < Kp est sans
doute suffisante pour que la comparaison isopérimétrique avec |'espace modele ait lieu.
On peut maintenant se demander si une majoration large d'une courbure plus faible
que la courbure sectionnelle serait suffisante. La réponse est non. Linégalité isopéri-
métrique du théoréme 7.3 est par exemple fausse sur S? x S? qui vérifie Ricg < g En
effet, 'espace modele correspondant est alors la sphére standard S* de rayon /3 et la
comparaison isopérimétrique du théoréme 7.3, méme restreinte aux petites boules de
§% x §% et de S§* (\/3), est fausse. Ainsi, une majoration large de la courbure de Riccin'est
pas suffisante.

Remarque : un autre contre-exemple est fourni par les variétés Ricci-plates qui ne
sont pas plates. Celles-ci ne vérifient pas la comparaison isopérimétrique du théoréme
avec 'espace euclidien (espace modele pour K = 0).

Si on veut une inégalité large sur une courbure, il faudra nécessairement faire cette hy-
pothése sur la courbure sectionnelle. Par contre, une question naturelle, d’ailleurs posée
par Johnson et Morgan dans [76], est la suivante : est-il suffisant de supposer que S; <
n(n — 1) Ky pour que la comparaison locale avec I'espace modele de courbure section-
nelle constante K continue a étre vraie ? En faveur de cette question, la relation (7.7)
est instructive. Pour y répondre, il faudrait connaitre précisément la facon dont les do-
maines isopérimétriques de petit volume convergent vers des boules. En d’autres ter-
mes, il faudrait controler I'erreur qu’il y a entre ces domaines et des boules. Si elle est
suffisamment petite, on devrait étre capable de répondre oui. C’est dans I'espritce qu'on
va faire dans la sous-section suivante. Pour y parvenir, nous allons utiliser des tech-
niques d’'analyse asymptotique de solutions d'EDP quai-elliptiques et approcher le prob-
léme isopérimétrique par un probléme d’'inégalités H,p , p — 1 par valeurs strictement
supérieures. Cela va nous permettre également de traiter la version non-compacte de
la conjecture isopérimétrique locale, version que Johnson et Morgan ne peuvent traiter
puisque dans ce cadre, I'existence de domaines isopérimétriques relativement réguliers
et a courbure moyenne constante est déja problématique.

7.2.3. Courbure scalaire.

La réponse a la question juste posée est donnée par les deux résultats suivants : le
premier concerne le cas des variétés complétes non nécessairement compactes et est
trés proche de la conjecture locale mentionnée en section 7.2.1.

Théoréme 7.4 (Druet [35], 2001) — Soit (M, g) une variété riemannienne de dimen-
sionn > 2, soitx € M. Supposons que Sg(x) < n(n — 1)K pour un certain Ky € R. I
existe ry tel que tout ouvert 2 lisse contenu dans Bg (x, 1y) vérifie

[0Qlg > 10Blg,

oit B est une boule de volume |Q| g dans l'espace modéle (My, g ) de courbure sectionnelle
constante Ky.
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Le deuxiéme résultat concerne le cas des variétés compactes :

Théoréme 7.5 (Druet [35], 2001) - Soit (M, g) une variété riernannienne compacte
de dimension n > 2 dont la courbure scalaire vérifie Sg < n(n — 1) K. Il existe V > 0 tel
que tout ouvert lisse Q2 de M de volume plus petit que V vérifie

1301 > 12Bl g,

ou B est une boule de volume |Q2|; dans l'espace modele (My, g) de courbure sectionnelle
constante K.

La preuve est basée sur I'étude d'une inégalité de Sobolev Hl1 locale. La pertinence de la
courbure scalaire dans I'étude de telles inégalités de Sobolev a déja été discutée sections
2,5etb.

Esquisse de preuve du théoréeme 7.4- D’'apres (7.7), il est suffisant de démontrer que
pour tout £ > 0, il existe r, > 0 tel que pour tout Q C B, (Xo, 7e),

n
n+2

_ X
0012 > K(n 1210l 7 ~ (= Sg(%) +£) 1012

Comme nous I'avons déja dit maintes fois dans ces notes, cette inégalité isopérimétrique
est une conséquence de I'inégalité de Sobolev suivante : pour tout ¥ € C* (Bg (x0, rt)),

2 2 n
luls, < K(m )2 (1901} + (=

2
T Sglx) + ) ulff) . (7.8)

On va maintenant démontrer (7.8). On peut supposer, vu que I’on a affaire a un résultat
purementlocal, que M = R” et x5 = 0. On pose pour tout r > 0, tout p > 1 ettouts > 0,

2 2
14 14
(JSoyiom 1Vu1Z dvg) * + ot ( fi 0, 1017 )

2

- C
(fBg(o,r) lul? d”s)

ol & = 515 5,(0) +¢. On procéde par contradiction. On suppose donc qu'il existe g > 0

tel que pour toutr > 0,

Apre= inf
PIE T 4z (Bg(0,n), w0

Al,r,}:g < K(n;l)-z .

Comme limsup,_.;Apre S Areg, On obtient pour tout r > 0 I'existence de p, > 1 tel
que
-— pr

pr(n - 1)
On peut clairement supposer que r — 0 et choisir p, décroissant quand r décroit. Ainsi,
on peut supposer qu'’il existe une suite p — 1 et une suite r, > 0 tendant vers 0 quand
p tend vers 1 telles que (7.9) soit vérifiée par A, ¢,. La premiére partie de (7.9) est
uniquement la pour simplifier techniquement la preuve. La deuxiéme partie de (7.9),

2
Ap,,r,fo < K(npl)_z ( ) » Apnr’so < K(nl pr)_z . (7-9)
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par contre, est fondamentale, puisqu’elle nous assure I'existence d'un minimiseur u,

pour A, ,, ¢ qui vérifie :

( 2-p p-1 _ p*-1 ( )
ColApup + alluplly "up = Apup dans Bg (0,7

up € C' (B (o, rp)) pourun certainn > 0

up >0 inBg (0, rp) , Up=0 surdB, (0, r,,)
- (7.10)
Jo,(0r,) Up dvg=1

-p 2
Ap < K(n, p)—z, Ap < K(n'l)_z (p?n—l))

zp
P

Cp = (fag(o,r,,) IVuplg d”s)

.

ol o = 335 Sg(0)+&. Sionnotex, € B, (O, r,,) un pointde maximumde up et up(xp) =
1-2

Hp P,ona
= [ o <l (5,0 57

et, comme r, — Oquand p — 1, on obtient 4, — 0 quand p ~ 1. On a donc affaire
a un phénomeéne de concentration (méme s'il est trés artificiel). Nous allons donner
trés rapidement un certain nombre d’estimées asymptotiques sur u,. Les preuves de
toutes ces estimées étant techniquement délicates, nous n’en donnerons aucune. Nous
tenterons d’expliquer par contre comment elles permettent de conclure. On pose Q) =

uy) exp;! (B (0, rp)) C R”,

' gp(x) = exp;p g (upx) pourx € Q,,

et

n

1
vp(x) = Up Uy (expxp (u,,x)) pour x € Qp, vp(x) =0 pourx € R"\Q, .
Clairement, v, vérifie

2 2-p,,p-1 _ p*-1
C,,A,,,gpv,,+ cxupllupnp 74 —A,,up

dansQ, (7.11)
avec v, = 0 sur 9Q ,. On note également

- pin-1)
Up(x) = vp(x) "7

On prouve ensuite que (17,,) est une suite minimisante pour I'inégalité de Sobolev eu-
clidienne liée a I'injection de H} (R”) dans L# (R™). Comme on I'a déja fait dans les
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sections précédentes, bien que cela soitici assez délicat, on montre grace aux lemmes de
concentration-compacité de PL. Lions qu’a extraction d’'une sous-suite pres,

lim 7, = 1p0;) fortement dans L7 (R") (7.12)
P

et pour toute fonction @ dans C® (R"),

lim/ |Vl7p|§(p dlI§=/ Q)dO’E (7.13)
p=1/pn 2B(0,Rp)

ou 1p(o.r,) est la fonction carctéristique de la boule euclidienne de centre 0 et de rayon
Ry, Ry tel que [B(0, Rp)| = i"-g:-le = 1. En fait, pour obtenir exactement ce résultat,
on a besoin de changer un petit peu x, mais ceci n'affecte en rien la preuve. Si on pose

maintenant
|x| _p;Ll 1-n
V, (x) = 1+(—> , x € R,
P ( RO

on peut également montrer que

im [ |V (3,~-V,)lgdvg=0. (7.14)

p—1 Jgn
Un point trés important ici est le suivant : comme 1p(q,r,), 1a limite de ), est a support
compact, on peut appliquer le schéme itératif de Moser a I'équation vérifiée par v, pour
montrer que

VR> Ry, lim sup 7,=0. (7.15)
P~10,\B(0,R)

Tout ce que I'on vient de dire est sans doute la partie la plus délicate et peut étre la plus
importante de la preuve.

Comme dans [30], on peut transformer I'estimée intégrale (7.12) en une estimée ponc-
tuelle faible : il existe C > 0 telle que pour tout p > 1, tout x € Q,,

Z_
IxI7 w,(x) < C.
De méme, en utilisant (7.15), on peut montrer que

n_
lim sup |x|? lu,,(Jnc)=0.
P=1Q,\Bg,(0,R)

Ici, on peut obtenir une estimée ponctuelle plus forte. Le schéma de preuve est plus ou
moins le méme que celui de la section 3.3. Le probléme usuel avec le p-laplacien est qu'il
n'existe pas ou peu de principes du maximum pour p = 2. Un principe du maximum
global sur une variété du type de celui qu’on a utilisé au section 3.3, est faux pour p =
2. De plus, dans le cas p = 2, nous avions utilisé comme fonction de comparaison la
fonction de Green du laplacien, ce a quoi il est difficile de donner un sens pour p = 2.
Malgré tout, le probléme ici étant un probléme local, la métrique g, ressemblant donc
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fortement a la métrique euclidienne sur Q,, on peut quand méme s’en sortir et obtenir :
pour tout v > 0, tout R > Ry, il existe C(R, v) telle que pour tout p > 1, toutx € Q,,

| x| =
= vp(x) < C(RV) . (7.16)

En particulier vp, tend ponctuellement vers 0 a peu prés aussi vite quel’on veut en-dehors
de B(O, Ro).

Toutes ces relations, que I'on a jetées ici un peu en vrac ('auteur en est bien conscient),
sont nécessaires pour conclure. En particulier, une estimée faible ne suffit plus ici, con-
trairement a ce qui se passait dans les preuves des théorémes 2.3 et 6.7. On va main-
tenant détailler un peu la conclusion de la preuve pour montrer comment toutes ces
estimées entrent en jeu et comment la courbure scalaire apparait finalement.

La conclusion est basée sur I'inégalité de Sobolev H] euclidienne que I'on applique 2 Up.
Pourtout p > 1,

n-1

(/ 17,§_z"du§) gk(n,l)/ V5,1 due . (7.17)
Qp Qp

Gréce au développement limité de Cartan de la métrique g, autourde 0, on a
w2 -
dvg = (1 + ?" Ricg(xp);jx'x’ + 0 (u§,|x|2)) dug,

ou Ricg est la courbure de Ricci de g dans la carte exponentielle en x,,. Ainsi, on obtient
en utilisant 1a normalisation de u), (voir (7.10)) :

2
~2. H ;5 =R -
/ vp dvg =1+ ?p Ricg(x,,),-j/ x'xIopt dvg, + 0 (ui,/ |x)2 557 dvgp) .
Q, Q Qp

P

Avec (7.12) et (7.16), ceci donne

7T - Sg (0) n+2, 2 2
AP Up 1 du§—1+6—n(n—+—2)-w,,_lRo pp+o(up) . (7.18)

Gréce au développement limité de Cartan de la métrique g, autour de 0, on a également

2

N _ Hp o. i Jion
/Ivalgdv§=/ 1Vv,,|gpdvgp+—-'3R1cg(xp),,/ x' x|\ Viplg dug
Qp Q, 6 1 Ja,
u2
_Zr A Vi, Rmg (xp) (V0. x, %, V) dug, (7.19)
P

+o(u§,/ |x{21Vdplg, dugp) :
Qp
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Regardons les différents termes de cette relation. Premiérement, grace al’équation (7.11)
vérifiée par v, et aux relations de (7.10), on obtient

1
/Q IV plg, dvg, < K(n,1)7! (1= au2AMvpli2)? .
P
Comme, par (7.12) et (7.16), ||vpll, = 1 + 0 (1), on a finalement
_ - &
/ﬂ IV 5plg, dvg, < K(n1)7' = = K(m uy,+ 0 (k) - (7.20)
P

Indépendamment, pour tout R > Ry, par (7.13),0ona

/ |V,lgx'xd dvg = O / |xI12| Vi, dug +/ x'xidog+0(1) .
Qp Qp\B(O.R) 2B(0,Ry)

En utilisant I'équation vérifiée par v, et la relation (7.16), on montre que

lim |x121Vi,lg dvg = 0
P~1Ja,\B(0.R) T
d'ol
. . _ P Wn-1 ,n+1
i_j = n-lpn
lr],E.I'}RICg (yp)ij/QPIVu,,lgxx duvg —— R 5(0) . (7.21)

Enfin, comme V'V, et x sont des champs de vecteurs ponctuellement colinéaires, on a
Rmg (xp) (Vip, x,%,V5,) < ClxIP|ViplelV (9 - Vp) I

d'ou I'on déduit grace a (7.14) :

. - -1 . -
,x, V =0. .
lim o, IV,15) Rmg (xp) (V5p, %, x, V) dvg, =0 (7.22)

En tout dernier lieu, moyennant un peu de travail, on peut montrer que
/ |x[2|Viplg, dug, = O(1) . (7.23)
Qp

Toutes cesrelations (de (7.18) a (7.23)) permettent de revenir a notre inégalité de Sobolev
euclidienne de départ (7.17) pour obtenir

2 o _I
S ¥

Sg(0)u% + 0 (15)

la contradiction désirée (rappel : up — 0 et o = 525 5.(0) + &). *

Avant d’en déduire le théoréme 7.5, revenons un moment sur la remarque qui ter-
minait la section 7.2.1. En quoi a-t-on obtenu un controle de I'erreur entre les domaines
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isopérimétriques de petit volume et les boules ? Notre suite (u,) peut étre vue comme
une approximation de la fonction caractéristique des domaines isopérimétriques de pe-
titvolume. Lestimée (7.16) nous donne alors, de ce point de vue, un controle de I'erreur
qu'il y a entre la fonction caractéristique d'un domaine isopérimétrique et la fonction
caractéristique de la boule “correspondante”. En restant dans cet esprit-13, on peut dire
que la premiére partie de la preuve du théoréme 7.1 correspond aux relations (7.12),
(7.13) et (7.15). Bien entendu, tout ceci est a prendre avec des pincettes, 'analogie entre
une preuve purement géométrique et une autre purement analytique ayant forcément
des limites.

Pour prouver le théoréme 7.5, on note Qy I'ouvert de M vérifiant
10Qv g = h(V) =inf{|3Ql;, Q c M, 1Ql; = V] .
D'aprés la premiere partie de la preuve du théoréme 7.3 de Johnson-Morgan, on sait que
diam (Qy) - 0.

Ceci permet d’appliquer le théoréme 7.4 a Qy pour V petit. 1l suffit en effet de vérifier
quelerayon r, donné par le théoréme 7.4 est continu en x pour avoir 'existencede § > 0
tel que tout ouvert Q2 de diameétre plus petit que § > 0 vérifie I'inégalité isopérimétrique
voulue.

Ces deux théoremes montrent, s’il en était encore besoin, que dans le type de prob-
lémes considérés dans ces notes, la courbure scalaire est la “courbure locale” par excel-
lence. Par contre, si I'on revient a la conjecture de Cartan-Hadamard, il sera nécessaire
d’utiliser 'hypothése K, < 0 pour passer des résultats locaux ci-dessus a des résultats
d’ordre global. En effet, la comparaison isopérimétrique avec I'espace euclidien n’est pas
vraie globalement, en général, si (M, g) vérifie seulement I'inégalité stricte S < 0.
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