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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBÉRY-GRENOBLE
1985-1086 (131-143)

FONCTION DE GREEN PLURICOMPLEXE
ET MESURES PLÜRIHARMONIQUES

par Jean-Pierre DEMAILLY

0. Introduction

L'objet de cet exposé est de montrer comment à un domaine pseudoconvexe
n relativement compact dans une variété complexe on peut associer une fonction
de Green généralisée, invariante par biholomorphisme. Cette fonction est définie
comme la solution uz(ç) du problème de Dirichlet pour l'équation de Monge-
Ampère complexe (ddcuz)

n = 0 sur n \ {z} , ayant un pôle logarithmique au
point z .

On sait que le noyau de Poisson classique s'obtient comme dérivée normale
au bord de la fonction de Green. Le noyau de Poisson "pluricomplexe" dfj,x(ç) sera
défini ici par une formule analogue, mais non linéaire:

<*Mf) = (ddeuz(ç))n-1 A <*cu,(f)|*n , s € O v f 6 0Q .
Ce noyau a la propriété de reproduire les fonctions pluriharmoniques à partir de
leurs valeurs au bord: les mesures /x, seront donc appelées mesures pJuriharmoni-
ques du domaine fi . Sous des hypothèses de régularité convenables, les mesures
Hz sont portées par les points strictement pseudoconvexes du bord. De plus, la sin-
gularité du noyau dfix(ç) sur la diagonale peut être calculée explicitement lorsque
0 est strictement pseudoconvexe.

Pour terminer cet exposé, nous présentons une application des idées
précédentes à l'étude de la géométrie des ensembles convexes. Soit K C Rn une
partie convexe compacte. Grâce à un procédé de complexifîcation, on montre que
les mesures de Monge-Ampère fournissent une formule explicite permettant de
représenter les points intérieurs à K comme barycentres des points extrêmaux.

Le présent exposé est une version condensée de l'article [6], où le lecteur
trouvera des démonstrations détaillées de tous les résultats mentionnés ici.
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1. Mesures de Monge-Ampère

Soit X une variété analytique complexe de dimension n . On suppose
donnée une fonction plurisousharmonique (psh en abrégé) continue et exhaustive
ip : X —> [—oo,iî[ , où R G] — oo,+oo]. Pour tout r € (—oô R[ on note
respectivement
(1.1) B(r) = { * € * ; <p(x) < r} . S(r) = {x € X ; <p(z) = r}
les "pseudoboules" et "pseudosphères* de niveau associées à <p . Dire que ip est
exhaustive signifie que pour tout r < R l'ouvert B(r) est relativement compact
dans X . On supposera dans la suite que X est une variété de Stein, c'est-à-dire
qu'il existe une fonction 0 € C°°(X) strictement psh et exhaustive.

Soit J e End(TX) l'endomorphisme tel que J2 = - 1 , associé à la stucture
presque complexe de X • Par dualité, J opère sur l'algèbre des formes différentielles
à valeurs réelles ou complexes. Sur cette algèbre, on définit l'opérateur dc par
dc — J~ldJ ; on a classiquement

On peut alors associer de manière naturelle à tp une collection de mesures
positives /i^,r portées par les ensembles S(r) (cf. [5]): lorsque <p € C°°(X)
et lorsque r est valeur régulière de (p , on définit /x^,r comme la restric-
tion à l'hypersurface S(r) = dB(r) de la forme différentielle de degré 2n — 1
[ddcip)n~l A dc(p , Dans le cas général où <p est continue, on peut utiliser l'opéra-
teur de Monge-Ampère complexe (dde)n introduit par Bedford et Taylor [1],[2]
pour calculer la mesure positive (ddc max(v?,r))n ; cette mesure est nulle sur B(r)
et coïncide avec (ddc<p)n sur X \ (B(r) U S(r)) . On pose alors
(1.2) fies = {ddemBx{<p,r))n - lX\B{r){ddetp)n ,
et on vérifie que cette mesure coïncide avec la précédente si <p G C°°(X) . Les
mesures /*p,r ainsi construites vérifient la formule de Lelong-Jensen fondamentale
suivante (cf. [5]) .

THÉORÈME 1.3. — Toute fonction psh V sur X est ii^fintégrable quel
que soit r e ] - oo,i?[ , et on a ia formule

AV) - / V{ddc<p)n = / (r - <p)ddcV A {ddcip)n-1 .
JB(r) JB(r)

Démonstration. — On se contentera de vérifier la formule lorsque tp et V
sont de classe C°° et lorsque r est valeur régulière de <p . Dans ce cas, le théorème
de Stokes entraîne

- / v{dde<p)n~l A dev> = / d[v{ddev)n-1 A
JS(r) JB(r)

dV A dc<p A {dde<p)n-1 + V{dde<p)n .
JB(T)
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Comme {dV A dctp)l>1 = i{dV A d<p + dtp A ÔV) = {dtp A «FV)1-1 , il vient

dV A dVA(drfV)11"1 = d<p A dcV A (ddV)""1

= (r - <p)dcfV A (ddV)n"1 - d[{r - <p)deV A

On applique maintenant le théorème de Stokes pour voir que

d[(r - tp)dcV A [ddctp)n-1] = 0 ,LfB(r)

et la formule cherchée s'ensuit.

2. Cas d9un ouvert hyperconvexes

Soit O CC X un ouvert pseudoconvexe relativement compact dans la variété
de Stein X . On suppose que fi est hyperconvexe9 c'est-à-dire par définition qu'il
existe une fonction y> : fi —> [-00,0[ psh continue et exhaustive. Bien que cette
hypothèse relève de la géométrie complexe du domaine, c'est en un certain sens
une hypothèse de régularité sur la frontière dfi = H \ fl ; Kerzman et Rosay [8]
ont montré en particulier que tout domaine faiblement pseudoconvexe à bord de
classe C1 est hyperconvexe.

D'après le paragraphe 1, on peut associer à <p une collection de mesures
positives ^^,r portées par les pseudosphères S(r) , r < 0 . Le théorème 1.3 appliqué
avec V = 1 donne

(2.1) = ƒ
JB(T)

THÉORÈME 2.2. — On suppose que la niasse de Monge-Ampère totale
de <p sur fi est finie, i.e.

/ {ddc<p)n < +00 .

Alors les mesures /x^|r convergent faiblement quand r tend vers 0 vers une mesure
positive ptp portée par ôfî, de masse totale fQ(dde<p)n.

Démonstration. — Grâce à (2.1), il suffit de prouver que l'expression r *~+
^{) a une limite pour toute fonction h G C2(X,R). C'est le cas si h est psh

> 0 sur fi , car dans ce cas le théorème 1.3 montre que la fonction r i-* fi<pyT{h)
est croissante sur ] — 00,0[ , et elle est bornée d'après (2.1). La conclusion résulte
maintenant du fait trivial que sur une variété de Stein toute fonction de classe C2

est différence de deux fonctions psh > 0 de classe C2 . •
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L'un des outils fondamentaux dont nous disposons pour l'étude des mesures
fi<p est le théorème de comparaison suivant. Nous ne donnerons pas la démons-
tration, car celle-ci repose sur des estimations de masse assez délicates pour les
mesures de Monge-Ampère au voisinage du bord.

THÉORÈME 2,3. — Soit tp comme ci-dessus, avec fa{ddc(p)n < +00 .
Soit i() : O —> |—00,0[ une autre fonction psh continue exhaustive. On suppose que
pour tout a G dtl la fonction V> vériûe

X(a) := limsup ^T

Alors on a les inégalités

(2.4) / (ddcVOn < (max A)- / (ddc<p)n >

(2.5) d/x*(?) < Hs)ndl*e(ç) sur

3. Fonction de Green pluricomplexe

Soit n CC X un domaine faiblement pseudoconvexe. Dans le but de
généraliser la fonction de Green habituelle en plusieurs variables complexes,
on considère un problème de Dirichlet relatif à l'opérateur de Monge-Ampère
complexe: soit z € fi un point fixé; peut-on trouver une fonction continue
u* : H —• [—oo,0] psh sur 0 , vérifiant les propriétés

{ f*|ôn = 0

(<Mcu,)n = O sur n \ { * }
u*(ç) = Log |f - z\ + O(l) quand f -> z ?

Une condition nécessaire évidente pour l'existence de la solution uz est que l'ouvert
H soit hyperconvexe. Inversement, cette condition est suffisante, et on a le résultat
suivant, qui précise le théorème 1.6 de Klimek [0].

THÉORÈME 3.2. — Soit n CC X un ouvert hyperconvexe. Alors le
problème de Dirichlet (3.1) admet une solution uz unique. De plus, uz vériûe
(ddeUg)n = {2ir)n6B , et la fonction un définie par uo(z,ç) = u,(f) est continue
sur 0 x n . On dira que UQ est la fonction de Green pluricomplexe du domaine tl.

Lorsque n est un ouvert strictement convexe de classe C°° dans Cn , le
résultat précédent est dû à L. Lempert [10]. La méthode de Lempert consiste à
étudier les disques holomorphes extrêmaux de n passant par le point z . On obtient
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alors un feuilletage de fi par des disques (avec singularité en z), et les fonctions
de Green des feuilles se raccordent en une fonction uz qui est la solution cherchée.
Dans cette situation, L. Lempert a montré que la fonction un est symétrique en
ses deux arguments (il suffit d'observer que la fonction de Green du disque est
symétrique!)

Dans le cas général, nous avons dû utiliser une méthode différente, inspirée
de Bedford-Taylor [1] , [2] et J. Siciak [14] , [15] . La solution uz est alors définie
comme la fonction extrêmale

(3.3)
V

où v décrit l'ensemble des fonctions psh < 0 sur fi telles que

quand f —> z ; l'idée initiale de cette méthode est due à Perron [12] si n = 1 et à
Bremermann [3] en plusieurs variables. Le fait que uz vérifie dans ce cas l'équation
(ddcuz)

n = 0 sur fi \ {z} provient de ce que la solution du problème de Dirichlet
pour l'opérateur (ddc)n est intuitivement la fonction psh qui a le moins possible
de convexité. Cette méthode ne donne malheureusement pas la régularité de la
solution uz , et nous ne savons pas non plus en général si un est symétrique.

Une propriété fondamentale de la fonction UQ est son invariance par biholo-
morphisme. Plus généralement, on a le

THÉORÈME 3.4. — Soit fi' CC X9 un ouvert Aypercojivexe dans une
variété de Stein X' de dimension n' , et F : n —• fi' une application holomorphe.
Alors pour tous z% f G fi on a

Démonstration. — Soit v(f) = un*(F(z),F(ç)) . Alors

V(f) = Log \F{t) - F(z)\ + O(l) < Log |f - #| +

et v est psh < 0 sur fi . Par suite v est Tune des fonctions de Penveloppe supérieure
(3.3), d'où

4. Mesures pluriharmoniques et noyau de Green pluricomplexe

Soit fi un ouvert hyperconvexe connexe. Nous pouvons appliquer le procédé
de construction des mesures \i^%T à la fonction <p = j^uM . Le théorème 2.2 fournit
alors sur dQ une mesure positive fiz = (27r)"n/itt, , et comme (dde<p)n = 6Z ,
la masse totale de fiz est égale à 1 . En passant à la limite quand r tend
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vers O , le théorème 1.3 implique la formule suivante: pour toute fonction psh
V G C0(ïï) , on a

(4.1) #*,(V) = V(z) + ^ / \ug{ç)\dd*V A ( A f u J - i .

Ceci entraîne en particulier /x*(V) > V(z) • Si V est pluriharmonique (Le. si
ddcV = 0) on a de plus fi9{V) = V(z) . On voit donc que les mesures fiM

reproduisent les fonctions pluriharmoniques à partir de leurs valeurs sur dfi .

DÉFINITION 4.2. — On dira que fiz est la mesure pluriharmonique
attachée au point z et que \uz\(ddcuz)

n~l est le noyau de Green pluricomplexe du
domaine fl .

Il est clair que ces objets sont invariants par toute application biholomorphe
F : fi —* fi' bicontinue jusqu'au bord; les mesures /x« vérifient d'autre part
l'inégalité de Harnack suivante.

THÉORÈME 4.3 . — Pour tous z,y G n on pose

,y) = Hmsup|Log(ux(?)/tty(ç))| .

Alors SQ est une distance compatible avec la topologie standard de tl , invariante
par les automorphismes analytiques de tl . De plus, pour tous zyy G fl on a

Démonstration. — II est clair que £n(z»y) = 6n(y*z) et que SQ satisfait
l'inégalité triangulaire. Nous admettrons que 6Q est finie et continue sur fi x fi
(ceci se démontre à partir de la formule (3.3) en vérifiant que u* dépend
continûment de z). Par définition de 6Q , on a

Le théorème 3.8 entraîne alors l'inégalité /*„ < enfe <••*)/!« , et de même
f*x < cn5n^*)VVy • H reste à vérifier que Sa est séparée; or 6n(z,y) = 0 impli-
que /xx = fiy , par suite x = y puisque les fonctions pluriharmoniques séparent les
points de X (la variété X est supposée de Stein). •

Exemple 4.4. — Dans le cas où fi est la boule unité B de Cn , on vérifie
aisément les formules suivantes:

— \z\2\n(A — \z\2\

- i
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où a est la mesure d'aire normalisée sur la sphère dB . Le noyau dftM(ç) est donc
précisément le noyau de Poisson relatif au laplacien invariant de la boule. On
vérifie également dans ce cas que la distance £B coïncide (au facteur 2 près) avec
les distances de Carathéodory et de Kobayashi CB et &B • De façon précise, on a

» où

5. Support des mesures pluriharmoniques

On suppose ici que fi CC X est un ouvert faiblement pseudoconvexe de
classe Ck , k > 2 . D'après Diederich-Fornaess [7], on sait qu'il existe un réel
a €]0,l] et une fonction p € C*(ft) telle que p = 0 et dp ^ 0 sur dCl , p < 0
et — |lla Psh s u r H • ^a forme de Levi ddcp est > 0 sur l'espace holomorphe
tangent HT(dft) , par conséquent (ddep)n~1 A dcp est une (2n — l)-forme > 0 sur
dO , nulle en dehors des point strictement pseudoconvexes. Il est donc naturel
de se demander si les mesures pluriharmoniques \iz sont portées par les points
strictement pseudoconvexes de dH . C'est le cas sous des hypothèses convenables
sur la fonction de définition p du domaine.

THÉORÈME 5.1. — On suppose n de classe C2 et p psh sur tï . Alors
pour tout z € 0 , il existe des constantes C\ , C% > 0 telles que

Cx{ddcp)n-1 A dcp <fig< C2{ddep)n~l A dep .

En particulier, iiz est portée par Vouvert de dH formé des points strictement
pseudoconvexes.

Démonstration. — D'après le théorème 2.3, il suffit de montrer l'existence
de constantes C$ , C4 > 0 telles que Czp < p* < C+p au voisinage de dû . La
majoration résulte classiquement de l'inégalité de moyenne appliquée à u9 sur des
disques tangents à dCl , de rayon fixé assez petit. Démontrons donc la minoration
uM > CzP ; cette inégalité suffit d'ailleurs pour obtenir la conclusion recherchée
sur le support de fix . La variété X étant supposée plongée dans CN , notons
R = sup f € n |f — z\ , et soit r < R assez petit pour que la boule {|f — z\ < r} soit
relativement compacte dans n . On pose alors

v(f)=max(Cp(f),Log(|f»2:|/i2)) si | f - * | > r ,

V(f) = Log (|f - z\/R) si | f - z | < r ,

où la constante C > 0 est choisie assez grande pour que Cp(f ) < Log {r/R) sur
{|f — z\ = r} . Alors v est psh < 0 sur H avec un pôle logarithmique au point z ,
donc v <uz d'après (3.3). En particulier, on a u, > Cp au voisinage de d(l . •
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On peut également obtenir des renseignements sur le support de /x* sous des
hypothèses moins restrictives applicables pour a < 1 .

THÉORÈME 5.2. — On suppose Q de classe Cz et - | p | a psh sur fi . Si
q est un entier, on note U{q) C dfl l'ouvert des points où la forme de Levi est de
rang > q . Alors pour tout z € fl on a

Supp pz C U{q) ,

où q est le plus grand entier < na .

6. Comportement des mesures /xz lorsque z tend vers le bord

Nous étudions ici la convergence des mesures /x, lorsque z tend vers un point
a € dn . Dans le cas des mesures harmoniques usuelles, on sait que fix converge
vers la mesure de Dirac au point a . L'exemple d'un domaine R ayant un ouvert
C dfl où la forme de Levi est nulle montre que ce n'est pas toujours le cas dans la
présente situation. Rappelons d'abord quelques définitions classiques.

DÉFINITION 6.1 . — On dira qu 'un compact K C dît est pic (relativement
aux fonctions psh^continues) s'il existe V £ C°(Q) psh sur 0 , telle que V = 0 sur
K et V <Osurïî\K .

Il est facile de voir que toute intersection d'ensembles pics est pic; la
définition suivante est donc légitime.

DÉFINITION 6.2. — ^ L ^ esi une P a r t j e compacte de dft, on appelle
enveloppe pic de K le compact K , intersection des ensembles pics contenant K •

THÉORÈME 6.3. — Lorsque z tend vers a € dn , la mesure (JLZ converge
faiblement vers 0 sur dfl \ {a} . Far conséquent \iz converge vers Sa dès que
{a} = {a} , en particulier dès que a est un point strictement pseudoconvexe de
classe C 2 de n .

Démonstration. — Par hypothèse, il existe une fonction psh V égale à 0 sur
{a} et < 0 sur ÏÏ \ {a}. On a

et V(z) tend vers V(a) = 0 quand z tend vers a • Ceci entraîne bien que
converge faiblement vers 0 sur dfl \ {a} . •
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Dans le cas où 0 est strictement pseudoconvexe, le comportement asymp-
totique de d^ix{() au voisinage de la diagonale dans Cl x dCl peut être décrit de
manière beaucoup plus précise.

THÉORÈME 6.4. — On suppose que H est strictement pseudoconvexe de
classe C2 . Soit p € C2(tï) une fonction d'exhaustion strictement psh < 0 sur fi •
Pour tout z € fi , on définit une mesure positive vz sur dCl en posant

où jf'°p(z) désigne la partie holomorphe du jet d9ordre 2 de p(z) au point z = ( :

• W - E g<* -1.) +1Ç ̂ ( , - ft)(* - a).
Alors pour tout e > 0 et tout A > 1 ii existe un réel rj = rj(e, A) > 0 tei que pour
|p(*)| < Î? et je - 5:| < ii|p(*)|* on aft

Dans le cas de la boule, on peut choisir PB(*) — \z\2 — 1 , de sorte que

d'après l'exemple 4.4 on a donc exactement iiz = i/M m Le cas d'un domaine fi
quelconque s'obtient à l'aide d'un encadrement de 0 par des boules osculatrices
intérieures et extérieures; l'estimation finale se démontre alors par un usage
combiné des théorèmes 2.3 et 3.4.

7. Mesures canoniques sur les points extrêmaux
d'une partie convexe compacte de Rn

Soit K C Rn une partie convexe compacte d'intérieur K ± 0 . L'objectif de
ce paragraphe est de montrer que les mesures de Monge-Ampère fournissent une

o

formule explicite permettant de représenter tout point de K comme barycentre
d'une mesure positive portée par les points extrêmaux de K (cf. théorème de
Choquet [4] , [13]).

Soit * € K un point fixé. On associe à x la fonction jauge px définie sur Rn

par
px(0 = inf{A > 0 ; x+-{t-x)€K} , C € Rn .

La fonction px est convexe sur Rn , positivement homogène de degré 1 relativement
au pôle x et on a px\aK = 1 . On introduit maintenant l'espace de Stein

X = ( C / i Z ) n - R n + «Tn
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où T = R/Z , qu'on considère comme une complexification de Rn . On introduit
également l'ouvert

n est un ouvert pseudoconvexe relativement compact dans X (on notera que fi
n'aurait pas été relativement compact si on avait pris X = Cn et fi = K + s" Rn ) •
On définit maintenant une fonction psh continue pz sur X en posant

où f = .

de sorte que fl = {f € X ; px(f) < 1} .

PROPOSITION 7 .1 . — On a {ddepx)
n = o sur X \ (x + » T n ) .

Démonstration. — II suffit, après régularisation, de vérifier le résultat lors-
que K est de classe C2 . Dans ce cas px € C2(X\ (x + t Tw)) , et on a les formules

(7.3) (<Mcp«)n = n ! d e t ( ^ | | ^ ) ^ î A dm A . . . Adf» A Af. .

Or Px est linéaire sur la demi-droite affine x + R+ • (£ — x) , donc £ — x est dans
le noyau de la matrice (d2px/d(yd£*) ; par suite det (d2px/d(jd£*) = 0 pour
* ? * « . •

Comme px est invariante par les translations de T n , il en est de même pour
la mesure {ddcpx)

n . On voit donc qu'il existe une constante C = C(x>K) > 0
telle que

(7.4)

où 6X est la mesure de Dirac au point x sur Rn et a la mesure d'aire invariante sur
T n = Rn /Zn . D'après le §1, on peut associer à px la mesure de Monge-Ampère

(7.5) V* = H7xfl = (dde max(px, l ) ) n ,

qui est portée par dît = BK +1 T" . D'après (2.1) on a

IIP.II = / (ddepx)» = C ;

comme ux est elle aussi invariante par les translations de T" , on voit qu'il existe
une mesure ut > 0 sur dK telle que vx = vx ® a et C = fx^K) • Pour toute
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fonction psh V(ç) = V(£ + irj) sur X , la formule de Lelong-Jensen 1.3 s'écrit
maintenant

= ux{ÔK) ƒ V(x + ir,) do(r,) + / (1 » Px(f)) ddcV A {ddcpz)
n'1 .

Choisissons en particulier pour V une fonction affine de £ , indépendante de 17 .
Nous obtenons

»*{V) = ux{dK)V{x)

quelle que soit V affine, d'où :

THÉORÈME 7.6. — Le point x est bary centre de la mesure de probabilité

mx :=

Lorsque K est de classe C2 , on a vx = (rf^p*)*1"1 A dcpx , et les formules
(7.2) donnent vx = ux ® (dt;i A . . . A (£rçn) avec

(7.7) 1=1

Dans ce cas, on sait que ux est portée par l'ensemble des points strictement
pseudoconvexes de dQ ; par conséquent ux est portée par l'ensemble des points
strictement convexes de dK . Lorsque K est quelconque, on peut utiliser des
procédés de régularisation pour en déduire le théorème de support suivant.

THÉORÈME 7.8. — Les mesures ux sont portées par l'ensemble E(K) des
points extrêmaux de K .

Signalons pour terminer que les mesures vx admettent une interprétation
géométrique simple. Grâce à la transformation par polaires de centre x , on associe
à K le convexe dual

Kl = {y' e (RT ; V£e if , y'.tf-*) < 1} ;
K* est une partie convexe compacte de (Rn)* contenant 0 en son intérieur. Si A
est une partie de dK , on note A% l'ensemble des formes linéaires y' G dK* telles
que H = {y ; y9.{y - x) = 1} soit un hyperplan d'appui en un point £ G A . On
définit enfin une mesure positive $ sur dK* en posant

') = vol
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pour toute partie borélienne A* C dK* , où Vol est le volume calculé relativement
à la mesure de Lebesgue de (Rn)* .

THÉORÈME 7.9. — La mesure uz est donnée par

pour toute partie borélienne A C dK .

Démonstration. — Lorsque K est strictement convexe de classe C3 ,1a
vérification est presque immédiate. L'hyperplan tangent en un point £ € dK
s'écrit en effet {y G Rn ; dpx{Ç).(y — x) = l } , donc la transformation par polaires
est donnée ici par le C1-difféomorphisme £ t-» <fpx(() de dK sur dK* . Comme la
mesure de volume radial sur dK* est induite par la forme différentielle

la formule (7.7) entraîne aussitôt que ux = n! (dpx)*6 .
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