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SPECTRE ASYMPTOTIQUE DU REVÊTEMENT
UNIVERSEL DES TORES

Constantin VERNICOS

1. Introduction

On s'intéresse aux tores riemanniens, plus exactement on va se placer sur leur revê-
tement universel, muni de la métrique relevée :

(Tn,g)

ce qui induit une distance dg sur le revêtement universel. La métrique relevée ainsi que la
distance induite sont toutes les deux invariantes par une certaine action de In par trans-
lation. Nous dirons qu'elles sont périodiques. On peut ainsi oublier le tore et se placer
dans le cadre des métriques périodiques sur IR".

Le but avoué de cet exposé est de convaincre le lecteur de l'adéquation de l'homo-
généisation comme outils d'étude de la géométrie à l'infini du revêtement universel des
tores.

Ce que nous appelons géométrie à l'infini correspond à une étude macroscopique
d'une variété. Pour se donner une idée de cela il faut retourner aux origines de la pro-
blématique, l'étude macroscopique de certains matériaux microscopiquement hétéro-
gènes, car constitués de plusieurs matériaux, ou bien tout simplement poreux. Dans cer-
tains cas ceux-ci se comportent macroscopiquement comme des matériaux homogènes,
le problème étant de déterminer les caractéristiques de la matière homogène.

Classification math. :53C24, 58C40,74Q99.
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L'exemple le plus simple étant utilisé pour la fabrication d'affiches. L'idée simple est
d'imaginer un damier infini constitué de carrés jaunes et bleus. En s'éloignant suffisam-
ment de ce damier (l'affiche), on ne distingue plus les carrés bleus et jaunes, mais une
surface uniformément verte.

Nous allons donc voir comment cette idée se traduit sur le revêtement universel des
tores, d'abord sur les distances, ensuite sur le volume des boules et enfin sur le spectre
de celles-ci.

2. Distance et Volume à l'infini

2.1. La norme stable

Commençons par revenir sur la distance dg induite sur le revêtement universel d'un
tore. La première chose que l'on peut remarquer, c'est qu'en raison de sa périodicité cette
distance est équivalente à toute distance riemannienne sur R", fixons-en une que l'on
notera || • || e. Il existe donc deux constantes a et /? telles que pour tout x et y e IR",

<x\\x - y\\e ^ dg(x,y) < 0 l l * - y L

de sorte que la suite (dg(px,py)/p)p est bornée. Mais Ton a beaucoup mieux, ceci est
exprimé dans les résultats suivants :

THÉORÈME 1. — Soient (Jn,g) un tore, dg la distance induite sur son revêtement uni-
versel et

dg(pxtpy)
dp(x,y) = - S —

alors il existe une norme || • !!«,, appelée norme stabley-sur Rn telle que

[Pan82] lim dp(x,y) = ||x - y IL

[Bur92] 3 C > 0 telle que pour toutxt y e R"

En d'autres termes le résultat de P. Pansu [Pan82] est une convergence simple, tan-
dis que celui de D. Burago [Bur92] est une convergence uniforme. Pour commencer à
justifier notre affirmation concernant l'adéquation de l'homogénéisation, il nous faut
dire que celle-ci donne une nouvelle démonstration de la convergence simple de la suite
de fonction dp (cf. [BD98] et [VerOl]).

2.2. Le volume asymptotique

Considérons à présent Bg(p) = {JC | dg(xf0) < p] ,1a boule géodésique de rayon p,
centrée en une origine fixée. Nous rappelons brièvement que l'espace des classes d'iso-
métries des espaces métriques compactes peut être muni de la distance dite de Gromov-
Hausdorff (G-H). Pour ce faire, à deux espaces métriques (X,d) et (Y,d') on associe leur
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union disjointe Z = X |J Y que Ton muni d'une distance admissible, i.e. une distance 5,
telle que S\xxX = d et 5\YXY - d', on considère alors la distance de Haussdorff entre
X et Y dans (Z,5) (i.e. le plus petit € tel que X soit dans le €-voisinage de Y et récipro-
quement). La distance de Gromov-Hausdorff étant obtenue en prenant Tinfimum de ces
distances, quand on fait varier la distance admissible. Ceci dit on a :

THÉORÈME 2 (Pansu [Pan82]). — Soit(In,g) un tore et dg la distance induite sur son
revêtement universel, si dp {x,y) = dg(px,py)fp alors

?co(l),ll • IL)

avecB00(l) = {x e K" | ||x|L ^ 1}

Tout comme pour la distance, on peut comparer le volume riemannien de la boule
Bg(p), au volume euclidien de la boule euclidienne associée à || • \\e et de même rayon.
Il n'est pas très difficile de trouver deux constantes A et B telles que :

Abnp
n^Volg(Bg(p)) ^Bbnp

n

bn étant le volume euclidien de la boule euclidienne de rayon 1. De nouveau on peut
préciser cela

COROLLAIRE 2.1. — Soit Volg(Bg(p)) le volume riemannien de la boule géodésique
de rayon p f centré en une origine fixée, dans le revêtement universel de (T",g) alors le
volume asymptotique de g est

= VOUT).M<B»(1))

pn

où Df est un domaine fondamental et\x une mesure de Haar du revêtement universel.

Il faut noter que le théorème 2 et son corollaire 2.1 sont en fait des cas particuliers.
En effet on peut remplacer le tore par n'importe quelle nilvariété, la puissance du rayon
de la boule intervenant dans 2.1 dépend bien sur de la dite nilvariété.

Avant de donner des précisions sur le volume asymptotique, notons le résultat sui-
vant, dont l'importance n'est pas négligeable, et qui donne une première réponse à la
question suivante : Que peux-t-on dire de deux tores ayant la même norme stable?

PROPOSITION 3 (Burago-Ivanov [BI95]). — Soit(ln,g) un tore et \\ • H» sa norme sta-
ble, si \\ • || « est euclidienne alors g est plate.

Au vu de ce résultat on peut poser la question suivante : soit un tore T" muni de deux mé-
triques riemanniennes g et g' telles que leurs normes stables coïncident, les métriques g
et g' sont elles isométriques?
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Quelle que soit la réponse, la proposition 3 est un élément de la démonstration du
théorème suivant qui permet de caractériser les tores plats en fonctions de leur volume
asymptotique :

THÉORÈME 4 (Burago-Ivanov). — Soient (T",g) untoreetBg(p) la boulegéodésique
de rayon p induite sur son revêtement universel alors

- sfVolas(g) = bn alors g est plate,

où bn est le volume euclidien de la boule unité euclidienne.

En effet le cas d'égalité dans ce théorème caractérise les tores dont la norme stable est
euclidienne. Nous allons constater un résultat similaire en étudiant le spectre des boules.

3. Spectre asymptotique

Commençons par donner le résultat qui motive notre affirmation :

THÉORÈMES. — Soient(ln,g) untore,Bg(p) la boule riemannienne de rayon p,cen-
tréen une origine fixée, induite sur son revêtement universel et \\{Bg(p)) la première va-
leur propredu laplacien surBg(p) pour le problème de Dirichlet alors

- en cas d'égalité g est plate.

où \etn est la première valeur propre du laplacien euclidien sur la boule euclidienne uni-
taire ét\™ est la première valeur propre d'un opérateur elliptique sur la boule unitaire de
la norme stable.

Ce théorème, bien que très ressemblant au théorème 4, est obtenu de manière com-
plètement différente, comme nous allons le montrer. L'opérateur elliptique cité dans ce
théorème, est l'opérateur homogénéisé d'une famille d'opérateur elliptique, et même
plus c'est en fait le laplacien d'une certaine norme euclidienne, de sorte que sa première
valeur propre satisfait à l'inégalité de Faber-Krahn. Cette dernière nous donne alors le
corollaire suivant (où Ton a noté Vol(AlT,g) le volume du tore d'Albanese) :

COROLLAIRE 5.1. — Pour tout n e N*

- en cas d'égalité g est plate,

pourn = 2 l'inégalitédevientVolas(g) ^ b2.
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Ainsi, au moins pour la dimension 2 on obtient une nouvelle démonstration du théo-
rème 4. En ce qui concerne les dimensions supérieures, il faut noter que la fonction

Volg(T)

Vol (AIT,g)

a été étudiée dans le cadre des inégalités isosystolique (cf. [Laf74]), et que l'on sait qu'elle
peut devenir très grande, donc améliorer l'inégalité de D. Burago et S. Ivanov, mais elle
peut être aussi très petite. En particulier pour une vaste famille de métrique conformé-
ment plates elle est plus petite que 1. Il est intéressant de noter que les points singuliers
de cette fonction sont justement les tores plats.

Pour en revenir au théorème 5, c'est en partie un corollaire du théorème suivant qui
donne des informations sur le spectre dans sa globalité :

THÉORÈME 6. — Soient (Jn,g) untore,Bg(p) la boule riemannienne de rayon p,cen-
tréeen une origine fixée, induite sur son revêtement universel et Ki{Bg{p)) laième valeur
propre du Laplacien surBg(p) pour le problème de Dirichlet.

H existe un opérateur elliptique A» dont la ieme valeur propre sur la boule unitairede
la norme stable pour le problème de Dirichlet A f vérifie

lim p2\i(Bg(p)) = A~
p—* oo

Nous allons à présent donner les idées directrices des démonstrations des théo-
rèmes 5 et 6.

4. Structure de la démonstration

4*1. Transformation du problème

La première chose que l'on peut remarquer, c'est qu'étant donné le théorème 1, il
existe une constante C telle que

Bco(p-C) cBg(p) c B^ip + C),

en appliquant le principe du min-max on obtient pour la ième valeur propre du problème
de Dirichlet

en sorte que la convergence du filet p2Ai(Bg(p)) est équivalente à la convergence du filet

Notons 5P l'homothétie de centre 0 et de rapport p et Ap le laplacien de la métrique
ré-échelonnée gp = Ifp2(5p)*g. Enfin à une fonction ƒ sur £«> (p) on peut associer une
fonction fp sur £«,(1) en posant fp(x) = / o 5p(x). Alors on a l'égalité suivante pour
toutjc € Boo(D :

2 (2)
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Ainsi étudier la convergence de p2\i (£TO (p) ) pour tout i, revient à étudier la convergence
du spectre de (Ap)p surBoo(l).

En d'autres termes au lieu d'étudier le spectre du laplacien sur Bg(p), on se ramène
à l'étude du spectre d'une famille d'opérateurs sur L2 (£«, ( 1 )). Il nous faudrait donc une
convergence raisonnable qui nous donne la convergence du spectre. C'est ce que Ton va
faire dans le paragraphe suivant. Mais tout d'abord introduisons l'opérateur A».

Pour cela commençons par prendre une base (JCI, . . . txn) de R". On cherche ensuite
les fonctions x% telles que

Ax1 = AJC,- sur Df

X* est périodique (3)

Ensuite on définit les fonctions 17,- = xl - Xi, puis la matrice

où l'on à prit le produit scalaire induit sur les 1-forme par g. Alors Aoo est le Laplacien de
la métrique euclidienne donné par l'inverse de la matrice (q1*) i.e.

Remarque. — {qlh induit, par dualité, une norme || • H2 sur H\(T,VL). Elle passe au
quotient sur le tore AU = J*i(Tf"R)/Hi(T,Z). (AU,\\ • ||2) est le tore d'Albanese ou variété
de Jacobi de (T,g).

4.2. Convergences

Les définitions suivantes proviennent de la théorie de l'homogénéisation, la pre-
mière convergence est centrale dans notre démonstration :

DÉFINITION 1 (Convergence compacte). — Soit(Ap) un filet d'opérateurs dans l'es-
pace L2(Boo(l)),on dit qu'il converge compactement vers A» si et seulement si pour tout
filet de fonctions (fp) dansL2(Boû(l)) convergeant faiblement vers ƒ«, quand p — 00, le
filet Ap fp converge fortement vers A*> ƒ«>.

On démontre que la suite des résolvantes des Laplacien {Ap) étendue à I2(Boo (D),
converge compactement vers les résolvantes de (A*,). Avant d'expliquer cela introdui-
sons une dernière définition, non pas sur les opérateurs, mais sur les fonctionnelles. On
pensera aux énergies de Dirichlet
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DÉFINITION2 (F-convergence). — Soit$p : L2(Boo(l)) — Wpourtoutp G TE, ondit
que$p T-convergeversüco si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout filet ( fp ) dans L2 (£«, ( 1 )) convergeant fortement vers fw on a

*oo( foo) ^ l iminf*^ fp);

2. pour tout f« G L2 (£«,(!)) il existe un filet {fp) convergeant fortement vers ƒ«, fô/

Ainsi si on note <fp( ƒ) = /Boo(1) |VP ƒ \pdvp l'énergie induite sur les fonctions par la
métrique gpt et si l'on note Rp = (Ap - ^ / ) ~ ] pour \x < 0 alors on a le théorème suivant

THÉORÈME 7. — Si pour tout fj < Ole filet (Rp) converge compactementvers J?£ alors

1. le filet ( Sp ) T-converge;

2. si on note À? les valeurs propres de Ap pour p G ÜI a/ors pour tout i

lim À? = À?

Suivant ce théorème il suffit donc de montrer la convergence compacte des résol-
vantes. C'est ce en quoi consiste notre démonstration.

4.3. Retour aux Ai

Nous allons montrer comment, en utilisant les théorèmes 7 et 6 on peut en déduire
le théorème 5.

On notera \xp la mesure induite par gp et \i«> la mesure de Lebesgue pour laquelle un
domaine fondamental a pour volume le volume du tore. Soit ƒ une fonction continue de
K - R on définit

fP : SllpBg(p) - R

x _ Jdg(0,8p(x))\

et /«(je) = ƒ (II x || « ) sur Boo(l ) la première étape consiste à montrer que (on rappel que
Sp(x) = px)

ƒ fp ' XBg(p) ° Spdvtp — / foo du* (4)

On renvoi à [VerOl] f sachant qu'il s'agit d'une convergence dominée.



74 C. VERN1COS

On injecte ensuite fp dans les quotients de Raleigh ce qui nous donne :

p2\g(Bg(p)) < J- (5)
/ ( / p ) 2 • XBg{P) ° Sp dUp

à présent on applique (4) pour obtenir

Llimsupp2\g(Bg(p)) ^ ^f^ (6)

/ fl

en prenant pour ƒ une fonction adaptée (i.e. la solution de l'équation ƒ " + -—^ ƒ ' (x) +
Aef = Q elle fait intervenir les fonctions de Bessel) on conclut.

Reste le cas d'égalité, pour celui-ci il faut revenir à l'homogénéisation et travailler à
nouveau sur J3TO (1), pour cela considérons la suite de fonction

, (dg(0,5px)
i o + Q

sur £00 ( 1 ) où C est la constante telle que

et on refait les estimations précédentes qui restent valable puisqu'on a encore la conver-
gence simple de fp vers ƒ00. En prenant de nouveau pour ƒ la fonction qui donne la
fonction propre du Laplacien dans le cas de la sphère dans l'espace euclidien usuel (i.e.
la solution de ƒ " + - ^ ƒ ' (x) + \e f = 0). La T-convergence nous permet de dire que, en
notant êp et <?«, les énergies respectives de Ap et A» sur Bœ ( 1 ) pour les mesures adaptés :

p( ƒ„) ^ \e (7)
p-*oo p-*oo

(ici on suppose de plus les fonctions normalisées) ceci en vertu du théorème 7 et de la
définition 2. De sorte que puisque, par hypothèse de l'égalité,

Kn^ <£» ( ƒ . ) (8)

(7) et (8) impliquent l'égalité de sorte que ƒ«, est dans l'espace propre associé à la pre-
mière valeur propre. Donc ƒ«, est C°° (au moins au voisinage de zéro). Maintenant en
étudiant les fonctions de Bessel (cf. Bowman [Bow58]) on s'aperçoit que ƒ est analytique
et de la forme 1 + a\x2 H- a2x

4 + . . . (à une constante multiplicative près) en particulier
la fonction 1 + «i x + «2x2 + . . . est inversible au voisinage de zéro, d'inverse g e C00 ce
qui implique que g o /TO (x) = est • ||x||^ est une fonction C2 au voisinage de zéro, donc
la norme stable est associé à un produit scalaire, i.e. la norme stable est euclidienne.
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