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QUELQUES PROPRIETES DES TRANSFORMATIONS
BIRATIONNELLES DU PLAN PROJECTIF COMPLEXE,
UNE HISTOIRE POUR S.

Julie Déserti

RESUME. — On présente certaines (malheureusement pas toutes) propriétés
connues du groupe de Cremona en faisant, lorsque c’est possible, un paralléle avec
le groupe des automorphismes polynomiaux de C2. Les propriétés abordées seront
essentiellement de nature algébrique : théoréme de génération, sous-groupes fi-
nis, sous-groupes de type fini, description du groupe d’automorphismes du groupe
de Cremona,... mais aussi de nature dynamique : classification des transforma-
tions birationnelles, centralisateur, dynamique d’un sous-groupe de Heisenberg...
On évoque un peu les aspects concernant I’étude dynamique des itérés d’une trans-
formation birationnelle ainsi que les problémes de construction d’automorphismes
de type entropique sur les surfaces rationnelles.

ABSTRACT. — We present some (unfortunately not all) known properties of the
Cremona group; when it’s possible we mentioned links with the most known group
of polynomial automorphisms of the affine plane. The mentioned properties are
essentially algebraic properties: generators, relations, finite subgroups, subgroups
of finite type, automorphisms of the Cremona group, Tits alternative... but also
dynamical properties: classification of birational maps, centralizer, dynamic of an
Heisenberg subgroup... We deal with a little the dynamical study of the iterates of
a birational map and also with the construction of automorphisms with positive
entropy.

Klein, in his 1872 Erlanger Programme, defined geome-
try as the study of those properties of figures that re-
main invariant under a particular group of transforma-
tions“Invariance” and “group” are the unifying concepts
in Klein’s Erlanger Programme. Groups of transformations
had been used in geometry for many years, but Klein’s
originality consisted in reversing the roles, in making the
group the primary object of interest and letting it operate
on various geometries, looking for invariants ([50]).

Mots-clés : Transformations birationnelles, groupe de Cremona.
Classification math. : 14E07, 14E05.
Crédits : Membre de ’ANR BLANO06-3  137237.
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1. Introduction

Deés la fin du XIXe¢ siecle, de nombreux mathématiciens s’intéressent au
groupe des transformations birationnelles du plan projectif complexe ap-
pelé aussi groupe de Cremona : Neether donne un théoréme de génération ;
Bertini, Kantor et Wiman tentent de décrire ses sous-groupes finis et Cas-
telnuovo de déterminer les transformations birationnelles fixant une courbe
de genre strictement plus grand que 1. Toutes ces questions ont été reprises
et approfondies au cours du XX¢ siecle ; on en aborde certaines aux §4 et §5.
On peut deés lors justifier le fait que le groupe des transformations biration-
nelles de P?(C) se distingue de celui des transformations birationnelles de
P™(C) avec n > 3 en expliquant pourquoi il n’y a pas d’analogue au théo-
reme de Neether en dimension supérieure. Le §3 est consacré a la démons-
tration du fait suivant : tout élément du groupe de Cremona s’écrit comme
une composée de transformations élémentaires, les éclatements. Au §6 on
rappelle que la description du groupe d’automorphismes d’un groupe donné
est un probleme classique ; on précise aussi, entre autres, une démarche qui
a conduit a la description du groupe des automorphismes du groupe de
Cremona.

Apres avoir évoqué certains aspects algébriques du groupe de Cremona
on aborde des propriétés dynamiques comme la classification des transfor-
mations birationnelles a conjugaison pres, la caractérisation du centrali-
sateur de certaines transformations de Cremona... On établit un paralléle
entre le groupe des transformations birationnelles du plan projectif com-
plexe et celui des automorphismes polynomiaux du plan (§7). Le « pro-
gramme de Zimmer » a motivé I’étude des représentations de certains ré-
seaux dans le groupe de Cremona; cette problématique conduit aussi na-
turellement & la description des sous-groupes nilpotents (§8). Bien que le
groupe de Cremona ne se plonge pas dans un groupe linéaire (§2), il satis-
fait, comme les groupes linéaires, I’alternative de Tits; cet énoncé s’obtient
a partir des propriétés des sous-groupes de type fini du groupe de Cre-
mona (§9). Au §10 on s’intéresse au probléme suivant : étant donnée une
transformation birationnelle de P?(C) existe-t-il une suite finie d’éclate-
ments 7: X — P?(C) telle que I'application induite fy = 7~ !fm soit un
automorphisme de P?(C) ? On finit en mentionnant un probléme ouvert :
le groupe de Cremona est-il simple? On donne des références ou il a été
abordé sans étre résolu ; on évoque aussi les résultats obtenus pour le groupe
des automorphismes polynomiaux du plan affine.

Aprés soumission de l'article, Cantat et Lamy ont annoncé dans [24] la
non simplicité du groupe de Cremona.
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2. Premiers pas dans le groupe de Cremona

Une transformation rationnelle du plan projectif complexe dans lui-méme
est une transformation de la forme

]P)Q(C) - PQ(C)’ (JC ‘Y Z) = (fo(xvyaz) : fl(x,y,z) : fg(il?,@/,Z)),

les f; désignant des polynémes homogenes de méme degré sans facteur
commun.

Une transformation birationnelle f = (fo : f1 : f2) de P?(C) dans P?(C)
est une transformation rationnelle qui admet un inverse lui-méme rationnel.

Le degré de f, noté deg f, est le degré des f;; c’est aussi si L désigne une
droite générique du plan projectif complexe deg f~'L.

Le groupe de Cremona est le groupe des transformations birationnelles
de P?(C) dans lui-méme ; on le note Bir(IP?). Ses éléments sont aussi appelés
transformations de Cremona.

Exemple 2.1. —

— Tout automorphisme de P?(C), i.e. tout élément de PGL3(C), est une
transformation birationnelle.

— La transformation

o: P?(C) --» P?(C), (x:y:2)— (yz:zz:2y)

est rationnelle. Dans la carte affine z = 1 on a ¢ = (%7 i) ; on re-
marque en particulier que o est une involution birationnelle. Elle porte
souvent le nom d’involution de Cremona ; comme on le verra elle joue
un roéle particulier.

— Un automorphisme polynomial de C? est une application bijective de

la forme suivante

(C2 - (C27 (.13,3/) = (f1($,y),f2($,y)), fl € (C[x’y]'

Le groupe de Cremona contient le groupe Aut[C?] des automor-
phismes polynomiaux du plan complexe; en particulier le prolonge-
ment d’un automorphisme élémentaire

(ax + P(y), By + ), a, BeC*, yeC, PeCly], degP > 2,

au plan projectif complexe est une transformation birationnelle. Il en
est de méme pour le prolongement d’une application de Hénon géné-
ralisée

(y, P(y) — ax), a e Cr, P e Cly], deg P > 2.

VOLUME 27 (2008-2009)



48 JULIE DESERTI

DEFINITION 2.2. — Soit f = (fo : f1 : f2) dans Bir(P?). Le lieu d’indé-
termination de f, ou encore I'ensemble des points éclatés par f, est le lieu
d’annulation des f;. On le désigne par Ind(f).

Le lieu exceptionnel de f, ou encore I'ensemble des courbes contractées
par f, est le lieu des zéros du déterminant jacobien de f. On le note Exc(f).

Exemple 2.3. —
— Si f appartient & Aut(P?(C)) = PGL3(C) on a Ind(f) = Exc(f) = 0.
— Rappelons que 'involution de Cremona s’écrit

o: PX(C) --» P*(C),  (z:y:2) = (yz:az:ay);
on remarque que
Ind(o) ={(1:0:0),(0:1:0), (0:0:1)}
et
Exc(o) ={z=0}U{y= 0}u{z= 0}.
— Si p est I'involution donnée par
p:PAC) - PXC),  (z:y:2) e (zy:2”1y2),

onalnd(p) ={(1:0:0), (0:1:0)} et Exc(p) ={y =0} U {z = 0}.
— Enfin I'involution 7 définie par

7: P?(C) --» P*(C), (x:y:2) e (2% 2y :y* —a2)
satisfait Ind(7) = {(0:0: 1)} et Exc(r) = {x = 0}.

A une transformation de Cremona f on peut associer son graphe I'y qui
est une sous-variété irréductible de P?(C) x P?(C) (voir [41]). Soit p; (resp.
p2) la projection de I'y sur le premier (resp. second) facteur :

Ly
VN
P2(C)- - -~ - - > P*(C)

Le lieu d’indétermination de f est ’ensemble (fini) des points ot p; n’est
pas localement inversible. Notons £(p2) le lieu des points ol pa n’est pas
une application finie ; Exc(f) coincide avec p1(E(p2)).

Dans ce qui suit on verra que Bir(P?) posséde de nombreuses propriétés
du groupe linéaire, néanmoins on a I’énoncé suivant.

PROPOSITION 2.4 ([27]). — Le groupe de Cremona ne se plonge pas
dans GL, (k) ot k désigne un corps de caractéristique nulle.

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)
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Démonstration. — Commencgons par rappeler le résultat suivant di a
Birkhoff : soient k un corps de caractéristique nulle et A, B, C trois élé-
ments de GL,, (k) tels que C soit d’ordre p premier et

[A,B]= C,[A,C] = [B,C] =id;

alors p < n (voir [10]).
Supposons qu'il existe un morphisme injectif ¢ de Bir(P?) dans GL,, (k).
Pour tout nombre premier p considérons, dans la carte affine z = 1, le

(o)) o ()

Les images par ¢ des trois générateurs satisfont le lemme de Birkhoff donc
p < n; ceci étant valable pour tout premier p, on obtient le résultat an-
noncé. U

groupe

2.1. Le sous-groupe des automorphismes polynomiaux du plan

Introduisons deux sous-groupes de Aut[C?] qui jouent un réle particulier :
— le groupe affine

A= {(a1z+ Bry + 7,002 + Boy +72) | i, Bi, v € C, anffa — azf # 0}
— et le groupe élémentaire
E={(az+ P(y),By+7)|a, 6€C*, veC,PeCly], deg P > 2}.
En 1942, Jung a démontré le théoreme de structure suivant.
THEOREME 2.5 ([53]). — Le groupe Aut[C?] est un produit amalgamé
Aut[C?] = A g E, S=ANE.

Dit autrement, tout élément ¢ de Aut[C?] n’appartenant pas & S est de
la forme

(ar)er ...an(en), a; € A\E, e; EE\ 4
de plus cette écriture est unique modulo les relations suivantes
aze; = (a;s) (s tey), ei1a; = (e;_18") (s tay), s, s €8.

Il y a de nombreuses démonstrations du théoréme 2.5. On renvoie & [58]
pour un historique détaillé et pour une preuve originale et géométrique de
cet énoncé dont on va juste évoquer ’idée. Soit

f: (@) = (fi(z,y), fola,y))

VOLUME 27 (2008-2009)
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un automorphisme polynomial de C? de degré n; on peut prolonger fen
une transformation de Cremona

f:P3(C) -+ P*(C), (z:y:2)— (z"fl <§7 %) 2" fy (%, %) : z") .

La démonstration de Lamy s’effectue par récurrence sur le nombre de points
d’indétermination de f : il s’agit de montrer qu’il existe ¢: P?(C) --»
P2(C), prolongement d’un automorphisme polynomial de C2, tel que # Ind
(fe) < #Ind(f).

Puisque Aut[C?] est le produit amalgamé de A et E le long de A NE la
théorie de Bass-Serre assure que Aut[C?] agit de maniére non triviale par
translation & gauche sur un arbre 7 (voir [73]). L’arbre 7 est défini comme
suit : ’ensemble des sommets est I'union disjointe des classes a gauche
(Aut[C?])/A et (Aut[C?])/E et celui des arétes I'union disjointe des classes
a gauche (Aut[C?])/s. Pour tout automorphisme polynomial f P'aréte fS
relie les sommets fA et fE. Voici quelques sommets de 7

. eaE aeld _
eA aE
“ eaE aeh
idE idA
eaE aeh
eA aE
~ eaE aed

ol a, a (resp. e, €) désignent des éléments de A (resp. E).

On récupére ainsi une représentation fidele (V) de Aut [C?] dans le groupe
des isométries de I’arbre 7. En étudiant cette action Lamy a démontré de
nombreuses propriétés pour Aut[C?] (voir [57]), on en précisera certaines
dans la suite.

1. Pour certains produits amalgamés ’action induite n’est pas fidéle : on peut vérifier
que la matrice —id agit trivialement sur ’arbre associé au produit amalgamé SLa(Z) =
Z[AZ 7,97 Z/6Z.
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2.2. Le groupe de de Jonquiéres

Le groupe de de Jonquiéres est le groupe des transformations biration-
nelles du plan projectif complexe préservant un pinceau de courbes ration-
nelles; on le note dJ. Comme deux pinceaux de courbes rationnelles sont
birationnellement conjugués, dJ ne dépend pas, a conjugaison pres, du pin-
ceau choisi. Dit autrement on peut supposer a conjugaison birationnelle
prés que dJ est, dans une carte affine (z,y) de P?(C), le groupe maximal
des transformations birationnelles laissant la fibration y = cte invariante.
Une transformation f de dJ permute les fibres de la fibration, f induit un
automorphisme de la base P!(C) soit un élément de PGLy(C); lorsque f
préserve les fibres, f agit comme une homographie dans celles-ci. Le groupe
de de Jonquieres s’identifie donc au produit semi-direct PGLy(C(y)) x
PGLy(C).

2.3. Réseaux homaloidaux

On mentionne le lien entre réseaux homaloidaux et transformations bira-
tionnelles, ces réseaux ayant conduit I’école de géométrie italienne a 1’étude
des transformations birationnelles.

DEFINITION 2.6. — Soient S une surface et p un point de S. Il existe
une surface S et un morphisme T : S - S, uniques a isomorphisme pres,
tels que

~ Te-1s\{ph): ™ (S\ {p}) — S\ {p} soit un isomorphisme ;

— E = n~Y(p) soit isomorphe a P!(C).

On dit que 7 est I'éclatement de S en p et E la courbe exceptionnelle ou
diviseur exceptionnel ; I'inverse 7~* de m contracte E.

Considérons une courbe irréductible C sur S passant par p avec multipli-
cité v. L’adhérence de w=1(C \ {p}) dans S est une courbe irréductible C
appelée transformée stricte de C dans S. Soient D et D' deux diviseurs
sur S ; nous avons

(21) 7*C=C+vE,(x*D,x*D') = (D,D’),
(E,7*D) =0 et E? = —1.

Soient S une surface et p un point de S. Le diviseur exceptionnel obtenu en
éclatant p est appelé premier voisinage infinitésimal de p et les points de E
sont dits infiniment proches de p. Le i-éme voisinage infinitésimal de p est
Pensemble des points contenus dans le premier voisinage d’un certain point

VOLUME 27 (2008-2009)



52 JULIE DESERTI

du (i — 1)-éme voisinage infinitésimal de p. Lorsqu’on souhaite distinguer
les points de S des points infiniment proches on appelle points propres les
points de S.

Soit f = (fo : f1 : f2) une transformation birationnelle du plan pro-
jectif dans lui-méme. Le réseau homaloidal associé a f est le systéme de
courbes #Z défini par

o fo +a1fi + oz fo, (ag : a1 : ) € P*(C).

Les points base p; du réseau Z; sont les points par lesquels passent toutes
les courbes du réseau; on dit aussi que les p; sont les points base de f.
Ils peuvent étre dans P?(C) ou infiniment proches de P?(C); si p; n’est
pas propre, il appartient a un k-iéme voisinage infinitésimal de py, ¢ # j.
Les points base propres de f sont les points d’indétermination de f. La
multiplicité de f en p; est la multiplicité d’une courbe générique de %y
en p;, i.e. 'ordre en p; d’un élément générique de Zy.

On a vu qu’a toute transformation birationnelle on peut associer un
réseau homaloidal, réciproquement on a 1’énoncé suivant.

THEOREME 2.7 ([72]). — Un réseau homaloidal définit une infinité de
transformations birationnelles, chacune pouvant étre obtenue a partir d’une
autre via composition a gauche par un automorphisme de P?(C).

Exemple 2.8. —

— Considérons la transformation birationnnelle o. Les points d’indéter-
mination de o sont (1 : 0:0), (0:1:0)et (0:0:1). Les trans-
formations de Cremona associées au réseau homaloidal constitué des
coniques passant par les points (1:0:0), (0:1:0) et (0:0: 1) sont
les transformations de la forme Ao avec A dans Aut(P?(C)).

— Soit S le réseau homaloidal formé des coniques passant par (1:0: 0),
(0:1:0) et tangentes & la droite d’équation z = 0. Les transformations
birationnelles associées & S sont du type Ap avec A automorphisme
de P%(C).

Soient f une transformation birationnelle et % le réseau homaloidal
associé & f. Les courbes de Z; satisfont les équations suivantes ([1])

q

q
Zﬂf:nQ—l, Z,ui:?m—S
i=1

i=1
ou u; désigne la multiplicité aux points base (qui rappelons-le ne sont pas
nécessairement propres), ¢ le nombre de points base et n le degré de f.
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La premiere équation traduit le fait que deux courbes génériques du ré-
seau homaloidal se coupent en les points base et un unique autre point ; la
seconde exprime que les courbes du réseau sont rationnelles.

3. Le théoréme de factorisation de Zariski

L’involution o se décompose en deux suites d’éclatements

Lac Ec Lsc

avec
A=(1:0:0), B=(0:1:0), C=(0:0:1),

E,4 (resp. Ep, resp. E¢) le diviseur exceptionnel obtenu en éclatant A

(resp. B, resp. C) et ZAB (resp. EAC, resp. EBC) la transformée stricte de

Lap (resp. Lac, resp. Lpc).

Ceci n’est pas propre a o, c’est un fait général : toute transformation
de Cremona s’écrit au moyen d’éclatements comme I’assure le théoreme
suivant dii & Zariski; ce résultat est en fait valable pour toute transforma-
tion birationnelle d’une surface projective lisse dans une autre. Avant de
I’énoncer rappelons que si X est une variété irréductible et Y une variété,
une transformation rationnelle f: X --» Y est un morphisme d’un ouvert
u de~X dans Y qui n’est pas la restriction d’un morphisme U — X avec
Ucu.

THEOREME 3.1 (Zariski, 1944). — Soient S, S deux surfaces projectives
lisses et f: S --» S une transformation birationnelle. 1l existe une surface
projective lisse S’ et deux suites d’éclatements

m:S — 8, 7r2:S'—>§

VOLUME 27 (2008-2009)



54 JULIE DESERTI

telles que f = 7727r1_1

S/
§=----->§
Exemple 3.2. — Considérons l'involution 7 introduite dans les Exem-
ples 2.3
7: P*(C) --» P*(C), (:y:2)m (2% 2y :y* —22)

Rappelons qu’elle a un seul point d’indétermination (0: 0 : 1) et une seule
courbe contractée, la droite x = 0 que nous noterons ©.

Soit m: X1 — P2(C) I'éclatement de (0 : 0 : 1). On désigne par F; le
diviseur exceptionnel et on se place dans les coordonnées locales (€, s) avec
m1(&,8) = (€s: s :1). On remarque que

O={¢=0}, B ={s=0}, Wl_l(z::y:z)(x y)

y' z

La transformation 7 est donnée sur X; par

Tx, :771_17'7T1:X1—>X1, (€, 8) — <§7S§_S§>'

La restriction de 7x, & E; est l'identité; en particulier E; n’est pas
exceptionnel.

Au voisinage de © on a

4 T xy
Ty = -, ——— );

ainsi © est contractée par Ty, sur le point (0,0) = E; N O.

Notons my: Xy — X Iéclatement de (0,0). On désigne par Es le diviseur
exceptionnel. Choisissons un systéme de coordonnées locales (u,v) dans
lequel

T Xo — Ay, (u,v) — (u,uwv).

v—1

On remarque que Fy = {u = 0} et 7x,(u,v) = (u, L ) Par suite F»
est invariant par 7y, et au voisinage de © on a
2
T
772177117(x:y:z):( S );

y y?—xz

ainsi © est contractée sur le point (0,1) € Es.

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)
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Finalement considérons 1’éclatement 7s: X3 — X5 du point (0,1). Utili-
sons les coordonnées locales (1, 1) pour lesquelles 73(n, ) = (n,nu+1). Le
diviseur exceptionnel est E5 = {n = 0} et au voisinage de © on a

11— x Yz
3 17r2 17r1 r=(=, - |
Yy Yyt —xz

en particulier I'image de © par Ty, est E3 et 7 étant une involution E3 est
envoyé sur ©. Il en résulte que ni F3, ni © n’est exceptionnel ; la transfor-
mation Ty, est un automorphisme.

Es E,
| Esx —
. ) )
O A
p
Q Y Es
) (C]

On va démontrer le théoréme 3.1 en suivant [3]. La démonstration se fait
en deux temps :
— tout d’abord on montre qu’une transformation rationnelle d’une sur-
face dans P*(C) s’écrit ¢m—1 ou 7 désigne une suite d’éclatements et
¢ un morphisme (théoréme 3.4);
— puis on établit qu’un morphisme entre deux surfaces est la composée
d’un isomorphisme et d’une suite d’éclatements (théoréme 3.9).
Si V désigne une variété lisse on note Pic(V) le groupe de Picard de V,
i.e. le groupe des classes d’isomorphisme de fibrés en droites sur V.

Remarque 3.3. — Soit S une surface. A une transformation rationnelle
f:S --+ P*(C) et un systéme d’hyperplans H dans P*(C) on peut associer
le systéme linéaire f*|H|. En effet la transformation f est un morphisme
d’un ouvert maximal U de S dans P"(C). L’ensemble S\ U est fini donc
Pic(S) et Pic(S\U) sont isomorphes ; par conséquent on peut parler d’image
inverse par f d’un systéme linéaire P que 'on note f*P.

Réciproquement soit P un systéme linéaire de S sans composante fixe;
notons P lespace projectif dual de P. On peut définir une transformation
rationnelle f: S --» P : & un point p de S on associe I'hyperplan de P
constitué des diviseurs passant par p; notons que f est définie en p si et
seulement si p n’est pas un point base de P.

Il y a donc une bijection entre :

VOLUME 27 (2008-2009)
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— les transformations rationnelles f de S dans P™(C) telles que f(S) ne
soit pas contenu dans un hyperplan et
— les systeémes linéaires sur S sans composante fixe et de dimension n.

THEOREME 3.4 ([3]). — Soit f: S --» P"(C) une transformation ration-
nelle d’une surface S dans I'espace projectif P"(C). II existe une surface S,
une suite d’éclatements w: S’ — S et un morphisme ¢: S' — P"(C) tels

que f = ¢!
S/
A\
R ~P"(C)
f
Démonstration. — On peut se ramener au cas ou f(S) n’est pas contenu

dans un hyperplan de P"(C). A f correspond donc un systéme linéaire
P C |D| (si D est un diviseur sur une surface S on désigne par |D| I’ensemble
des diviseurs effectifs sur S linéairement équivalents & D) de dimension n
sur S sans composante fixe (Remarque 3.3). Si P n’a pas de point base, f
est un morphisme et le théoréme est démontré.

Supposons que P ait un point base p. Soit 71: S; — S I’éclatement de S
au point p; la courbe exceptionnelle E; appartient a une composante fixe
de 7P C |#1D| avec une certaine multiplicité v; > 1; autrement dit le
systéme

Py :WTP_VlEl C |D1| = |7TTD—I/1E1|

n’a pas de composante fixe. A P; correspond une transformation ration-

nelle f1: 81 --» P*(C) qui coincide avec fm;. Si f; est un morphisme le

théoreme est démontré; sinon on itere le procédé. On obtient alors une

suite d’éclatements (mg: S; — S4—1), et une suite de systémes linéai-

res (Py C |Dg| = |m;Dg—1 — vgEq|)q sur S, sans composante fixe. A partir
de (2.1) on obtient

2 _ 2 2 2

D; =D, —v; <D,_;.

Comme P, n’a pas de composante fixe on a Dg > 0 ce qui assure que

la suite d’éclatements est finie : le procédé conduit nécessairement, en un

nombre fini d’étapes, a un systeme linéaire P, sans point base et définissant
un morphisme f: S, — P"(C). O
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Exemple 3.5. — Soit S une surface quadrique lisse de P3(C) ; une telle

surface est donnée par
E qijmixj =0

ol (g;;) désigne une matrice symétrique non dégénérée. Les formes qua-
dratiques symétriques non dégénérées sur C* sont isomorphes; il en résulte
que les surfaces quadriques lisses de P?(C) sont projectivement isomorphes.
Considérons I'application de Segré

£:PYHC) x PYC) = P3(C), ((z:y), (u:v))— (zu:zv:yu:yv).
L’application £ est un plongement dont I'image est la quadrique lisse
XoX3 — X1 Xo = 0.

Ainsi toute surface quadrique S de P3(C) est isomorphe a P(C) x PL(C).

Soit p un point de S; I'ensemble des droites de P3(C) passant par p
s’identifie & I'espace projectif P?(C). A tout point m de S on peut associer
la droite passant par m et p; ceci induit une application rationnelle f de S
dans P?(C), application rationnelle non définie en p qui s’étend en un mor-
phisme f: S — P2 (C). L’image par f_l dun point de P?(C), correspondant
a une droite L passant par p, est constituée :

— ou bien du second point d’intersection de L avec S;

— ou bien, si L est contenue dans S, de tous les points de L.
Ainsi fest un morphisme qui contracte les deux génératrices de S passant

par p. On a donc

ou fest, a isomorphisme pres, I’éclatement de deux points distincts et 7
I’éclatement de S en p.

LEMME 3.6 ([3]). — Soit f: S — S’ un morphisme birationnel d’une
surface irréductible éventuellement singuliére S dans une surface lisse S'.
Supposons que la transformation rationnelle f~! ne soit pas définie en un
point p de S’ ; alors f~1(p) est une courbe sur S.

A partir de cet énoncé, on obtient le résultat qui suit.

LEMME 3.7 ([3]). — Soit f: S --» S’ une transformation birationnelle
entre deux surfaces S et S'. S’il existe un point p de S’ en lequel f~! n’est
pas définie il existe une courbe C sur S telle que f(C) = p.
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Démonstration. — L’application f induit un morphisme ¢ d’un ouvert U
de S dans §'. Notons I'y, C U xS’ le graphe de ¢. L’adhérence T, de 'y, dans
S x S’ est une surface irréductible, éventuellement singuliére. On désigne
par mp (resp. ma) la projection de T'y sur S (resp. S'); ces deux projections
sont birationnelles et f = mom; !

Ly
2
______ > Q/
S - S

Le fait que f~! ne soit pas défini en p implique que 7, L aussi; le lemme
3.6 assure D'existence d’'une courbe C sur Ty telle que m2(C) = p. L'image
de C par 7 est une courbe C satisfaisant f(C) = p. |

PROPOSITION 3.8 ([58]). — Soit f: S — S’ un morphisme birationnel
entre deux surfaces S et S’. Supposons que la transformation rationnelle
£~ ne soit pas définie en un point p de S’ ; alors f s’écrit m¢ ot 7: S—¢
désigne I’éclatement de S’ en p et ¢ un morphisme birationnel de S dans S

S
N
!/
84>f S

Démonstration. — Soit w: S — S’ I'éclatement de S’ au point p; posons
¢ = 71 f. Supposons que ¢ ne soit pas un morphisme; soit m un point
de S ou ¢ n’est pas défini. On a :

- f(m) =p;

— f n’est pas localement inversible en m ;

— il existe une courbe sur S contractée sur m par ¢~ !; cette courbe ne

peut étre que le diviseur exceptionnel E associé a 7.

Considérons qi, g2 deux points distincts de E ot ¢! est bien défini et C;,
Cy deux germes de courbes lisses transverses a F en g; et go respectivement.
Alors w(C1) et w(C2) sont deux germes de courbes lisses transverses en
p = f(m) qui sont image par f de deux germes de courbes en m.
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Cl CZ

w(C1)

671(Ca) m(C2)

La différentielle de f en m est donc de rang 2 ce qui contredit le fait
que f n’est pas localement inversible en m. O

L’énoncé qui précede nous permet de terminer la seconde étape.

THEOREME 3.9 ([3]). — Soit f: S — So un morphisme birationnel entre
les surfaces S et Sg. 11 existe une suite d’éclatements (g : S — Sk—1)k=1..n
et un isomorphisme ¢: S —— S,, tels que

f=m...m0.

Démonstration. — Si f est un isomorphisme la preuve est terminée ; si-
non f~! n’est pas défini en un certain point p de Sg. La proposition 3.8
assure que f s’écrit comme la composée de 1’éclatement m; de Sy en p et
du morphisme birationnel f;: S — S;. Si f; n’est pas un isomorphisme on
itere le procédé ; reste a montrer qu’itérer un nombre fini de fois suffit. Rai-
sonnons par ’absurde : supposons qu’on ait une suite infinie d’éclatements
(mk: Sk — Sk—1)k et de morphismes birationnels (fr: S — Sg)i tels que

Jro—1 = Tk [ Vk>1.

Notons v(fx) le nombre de courbes irréductibles contractées par f. Puisque
fx—1 = mfr toute courbe contractée par fi est donc contractée par fi_1.
De plus il existe au moins une courbe irréductible C sur Sy, telle que f(C)
soit le diviseur exceptionnel de 7, d’ott v(fx) < v(fr—1); pour k suffisam-
ment grand on a donc v(fx) < 0 ce qui est impossible. O
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4. Génération du groupe de Cremona
4.1. Enoncés de Noether et Iskovskikh
En 1871, Necether donne un résultat de génération pour le groupe de
Cremona.

THEOREME 4.1 (Ncether, [64, 65, 66]). — Le groupe de Cremona est
engendré par I'involution de Cremona o et Aut(P?(C)).

Exemple 4.2. —
— La décomposition de p (voir Exemples 2.3) est la suivante

(z—y:y—z:yoly+z:z:x)o(x+z:y—2:2).

— La transformation 7 (définie dans Exemples 2.3) s’écrit aussi ¢10020030

6406501\1
bh=y—z:2y—z:z—y+ua), b=(@x+z:2:y),
ly=(-y:x+2z-3y:x), bi=(x+z:x:y),

bs=(y—x:—-2x+z:2x—y).
— Un calcul montre que
P2(C) --» P*(C),  (z:y:2)— (z2(z+y):yz(z+y): y®)
se décompose comme suit
Qy—ax:—y:—2)o(y+z:2z:2)0(2: 2x—y:x+y)o.

La démonstration du théoreme 4.1 donnée par Noether était incompleéte.
Il ne considérait que les transformations birationnelles quadratiques ayant
trois points d’indétermination propres alors que certaines en ont moins (cf.
les transformations p et 7 de Exemples 2.3). Il faudra attendre 1901 et
Castelnuovo pour une preuve compléte ([26]). Au cours du XXe siecle il y
a eu de nombreuses démonstrations du théoréme 4.1, on renvoie a [1] pour
un historique détaillé.

Dans les années 80, Gizatullin et Iskovskikh ont donné une présenta-
tion de Bir(IP?) par générateurs et relations ([48, 52]) ; énongons le résultat
d’Iskovskikh qu’il présente dans P1(C) x P!(C) qui est birationnellement
isomorphe a P2(C).

THEOREME 4.3. — Le groupe des transformations birationnelles de
PY(C) x P(C) est engendré par Aut(P}(C) x P(C)) et le groupe dJ de
de Jonquiéres .

2. Le groupe de de Jonquiéres est birationnellement conjugué au sous-groupe de
Bir(P'(C) x P1(C)) qui préserve la premiére projection p: P1(C) x P1(C) — P1(C).
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De plus, Ies relations dans Bir(P*(C) x P(C)) sont les relations internes
au groupe dJ, au groupe Aut(P!(C) x P1(C)) auxquelles s’ajoutent la rela-
tion

11 T
3 N
ne)’ = —,— ou n:(z,y)— (y,z) et e:(z,y)+— (a:,)
e = (3.7) (@.0) > (.2) (@) (.
Remarque 4.4. — 1l n’y a pas d’analogue au théoréeme de Noether en

dimension supérieure : il faut une infinité non dénombrable de transforma-
tions de degré strictement supérieur & 1 pour engendrer le groupe Bir(P")
des transformations birationnelles de P"(C) dans lui-méme (voir [67]).
L’idée de la démonstration est la suivante. Pan construit pour toute cu-
bique plane lisse une transformation birationnelle de P"(C), avec n > 3,
qui contracte cette cubique. Or ’ensemble des classes d’isomorphismes des
cubiques planes lisses est une famille & un parametre ; donc I’ensemble des
types birationnels () des composantes du lieu exceptionnel des éléments
de Bir(P") est infini. Supposons que Bir(P") soit engendré par un nombre
fini de transformations f1, ..., f et Aut(P"(C)). Les types birationnels des
composantes du lieu exceptionnel de tout élément de Bir(P™) s’obtiennent
alors a partir de ceux des f;; 'ensemble des types birationnels des compo-
santes du lieu exceptionnel des transformations de Bir(IP™) est donc fini :
contradiction.

Par contre on dispose d'un énoncé semblable au théoréme de Noether
pour les transformations birationnelles réelles qui sont des difféomorphismes
de P(R) (voir [69]) ; on a un énoncé comparable pour la sphere S? (voir [56)).

Remarque 4.5. — Wright a reformulé le théoréme de Neether en terme
de produit amalgamé : le groupe de Cremona est le produit amalgamé de
Aut(P(C) x P(C)), dJ et Aut(P?(C)) suivant leur intersection ([77]).

4.2. Transformations birationnelles quadratiques

Le théoréme de Noether conduit naturellement & s’intéresser aux transfor-
mations birationnelles de degré 2 ; notons Biry ’ensemble qu’elles forment.
Le groupe PGL3(C) x PGL3(C) agit sur Biry

PGL3(C) x Biry x PGL3(C) — Biry, (A, f,B) — AfB~L.

L’orbite d'un élément f de Birs sous cette action est notée O(f).

3. Soient X et X’ deux sous-variétés de P"*(C); on dit que X et X’ ont méme type
birationnel si X et X’ sont birationnellement équivalentes.

VOLUME 27 (2008-2009)



62 JULIE DESERTI

THEOREME 4.6 ([27]). — Si
YW=0@(x:y:2), I'=0(), ¥*=0(p), ¥*=0(0),
alors
Bir, =2 Uxtuz?u s’
On a
dim %° = 10, dim 2t = 12, dim %2 = 13, dim¥3 = 14

ainsi que les conditions d’incidence suivantes

0 =30 ST=x0uxt,
»2=xustux? 3 =Bir, =X Ut ux?uxs.
Remarque 4.7. — Les éléments de ¥ possédent i points d’indétermina-

tion.

D’apreés le théoréme 4.6 il suffit de montrer que I’adhérence de X3 est
lisse le long de X9 pour obtenir I’énoncé qui suit.

THEOREME 4.8 ([27]). — L’ensemble des transformations birationnelles
quadratiques est lisse dans ’ensemble des transformations rationnelles qua-
dratiques.

Remarque 4.9. — La description, a composition a gauche et a droite
prés par un automorphisme de P?(C), des transformations birationnelles
cubiques se fait aussi en étudiant la nature du lieu des zéros du déterminant
jacobien ([27]); elle est sensiblement plus compliquée (32 modeles). Alors
que Birs est lisse et irréductible, il n’en est pas de méme pour I’ensemble
des transformations birationnelles cubiques vu comme sous-ensemble de
P29(C) (le projectivisé de I’espace des polynomes homogenes de degré 3 en
3 variables s’identifie  P?9(C)).

On peut se demander a quelle(s) condition(s) une transformation ration-
nelle quadratique est birationnelle. Dans [27] deux critéres sont établis;
I'un d’entre eux est trés simple a énoncer.

THEOREME 4.10 ([27]). — Soit @ une transformation rationnelle qua-
dratique dont le déterminant jacobien n’est pas identiquement nul. Suppo-
sons que Q) contracte le lieu des zéros Z du déterminant jacobien de @ ; alors
Z est 'union de trois droites (non concourantes lorsqu’elles sont distinctes)
et () est birationnelle.

De plus a composition a gauche et a droite prés par un automorphisme
de P*(C) on a :
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— si Z est 'union de trois droites en position générale, () est o ;

— si Z est I'union d’une droite double et d’une droite simple, () coin-
cide p;

— enfin si Z est une droite triple, Q = .

Notons que ce critére ne se généralise pas en degré supérieur.

COROLLAIRE 4.11 ([27]). — Une transformation rationnelle quadrati-
que du plan projectif dans lui-méme appartient & 32 si et seulement si elle
admet trois points d’indétermination.

4.3. Transformations birationnelles et feuilletages

Un feuilletage F de degré v sur P?(C) est donné par une 1-forme diffé-
rentielle homogene

w = Fydx + F1dy + Fadz,
les F; désignant des polyndémes homogenes de degré v + 1 satisfaisant
pged(Fo, Fy, Fp) =1 et xcFy +yFy + zF, = 0.
Rappelons que le lieu singulier Sing(F) du feuilletage F défini par w est le
projectivisé du lieu singulier de w
Sing(w) = {Fy = F1 = F» =0};
Iidentité d’Euler xFy+ yF; + 2F> = 0 assure que cet ensemble n’est jamais
vide. Plus précisément on a une formule de type Bezout

#Sing(F) =v* + v+ 1,

chaque point singulier étant compté avec multiplicité. A une transformation
rationnelle f = (fo : f1 : f2) du plan projectif on peut associer un feuilletage
F(f) de P?(C) décrit par la 1-forme

(yf2 — 2fi)dx + (2fo — xf2)dy + (zf1 — yfo)dz.
Exemple 4.12. — Le feuilletage F (o) associé a o est défini par

2(22 — y?)dz + y(2® — 22)dy + 2(y* — 2H)dz =

S22 (2 — y)do 4 (2 — 2)dy + (y — )d).

Le feuilletage F (o) est de degré 2, admet pour intégrale premiére ;z:;z et

possede sept points singuliers qui sont les points fixes et les points d’indé-
termination de o. On a donc I’énoncé suivant.
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PROPOSITION 4.13 ([27]). — Si f est une transformation birationnelle
quadratique générique, F(f) posséde sept points singuliers ; quatre sont des
points fixes de f, les trois autres des points d’indétermination.

L’ensemble des applications rationnelles quadratiques s’identifie & P*7(C)
et celui des feuilletages de degré 2 sur P?(C) a P4(C); I'application f
F(.) induit une application linéaire qu’on note encore F(.) de P!7(C) dans
P (C).

Soit F un feuilletage quadratique générique sur le plan projectif com-
plexe, i.e. dont les sept points singuliers sont en position générale. Le théo-
réeme de division de de Rham-Saito ([70]) assure ’existence de polynomes
homogenes fy, f1 et fo de degré 2 tels que F soit défini par

(yf2 — zf1)dz + (2fo — xf2)dy + (zf1 — yfo)dz.

Notons f la transformation quadratique dont les composantes sont fy, fi
et fo. L’ensemble Sing(F) est le lieu des points p; pour lesquels il existe 7;
dans C tel que f(p;) = mip;. Choisissons trois points p1, ps et ps3 dans
Sing(F). Les p; n’étant pas alignés il existe une forme linéaire ¢ telle
que {(p;) = —n;. L’application ¢ = f + £.id satisfait F(f) = F(¢) = F
et les points p; sont d’indétermination pour f. En particulier f est bira-
tionnelle (Corollaire 4.11). La restriction de F(.) a Biry est donc dominante
et par suite a fibre générique finie puisque la dimension de Biry coincide
avec celle de 1’ensemble des feuilletages quadratiques sur P?(C).

Un feuilletage quadratique générique est déterminé par la position de ses
sept points singuliers et toute configuration générique est réalisée ([17, 49]) ;
on hérite d’une propriété analogue pour les éléments de 3.

PROPOSITION 4.14 ([27]). — Une transformation birationnelle quadra-
tique générique est déterminée par la position de ses points d’indétermina-
tion et de ses points fixes.

On en déduit que la fibre générique de la restriction de application F(.)
a Birs compte 35 points exactement (choix de 3 points d’indétermination
parmi 7 points).

5. Sous-groupes finis du groupe de Cremona
L’étude des sous-groupes finis du groupe de Cremona a commencé dans
les années 1870 avec Bertini, Kantor et Wiman ([9, 54, 76]). De nom-

breux auteurs se sont depuis intéressés a ce sujet; citons par exemple
[2, 4, 5, 14, 29, 39]. En 2006 Dolgachev et Iskovskikh ont amélioré les
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résultats de Kantor et Wiman et ont donné une liste des sous-groupes fi-
nis de Bir(P?); avant de donner un théoréme clé sur lequel ils s’appuient,
introduisons quelques notions. Commencons par les surfaces F,, de Hirze-
bruch. Posons Fy = P1(C) x P}(C); la surface F; est la surface obtenue
en éclatant P2(C) en (1 : 0 : 0); cette surface est un compactifié de C2
naturellement muni d’une fibration rationnelle correspondant aux droites
y = cte. Le diviseur & l'infini est constitué de deux courbes rationnelles
s’intersectant transversalement en un point. On a :
— d’une part la transformée stricte de la droite a 'infini dans P?(C), c’est
une fibre ;
— d’autre part le diviseur exceptionnel de 1’éclatement qui est une section
pour la fibration.
Plus généralement F,, est, pour tout n > 1, un compactifié de C? muni
d’une fibration rationnelle telle que le diviseur & l'infini soit constitué de
deux courbes rationnelles transverses, une fibre f et une section s, d’auto-
intersection —n

F, =Pp (©) (Op ©) @ Op: (©) (n)), Vn>2.

Plagons-nous sur F,,; on note p U'intersection de s,, et f, m; 1’éclatement
de F,, en p et 7y la contraction de la transformée stricte f de f. On passe
de F,, a F,, 4 via 71'27rf1.

—(n+1)

Sn Sn+1

Fn Fn+1

On peut aussi passer de la (n+1)-iéme & la n-iéme surface de Hirzebruch
via 77271'{1 ou m; est I'éclatement de F,, 11 en un point p de la fibre f qui

n’appartient pas a s,i1 et m la contraction de la transformée stricte f
de f.

VOLUME 27 (2008-2009)



66 JULIE DESERTI

Sn+1 — Sn

Fria Frn

Soit S une surface projective lisse; un fibré en coniques n: S — P1(C)
est un morphisme dont les fibres générales sont de genre 0 et les fibres
singuliéres 'union de deux droites. Une surface munie d’un fibré en coniques
est isomorphe

— ou bien a F,, ;

— ou bien a F,, éclaté en un nombre fini de points, tous appartenant a
des fibres différentes. Le nombre d’éclatements coincide avec le nombre
de fibres singuliéres du fibré.

Une surface de Del Pezzo est une surface lisse S dont le fibré anticano-
nique —Kg est ample. Le degré d’une surface de Del Pezzo est d = K3.
D’apres la formule de Noether on a 1 < d < 9.

Sid=09, alors S ~ P?(C); si d = 8 alors S ~ P}(C) x P}(C) ou S ~ Fy.
Pour d < 7 la surface S est isomorphe & P?(C) éclaté en n = 9—d points p;,
ces points satisfaisant les conditions suivantes :

— il n’y en a pas 3 alignés;

— il n’y en a pas 6 sur une conique;

— si de plus n = 8 les p; ne sont pas sur une cubique plane dont le point

singulier serait un des p;.

THEOREME 5.1 ([59, 51]). — Soit G un sous-groupe fini du groupe de
Cremona. Il existe une surface projective lisse S et une transformation bira-
tionnelle ¢: P2(C) --» S telles que ¢G¢~! soit un sous-groupe de Aut(S).
De plus, on peut supposer que :

— ou bien S est une surface de Del Pezzo ;

— ou bien il existe un fibré en coniques S — P*(C) invariant par ¢G¢~1.

Notons que l'alternative qui précede n’est pas exclusive : il y a des fibrés
en coniques sur les surfaces de Del Pezzo.

Dolgachev et Iskovskikh donnent une caractérisation des couples (G, S)
satisfaisant 'une des éventualités du théoreme 5.1. Ils utilisent ensuite la
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théorie de Mori afin de pouvoir déterminer quand deux couples sont bi-
rationnellement conjugués. Notons que si le premier point avait été par-
tiellement résolu par Wiman et Kantor, le second non. Il reste encore des
questions ouvertes ([39], §9), comme par exemple décrire les variétés algé-
briques qui parametrent les classes de conjugaisons des sous-groupes finis
de Bir(P?). Blanc donne une réponse & cette question pour les sous-groupes
abéliens finis de Bir(P?) dont aucun élément ne fixe une courbe de genre
positif et aussi pour les sous-groupes cycliques d’ordre fini et les éléments
d’ordre fini de Bir(P?) (voir [14, 12]).

Avant d’énoncer le résultat de Bertini, repris par Bayle et Beauville,
introduisons trois types d’involutions qui, comme on le verra, jouent un
role tres particulier.

Soient py,...,pr sept points de P?(C) en position générale. Désignons
par L le systéme linéaire de cubiques passant par les p; ; il est de dimen-
sion 2. Soit p un point générique de P?(C); considérons le pinceau L,
constitué des éléments de L passant par p. Un pinceau de cubiques géné-
riques ayant neuf points base, on définit par ig(p) le neuvieme point base
de L,. L’involution i¢ qui a p associe ig(p) ainsi construite est appelée
involution de Geiser. On peut vérifier qu’'une telle involution est biration-
nelle de degré 8; ses points fixes forment une courbe non hyperelliptique
de genre 3, de degré 6 avec des points double aux sept points choisis.

Soient py, ..., pg huit points de P?(C) en position générale. Considérons
le pinceau de cubiques passant par ces huit points; il a un neuvieme point
base qu’on notera pg. Soit p un point générique de P?(C) ; il y a une unique
cubique C(p) qui passe par les p; et p. Sur C(p) il y a une loi de groupe
avec pg comme élément neutre. On note ig l'involution qui a p associe —p;
alors ip définit une involution birationnelle de P?(C) de degré 17 appelée
involution de Bertini. Les points fixes de ip forment une courbe non hy-
perelliptique de genre 4, de degré 9 avec des points triples aux huit points
choisis.

Pour finir introduisons les involutions de de Jonquiéres. Soit C une courbe
de degré v > 2 et soit p un point sur C de multiplicité v — 2 (si v = 2, le
point p n’appartient pas a C). On suppose que p est I'unique point singulier
de C. Au couple (C,p) on va associer I'unique involution birationnelle iq4;
qui fixe la courbe C et préserve les droites passant par p. Soit m un point
générique de P2(C) ; notons ¢y, 7., les deux points d’intersection, distincts
de p, de la droite (pm) avec C. La transformation iq; associe au point m
le conjugué harmonique de m sur la droite (pm) par rapport & ¢, et 7, ;
autrement dit le point igq;(m) vérifie la propriété suivante : le birapport
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de m, iq5(m), ¢m et r,, vaut —1. La transformation iq; est une involution
de de Jonquiéres de degré v centrée en p et préservant C. La normalisée
de la courbe de points fixes de iq3 est une courbe hyperelliptique de genre
v —2 dés que v > 3 (par convention on dira qu’une courbe elliptique est
hyperelliptique).

L’énoncé suivant donne la classification des involutions birationnelles.

THEOREME 5.2 ([9, 2]). — Une involution de Cremona est a conjugaison
birationnelle prés de I'un des types suivants :

— une involution projective ;

— une involution de de Jonquieéres iqy de degré v > 2 ;

— une involution de Bertini ip ;

— une involution de Geiser i¢.

Dans [2] les auteurs montrent de plus que les classes de conjugaison des
sous-groupes finis cycliques d’ordre 2 de Bir(P?) sont uniquement détermi-
nées par le type birationnel des courbes de points fixes de genre positif.
Plus précisément I’ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes
d’ordre 2 de Bir(P?) est une variété algébrique non connexe dont les com-
posants connexes sont respectivement isomorphes :

— a lespace des modules des courbes hyperelliptiques de genre g (invo-

lutions de de Jonquiéres) ;

— & lespace des modules des courbes canoniques de genre 3 (involutions
de Geiser) ;

— a l'espace des modules des courbes canoniques de genre 4 avec une
theta caractéristique nulle, isomorphes a une intersection non singu-
liere d’une surface cubique et d’'un cone quadratique dans P? (involu-
tions de Bertini).

Il n’est donc pas surprenant de constater que simultanément a I’étude
des sous-groupes finis de Bir(IP?) se développe la caractérisation des trans-
formations birationnelles qui fixent une courbe de genre donné. Soit C une
courbe irréductible dans P?(C) ; le groupe d’inertie de C, noté Ine(C), est le
sous-groupe des éléments de Bir(IP?) qui fixent C point par point. Soit C une
courbe de P?(C) de genre > 1; dans les années 1890 Castelnuovo a montré
qu'un élément de Ine(C) est ou bien une transformation de de Jonquiéres,
ou bien une transformation de Cremona d’ordre 2, 3 ou 4 (voir [25]). Blanc,
Pan et Vust précisent I’énoncé de Castelnuovo.

THEOREME 5.3 ([15]). — Soit C une courbe irréductible de P?(C) de
genre strictement supérieur a 1. Un élément f de Ine(C) est ou bien conju-
gué a une transformation de de Jonquiéres, ou bien d’ordre 2 ou 3. Dans
le premier cas si [ est d’ordre fini, c’est une involution.
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Pour le démontrer, ils suivent la méme idée que Castelnuovo ; ils construi-
sent le systéme linéaire adjoint de C : soient 7: ¥ — P?(C) une résolution
plongée des singularités de C et C la transformée stricte de C par 7~ 1. Sile
systéme linéaire |C + Ky | nest ni vide, ni réduit a un diviseur, m,|C + Ky |
privé de ses éventuelles composantes fixes est le systeme linéaire adjoint. En
itérant cette construction, appelée méthode des systémes linéaires adjoints
successifs, ils obtiennent que tout élément f de Ine(C) préserve une fibra-
tion JF, rationnelle ou elliptique. Si F est rationnelle, f est de de Jonquiéres.
Supposons que F soit elliptique. Puisque ¢g(C) > 1 la restriction de f & une
fibre générique est un automorphisme avec au moins deux points fixes ; par
suite f est d’ordre 2, 3 ou 4. En appliquant certains résultats classiques sur
les automorphismes des courbes elliptiques, ils montrent que f est d’ordre 2
ou 3. Finalement ils remarquent que ce résultat ne se généralise pas aux
courbes de genre inférieur ou égal a 1. Le cas des courbes de genre 1 a été
traité avec des techniques différentes dans [68] et [13].

Remarque 5.4. — Signalons que Diller, Jackson et Sommese classifient
les courbes invariantes par une transformation birationnelle d’une surface
projective complexe ([38]). Leur approche utilise des techniques de dyna-
mique complexe; n’ayant pas encore introduit le vocabulaire adéquat on
abordera leurs résultats au §7.

Le nombre de classes de conjugaison des transformations de Cremona
d’ordre 2 dans Bir(P?) est infini ([2]). Montrons qu’il en est de méme pour
les éléments d’ordre 3 et 5. Si deux transformations de Cremona f et g sont
conjuguées via ¢ alors ¢ envoie les courbes non rationnelles fixées par f
sur les courbes non rationnelles fixées par g. Soient f et g deux transfor-
mations de Cremona d’ordre 3 (resp. 5); les courbes de points fixes de
celles-ci peuvent étre n’importe quelle courbe elliptique. Comme le nombre
de classes d’isomorphisme de telles courbes est infini, le nombre de classes
de conjugaison dans Bir(IP?) des éléments de Cremona d’ordre 3 (resp. 5)
aussi. Etant donné un entier positif n on peut se demander combien vaut le
nombre v(n) de classes de conjugaison d’une transformation de Cremona
d’ordre n dans Bir(P?). De Fernex répond & cette question pour n premier
([29]) ; on trouve dans [11] une réponse pour tout n.

THEOREME 5.5 ([11]). —
1. Pour n pair v(n) est infini; il en est de méme pour n =3 oun = 5.

2. Soit n un entier impair distinct de 3 et 5; alors v(n) est fini. De
plus
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- v(15)=9;

— v(n) =1 sinon.

Commencgons par donner une idée de la démonstration de la premiere
assertion pour n distinct de 2, 3 et 5, éventualités précédemment abordées.
Supposons n > 2 et considérons un élément P de C[z"] sans racine multiple.
Blanc montre qu’il existe une transformation de Cremona f d’ordre 2n telle
que f™ soit 'involution (z,y) — (x, P(x)/y) qui fixe la courbe hyperellipti-
que y? = P(z); le cas n = 2 permet alors de conclure pour n pair supérieur
ou égal a 4.

Pour démontrer la seconde partie de 1’énoncé Blanc applique le théo-
reme 5.1 au groupe fini engendré par une transformation de Cremona
d’ordre impair supérieur ou égal a 7.

6. Groupe des automorphismes du groupe de Cremona

Il est classique d’étudier les automorphismes d’'un groupe G donné. On
peut, par exemple, décrire le groupe d’automorphismes de PGL3(C).

THEOREME 6.1 ([36]). — Un automorphisme de PGL3(C) s’obtient a
partir :

— des automorphismes intérieurs ;

— de la contragrédiente (I'involution u+— u=1);

— de l’action des automorphismes du corps C.

Ce théoreme est qualifié de théoreme géométrique. Considérons un espace
vectoriel F' sur un corps k et 7 un automorphisme du corps k. Une colli-
néation (relative & 7) est une application semi-linéaire bijective ¢: F — F
satisfaisant

Uz +y) =L(z)+Ly), lza)=L(z)T(a), Vz,y€EF, Vaek.

Une collinéation donne, par passage au quotient, une application bijective £
de P(F) dans lui-méme; les collinéations sont précisément les transforma-
tions bijectives respectant les relations d’incidence. Le théoréme fondamen-
tal de la géométrie projective s’énonce comme suit.

THEOREME 6.2 ([36]). — Soient F' un espace vectoriel de dimension n
sur un corps k et f une application bijective de P(F') dans lui-méme. Suppo-
sons que f préserve I'alignement. Sin > 3 il existe une collinéation relative
a un automorphisme du corps k telle que f = ¢.
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Dans le méme esprit on peut décrire le groupe des automorphismes du
groupe des automorphismes de la droite affine complexe
G={az+p|aecC", geC}.
THEOREME 6.3. — Tout automorphisme de G s’obtient a partir des

automorphismes intérieurs et de I’action d’un automorphisme du corps C.

En effet soit ¢ un élément de Aut(G). L’'image d’'un sous-groupe abélien
maximal de G par ¢ est encore un sous-groupe abélien maximal de G. Les
sous-groupes abéliens maximaux de G sont de I'un des types suivants

T={z+a|aeC}, D,, ={a(z—2) + 20 | « € C*}.

On constate que T n’a pas d’élément de torsion alors que les D, en ont;
par suite T est invariant par ¢ et tout D, est envoyé par ¢ sur un D .
A conjugaison prés par une translation on peut supposer que #(Dg) = Dy.
Autrement dit il existe un morphisme multiplicatif k;: C* — C* tel que

d(az) = k1(a)z, VaeC*

et un morphisme additif ko: C — C tel que

¢(z + B) = z + r2(0), vpeC.
De plus, on a d’une part
Plaz+ a) = p(az)p(z + 1) = k1 ()2 + k1(a)k2(1)
et d’autre part
plaz+a) = ¢(z + a)p(az) = r1(a)z + ra(@);

d’on Dégalité ra(a) = k1(a)ka(1). Puisque ka(1) est non nul, k; est un
morphisme additif et multiplicatif : k1 est un automorphisme du corps C.
Notons Aut(C,+,-) le groupe des automorphismes du corps C; posons
v = ka(l), on a

p(az + B) = ri(a)z +vr1(B) = mi(ez + w7 ()B) =
kiK1 (7)2 0 (az + B) 0 k1 (7)2);
i.e. modulo P'action d’un automorphisme de corps, d’'une translation et
d’une homothétie, ¢ est trivial.

En s’appuyant sur la structure de produit amalgamé de Aut[C?] on
montre que tout automorphisme de Aut[C?] s’obtient & partir d’une conju-
gaison intérieure et de 'action d’un automorphisme du corps C (voir [31]).
Le groupe de Cremona ne possede pas de telle structure néanmoins en étu-
diant les sous-groupes abéliens maximaux non dénombrables du groupe de
Cremona on peut déterminer Aut(Bir(P?)).
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THEOREME 6.4 ([32]). — Le groupe des automorphismes extérieurs du
groupe de Cremona s’identifie au groupe des automorphismes du corps C.

Autrement dit : soit ¢ dans Aut(Bir(P?)); il existe x dans Aut(C, +, ")
et ¢ dans Bir(P?) tels que

o(f) = vy fe~), Y f € Bir(P?).

L’idée est la suivante. Considérons un automorphisme ¢ de Bir(P?) et
un sous-groupe abélien maximal G de Bir(P?); alors ¢(G) est un sous-
groupe abélien maximal de Bir(IP?). On modifie ¢, uniquement & 'aide de
conjugaisons intérieures et d’action par automorphismes de corps, de sorte
que

?(Gy1) = Gy, cey d(Gn) =G,

les G; désignant certains sous-groupes abéliens maximaux de Bir(P?) bien
choisis. On en déduit que PGL3(C) est invariant point par point par ¢ puis
que ¢(o) = o; le théoréme de Neether permet alors de conclure.

Avant de présenter un des points clés de la démonstration du théoréme 6.4
introduisons quelques notations et définitions. Si S est une surface com-
plexe compacte, un feuilletage F sur S est la donnée d’une famille (x;);
de champs de vecteurs holomorphes a zéros isolés définis sur les ouverts U;
d’un recouvrement de S. Les champs x; sont soumis & des conditions de
compatibilité : il existe g;; dans O*(U; NU;) tel que x; coincide avec g;;x;
sur U; N U;. Notons qu'un champ de vecteurs méromorphe non trivial sur S
définit un tel feuilletage.

LEMME 6.5. — Soit G un sous-groupe abélien non dénombrable du
groupe de Cremona. 1l existe un champ de vecteurs rationnel x tel que
fax =x vVfeG.

En particulier G préserve un feuilletage.

Démonstration. — Puisque le groupe G n’est pas dénombrable, il existe
un entier v tel que ’ensemble

G, ={feG| degf=v}
ne soit pas dénombrable. Par suite, I’adhérence de Zariski G, de G, dans
Bir(P*(C)), = {f € Bir(P*(C)) | deg f < v}

est un ensemble algébrique de dimension supérieure ou égale a un; consi-
dérons alors une courbe dans G,, 7.e. une application

n:D—G,, t = n(t).
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Notons que les éléments de G, sont des applications rationnelles qui com-
mutent. Définissons alors le champ de vecteurs rationnel x en tout point m
n’appartenant pas au lieu d’indétermination de 7(0)~! par

x(m) = ag(;)

Soit f dans G, ; en dérivant I'identité fn(s)f~'(m) = n(s)(m) par rapport
a s a m fixé, on obtient : f,x = x. Autrement dit x est invariant par les

éléments de G, ; on constate qu’en fait y est invariant par tout élément
de G. O

Ainsi & chaque fois que l'on se donne un sous-groupe abélien non dé-
nombrable G de Bir(P?(C)) on hérite d'un feuilletage sur le plan projectif
complexe invariant par G.

Brunella, McQuillan et Mendes ont classifié, a équivalence birationnelle
pres, les feuilletages holomorphes singuliers sur une surface complexe, com-
pacte et projective ([16, 62, 63]). Soit S une surface projective munie d’un
feuilletage F ; notons Bir(S, F) (resp. Aut(S, F)) le groupe des transforma-
tions birationnelles (resp. holomorphes) laissant le feuilletage F invariant
sur la surface S. Génériquement Bir(S,F) coincide avec Aut(S,F) et est
fini. Dans [22] Cantat et Favre étudient les feuilletages qui ne vérifient pas
cette philosophie. Avant d’énoncer la classification qu’ils obtiennent rap-
pelons ce qu’est une surface de Kummer (généralisée). Soit A un réseau
de C?; il induit un tore complexe T = C?/A de dimension 2. Par exemple
le produit d’une courbe elliptique par elle-méme est un tore complexe. Une
application affine f préservant A induit un automorphisme du tore 7. Sup-
posons que la partie linéaire de f soit d’ordre infini, alors :

— ou bien la partie linéaire de f est hyperbolique auquel cas f induit un

automorphisme d’Anosov préservant deux feuilletages linéaires ;

— ou bien la partie linéaire de f est unipotente et f préserve une fibration

elliptique.

Il arrive que le tore 7' possede un groupe fini d’automorphismes normalisé
par f. Notons T/G la désingularisée de T/G. L’automorphisme f induit
par f sur f/vGr préserve :

— une fibration elliptique lorsque la partie linéaire de f est unipotente;

— les transformés des feuilletages stables et instables de f lorsque la

partie li@ire de f est hyperbolique.
On dit que T/G est une surface de Kummer lorsque G = {id, (—z,—y)};
par analogie pour G quelconque f]é est une surface de Kummer généra-
lisée.
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Les 5 classes de feuilletages obtenus par Cantat et Favre sont les sui-
vantes :

— F est invariant par un champ de vecteurs holomorphe ;

— F est une fibration elliptique;

— S est une surface de Kummer généralisée et F est la projection sur S du

feuilletage stable ou instable d’un certain automorphisme d’Anosov ;
— F est une fibration rationnelle;
— il existe des entiers p, g, r et s tels qu’a revétement fini prés on ait

Bir(S,F) = {(zy?,z2"y®), (azx,By) | o, 5 € C*}.

Génériquement une application biméromorphe qui laisse un feuilletage
invariant préserve un pinceau de courbes rationnelles ou elliptiques ; Cantat
et Favre décrivent les transformations birationnelles dont la dynamique
n’est pas triviale et qui ne satisfont pas cette généralité.

Cette étude conduit a la caractérisation des sous-groupes abéliens maxi-
maux non dénombrables du groupe de Cremona.

THEOREME 6.6 ([32]). — Si G est un sous-groupe abélien maximal non
dénombrable de Bir(P?), il vérifie I'une des propriétés suivantes

— G posséde des éléments de torsion ;

— G est conjugué a un sous-groupe de dJ.

Cet énoncé permet de déterminer I'image par ¢ des groupes abéliens
maximaux non dénombrables

dJa ={(z +a(y),y) [acCly)}, T={(z+ay+ph)|a, 8cCh

modulo une conjugaison intérieure ils sont invariants par ¢. Ensuite on
démontre que, quitte & faire agir un automorphisme du corps C et un
automorphisme intérieur, on a : T et

D = {(ax,By)|a, B € C"}
sont invariants point par point par ¢ et ¢(dJ,) = dJ,; on en déduit que

PGL3(C) et o le sont aussi d’ou ’énoncé (on utilise le théoréme de Naether).
7. Un peu de dynamique
7.1. Classification des transformations birationnelles

Soit f une transformation birationnelle sur une surface complexe com-
pacte S. La transformation f est dite algébriquement stable s’il n’existe pas
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de courbe C dans S telle que f*(C) appartienne & Ind(f) pour un certain
entier k£ > 0. Dit autrement une transformation est algébriquement stable
si la situation suivante n’arrive pas

>f f f f f P
C

Les deux conditions suivantes sont équivalentes ([37]).
— Il n’existe pas de courbe C dans P2(C) telle que f*(C) appartienne &
Ind(f) pour un certain entier k > 0;
— pour tout entier n on a deg f™ = (deg f)".
D’apres Diller et Favre toute transformation birationnelle sur une surface
complexe compacte est algébriquement stable modulo un changement de
coordonnées.

PROPOSITION 7.1 ([37]). — Soit f: S --» S une transformation bira-
tionnelle sur une surface complexe compacte S. Il existe une suite d’éclate-
ments w: S — S telle que 7~ fr: S --» S soit algébriquement stable.

Donnons une idée de la démonstration de cet énoncé. Supposons que f
ne soit pas algébriquement stable ; il existe alors une courbe C et un entier
k tels que

p1 p2 Pr—1 Pk

C

L’idée mise en ceuvre par Diller et Favre est la suivante : quitte a éclater
les p; 'image de C est, pour @ = 1,...,k, une courbe.

Soient f et g deux éléments du groupe de Cremona : en général deg g fg~
= deg f, i.e. le degré n’est pas un invariant birationnel. Par contre il existe
deux constantes positives « et 3 telles que

adeg f" < deg(gf"g™") < Bdeg f7, VneN;

le taux de croissance des degrés est un invariant birationnel. On introduit

1

donc la notion suivante : soit f dans Bir(P?), le premier degré dynamique
de f est la quantité

A(f) = lim inf(deg f™)'/™.
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Lorsque f est une transformation de Cremona algébriquement stable on
a A(f) = deg f.

THEOREME 7.2 ([37]). — Une transformation f de Cremona satisfait, a
conjugaison birationnelle prés, une et une seule des propriétés suivantes :

— la suite (deg f™),, est bornée, f est un automorphisme d’une surface
rationnelle S et un itéré de f appartient a AutO(S), la composante
neutre de Aut(S) ;

— deg f™ ~ n alors f n’est pas un automorphisme et [ préserve une
unique fibration qui est rationnelle ;

— deg f™ ~ n? auquel cas f est un automorphisme préservant une unique
fibration qui est elliptique ;

—deg f*" ~a", a>1.

Dans les trois premiers cas on a A(f) = 1, dans le dernier \(f) > 1.

DEFINITION 7.3. — Soit f une transformation birationnelle du plan pro-
jectif complexe dans lui-méme :
— si la suite (deg f™),, est bornée, on dit que f est virtuellement isotope
a l'identité ;
— si deg f™ ~ n, on dit que f est un twist de de Jonquiéres;
— si deg f™ ~ n?, on dit que f est un twist d’Halphen ;
— si deg f™ ~ a™ avec a > 1, on parle de transformation entropique.

Exemple 7.4. — — Toute transformation birationnelle d’ordre fini,
tout automorphisme du plan projectif complexe est virtuellement iso-
tope a l'identité.

— La transformation f = (zz : xy : 22) est un twist de de Jonquiéres
(dans la carte affine z = 1 son itéré n-iéme s’écrit (x,2"y)).

— Le prolongement d’un automorphisme de Hénon généralisé (y, y* —dx),
avec § € C*, est entropique.

— Soit fps la transformation de la forme

Far = s ay?) M=t ] esn:

on a l'alternative
— ou bien |tr M| < 2 et A(fm) =1;
— ou bien M a pour valeurs propres A et A™' avec A7l <1 < Aet

M) =\
Par suite fjs est virtuellement isotope & lidentité (resp. un twist de

a b
de Jonquieres ou un twist d’Halphen, resp. entropique) dés que [c d}

est elliptique (resp. parabolique, resp. hyperbolique).
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Supposons que a, b, ¢, d soient strictement positifs; fy, n’est pas
une isométrie. Remarquons que deg f3, < (deg fas)?; en particulier
fur € Bir(P?) n’est pas algébriquement stable. On peut voir f); comme
un élément de P1(C) x P1(C) avec (z,y) dans P}(C) x P1(C). On a

H?(P'(C) x P*(C),Z) = ZL, ® ZL,, L, = {0} x P*(C),

L, =P'(C) x {0};
d’ou
farLz = aliy + 0Ly, farLz = cLy + dLy,.
Il s’en suit que la matrice de f}, coincide avec M. Finalement fy; vue

comme transformation birationnelle de P!(C) x P!(C) est algébrique-
ment stable et A(fas) est la plus grande valeur propre de M.

Remarque 7.5. — La notion de premier degré dynamique et le théo-
réme 7.2 se généralisent au cas des transformations biméromorphes sur des
surfaces complexes compactes kihlériennes.

Une transformation rationnelle f sur une surface complexe compacte
kéhlérienne S définit un opérateur linéaire f* sur les groupes de cohomo-
logie de S préservant la décomposition de Hodge

H*(S,C) = €P H"(S,0).
i+j=k
On définit le premier degré dynamique de f par

M) = dim ()

ol ||| désigne une norme sur End(H1 (R, S)); toujours d’apres [37] cette
quantité est un invariant birationnel. Elle coincide sur P?(C) avec la notion
déja introduite.

Si f est une transformation biméromorphe sur une surface kahlérienne,
A(f) est un entier algébrique dont les conjugués p; sont de module inférieur
a 1 (voir [37]). En particulier A(f) est ou bien un nombre de Pisot (on a
|pi] < 1 pour tout ), ou bien un nombre de Salem (les conjugués de A sont
A, A7 et py avee |pi] = 1).

La démonstration du théoreme 7.2 se décompose comme suit

— ([If™]|)n est bornée si et seulement si f est conjugué a un automor-

phisme dont un itéré est isotope a l’identité;

— si (|| f/™]])n n’est pas bornée, f est conjugué

— ou bien a un automorphisme,
— ou bien & une transformation birationnelle qui préserve une fibra-
tion rationnelle, de plus ||f™*| ~ n;
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— si f est un automorphisme et si (|| f™*||), n’est pas bornée, f préserve

une fibration elliptique ([46, 18, 20]) ;

— si f est un automorphisme qui préserve une fibration elliptique et si

(lf™|1)» est non bornée, alors || f™*|| ~ n?.
— si f préserve deux fibrations génériquement transverses, la suite
(Il f™|)n est bornée.

On a une situation analogue, et méme plus précise, pour le groupe
Aut[C?]. A partir du théoréme 2.5, Friedland et Milnor donnent une clas-
sification des automorphismes polynomiaux de C2. Avant de I’énoncer on
introduit le sous-ensemble H de Aut[C?] constitué des applications de type
Hénon, i.e. des automorphismes de la forme

f=0¢hi...hyot, ¢ € Aut[C?, h,; application de Hénon généralisée.

THEOREME 7.6 ([42]). — Soit f un automorphisme polynomial de C2.
On a lalternative suivante :

— ou bien f est conjugué a un élément de E ;

— ou bien f appartient a H.

On peut reformuler le théoréme 7.6 en utilisant le premier degré dyna-
mique : si f est un automorphisme polynomial de C2, alors :

— ou bien A(f) =1 (et f est conjugué a un élément de E) ;

— ou bien A(f) > 1 (et f est de type Hénon).

Soit f un automorphisme polynomial du plan complexe. A f on peut
associer le sous-arbre Fix(f) de 7 constitué des sommets et des arétes
fixés par l'action de f. Le théoréme 7.6 correspond aussi a ’alternative :
Fix(f) # 0 ou Fix(f) = 0; en effet le stabilisateur du sommet fE (resp.
du sommet fA, resp. de aréte fS) est le groupe fEf ! (resp. fAf 1, resp.
fSf=1). Lorsque f est dans H il existe une unique géodésique infinie, i.e. un
sous-arbre isomorphe & R, notée Geo(f), telle que 'action de f restreinte
a Geo(f) soit une translation.

Plus précisément on a la « dichotomie » suivante :

— ou bien f appartient & E & conjugaison pres,

— le premier degré dynamique de f vaut 1,
— la transformation f préserve une fibration rationnelle,
— le centralisateur de f est non dénombrable,
— l’ensemble Fix(f) est non vide;
— ou bien f est dans H,
— le premier degré de f est strictement supérieur a 1,
— I’élément f ne préserve pas de courbe rationnelle,
— le centralisateur de f est dénombrable,
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— l'ensemble Fix(f) est vide,
— l'application f admet une infinité de points périodiques hyperbo-
liques.
La situation est-elle la méme pour le groupe de Cremona ?

THEOREME 7.7 ([21]). — Soit f une transformation de Cremona entro-
pique. Si g est une transformation birationnelle de P?(C) dans Iui-méme
qui commute avec f il existe deux entiers m dans N* et n dans 7Z tels que

g =f".

Néanmoins contrairement au cas des automorphismes polynomiaux il n’y
a pas d’équivalence entre le fait d’étre entropique et d’avoir un centralisa-
teur dénombrable : considérons la famille de transformations birationnelles
(fa,3) donnée par

P2(C) - PA(C), (1 y: 2) = ((az + )2 : By(e +2) : 2(x + 2),

a, p[eCr
soit dans la carte affine z = 1
_[(ox+y
foéﬁ_ < JU—|—1 ,/63/)
Elle vérifie les propriétés suivantes :
THEOREME 7.8 ([35]). — Les fo, sont des twists de de Jonquiéres.

Supposons que « et 3 soient de module 1 et génériques.
Si g commute a f, g, alors g est une puissance de f, g ; en particulier le
centralisateur de f, g est dénombrable.

Les éléments ffy, 5 possedent deux points fixes p1, p2 et

— il existe un voisinage Vi de p1 sur lequel fq g est conjugué a (ax, By) ;
en particulier 'adhérence de I'orbite d’un point de V; sous I’action de
fa,3 est un tore de dimension 2 ;

— il existe un voisinage Vs de py tel que la dynamique de fiﬁ soit loca-
lement linéaire sur Vs, ; adhérence de 'orbite générique d’un point de
Vs sous laction de fz 5 est un cercle.

Remarque 7.9. — La droite z = 0 est contractée par f, g sur le point
(0:1:0) qui est lui-méme éclaté sur z = 0; la transformation f, g n’est
pas algébriquement stable, c’est pour cette raison qu’on a considéré fg 3
plutét que fq .

On va établir un résultat qui nous servira au paragraphe suivant.
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LEMME 7.10 ([30]). — Soient f et g deux transformations birationnelles
sur une surface S. Supposons que f et g soient virtuellement isotopes a
Pidentité. Si f et g commutent, il existe une surface S, une transformation
birationnelle ¢: S --» S et un entier k tels que

ofot, dgot € Awt(S) et pffoTh, dgFe! € Aut®(S).

Démonstration. — Par hypothése il existe une surface S, une transfor-
mation birationnelle (: S --» S et un entier n tels que ¢~ f™¢ soit un
automorphisme de S isotope & l'identité. Placons-nous sur S ; pour simpli-
fier on note encore f ’automorphisme ¢ 1 f™¢ et ¢ la transformation ¢ ~!g(.

Commengons par montrer qu’il existe n: Y --» S birationnel tel que
n~ 1%y soit un automorphisme de Y isotope a l'identité pour un certain
¢ et n~1gn soit algébriquement stable. On note v(g) le nombre minimum
d’éclatements nécessaires pour rendre g algébriquement stable. La preuve
procede par induction sur v(g).

Si v(g) est nul, alors n = id convient.

Supposons le lemme démontré pour les transformations f et g satisfaisant
v(g) < j; considérons un couple (f, §) vérifiant les hypothéses de 1’énoncé
et v(§) = j + 1. Puisque g n’est pas algébriquement stable, il existe une
courbe V' dans Exc(g) et un entier ¢ tels que §9(V) soit un point d’in-
détermination p de §. Comme f et § commutent, f* fixe les composantes
irréductibles de Ind(g) pour un certain entier k. Considérons x ’éclatement
de S au point p; ce point étant fixé par f*, d’une part k=1 f¥k est un auto-
morphisme, d’autre part v(x~1gx) = j. Alors, par hypothese de récurrence,
il existe n: Y --» S et £ tels que n~! f[n soit un automorphisme isotope a
l'identité et n~1gn soit algébriquement stable.

Posons f = n~'f‘ et § = n~'gn. La premiére étape consiste & consi-
dérer £, la contraction d’une courbe de Exc(g!) ; puisque les courbes
contractées par g~ ! sont, d’apres [37], d’auto-intersection négative et que f
est isotope a lidentité, elles sont fixées par f donc par e; fel La i-
éme étape consistant a répéter la premiere avec €,_1...€1 fal .. 8_ 1 et
€icl--. 51@?1_1 .. .5;_11, on obtient le résultat souhaité. D apres [37] le pro-
cédé termine. Toujours par ’argument de Diller et Favre, une puissance de
£~ 1ge est isotope & l'identité. O
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7.2. Caractérisation des courbes invariantes par certaines
transformations birationnelles

Au §5 on a évoqué larticle [38] sans en préciser les résultats ; le vocabu-
laire ayant été introduit, donnons quelques-uns de leurs énoncés.

THEOREME 7.11 ([38]). — Soient S une surface projective complexe et f
une transformation birationnelle sur S algébriquement stable et entropique.
Soit C une courbe connexe invariante par f.

La courbe C est de genre 0 ou 1.

Supposons que C soit de genre 1. Quitte a contracter certaines courbes
sur S, il existe une 2-forme w méromorphe telle que

- ffu=aw, aeC;

— et —C soit le diviseur de w.

La constante o est déterminée par la courbe C et la restriction de f a C.

Les auteurs s’intéressent aussi au nombre de composantes irréductibles
d’une courbe invariante par une transformation birationnelle sur une sur-
face rationnelle S. Ils montrent que, sauf dans un cas bien particulier, ce
nombre est borné par une quantité qui ne dépend que de S.

THEOREME 7.12 ([38]). — Soient S une surface rationnelle et f une
transformation birationnelle sur S algébriquement stable et entropique.
Soit C une courbe de S invariante par f.

Si I'une des composantes connexes de C est de genre 1 le nombre de
composantes irréductibles de C est borné par dim H>'(S) + 2.

Si toutes les composantes connexes de C sont de genre 0, alors :

— ou bien C a au plus dim H1(S) + 1 composantes irréductibles ;

— ou bien il existe une application holomorphe w: S — P!(C), unique

modulo automorphisme de P1(C), telle que C contienne exactement
k > 2 fibres distinctes de 7 et C compte au plus dim HM1(S) + &k — 1
composantes irréductibles.

8. Sous-groupes de type fini, sous-groupes nilpotents

Rappelons une conjecture énoncée dans le programme de Zimmer ([78]) :
un réseau d’un groupe de Lie réel simple connexe G ne peut pas agir fi-
deélement sur une variété compacte dont la dimension serait strictement
inférieure au rang réel de G. Motivé par cette conjecture on décrit, a 'aide
du théoreme 7.2, les représentations de certains réseaux dans le groupe de
Cremona.
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THEOREME 8.1 ([30]). — Soient I" un sous-groupe d’indice fini de SL3(Z)
et « un morphisme injectif de I' dans Bir(P?). Alors ¢ est, a conjugaison bi-
rationnelle prés, le plongement canonique ou la contragrédiente (u — u=1).

On en déduit une généralisation du théoreme 6.4.

COROLLAIRE 8.2 ([33]). — Soit ¢ un endomorphisme non trivial de
Bir(P?). II existe k un plongement du corps C dans lui-méme et 1 une
transformation birationnelle tels que

o(f) = (o), v f € Bir(P?).
Une autre conséquence est qu’une large classe de groupes ne se plonge
pas dans le groupe de Cremona; on a par exemple ’énoncé suivant.

COROLLAIRE 8.3 ([30]). — Soit I' un sous-groupe d’indice fini de SL,,(Z).
Dés que n est supérieur ou égal a 4, le groupe I' ne se plonge pas dans
Bir(P?).

Avant de signaler un résultat dii a Cantat qui traite une plus large classe
de groupes, rappelons qu'un groupe G a la propriété (T) de Kazhdan si
toute action continue de G sur un espace de Hilbert par déplacement uni-
taire a un point fixe global. Par exemple SL,,(Z) possede la propriété (T)
de Kazhdan dés que n > 3.

THEOREME 8.4 ([21]). — Soit I' un groupe infini non dénombrable de
transformations de Cremona. Si T a la propriété (T), il existe une applica-
tion birationnelle qui conjugue T' & un sous-groupe de Aut(P?(C)).

Dans le méme esprit on s’est intéressé aux sous-groupes nilpotents @ du
groupe de Cremona.

THEOREME 8.5 ([34]). — Soit G un groupe nilpotent ; supposons que G
ne soit pas abélien a indice fini pres. Soit « un morphisme injectif de G dans
Bir(P?). Le groupe G vérifie une des propriétés suivantes

— G est de torsion ;

— le premier groupe dérivé de G est abélien a indice fini prés.

On en déduit des obstructions & ce que certains groupes se plongent dans
Bir(P?).

COROLLAIRE 8.6 ([34]). — Soit G un groupe contenant un sous-groupe
nilpotent, non virtuellement métabélien et sans torsion. Il n’existe pas de
représentation fidéle de G dans le groupe de Cremona.

4. Soit G un groupe; posons GO = G et G*) = [G,G*=D] = (aba=1b"1|a €
G,be G(kfl)) pour k > 1. La longueur de G est le plus petit entier k pour lequel on a
G = {id}.
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8.1. Idée de la démonstration du théoréme 8.1

Pour simplifier, on va se restreindre au cas I' = SL3(Z), i.e. on considére
un plongement ¢: SL3(Z) — Bir(P?).

8.1.1. Quelques notions sur les groupes

Notons d;; la matrice de Kronecker de taille 3 x 3 et e;; = id + d;;.

PROPOSITION 8.7 ([74]). — Le groupe SL3(Z) a pour présentation
id sii#letj#k

<eija i # | (erzepern) =id, [egj en] = ey sii#letj= k>
e,;jl sit=1letj#k

Les e;; seront dits générateurs standards de SL3(Z).

DEFINITION 8.8. — On appelle k-groupe de Heisenberg tout groupe de
présentation

Hi = (f, g h|[f,h] = [g,h] =id, [f,g] =]h¥).

Par convention H; = H est un groupe de Heisenberg.

Le groupe SL3(Z) contient de nombreux groupes de Heisenberg; par
exemple le sous-groupe (ejs, e1s, €23) en est un. Plus généralement le
groupe engendré par trois générateurs « qui se suivent sur le dessin sui-
vant »

€23 €13
€21 €12
€31 €32

est un groupe de Heisenberg. Remarquons que sur la figure qui précede on
a:
— « e12 + ex3 = ey3 » ce qui traduit que [e12, ea3] = e13;
— « e12 + ey3 » nappartient pas au diagramme ce qui signifie que
[612, 813] =id.
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DEFINITION 8.9. — Soient G un groupe de type fini, {ai, ..., a,} une
partie génératrice de G et f un élément de G.

La longueur de f, notée |f|, est le plus petit entier k pour lequel il
existe une suite (s1,...,s;) d’éléments de {ay,...,an,a;",... a;'} telle
que f =5871...8.

Un élément f de G est distordu s’il est d’ordre infini et si la quantité

lim m est nulle.
k—-+o0

Exemple 8.10. — Le générateur h d'un groupe de Heisenberg est dis-
tordu. A partir des égalités [f,h] = [g,h] = id et [f,g] = h on obtient

[, g7] = h¥ Vp, g€N.

2
P
|h \gé

en résulte que | = fP gP]| < 4p d’ou l'inégalité .
1l 1 h? - -

En particulier les générateurs standards de SL3(Z) sont distordus.

8.1.2. Dynamique de 'image d’un groupe de Heisenberg

LEMME 8.11 ([30]). — Soient f un élément d’un groupe de type fini G
et ¢ un morphisme de G dans Bir(P?). Si f est distordu, le premier degré
dynamique de ¢(f) vaut 1.

Démonstration. — Soit {ai, ..., a,} une partie génératrice de G. Les
inégalités

M@(f))" < deg ¢(f)" < max(deg é(a;)) !

conduisent a
f’n
0 <10gM(6(1) < L og(max (dex oa:)).
k
Si f est distordu, la quantité lim |fT est nulle et le degré dynamique de

k—+oc0
¢(f) vaut un. O

D’apres le théoréeme 7.2 on a :

— ou bien t(e;;) est un twist de de Jonquieres ou d’Halphen donc en
particulier laisse une unique fibration (rationnelle ou elliptique) inva-
riante;

— ou bien ¢(e;;) est virtuellement isotope & l'identité.

Les relations satisfaites par les e;; assurent que si ¢(e;,;,) préserve une

unique fibration alors tous les ¢(e;;) la préservent. D’ou I'alternative
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— lun des ¢(e;;) laisse une unique fibration (rationnelle ou elliptique)
invariante ;
— tous les ¢(e;;) sont virtuellement isotopes & l'identité.

8.1.3. Fibration invariante

Rappelons une des propriétés satisfaites par les groupes de type fini ayant
la propriété (T) qui nous sera utile.

LEMME 8.12 ([30]). — Soient I" un groupe de type fini ayant la propriété
(T) et ¢ un morphisme de T' dans PGLy(C(y)) (resp. PGL2(C)). L’image
de ¢ est finie.

PROPOSITION 8.13 ([30]). — Soit ¢ un morphisme de SL3(Z) dans Bir
(P?). Si I'un des ¢(e;j) préserve une unique fibration, I'image de ¢ est finie.

Démonstration. — Notons &;; I'image de e;; par ¢; les différents géné-
rateurs jouent un roéle identique, on peut donc supposer, sans perdre de
généralité, que €15 préserve une unique fibration F.

Les relations satisfaites par les e;; (proposition 8.7) entrainent que F est
invariante par tous les &;;. Ainsi, pour tout &, il existe v;; dans PGLy(C)
et F': P2(C) — Aut(P'(C)) définissant F tels que F o &; = v;; o F. Soit ¢
le morphisme défini par

q: SLg(Z) — PGLQ((C), €ij > Vij.

Puisque SL3(Z) a la propriété (T) de Kazhdan, le lemme 8.12 assure que
im¢ est finie, i.e. ker¢ est d’indice fini donc en particulier possede la pro-
priété (T).

Si F est rationnelle, on peut supposer que l'image de ¢ est contenue
dans le groupe de de Jonquiéres ; par suite la restriction de ¢ a ker¢ est « a
valeurs » dans PGL2(C(y)), elle ne peut donc étre injective. Dans ce cas
¢(ker¢) est fini ce qui implique que im ¢ Pest aussi.

La fibration F ne peut étre elliptique ; en effet le groupe des transforma-
tions birationnelles qui préservent une fibration elliptique fibre a fibre est
métabélien et un sous-groupe d’indice fini de SL3(Z) ne peut pas I'étre. [

8.1.4. Factorisation dans un groupe d’automorphismes

Etudions le cas ot tout t(e;5) est virtuellement isotope & I'identité. Avec

des techniques similaires a celles utilisées pour établir le lemme 7.10 on
montre I’énoncé suivant.
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PRrROPOSITION 8.14. — Soit ¢ une représentation de Hj dans le groupe
de Cremona. Supposons que tout générateur standard de ¢(Hy) soit vir-
tuellement isotope & identité. Il existe une surface S, une transformation
birationnelle ¢: S --» S et un entier k tels que

ps(0)p~t € Aut(S) et ¢s(0)kp~t € Aut®(S), (e {f, g hl.

Ainsi les images de el,, €3 et ef; par ¢ sont, pour un certain n, des
automorphismes d’'une méme surface S; de plus quitte & changer n on
peut supposer que ¢(ef,), t(es) et t(e}y) appartiennent & Aut®(S) (propo-
sition 8.14).

Comme un automorphisme isotope a 'identité préserve les courbes d’auto-
intersection négative on peut supposer a conjugaison birationnelle pres et
indice fini prés que S est minimale, i.e. S = P?(C) ou P}(C) x P(C) ou F,,.
Rappelons que

Aut(P!(C) x P1(C)) = (PGLy(C) x PGLy(C)) x (y, x),
Aut(P?(C)) = PGL3(C)

et pour m > 1

Aut(Fp,) =
ax+ Ply) ay+b ‘ a b .
<my.
{<(cy+d)’”’cy+d . 4| €PGL2(C),a eC’, PeClyl,degP <m

Il n’y a pas de plongement de (efy, efs, eb;) dans Aut(P*(C) x P1(C))
donc S = P?(C) ou Fy,.

Si S = F,,, on peut montrer que U'inclusion ¢({e],, els, €5s)) C Aut(F,,)
entraine que

(e, i #£J )) C Aut[C?].

Alors [23] implique que ¢({ef}, i # j)) est nécessairement un sous-groupe
de PGL3(C).

Enfin lorsque S = P?(C) on obtient que si 'image par ¢ de (el, €7, e53)
est un sous-groupe d’automorphismes de P*(C), alors ¢({(e};, i # j)) lest
aussi.

8.2. Conclusion

D’aprés ce qui précéde I'image de tout générateur standard de SL3(Z)
est virtuellement isotope & l'identité et v(el,), t(ely) et ¢(els) sont, pour
un certain n, conjugués a des automorphismes d’une surface minimale S
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avec S = P?(C) ou S = F,,,, m > 1. On montre finalement qu’a conju-
?j
La restriction de ¢ a (ef;) se prolonge alors en un morphisme de groupe
de Lie de PGL3(C) dans lui-méme ([74]); par simplicité de PGL3(C), ce
prolongement est injectif et donc surjectif. Or les automorphismes lisses
de PGL3(C) s’obtiennent a partir des automorphismes intérieurs et de la

contragrédiente (théoreme 6.1); ainsi, & conjugaison linéaire pres, ¢|(en )
ij

gaison pres ¢({el’)) est, pour un certain n, un sous-groupe de PGL3(C).

coincide avec le plongement canonique ou la contragrédiente.

Soit f un élément de ¢(SL3(Z)) \ ¢({ef;)) qui contracte au moins une
courbe C = Exc(f). Le groupe (ef}) est distingué dans SL3(Z) ; la courbe C
1)) et par suite I'est aussi par l'adhérence de
Zariski de ¢((e}})), qui n’est autre que PGL3(C), ce qui est impossible. Il
en résulte que f appartient & PGL3(C) et que ¢(SL3(Z)) est inclus dans
PGL3(C).

est donc invariante par ¢({e

9. Alternative de Tits

Le groupe linéaire satisfait ’alternative de Tits.

THEOREME 9.1 ([75]). — Soient k un corps de caractéristique nulle et T
un sous-groupe de type fini de GL,, (k). Alors

— ou bien I' contient un groupe libre non abélien ;

— ou bien T' contient un sous-groupe résoluble ® d’indice fini.

Signalons que le groupe des difféomorphismes d’une variété réelle de
dimension supérieure ou égale a 1 ne satisfait pas l'alternative de Tits
(voir [44] et les références qui s’y trouvent). Par contre le groupe des au-
tomorphismes polynomiaux de C? vérifie 'alternative de Tits ([57]) ; Lamy
obtient cet énoncé & partir de la classification des sous-groupes de Aut[C?],
classification établie en utilisant I’action de ce groupe sur 7.

THEOREME 9.2 ([57]). — Soit G un sous-groupe de Aut[C?]. Une et une
seule des éventualités suivantes est réalisée.
— Chaque élément de G est élémentaire, on a alors 'alternative
— G est conjugué a un sous-groupe de E ou A ;
— G est abélien, G s’écrit UieN G; ou G; C Gy41 et chaque G; est
conjugué a un groupe cyclique fini du type {(ax,By)) avec «a,

5. Soit G un groupe; posons GO = G et Gk = [Gk-D qk-1] =
(aba= 0" a, b€ G<k’1)> pour k > 1. Le groupe G est résoluble s’il existe un entier k
tel que G(F) = {id}.

VOLUME 27 (2008-2009)



88 JULIE DESERTI

racines de I'unité du méme ordre. Chaque élément de G admet
un unique point fixe®) et ce point fixe est le méme pour tous les
élément de G. Enfin Iaction de G fixe un bout de I'arbre T .

— G contient des éléments de type Hénon et ceux-ci admettent tous la
méme géodésique auquel cas G est résoluble et contient un sous-groupe
d’indice fini isomorphe a 7Z.

— G posseéde deux éléments de type Hénon avec des géodésiques dis-
tinctes, G contient alors un groupe libre a deux générateurs.

En s’appuyant, entre autres, sur le théoréme 7.2, Cantat caractérise les
sous-groupes de type fini de Bir(P?); Favre a reformulé, dans [40], cette
classification de la fagon suivante.

THEOREME 9.3 ([21]). — Soit G un sous-groupe de type fini du groupe
de Cremona. Une et une seule des possibilités suivantes est réalisée.
— Tous les éléments de G sont virtuellement isotopes a l'identité, alors
— ou bien G est, a indice fini pres et conjugaison birationnelle pres,
contenu dans la composante neutre de Aut(S) ot S désigne une
surface rationnelle minimale ;
— ou bien G préserve une fibration rationnelle.
— G contient un twist de Jonquiéres ou d’Halphen et aucun élément en-
tropique auquel cas G préserve une fibration rationnelle ou elliptique.
— G contient deux éléments entropiques f et g tels que (f, g) soit libre.
— G contient un élément entropique et pour tout couple (f,g) d’éléments
entropiques, (f, g) n’est pas libre, alors

l1—kerp—CG-LHz—1

et ker p est constitué uniquement d’éléments virtuellement isotopes a
I'identité.

Une des conséquences est 1’énoncé suivant.

THEOREME 9.4 ([21]). — Le groupe Bir(P?) satisfait I'alternative de
Tits.

Un des ingrédients communs aux démonstrations des théoremes 9.1, 9.2
et 9.3 est le « lemme du ping-pong », critere utilisé de nombreuses fois par
Klein pour construire des produits libres (la formulation donnée ci-apres
est toutefois plus récente).

6. en tant qu’automorphisme polynomial de C2
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LEMME 9.5 (« Lemme du ping-pong »). — Soit G un groupe agissant
sur un ensemble X. Considérons I'y et I's deux sous-groupes de G et posons
' =(I'1,T'2). On suppose que :

— T’y (resp. I'z) compte au moins 3 (resp. 2) éléments,

— il existe Xy et X5 deux parties non vides de X telles que

Xy € Xy; VaeT\{id}, a(Xp) cX;;V3elx\{id}, A(Xy) C Xo.
Alors T est isomorphe au produit libre I'y x 'y de I'y et I's.

Démonstration. — Considérons le morphisme surjectif I'y *I's — I'. Soit
m un mot réduit, non vide, composé de lettres dans 'union disjointe de
r\{id} uT\ {id}

m = (a1)Bra282 . .. Be(ks1)-
Commencons par supposer que m soit de la forme

a1 fragfs ... Brogy-

Comme «;(X2) C X et 3;(X;) C X, on obtient m(Xs) C X; donc m # id.

Q;

Iy

U)FQ 1

Supposons maintenant que m soit du type Srasfs ... Bk. Soit o € 'y \
{id}, I’élément m est trivial si et seulement si ama™! = id; or d’aprés le
cas précédent ama ™! # id donc m # id.

Supposons désormais que m s’écrive ayfBiaafs... 0. Soit a € T’y \
{id, a1}, le mot m est trivial si et seulement si o 'ma = id ce qui est
exclu d’apres ce qui précede.

Finalement considérons ’éventualité ou m = Bias(s . . . i auquel cas m
1= alzl . ﬁfl I’est ce qui est impossible
d’apres ce qu’on vient de voir. O

est trivial si et seulement si m™
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1 2 1
Exemple 9.6. — Les matrices {0 1] et {2 (1)] engendrent un sous-

groupe libre de rang 2 dans SLy(Z). En effet, posons

n:{[(l) ﬂnnez}, PQ:{B ﬂnmez},

X1 = {(z,y) € R?||z] > [y[} et Xz = {(z,y) € R?*||z] < [y]}.

Considérons v un élément de I'y \ {id} et (z,y) un élément de Xs, on
remarque alors que y(x,y) est de la forme (z + my,y), avec |m| > 2; par
suite y(x,y) appartient & X;. De méme si v appartient a I's \ {id} et (z,y)
a Xy, I'image de (z,y) par v est dans Xs5. D’apres le lemme 9.5 on a

1 2] |1 0
<|:O 1:|,|:2 1:|>_F2—Z*Z—F1*F2.

De la méme maniére on obtient que
1 0
k1

b

engendrent un groupe libre de rang 2 dans SLy(Z) pour tout k > 2. Par
contre ce n’est pas le cas pour k£ = 1, les matrices

P

Exemple 9.7. — Deux matrices prises au hasard dans SL, (C), ou v dé-
signe un entier supérieur ou égal a 2, engendrent un groupe libre isomorphe
a Fy. En effet, soit F le sous-ensemble de SL, (C) x SL,(C) défini par

F ={(A, B) € SL,(C) x SL,(C) | (A, B) ~ F,}.

engendrent SLy(Z).

Le complémentaire 0F de F est une réunion dénombrable de sous-variétés
algébriques : & tout mot m = a™ b ... a"™b% réduit non trivial dans Fs,
on peut associer la sous-variété V,, d’équation A"t B“ ... A™ B% =id. Le
sous-ensemble F n’est pas vide : il contient

1 2 0

1
0 1 0
(AvB) = . )

0 1] 10 1
Ainsi CF est une union dénombrable d’ensembles algébriques de codimen-
sion > 1 strictement incluse dans SL, (C) x SL,,(C) ; la mesure de Lebesgue

2 0
1
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de CF est donc nulle. Autrement dit deux matrices prises au hasard dans
SL,(C) engendrent un groupe libre.

La stratégie de Cantat pour établir le théoreme 9.3 est la suivante.
On peut étudier certaines propriétés d’une transformation birationnelle en
considérant son action sur la cohomologie H?(X, R) o1 X désigne un modele
birationnel adéquat du plan projectif complexe. Le choix d’un tel modele
n’étant pas unique, Manin a introduit, dans [60], I'espace H*> de toutes
les classes de cohomologie de tous les modeles birationnels de P?(C). Le
groupe de Cremona agit isométriquement sur cet espace de dimension infi-
nie, Bir(P?) se plonge donc dans le groupe des isométries de H>. L’espace
H® est hyperbolique au sens de Gromov ; Cantat peut alors utiliser, entre
autres, un « argument de ping-pong ».

10. Automorphismes sur les surfaces rationnelles

Une surface compacte projective admettant un automorphisme d’entro-
pie positive est ou bien un tore, ou bien une surface K3 ("), ou bien une
surface rationnelle ([19]). Pour I’étude des automorphismes sur les sur-
faces K3 on renvoie a [20]. Il semble que les surfaces rationnelles possédant
des automorphismes d’entropie positive soient relativement rares : les pre-
mieres familles infinies de tels automorphismes sont connues depuis peu
([6, 7, 61]). Néanmoins c’est sur les surfaces rationnelles que les automor-
phismes d’entropie positive sont les plus abondants au sens ou elles pos-
sédent des familles de dimension arbitrairement grande ([8]). Les travaux
cités se concentrent sur les surfaces obtenues en éclatant P?(C); ceci est
justifié par le théoreéme suivant de Nagata : soient S une surface rationnelle
et f un automorphisme sur S tel que f, soit d’ordre infini. Il existe une
suite finie d’éclatements 7;41: Sj41 — S; telle que

S; = P*(0), Sn+1 =S, Tj+1 éclatement de p; € S;.

Néanmoins une surface obtenue a partir de P?(C) apres une suite générique
d’éclatements n’a pas d’automorphisme non trivial ([55]). La classification
des automorphismes sur les surfaces rationnelles est un probléme ouvert.

7. Une surface K3 est une surface S complexe, compacte, simplement connexe, a fibré
canonique trivial. En particulier il existe une 2-forme holomorphe w sur S qui ne s’annule
pas; w est unique a multiplication prés par un scalaire non nul. Toute surface quartique
lisse dans P3(C) est une surface K3. Tout revétement double de P2(C) ramifié le long de
courbes sextiques lisses est une surface K3.
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Rappelons que Pic(P?(C)) ~ Z. Soient 7: S — P?(C) I'éclatement d'un
point p de P?(C) et E le diviseur exceptionnel. Les fonctions rationnelles
sur S sont par définition les tirés en arriére par m des fonctions rationnelles
sur P?(C). Par suite Pic(S) est engendré par E et le tiré en arriere d'une
droite L de P?(C). Plus généralement on a I’énoncé suivant.

THEOREME 10.1. — Soient py, ..., px des points distincts de P?(C).
Notons: S — P?(C) la suite d’éclatements des p;. Si E; = m~'p; désignent
les fibres exceptionnelles et L une droite générique de P?(C), alors

Pic(S)=ZE1 ® ... @ ZEN ® Z7*L.

Exemple 10.2. — Reprenons ’exemple 3.2 ainsi que les notations intro-
duites. On va déterminer I'action de 73, sur Pic(X3) dont une base est,
d’apres le théoréme précédent, {L, E1, E2, E3}. On a vu déja vu que

E1—>E1, E2—>E’27 E3—>@:{$:0}

On remarque que L = O est un élément de Pic(P?(C)). Apreés le premier
éclatement on a L = © + Ey € Pic(&}). Le centre du second éclatement est
© N E; € X ainsi, par tiré en arriére, on obtient deux copies de Fy d’ou
L =0 + E; + 2E; € Pic(A). Enfin, on éclate un point de Es \ (O U Ey);
par suite

L = O + Ey + 2B, + 2E; € Pic(Xs).

Maintenant considérons L = {apz + a1y + a2z = 0}; on constate que
7L = {apz? + a1zy + az(—zz + y?) = 0} qui est de degré 2. Il en résulte
que 7"L = 2L — Y~ m; E;. Déterminons les m;. Pour m; on tire en arriére
{ = apx + a1y + azz par 7wy ; on trouve agé2s® + ar1€s? + ax(—E&s + s%) qui
g’annule & ordre 1 sur E; = {s = 0} d’ot m; = 1. Un calcul montre que
{rmymy (vesp. drmimems) s'annule & Vordre 2 (resp. 3) sur Ey = {u = 0}
(resp. E3); autrement dit ms = 2 et m3 = 3.

Il en résulte que

L—>L—E1—2E2—3E3,
Ey — Ey, Ey — Es,
E3—>@=L—E1—2E2—2E3;

2 00 1

autrement dit 7% est donné par | 10 -1 .
3 -2 0 1 =2
-3 0 0 -2
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Soient S une surface obtenue en éclatant P?(C) en un nombre fini de
points et f un automorphisme sur S; on a

H*(S;C) = H(S;C) @ H!(S; C) @ HA(S; C).

L’application f* agit sur chacun des facteurs. La dimension de H? est le
nombre de composantes connexes, ici 1, et f|*H°(S'(C) =1id. OnaH%(S;C) ~ C
et fﬁi“ (s;c) est la multiplication par deg f = 1. Ainsi si S est obtenue en
éclatant P2(C) un nombre fini de fois et si f est un automorphisme de S,
alors

Per, =2+ trace (fjji1)

ou Per,, désigne le nombre de points périodiques de période n comptés avec
multiplicité.

Une variété kahlérienne M est une variété hermitienne M (i.e. une variété
complexe munie d’'une métrique hermitienne h) telle que la 2-forme w =
—im A soit fermée.

Exemple 10.3. —

— Puisque toute sous-variété d’une variété kdhlérienne est kéhlérienne
et que la métrique de Fubini-Study sur P*(C) est kdhlérienne toute
variété algébrique projective est k&hlérienne.

— Soit A un réseau dans C"; le tore C" /A est une variété k&hlérienne.

— Toute surface de Riemann est une variété kiahlérienne.

THEOREME 10.4 ([37]). — Soit f un automorphisme sur une surface
kéahlérienne tel que \(f) > 1. Alors \(f) est une valeur propre de f* avec
multiplicité 1 et c¢’est I'unique valeur propre de module strictement supé-
rieur a 1.

Si n est une valeur propre de f* soit n vaut A(f) ou 1/A(f), soit |n| = 1.

De plus \(f) est un nombre de Salem.

A partir d’une transformation birationnelle f sur le plan projectif com-
plexe; peut-on trouver une suite d’éclatements m: X — P?(C) telle que
I’application induite fy soit un automorphisme? Si f n’est pas un auto-
morphisme il existe une courbe C contractée sur un point p; ; la premieére
étape consiste & éclater le point p; via 71: X3 — P2(C). Il se peut que tout
se passe pour le mieux et que I’application induite fx, ne contracte pas C
sur un point mais I'envoie sur F7; mais si p; n’est pas d’indétermination
alors fx, contracte F; sur py = f(p1)... Ainsi cette procédure qui consiste
a éclater un nombre fini de points ne porte pas ses fruits si f n’est pas
algébriquement stable.
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Considérons par exemple la famille de transformations birationnelles étu-
diée dans [7] donnée par

f:P3(C) -+ P*(C), (z:y:2)+ (z(bx+y):2(bx+y): zlax + 2)).

La transformation f contracte trois droites : ©g = {z = 0}, O =
{y + bz =0} et ©, = {ax + 2z = 0} sur respectivement p; = (0:1:0),
p2=(0:0:1) et g=(1:—a:0). Les points d'indétermination sont ps,
p1 et m = (1:—b: —a) qui sont respectivement éclatés sur O, Op et O¢.
Soit : Y — P?(C) léclatement de p; et pe. On peut vérifier que ni O, ni
O3 sont exceptionnels pour fy ; plus précisément on a

(10.1) O3 — Ey —» 09 — E; — Op = {z=0}.

De plus ©, est la seule courbe exceptionnelle et m le seul point d’indéter-
mination de fy. Déterminons fy,. Une base de Pic(Y) est {L, Ey, Es}. La
droite ©p contient un seul centre d’éclatement, p;, donc ©p = L — Fj.
De méme ©g contenant p; et po on a ©g = L — E; — Fs. Une droite gé-
nérique intersecte ©g, ©g et O ; donc I'image de L par f est une conique
passant par 'image de chacune de ces droites a savoir p1, ps et ¢. Par suite
fysL = 2L — By — E5. A laide de (10.1) on obtient que fy, est donné

2 1 1
par la matrice M = [—1 —1 —1| dont le polynéme caractéristique est
-1 0 -1
t3 —t — 1. Soient D une droite et {D} sa classe dans Pic(Y). Si DU fyD
1 2
ne contient pas m, alors f2D est donné par M? |0 = | 0 | = 2L — E»,
0 -1

autrement dit 2D est une conique qui intersecte Ey mais pas E;. De méme
si m n’appartient pas 4 DU fyDU f2D alors foD est une cubique intersec-
tant F et Fo avec multiplicité 1. Si m n’appartient pas a DU...U f{}le7
les itérés de fy sont holomorphes au voisinage de D et (f5)"L = {f¢D}.
Les parameétres a et b sont génériques si m n’appartient pas a U;io f{}D.
Pour a, b génériques on a (f5)" = (f¢)* et A(fy) est la plus grande racine
en module du polynéme ¢> — ¢t — 1. Soit V,, le sous-ensemble de C? défini
par
V= {(a,0) € C*| f5(q) # m, 0 < j <n, f{q=m}.

Remarquons que si le couple (a, b) n’appartient pas a V,, alors A\(fy) est la
plus grande racine en valeur absolue de t3 —t — 1 dont on remarque qu’elle
n’est pas un nombre de Salem. Il s’en suit que fy n’est pas un automor-
phisme modulo une suite finie d’éclatements. Réciproquement supposons
que (a,b) soit dans V, ; notons Z la surface obtenue en éclatant les points
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q, fy(q), ..., f#(g) = m. On peut montrer que la transformation induite fz
est alors un automorphisme. Ainsi f est un automorphisme sur un modele
birationnel a P?(C) si et seulement si (a,b) appartient a V,,. En étudiant
fz« on obtient que si (a,b) appartient a V,, le polynoéme caractéristique de
la matrice de fz, est 2" (2® —x — 1) + 2% + 22 — 1. Le premier degré dy-
namique de f est la plus grande racine en valeur absolue de ce polynéme ;
il est strictement supérieur a 1 dés que n > 7. Dans esprit de [38] Bedford
et Kim étudient les courbes invariantes par f ainsi que la dynamique de f
(voir [7]).

Apres soumission de l'article, Cantat et Lamy ont annoncé dans [24] la
non simplicité du groupe de Cremona.

11. Le groupe de Cremona est-il simple ?

Rappelons qu’un groupe est simple s’il ne possede pas de sous-groupe
distingué non trivial. Commengons par remarquer que Aut[C?] n’est pas
simple ; soit ¢ le morphisme de Aut[C?] dans C* qui & f associe det jac f.
Le noyau de ¢ est un sous-groupe normal propre de Aut[CZ?]. Dans les
années 1970, Danilov établit que ker ¢ n’est pas simple ([28]). A laide de
résultats de Schupp sur la théorie des petites simplifications ([71]) il montre
que le sous-groupe normal (®) engendré par I’automorphisme

(ea)'?, a=(y,—x), e=(z,y+ 3z° — bat)

est strictement contenu dans Aut[C?].

Plus récemment Furter et Lamy ont donné un énoncé un peu plus précis
que celui de Danilov. Avant de 1’énoncer introduisons une longueur ¢(.)
pour les éléments de Aut[C?].

— Si f appartient & ANE, alors £(f) = 0;

— sinon £(f) est entier minimal n pour lequel f s’écrit g ... g, avec g;

dans A ou E.
L’élément exhibé par Danilov est de longueur 26.

On note que £(.) est invariant par conjugaison intérieure, on peut donc
supposer f de longueur minimale dans sa classe de conjugaison.

THEOREME 11.1 ([43]). — Soit f un élément de Aut[C?] de déterminant
jacobien 1. Supposons que f soit de longueur minimale dans sa classe de
conjugaison.

8. Soient G un groupe et f un élément de G ; le sous-groupe normal engendré par f
dans G est (hfh™! | h € G).
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— Si f est non trivial et £(f) < 8, le sous-groupe normal engendré par f
coincide avec le groupe des automorphismes polynomiaux du plan de
déterminant jacobien 1 ;

— si f est générique® et ((f) > 14, le sous-groupe normal engendré par
f est strictement contenu dans le sous-groupe de Aut[C?] formé des
éléments de déterminant jacobien 1.

Le groupe de Cremona est-il simple ? Cette question a été abordée dans
[47, 27] mais reste ouverte.
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