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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBERY-GRENOBLE
1985-—-1986 (35—93)

TWISTEURS ET APPLICATIONS HARMONIQUES
EN DIMENSION 4

par Paul GAUDUCHON

Ce texte constitue les notes considérablement d'une conférence donnée &
1'Institut Fourier en décembre 85 .

I1 se compose de trois parties plus ou moins autonomes .

La premiére partie développe le cadre géométrique de la théorie des twis-
teurs dans le cas plat (gu sens conforme), c'est-3-dire la théorie géné-
rale & 1'ordre 1

Elle y est exposée pour ses mérites propres autant que pour ses applica-
tions @ 1la géométrie riemannienne développées dans les deux autres parties.
En particulier, nous présentons un cadre commun pour les cas euclidien

et minkowskien (et aussi celui d'un univers de signature (2,2) ), en
soulignant les différences substantielles qui distinguent les deux situa-
tions dans la relation espace de twisteurs projectifs-univers réel .

La présentation adoptée suit d'assez prés le premier chapitre de [Wl]

en évitant toutefois l'usage de coordonnées .

La théorie des twisteurs,au stade préliminaire qui est présenté ici, con-
siste pour 1l'essentiel 3 &tablir un codage d'une situation géométique

(l1a géométrie conforme de 1l'univers réel) par une autre (la géométrie
complexe de 1'espace des twisteurs).

En particulier, elle constitue un cadre d'oll surgissent spontanément les
“petits isomorphismes" entre groupes de Lie de basse dimension (sur ce

point, le lecteur pourra aussi se référer 3 [Sa)).

Dans la seconde partie, nous exposons la construction de 1'espace des
twisteurs (projectifs) au-dessus d'une vari&té riemannienne, qui se pré-
sente, contrairement au cas minkowskien, comme une extension facile du
cas plat développé dans la premiére partie .

L'exposé est 3 peu prés auto-suffisant . Les démonstrations proposées -

différentes de celles de [A-H-S] qui, pour la dimension 4, est le texte
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de référence- sont de nature élémentaire et plus ou woins folkloriques,
reprises en partie du Séminaire 81-82 de 1'Ecole Polytechnique (impublié

& ce jour) , en particulier des Exposés de J.P.Bourguignon .

La troisiéme partie aborde (enfin) le sujet indiqué par le titre .
Elle développe essentiellement les trois points suivants :

a) Traduction holomorphe, via 1l'espace des twisteurs de la variété-
but, des applications harmoniques d'une surface de Riemann dans une varié-
té riemannienne orientée de dimension 4 (théorie des pseudo-immersions
superminimales).

b) Existence et construction explicite d'immersions minimales (en fait,
superminimales) de toute surface de Riemann compacte dans la sphére SA
au moyen de la correspondance de Bryant .

c¢) Théorémes de non-injectivité des applications harmoniques de la

sphére de Riemann S2 dans SA ou dans le plan projectif complexe CPZ.

Le parti adopté tout au long du texte a été de n'utiliser, dans la mesu-
re du possible, que des techniques de géométrie différentielle &lémentai-
res (connexions, crochets de champs de vecteurs etc...).

Le résultat est un texte long, mais, je l'espére, de lecture aisée.
L'ensemble a beaucoup bénéficié de conversations avec J.Lafontaine et

S.Salamon .

Je remercie vivement 1'Institut Fourier pour 1'hospitalité qu'il m'a of-

ferte 3 moi-méme dans ses murs et 3 ce texte dans ses Notes de Séminaire.
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§1. TWISTEURS PLATS.

I. L'UNIVERS COMPLEXE ET SA STRUCTURE CONFORME.

1. Nous considérons un espace vectoriel complexe T de dimension 4,
1'espace des twisteurs.
Par commodité, nous fixons un €lément de volume complexe dans T, {i.e.
un €lément non-nul n de AaT . Nous noterons S2(T,n) le groupe des
automorphismes C-linéaires de T qui préservent n .
A partir de l'espace des twisteurs .T nous fabriquons deux variétés com-

plexes compactes de dimensions respectives 3 et 4 , 1'espace des twis-

teurs projectifs P(T) , noté Z, et la grassmannienne G des 2-plans

(complexes) de T, que nous appelons l'univers complexe .

2. Au-dessus de G nous considérons la suite exacte de fibrés vecto-

riels holomorphes
(S) O » E =+ G6xT » F -» 0
oi E est le fibré tautologique qui, en PE€G, admet le 2-plan P

pour fibre, et GxT est le fibré trivial de fibre T, F 1le fibré de
fibre T/P en P .

Le fibré tangent (holomorphe) TG de G s'identifie naturellement au
fibré Hom(E,F)= FEE .

L'isomorphisme peut etre explicité comme suit : & X GTPG nous associons

1'homomorphisme £ de P dans T/P :

1) uceP > 1(0) € modulo P ,

ol P(1) est une courbe holomorphe de G déterminant X ( P(0)=P, P(0)=X),
u(1) un relévement (holomorphe) quelconque dans T de P(7), u(0)=u,

a(0) la dérivée, au sens ordinaire, de u par rapport @ T .

Ainsi, pour tout P de G, on a 1'identification

(2) Tpcﬁ Hom(P,T/P) .

3. L'univers complexe G est muni naturellement d'une structure con-

forme complexe (=holomorphe).
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Le cone de lumidre correspondant Q est défini, au point P, par

(3) QG - {x€e TPG = Hom(P,T/P) | X est de rang < 2} .

La forme quadratique holomorphe associée est le déterminant qui prend
ses valeurs dans le fibré en droites holomrphe A de fibre Hom(AzP,Az(T/P)).

4. Pour caractériser géométriquement ce fibré, nous introduisons une
seconde description de 1l'univers complexe fondée sur 1l'observation que
2P peut €tre considéré comme une droite complexe de 1'espace AZT
-que nous noterons V. dans la suite- et determine entiérement le 2-plan
P .

L'univers complexe G apparalt ainsi comme la quadrique de 1'espace pro-

jectif P(V) déterminée par

(4) = {[elJeP(Vv) | oea¢t=01} .

2

-~

ol & note un élément de V et [¢] = A
de P(V)) qu'il détermine.

On observe que le produit extérieur ¢A¢ peut €tre considéré, via n , com-

P la droite complexe (=1'éElément

me une forme quadratique scalaire (complexe) sur V, que nous noterons q .
Nous désignerons désormais;, de fagon générique, par ¢ un &lément de la droite
AZP » €galement notée [¢] , de vV, identifiée au 2-plan P de T .

L'espace tangent T,G est maintenant susceptible d'une nouvelle descrip-

tion comme sous-espace (complexe) de TP(P(V)) :

(5) TPG = Hom([ﬁ],ﬂ°/[°]) € Hom([¢] 'V/[¢] ) = TP(P(V)) ,

ol H, est 1'hyperplan de V constitué des 2-formes ¥ telles que
PAY = O .

L'isomorphisme (5) est décrit comme suit : @ X¢ TPG nous associons
1'homomorphisme £ de [¢] = A2 dans H°/[°] :

N

(6) o €r%p -E» $(0) modulo ¢

oi ¢(1) est un reldvement holomorphe quelconque de P(1) dans V = AZT,
¢(0)=¢, et $(0) sa dérivée en zéro (puisque &(T)A®(1)=0, V1, la dérivée

5(0) appartient bien 3 Ho ).



Twisteurs en dimension 4 39

5. Soit N 1le fibré normal T(P(V))|G/TG de G dans P(V).

De (5) , nous déduisons 1l'identification

¢ N, = Hom([¢],V/H,) .

L'espace V/H0 est susceptible de deux identifications naturelles qui

renvoient respectivement aux isomorphimes (2) et (5) :

®) /B, = A2(1/p) = Np= Hom(Ap,A%(T/P)),

i.e. N s'identifie au fibré 4 précédemment introduit, et

via p -
9 V/iH, =1[e)7 = N, = [o)70le)*

i.e. N s'identifie naturellement au carré tensoriel du dual de la res-
triction L du fibré tautologique de P(V) .

De (8) , nous voyons que la structure conforme complexe de G est une

forme quadratique holomorphe (non-dégénérée) d& valeurs dans le fibré nor-
mal de G dans P(V) .

REMARQUE. La classe de Chern de L = AZE est le générateur négafif de
HZ(G,Z)tz . En particulier, N= L* @ I* n'est pas trivial (ni comme fibré
vectoriel holomorphe, ni méme comme bibré vectoriel complexe) et il n'exis-
te sur G aucune métrique complexe (=forme quadratique holomorphe scalai-
re non-dégénérée) compatible avec la structure conforme.

Une telle métrique n'existe que si les fibrés tangent et cotangent sont
isommorphes (comme fibrés vectoriels holomorphes).

6. Le passage des isomorphismes (2) et (5) de T G est illustré par

P
le triangle commutatif

X€ET G

/ .
P
\ EG Hom([ ¢] ,H 0/[0:?

avec
(10) o) = E(u) Av + u A EW)

pour uet v dans T tels que ¢=u AV,
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On a donc

(11) ¥(8) A F(8) = 20 A det(d)

ol le terme de droite est bien défini puisque detf (¢) appartient 3

AzT modulo “Q .

Ainsi, la structure conforme de G, ,vue comme forme quadratique & valeurs
dans N version (9), n'est autre que le produit extérieur gxg(vu,par (11),

comme une forme quadratique sur le fibré L ,via n).

7. Pour ¢ fixé dans AzP, 1'espace tangent TG s'identifie, par (5),
a8 1l'espace quotient H¢/[°] et le cOne de lumidre Q 8 1l'ensemble des
€léments de HQ/ [p Pe carré extérieur nul.

Nous réalisons ainsi le cOne de lumiére QP en P dans G par l'isomor-
phisme

via le choix de ¢ dans AZP

ol [HO] » 1'hyperplan projectif de P(V) associ& & H
projectif tangent @ G en P .

o ©5t 1'hyperplan

Le cone de lumilre réalisé en G est l'ensemble des 2-plans de T qui

rencontrent P .

Pour P'€ p P' ¥ P, la droite projective de P(V) déterminée par P
a

et P' est entiérement contenue dans QP et constitue une gfodésique

nulle de la structure conforme (ou rayon lumineux complexe).

Chaque rayon lumineux complexe Y de G est déterminé par un couple

(x, I) ol x est une droite complexe et I un 3-plan complexe de T
contenant x, ou encore, x est un point de l'espace des twisteurs projec-
tif Z et un plan projectif de Z contenant x .

Les €léments de Y sont les 2-plans complexes de T contenant x et
contenus dans I , ou encore, puisque les points de G sont les droi-

tes projectives de Z, les droites projectives passant par x et conte-

nues dans le plan projectif I .

8. Ceci nous raméne & l'espace des twisteurs projectifs Z que nous
avons négligé jusqu'a présent .
L'objectif est de coder la structure conforme complexe de 1l'univers com-
plexe en termes ne faisant intervenir que la seule structure de variété

complexe de 1l'espace des twisteurs projectifs Z ainsi que la famille
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des droites projectives considérées avec leur seule structure de sous-va-

riétés complexes de Z .

9. Nous noterons, de fagon générique, D 1la droite projective de 2
associée au 2-plan P (qui est lui-mé€me un point de G ).

Le cOne de lumiére lu dans 2Z, est constitué des droites projecti-

P *
ves de Z qui rencontrent D .

Pour lire le cone de lumidre (infinitésimal) QP dans Z, il nous faut
d'abord lire l'espace tangent TPG .

Considérons le fibré normal ND de D dans 2, i.e. le quotient TZID/TD’
oi TD est le fibré tangent (holomorphe) de D et TZlD la restriction

8 D de Tz .

PROPOSITION. 11 existe un isomorphisme naturel

(12) TG = H°(D,ND)

ol H°(D,ND) note 1'espace des sections holomorphes de N . Le cBne de lu-

miére QP s'identifie & 1'ensemble des sections holomorphes de ND qui

admettent un zéro sur D .

Démonstration. Pour x €D, on a

T 2= Hom(x,T/x) et D = Hom(x,P/x)
de sorte que
N:: = Hom(x,T/P) = T/P #@ & .

s LD note le fibré tautologique sur D ,vue comme la droite projective

P(P), on a donc
D D»

(13) N =T/p® (L)

oi T/P note le fibré trivial de fibre T/P au-dessus de D .

I1 est bien connu que 1l'espace des sections holomorphes du dual du fibré

tautologique d'un espace projectif complexe P(W) s'identifie au dual w.

Ainsi,

o.N) = /P 2 OO, ) =T/P 0 B,
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qui prouve la premiére partie de la Proposition (via (2)).

La seconde s'en déduit immé&diatement.

Nous avons ainsi respecté les prescriptions formulées plus haut, car ND
et HD(D,ND) ne dépendent que de la structure de sous-variété complexe
de D dans Z .

10. Les automorphismes de variété complexe de 2 sont linéaires :
chacun est induit par un automorphisme C-linéaire de T , que 1l'on peut
choisir dans S2(T,n). Ce dernier groupe est un revétement 3 4 feuillets
du groupe AutZ=PGR(T).

Chaque &lément de S2{T,n) induit un automorphisme C-lin&aire de V'AZT
qui préserve la forme quadratique q, donc un Elément du groupe orthogonal

complexe O0(V,q) .
Le quotient 0(V,q)4iT} , o 1 est 1l'identité, apparait comme le groupe

des automorphismes de 1l'univers complexe G & la fois comme variété com-

plexe et comme variété complexe munie de sa structure conforme complexe.

Les deux groupes PGL(T) et O(V’Q)lﬁtl} sont isomorphes et 1'homomor-
phisme

2:1
(14) p: SL(T,n) =+ 0(V,q)

est un revétement & deux feuillets, identifiant S2(T,n) au groupe spino-
riel Spin(V,q).
En composantes, on a

2:1
(14)" p: S&(4,C) ~+ 0(6,0C)

11. Choisissons un 2-plan Po comme origine dans G et un 2-plan

supplémentaire & 1'infini P .
L'ouvert U =G - 6; , constitué des 2-plans d'intersection nulle avec

B , s'identifie @ 1'espace vectoriel Hom(Po,Po) : 3 A Bom(Po,-l:’)
est associé le 2-plan P, constitué des &l&ments {u + Au |u EPO} .

L'espace tangent TP G s'identifie lui-méme & Hom(Po,g’), et cette iden-
tification est liée % 1'isomorphisme (2) par

A(0) N
(15) P - P > P > T/PA .
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Le £ibré A de fibre Hom(AzPA,Az(T/PA)) est lui-méme identifié, sur

l'ouvert U ,au fibré trivial U x Hom(AzPo,AzPe), transformant ainsi,

sur U, la structure conforme complexe de G en la métrique holomorphe

plate canonique de Hom(Po,Pw) qui, 3 tout homomorphisme, associe son

déterminant .

L'univers complexe G est donc le compactifié conforme de 1'univers plat

complexe 3 4 dimensions, obtenu en lui adjoignant son cone de lumigre
8 1'infini.

Son groupe d'automorphismes O(V,q)/{+1}- 0(6,C)/{+I } est le groupe de

Mce bius complexe :1(4,C).

Au vu de (14)', nous pouvons dire que l'espace des twisteurs (plats) T
est l'espace de représentation C-linaire fondamental du revétement uni-

versel (3 deux feuillets) du groupe de Mce bius complexe M(4,C) .

Remarque. Donnons-nous une structure hermitienne (définie positive) sur T,
compatible avec .

La restriction de la forme quadratique q & l'espace des E€léments auto-
duaux de V = AZT ( =invariants par l'opérateur » de Hodge C-antiliné-
aire associé) est réelle et définie positive.

De (14)', nous déduisons alors l1l'homomorphisme de revétement

(16) suca) 231 S0(6)

qui identifie le groupe spécial unitaire SU(4) au groupe Spin(6).

12. Nous nous proposons de faire surgir, & 1'intérieur de 1l'univers

complexe G, des formes réelles (compactes) munies, par restriction de

la structure conforme complexe de G, d'une structure conforme réelle

de signature (2,2),(3,1) ou (4,0), au moyen d'un enrichissement de la s
structure de l'espace des twisteurs T.

Par I.11, chacun de ces espaces est le compactifié conforme de 1l'espace
plat de signature correspondante.

Nous insisterons particuliérement sur le cas euclidien (signature (4,0))
qui se préte le plus facilement 3 g&néralisation dans le cas non-plat.
Dans le cas des trois signatures, la structure additionnelle de T abou-
tit 3 une structure réelle de V = AZT pour laquelle la restriction de
la forme quadratique q & l'espace des &léments réels est de signature

(3,3), (2,4) et (5,1) respectivement.
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II. L'UNIVERS REEL DE SIGNATURE (2,2).

1. Nous considérons, sur l'espace des twisteurs T , une structure réelle

T (=un automorphisme C-antilinéaire de T de carré +1) telle que 1'élé-
ment de volume n soit réel, i.e. identifié 3 un élément nR de Aa(TR)
ol TR est l'espace des éléments réels de T .

Cette structure réelle induit une structure réelle sur V=A2T .

La variété GR
(réels) de TR , canoniquement plongée dans G en identifiant chaque 2-plan
PR de TR avec son complexifi€ P dans T = TR e C.

Pour l'espace tangent TPGR, nous avons, de méme, 1'identification

des éléments réels de G est la grassmannienne des 2-plans

R R R
a17) TPG = Hom(P ,T /PR) c TPG Hom(P,T/P)
Par restriction de la structure conforme complexe de G, nous obtenons,
sur GR, une structure conforme réelle de signature (2,2), donnée, en coor-

données, par

(18) (: 2) dgt ab-cd , a,b,c,d R .
Le cdne de lumidre réel Qi en P est l'ensemble des homomorphismes (ré-
els) de PR dans TR/PR de rang inférieur & 2 .

2. La restriction qR de q au sous-espace VR = AZ(TR) des Eéléments
réels de V est une forme quadratique réelle de signature (3,3) : ses é-
léments propres sont les €l&éments autoduaux et anti-autoduaux de AZ(TR)
pour toute structure euclidienne de TR compatible avec nR.

L'univers réel G" est donc une quadrique de l'espace projectif réel P(VR)
de signature (3,3).
Comme teile, il est difféomorphe au quotient Szxszl{il} .

3. Pour P§ et Ri deux 2-plans supplémentaires de TR , nous voyons,

comme en I.11 , que 1l'univers réel st le compactifié conforme de 1'es-

pace vectoriel réel HomR(Pi,PEQ = GR-Q§ pour la métrique plate associée
[- -]

au determinant.

Le groupe de transformations conformes de GR, i.e. 1le groupe de Moebius
M(GR), est le sous-groupe O(VR,qR)/{il} du groupe de Moebius complexe
O(V,q)/{il} (cf.1.11).

De (14) , nous déduisons 1'homomorphisme de revétement
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R 2:1

(18) ot sa(th, By > SOO(VR,qR

)

oli, ici comme dans la suite, SOo désigne la composante connexe de 1'iden-
tité du groupe orthogonal.
En composantes, cet homomorphisme s'écrit

R 2:1
(18)* p : S2(4,R) -+ 500(3,3) = M°(2,2)

ol Mo(2,2) note la composante connexe de 1'identité du groupe de Moebius

en signature (2,2).

4, L'espace des twisteurs projectifs Z est lui-méme le complexifié
de la variété réelle ZR=P(TR) .
Les relations entre ZR et GR sont le calque réel de celles de Z et G :
les points de GR sont les droites projectives (réelles) de ZR , celles-
cl se rencontrent si et seulement si les points correspondants de GR sont

1iés par un rayon lumineux etc... .

I1I. L'UNIVERS MINKOWSKIEN.

1. Nous partons, cette fois, d'une structure hermitienne h de signature
(2,2) sur l'espace des twisteurs T , compatible avec n (n= e Aey Aeqhe,
ol {ei} est h-orthonormée ) .

La structure hermitienne h induit, sur 1'algébre extérieure de T , un
opérateur * C-antilinéaire , défini par

(19) aA %8 = h(a,B) n , a,B€ Ai'r, i=0,...,4,

dont la restriction a AZT est un anti-automorphisme de carré +1 , donc
une structure réelle de AZT .

L'espace des éléments réels , c'est-d-dire #*-autoduaux, de V est noté V%,
La variété M des points réels de G est exactement la variété des 2-plans
h-isotropes de T (tels que la restriction de h soit nulle).

Nous obtenons ainsi, pour 1l'espace tangent TPM , 1'identification :

(20) TpM = Homa(P,T/P) c TpG = Hom(P,T/P) .

ol Homa(P,T/P) est l'espace vectoriel (réel) des homomorphismes anti-her-
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mitien de P dans T/P , Vérifiant la relation
(21) h(Au,v) + h(u,Av) = 0 , u,v € P .

(A noter que (21) n'a de sens que pour un 2-plan P h-isotrope puisque
A prend ses valeurs dans T/P).

Par restriction de la structure conforme complexe de G, nous obtenons,
sur M , une structure conforme réelle de signature (3,1), donnée, en co-

ordonnées, par

ia =z det 2

(22) ( _ ) > -ab + |z|°, a,b€ER, z€EC.
-z ib

Le cone de lumiére réel Q; est constitué des homomorphismes anti-hermi-

tiens de P dans 'r/P de rang inférieur & 2 . Son image dans P(TPM) est

une sphére S2 .

2. La restriction q+ de q & l'espace v’ des &léments réels de V
(pour la =*-structure réelle) est une forme quadratique réelle de signature
égale & celle de la structure hermitienne induite sur V = AzT par h ,
donc (2,4).

L'univers minkowskien est ainsi une quadrique de signature (2,4) dans 1l'es-
pace projectif réel P(V+) . En particulier, i1 est difféomorphe au quotient

SleBI{il} (cf.aussi,plus loin IIT 4).

3. Pour Po et P_ deux 2-plans h-isotrppes supplémentaires dans T,

1'univers minkowskien M est le compactifié conforme de l'espace vectoriel

réel Homa(Po,?c) " M-Q; muni de la métrique plate assocife au détermi-
nant (cf. I.11).

Le groupe de tansformations conformes (=groupe de Moebius) M(M) de M

est le sous-groupe 0(V+,q*)/{il} du groupe de Moebius complexe O(V,q)/{+l}

Le sous-groupe qui lui correspond dans S (T, ) est celui qui préserve
la structyre hermitienne h , soit SU(T,h, ).

De (14), nous déduisons alors 1'homomorphisme de revétement

2:1
(23) o' : SU(T,h, ) > soo(v",q*)

qui se 1it, en coordonnées,
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. 2:1
(23)" p : SU(2,2) > 500(2,4) = M(3,1)
Spin(2,4)

ol M°(1,3) est la composante connexe de 1'identité du groupe de Moebius

en signature (3,1).

4. Choisissons un 2-plan positif ﬂs dans T ( hln est définie po-
sitive) que nous considérons comme un super-observateur © de 1'univers
réel M ( ﬂo appartient 3 G mais~non a M).

Le 2-plan h-orthogonal Wl est négatif ( t\“Ib est définie-négative) et
la variété M est enti&rement contenue -via le graphe- dans 1l'espace
vectoriel Hom(ﬂo,ﬂap ol elle s'identifie 3 la variété U(ﬂo,ﬂ=) des iso-
morphismes h-unitaires de "o sur qb définis par

(24) <Au,Av> = =<u,v> , u,v € ﬂo .

Modulo le choix de repéres h-orthonormés sur no et sur an nous identi-

fions ainsi 1'univers minkowskien au groupe unitaire U(2) .

En outre, le choix du 2-plan positif ﬂo fixe une métrique (minkowskienne)
dans la classe conforme de M .

En effet, si PE€ M est associé a8 A € U(ﬂo,TL) , les &léments de TPM
s'identifient , via l'action de A-1 , aux endomorphismes anti-hermitiens
de no ,dont le déterminant est parfaitement d&fini .

La métrique ainsi obtenue, lue dans U(2) , est la métrique minkowskienne

construite & partir de la métrique riemannienne bi-invariante en inversant

le signe sur les directions déterminées par l'action du centre .

5. La structure hermitienne h de T détermine , dans 1l'espace des
twisteurs projectifs Z deux ouverts correspondant aux conditions : h< 0O
et h >0 , séparés par l'hypersurface réelle N constituée des droites

h-isotropes de T .
Nous voyons aisément (cf. I.7) que les points de N sont en correspondance

bijective avec les rayons lumineux (=les géodésiques nulles) de 1l'univers

minkowskien M .

De fagon précise, le rayon lumineux associé 3 la droite complexe h-isotrope
x de T est l'ensemble des 2-plans h-isotropes de T (vus comme points

de M) contenant x et contenus dans le 3-plan #*x qui est aussi le h-
orthogonal xl de x dans T (et contient x 1lui-méme puisque x est

h-isotrope ).
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Ainsi, dans le cas minkowskien, 1'introduction de 1l'espace des twisteurs

-

a pour effet de substituer & 1'espace-temps, dont les points sont les &ve-

nements €lémentaires, la variété N dont les points sont les rayons lumi-

neux de 1'espace-temps, et de réaliser de fagon naturelle cette derniére
variété ~-qui est une variété réelle de dimension 5, difféomorphe & 52x83-
comme une hypersurface (réelle) d'ume variété.complexe, 1'espace des twis-
teurs projectifs.

Ceci est le point de départ de la théorie des twisteurs de R.Penrose.

IV. L'UNIVERS EUCLIDIEN.

1. Nous partons d'une structure quaternionnienne sur T., i.e. un opé-
rateur j C-antilinéaire , de carré -1 .
L'espace des twisteurs peut ainsi €tre considéré comme un H-espace vecto-
riel ( H = le corps des quaternions ) et, comme tel, sera noté TH .
Nous conviendrons de faire agir H & droite de maniére & préserver le for-
malisme matriciel usuel
L'action de j s'étend 3 1'algébre extérieure de T , induisant une struc-
ture quaternionnienne en degré impair et une structure réelle en degré pair.

En particulier, l'espace V = AZT se trouve muni d'une structure réelle.

Nous noterons Vj 1l'espace vectoriel (réel) des é€léments réels (= j-inva-

riants) de V.

Nous supposerons aussi que 1'&lément de volume complexe N est réel ,i.e.

de la forme 81Aale82Ac2j .

La forme réelle correspondante de G ,notée S , est la variété des 2-plans

réels (= j-invariants) de T, i.e. des droftes‘gpaternionniennes de TH .

Nous avons, pour l'espace tangent TPS plongé dans son ccmplexifié TPG R
1'identification

H
(26) TPS = HomH(P,T /P) TPG = Hom(P,T/P) .
Par restriction de la structure conforme complexe de G , s se trouve na-
turellement munie d'une structure conforme réelle, dont le cone de lumigre
(réel) en chaque point P est réduit & 1l'origine de TPS .
Cette structure peut étre explicitée de la fagon suivante .
Pour P€ s , choisissons deux &léments non-nuls, u dans P et [ v] dans
'I'/P ’
P et 'r/P .

faisant chacun fonction de H-repére dans les droites quaternionniennes
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Pour des raisons qui seront développées plus loin, un tel couple {u, [v]}

sera appelé un repére spinoriel (conforme) sur S en P .

Par ce choix, nous obtenons 1'identification (matricielle) d'espaces vec-
toriels

H
(27) TPS = HomH(P,T /P) > H=R ,

qui, @ X € TPS » associe le quaternion r_ défini par

X

(28) X(u) = [v] ry -

Si le repére spinoriel {u,[v]} est remplacé par {u'=up,[v']=[viq} , Ty

est remplacé par

-1

M =

(29) rx q rxp o

Cette opération préserve la métrique naturelle, & un changement d'échelle

prés, et l'orientation naturelle de H=Ra .

De fagon précise, (29) identifie le groupe quotient H*x H*/R* -ol H* note
le groupe multiplicatif des quaternions non-nuls et R* 1le sous-groupe

des réels non-nuls plongé de fagon diagonale dans H*x H* - au groupe spino-
riel conforme CO+(4) .

Ainsi, 1'identification (27) induit & 1la fois la structure conforme natu- -

relle de S et une orientation .
Si nous écrivons Ty = a+ jB ,a,B € C , la structure conforme (réelle)
se 1it, par (28)

a B det
30) (. ]) . lal? + 182
-8 o

qui est clairement de signature (4,0) .

2. La restriction qj de la forme quadratique complexe q & Vj est
une forme quadratique réelle de signature (1,5).
Ainsi S est une quadrique de signature (1,5) dans l'espace projectif
réel P(VI).
En particulier, S est difféomorphe & la sphére Sa .
Ce difféomorphisme peut €tre €galement déduit de (25), via la projection
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stéréographique

. 2 . Ip12-1ql® __2pq 4 _ .S
31) (p:q) € P(H") —» (_2.__2,-—-21‘1—2)es cR™=ROH.
Ipl“+1ql® [p|“+]ql

Le groupe de Moebius M(S) de S est le sous-groupe O(Vj,qj)/{tl} du

groupe de Moebius complexe O(V,q)/{+l} , tandis que le sous-groupe de
SL(T,n) qui préserve la structure quaternionnienne de T est le groupe
S!(T,n)ﬂGl(TH) que nous notons .Sl(TH,n) .

De (14) nous tirons alors 1l'homomorphisme de revétement

2:1

(32) ol: secr,m > so v’y ,
qui s'écrit en coordonnées

2:1
(32)" od: s2(2,H) N 50_(1,5) = M_(4)

ol Mo(h) est la composante connexe du groupe de Moebius euclidien .

3. De 1.11 nous déduisons, comme dans le cas des signatures (2,2) et

(3,1) que 1l'univers réel euclidien S est le compactifié conforme de 1'es-

pace vectoriel réel Hom (P, P,) = s-{p_} = ob P et P, sont deux

droites quaternionniennes supplémentaires dans TH- muni de la métrique

plate (euclidienne) associée au déterminant .

4. Que se passe-t-il du cOté des twisteurs projectifs ?
La structure quaternionnienne j induit sur la vari&té complexe Z une

structure réelle (=un anti-automorphisme de carré +1) sans point fixe ,qui,

3 tout x de 2Z , associe la droite complexe xj de T .

Par chaque point x de Z passe une unique droite projective réelle (= j-
invariante) de Z : la droite projective déterminée par x et xj .

Cette droite projective est la droite quaternionnienne de TH engendrée
par la droite complexe x .

Nous obtenons de cette maniére , dans le cas euclidien, une fibration -que
nous noterons 7 - de l'espace des twisteurs projectifs Z sur 1'univers
réel S :
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La fibre ﬂ.l(P) , PE S , est const:tuée de 1'ensemble des droites com-
Plexes de T (=points de Z ) contenues dans le 2-plan complexe P .

Autrement dit, l'espace fibré Z s'identifie au fibré en droites projec-

tives P(Elq) associé & la restriction EIS 8 S du fibré tautologique
E sur G (introduit en I.2 ):

(33) Z = P(Els) .

Nous verrons un peu plus loin comment interpréter EIS (et aussi FIS) com-

me un fibré de (demi-)spineurs au-dessus de S .

5. Nous donnons une seconde interprétation de la fibration n de 2Z
au-dessus de S en observant ceci : pour ® S , chaque point x € n-l(P)
détermine un sous-espace complexe Gx , de dimension 2, de TPG (qui est
le complexifié de TPS) : 1'espace des homomorphismes de P dans 'l‘/P
dont le noyau est la droite complexe x .

Cet espace est isotrope pour la structure conforme complexe, i.e. contenu

dans le cone de lumiére complexe Qp -

L'espace conjugué éx (pour la structure j-réelle de T_G ) est l'espace

P

ij , de sorte que

(34) I éx = {0}

puisque x et xj engendrent le 2-plan P .

Chaque sous-espace isotrope maximal (=de dimension complexe 2 ) de TPG

vérifiant (34) -cette précision est en fait superflue puisque le cOne de
lumigre réel de TPG est réduit 3 {0 }- détermine, 3 conjugaison pris,
une structure complexe sur TPS dont il est 1'espace des vecteurs de type
(1,0) ou celui des vecteurs de type (0,1) dans TPG = TPS f2C.

Dans le ca présent, nous convenons d'associer 3 x la structure complexe
Jx de TP
éx - exj 1'espace des vecteurs de type (1,0).

S dont ex est 1'espace des vecteurs de type (0,1) et, donc,

De fagon plus explicite, Jx est décrite ainsi : pour u fixé sur la
droite complexe x dans P (u # O ), chaque vecteur X de TpS = HomH(P,TH/P)
est déterminé par sa valeur X(u) dans 'l‘/P , et Jxx est lui-méme déter-

miné par
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(35) (Jxx)(u) = X(w)i

En d'autres termes, chaque &lément non-nul u de x détermine un R-iso-
morphisme de TPS sur 1l'espace vectoriel complexe T/P et Jx est la
structure complexe induite sur TPS par cet isomorphisme (il est clair
qu'elle ne dépend que de la droite complexe x et non du choix de u sur
x ).

La différentielle TTm de la fibration twistorielle T est 1'homomorphisme
naturel

Tnw
. B
(36) T.Z = Hom(x,T/x) -+ TS = Hom“(P,T /P) ’

qui, & tout homomorphisme ( C-linéaire ) de x dans T/x associe 1'exten-

sion H-linéaire naturelle de P = xH dans TH/P .

De (35) nous déduisons immédiatement que, pour tout point x de 2 , la

différentielle de la projection twistorielle est C-linéaire de sz sur

(TPS,Jx) .

6. Question d'orientation.

Par convention, l'orientation induite par une structure complexe J sur

un -space vectoriel (réel) de dimension 2m est celle qui est déterminée
par n'importe quel repére de la forme {el,e2=Jel,...,ezm_l,e2m=Je2m_1}

(repéres J-adaptés).

Les sous-espaces isotropes maximaux de TPG = Hom(P,T[P) -qui sont en cor-
respondance bijective avec les structures complexes orthogonales de TPS -
se répartissent en deux familles (F+) et (F_) indexées respectivement

par les droites complexes de P et de T/P :
(F,) ={ © = (A€Hm(P,T/;) | RerA =x) , x € P(P))}

(F)) = { Eg = (A €Bom(?,T/p) | Im A =[y)), [ylE P(T/))) .

vl

Les structures complexes du type (F+) induisent une méme orientation de
TPS » celles du type (F_) l'orientation opposée .

Lue dans H ,identifiée & TPS au moyen d'un repére spinoriel {u,{v]}(27) oli
u est choisi sur la droite complexe x , Jx devient simplement (cf.(35))

(37) y > rxi
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ol 1l'on voit que Jx ,et donc, lorsque x parcourt la fibre n-l(P), 1'en-
semble des structures complexes du type (F+), induisent 1'orientation op-
posée & l'orientation naturelle de H (définie par la base naturelle
{1,1,3,k=13} ).

En conclusion

le fibré 2z = P(E'S) s'identifie naturellement au fibré des structures
complexes orthogonales (=structures hermitiennes) négatives sur S et, de
méme (en considérant la famille (F_)), le fibré P(F's) s'identifie au

fibré des structures complexes orthogonales positives sur S .

7. Comme dans le cas minkowskien, nous introduisons un superobservateur

de 1'univers euclidien S sous la forme d'un &lément j-réel Fo de V=

AZT » pour lequel q(Fo) est égal & +1 :
(38) FAF =n .

L'orthogonal Ft de FO dans Vj est un espace de dimension réelle 5
J est définie-négative et que nous considérons comme un es-

iy 3

pace euclidien en substituant -q° & q° sur Fi .

sur lequel g

Chaque €lément P de S posséde un unique représentant ¢ dans A2PC= Vj

de la forme
(39) d = F o+ P

ol ¥ appartient & Ft .

En outre, _qj(g) est égal @ +1 puisque q(¢) est nul.
Ainsi, notre superobservateur voit l'univers S comme une sphére Sa .

Qui plus est, il le voit comme une sphére euclidienne (=de courbure cons-

tante &gale 3@ +1). En effet, Fo fixe dans la classe conforme réelle de S

la métrique induite par le plongement que nous venons de déterminer de S
dans Ft , 1l'espace physique de Fo (ceci résulte aisément de 1.6 : si
o(1) = Fo + 3(11 est une variation de ¢ , ¢(0) = & , 1la dérivée 6(0)
appartient a Fo et son carré extérieur est sa norme euclidienne dans

.
u'qu ).

8. La donnée d'un superobservateur Fo dans lFT équivaut 3 celle d'une

structure hermitienne (définie positive) <.,.> sur T , j-invariante :
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(40) <«uj,vi> = <u,v> u,v €T .

En effet, F_ = détermine un isomorphisme C-lingaire du dual ™ sur T
et se transforme elle-méme, via cet isomorphisme, en une forme symplecti-~
que complexe (.,.) , j-invariante , sur T .

La structure hermitienne est alors définie par
(41) <u,v> = (u,vj) .

La donnée conjointe des trois éléments j,<.,.> et (.,.) 1iés par (37) et

(38) est une structure symplectique hermitienne .

Son groupe d'automorphismes est le groupe symplectique hermitien noté

Sp(T,3,<.,-.>), Sp(2) en coordonnées adaptées .
Son image par pj (32) est la composante connexe de 1l'identité du groupe
d’ automorphismes de 1'univers réel S wvu par F » i.e. du groupe des iso-

métries SO(F -qj) de la sphére euclidienne SF (=S wu par Fo).
0

Nous obtenons ainsi (cf.(14)) 1'homomorphisme de revétement

2:1

1
(42) 032 SD(T,5,¢,05) > s0(F,-q))
soit, en coordonnées adaptées,
p 2:1
(42)!' p: Sp(2) > s0(5)

qui réalise Sp(2) comme le groupe Spin(5) .

9. Fixons une origine Po sur S et notons P le point & 1'infini
(=le point antipodal =la droite quaternionnienne H-orthogonale & P )
Soit 3 1'élément ce l'espace physique Fl associe a P par (39) .

Le choix de P o? donc de 30 , réalise SO(Fl -q ) comme 1e fibré princi-
pal o' (S ) des repéres orthonormésApositifs de S (pour la métrique lue

par le superobservateur Fo)

L'homomorphisme pj (39) fait alors de Sp(T,3j,<.,.,) le Spin(4)-fibré
principal Spin(SF ) réalisant 1'(unique) structure spinorielle de S

pour la métrique edclidienne induite par Fo .




Twisteurs en dimension 4 55

Le stabilisateur de Po dans Sp(T,j,<.,.») est le sous-groupe Sp(Po)xSp(Po),
dont 1'image par pj est le stabilisateur de 30 dans so(rt,-qj), i.e.

le groupe des rotations de 1l'espace tangent T identifié au sous-

?
P(sFo)
espace de Ft orthogonal 2 30 :

2:1
- (43) ol: sp(P )xsp(®,) > SO(Ty(Sg ) -
o

Le groupe Sp(Po)xSp(Pc) posséde deux représentations C-lin&aires tauto-
logiques sur Po et P_ respectivement .
Les fibrés vectoriels associés,via le Sp(Po)xSp(P“)-fibré principal Spin(sF ),

sont les fibrés vectoriels (complexes, de rang 2) EIS et FIS que nous
identifions ainsi aux fibrés de (demi-)spineurs au-dessus de la sphére eu-

clidienne SF .
o

Remarque 1. Fixons un repére spinoriel métrique en Po sur S , i.e.

un couple {u,v} d'éléments unitaires dans P et P respectivement

( de telle sorte que {u,v} constitue une base H-orthonormée de TH).

Le fibré principal Spin(SF ) est alors identifié au groupe Sp(2) , soi:,
encore, 3 la variété des regéres H-orthonormés de TH, relativement 3 la
structure syplectique hermitienne choisie .

Le stabilisateur Sp(Po)xSp(Pm) de Po s'identifie & Sp(1)xSp(l) et
1'homomorphisme (43) s'écrit ,via 1'identification (27) de TPS avec H,

. (r,q) -1
(44) r €H - qrp - € B , (p,q) € Sp(1)xSp(1),

qui est la fagon usuelle d'identifier Sp(1)xSp(l) & Spin(4) .

Remarque 2. Nous nous sommes born&s jusqu'd présent aux métriques de la
classe conforme induites par les superobservateurs du type Fo qui, tous,
voient la sphére conforme comme une sphére euclidienne .

Les métriques ainsi obtenues sont les métriques & courbure constante +1
qui toutes se déduisent de 1'une d'elle par 1l'action du groupe de Moebius
(identifié au groupe S2(T,j,n) que 1l'on peut considérer comme agissant

-transitivement- sur la vari@té des structures symplectiques hermitiennes

n-compatibles).



56

P. GAUDUCHON

Pour atteindre les autres métriques riemanniennes de la classe conforme

de S 1l nous faut substituer aux superobservateurs du type Fo, c'est-
d-dire aux structures symplectiques hermitiennes de T , des objets plus
généraux: les pseudo- normes quaternioniennes ,i.e. les fonctions positives
C” 0 définies sur T' ~ 0 vérifiant

(45) o(u.p) = |plotu) , Vuf0 € T, Vp €N .

Toutes les pseudo-normes quaternioniennes se déduisent de 1'une quelconque
d'entre elles par multiplication par une fonction positive C* définie
sur_ S = P(T) .

Chaque pseudo-norme O détermine sur S une métrique riemannienne By-
dans la classe conforme, au moyen de 1l'identification (27) opérée 3 par-

tir d'un o-repére spinoriel, i.e. d'un repire spinoriel {u,[v]} tel que

u et [v] soient o-unitaires ( o(lv]) est la borne inférieure des o-
pseudo-normes des éléments de TH appartenant a [v] ).

Inversement, toutes les pseudo-normes quaternioniennes sont obtenues de
cette manigre puisque le produit d'une pseudo-norme par n'importe quelle
fonction positive C°° sur P(TH) est encore une pseudo-norme .

Le groupe Sp(l) x Sp(l) = Spin(4) agit sur les o-repéres par
(46) {u,[v]}.(p,qQ) = {u.p,lvl.q} , P,q € Sp(l)

et cette action fait de l'ensemble des oO-repéres un Spin(4)-fibré prin-
cipal au-dessus de S qui n'est autre que le fibré Spin(s,go) qui réa-
lise la structure spinorielle de S pour la métrique 85 *

Les fibrés vectoriels complexes associés aux deux représentations tautolo-
giques de Sp(l) x Sp(l) sont encore les fibrés ElS et FIS qui‘se
trouvent ainsi identifiés aux fibrés de (demi-)spineurs de S pour toutes

les métriques riemanniennes de la classe conforme .

On notera que le fibré somme E s ® F‘S est trivial ,contrairement @ E
et F S dont les classes d'Euler sont des générateurs ,repectivement po-
sitif et négatif, de H“(s,Z) .

S

Chaque superobservateur Fo détermine ,via la structure symplectique her-

mitienne de T qui lui est associée, un isomorphisme de "Els L F]s, iden-
tifié , comme il vient d'€tre dit, au fibré (total) des spineurs de la sphére

euclidienne SF , avec le fibré trivial SxT au-dessus de S dont la fi-

0
bre est 1l'espace des twisteurs.
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Remarque 3 . L'univers réel S , construit 3 partir de 1l'espace des twis-

teurs quaternionien (T,j) , posséde,de ce fait,une structure conforme Bien
déterminée mais aucune métrique privilégiée dans la classe conforme.

De méme, les deux fibrés vectoriels Els et FIS préexistent 3 leur in-

terprétation spinorielle qui dépend du choix d'une métrique dans la classe
conforme.

On peut se demander s'ils ne peuvent €tre considérés comme des fibrés de

(demi~)spineurs conformes (dans un sens & préciser) sans qu'il soit néces-

saire de faire intervenir de métriques.

Ce point sera abordé un peu plus loin .

10.Un point n'a pas été précisé : quel est, de Els et Fls celui qui

est identifié, modulo le choix d'une métrique g, » A fibré des demi-spineurs
positifs o ,étant entendu qu'en dimension 4, ce dernier est défini par

la convention suivante : l'action de Clifford de la forme-volume u de

(S,go) est -1 , tandis que 1l'action de u sur le fibré I des demi-
spineurs négatifs est +1 .

L'action, au sens de Clifford, de 1l'espace tangent TPS sur EIS ne dé-

pend d'aucune donnée supplémentaire . C'est simplement l'action tauto-

logique

(47) ue P X(w) € T, , X€ TS = Homy(P,T"/).
Pour définir l'action de X sur T/P ( & valeurs dans P ), il covient
d'observer que,sur chacune des droites quaternioniennes P et T/P, la
pseudo-norme ¢ détermine une structure symplectique complexe <.,.>,

(qui est d'ailleurs unique , & un facteur positif prés, sur chacune d'elles).
L'action de Clifford de X sur T/P est alors

(48) vl €1/, - X([vhe P
oi X([v]) est défini par

(49) <X([vl)’“>P,o = -<[v],x(u)>T/P,°

Lues dans H , au moyen d'un o-repére spinoriel , ces actions deviennent

respectivement
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(48)! p €H (=P) - TyP €H( =T/P)
et
49)"' q €H (=1/;) = —Exq €H (= P)

-

ol T est le quaternion associé & X par (27) .

L'élément de volume u de (S,go), en P, s'écrit A neqnE, ol
{el,ez,e3,e4} est le repére go-orthonormé associ&é, par (27), & la base
naturelle {1,1i,j,k} de H .

De (48)'-(49)' nous déduisons alors immédiatement que
(50) ul(Els)- +1 ul(Fls)z -1 .

Ainsi, pour toutes les métriques de la classe conforme naturelle de 1l'uni-

vers réel S , nous avons l'identification

(51) E|g =~ r” et Flg ™ ot

et donc aussi, pour l'espace des twisteurs projectifs, l'identification

(52) ZexP(Z) .

11. Spineurs conformes.

Nous reprenons le probléme laissé en suspend dans la Remarque3 de la sec-
tion 9. Mais d'abord, qu'est-ce qu'un spineur conforme ?
En dimension 4, la question se présente ainsi. Nous disposons des groupes

suivants

n, .
8 = H*x H* s, G = E/R+ . rls G/R* . I'2= Sp(])xSP(l)c 8 . 1"3 = ]"2/{21}

od H* désigne le groupe multiplicatif des quaternions non-nuls , R* le
groupe multiplicatif des réels non-nuls, plongé dans G via la diagonale,
R 1le sous-groupe des réels positifs .

Chacun de ces groupes a une action naturelle , décrite par (29), sur l'es-

pace R4 identifié a H .
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Comme tels, les groupes P3 ’ Fz et rl s'identifient respectivement aux

groupes SO0(4) , Spin(4) et CO(4), le groupe conforme direct .

Le groupe qui nous occupe est le groupe G ,revétement universel de TI'.= CO(4),

1
le groupe spinoriel conforme CSpin(4) .

Contrairement au groupe spinoriel Spin(&)crz » 11 n'est pas naturellement
plongé dans G' ‘H*x H* , mais on peut 1'y plonger néanmoins apré&s avoir
fait choix d'un poids, i.e. d'un réel w .

Nous avons alors le plongement
(53) G =G, = {(p,q) H*x H* | |p|1'“’|q|“’e 1} ¢ ¢

d'ol 1'on déduit deux représentations spinorielles (dépendant de w ) du

groupe spinoriel conforme, correspondant aux deux représentations tautolo-
giques de H¥xH* .

Le sous-gr oug_ des homothéties de CSpin(h)-H*xH*/ + est le groupe, iso-

morphe & R , constitué des classes d'équivalence des couples (a,l) , a€ R .

L'image d'une telle classe dans le sous-groupe Gw de G est le couple
w-1
) .

Autrement dit, les deux représentations spinorielles de CSpin(4) sont de

(aw,a

poids respectifs w et w -1 .
Dans le cas ol la variété conforme est 1'univers réel S construit 3 par-
tir de (T,j) ,le CSpin(4)-fibré principal déterminant la structure spino-

rielle conforme est le fibré des repéres spinoriels modulo R? ,i.e. des

repéres spinoriels 1iés par la relation d'équivalence
(54) {u,[virv{u',[v']y - 32 ¢ R' | u'=ua et [v']=[v]a .

A cause de cette indétermination, il n'est pas possible d'identifier

canoniquement (=sans donnée supplémentaire , par exemple une pseudo-norme

quatrernionienne o sur TH qui permet de distinguer un représentant
dans la classe d'équivalence (54) ) les fibrés EIS et FIS aux fibrés

de spineurs conformes , quel que soit le poids considéré .

En revanche, les fibrés en demi-droites (réelles) de tous ces fibrés colIn-

cident canoniquement .
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§2. TWISTEURS EUCLIDIENS SUR UNE
VARIETE RIEMANNIENNE.

1. Une propriété essentielle de la théorie euclidienne des twisteurs,

qui la distingue des autres signatures, est que 1'espace des twisteurs

projectifs Z se fibre au-dessus de 1'univers réel S .

Comme tel Z a &té identifié
a) au fibré des structures complexes orthogonales négatives sur S ,

b) au fibré en droites projectives (complexes) associé au fibré des demi-

spineurs I .

Ces deux fibrés existent en toute généralité au-dessus de n'importe quel-
le variété riemannienne (orientée) M, et s'identifient 1l'un & l'autre
quand M est de dimension 4 (dans ce cas, pour chaque &l&ment non-nul £
de I, 1'action de Clifford X » X.f identifie TM 2 la fibre I,
et induit, de ce fait, une structure complexe sur TxM qui ne dépend

que de la droite complexe de Z; sur laquelle £ a &t& choisi ).

Rien n'empé€che donc de baptiser fibré des twisteurs (projectifs) -la

précision projectifs est le plus souvent sous-entendue dans le contexte
riemannien~- au-dessus d'une variété riemannienne orientée (M,g) de
dimension (paire) 2m, le fibré Z(M) des structures complexes orthogonales
négatives (point de vue a) ).

Mais, bien sir, ceci n'a de sens que si cet espace des twisteurs est muni
d'une structure complexe de telle sorte que la projection naturelle

m™: 2(M) *M soit C-linéaire au sens de §1.IV 5 .

Pour ce faire, nous commengons par construire sur Z(M), au moyen de la

connexion de Levi-Civita D , une structure presque-complexe 'J confé-

rant & la projection T la propriété de C-linéarité requise .

Puis, nous montrons que '] ne dépend en fait que de la classe conforme

de g , conme Z(M) lui-méme .
La condition d'intégrabilité de 3 se lit alors sur la partie conforme

de la courbure R de M, i.e. sur le tenseur de Weyl W

Dans la suite, nous écrirons Z pour Z(M).
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2. Soit J un point de 2Z au-dessus de x , i.e. une structure complexe
orthogonale (négative) sur 1' espace tangent T M.

L'espace tangent vertical T Z, qui correpond aux variations de J dans

T M pour x fixé , s identifie naturellement & 1l'espace A M des endo-
morphismes anti-symétriques et J-anti-linéaires de TxM H
\'/ ~ J

(55) T2 — AM , Vx €EM, VJE zZ, -

L'espace tangent horizontal ng est identifié , au moyen de la différen-

tielle Tr de la projection twistorielle m@ , & TxM :

H n
(56) T ¢ 'rJz > M .
Tout X € TxM est identifié au vecteur (horizontal) de TJZ déterminé

par la variation t =+ J(t) , J(0)=J , o J(t) est le déplacement paral-
1¢le (relativement 2 la connexion de Levi-Civita) de J 1le long d'une
courbe quelconque t + x(t) , x(0) = x , déterminant X ( %(0) = X ) sur
M.

Nous obtenons ainsi 1'identification
J
(57) TJZ = AxM ® TxM . x=7n(J) ,

que 1l'on peut expliciter comme suit :

si UE TJZ est déterminé par une variation J(t), J(O) = J , 3(0)= U

on a

(58) U= DpI(8) | gr X = TymC) )

Nous définissons alors une structure presque-complexe J sur Z ,i.e. un

automorphisme de T.Z de carré -1 pour chaque J de Z , en posant

J
(59) U= ( JoU , JX ) R U GTJZ ’
oi A€ AiM et XE€ T;ﬂ sont les composantes de U , via (57) .

On observe que 1'endomorphisme composé JoA appartient lui-méme & 1'espace
AN .

L'action X—= JX de J sur la composante X de U est imposée par
le fait que voulons que T7 :U > X soit C-linéaire de (TJZ,S) dans
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(TM,3) .

En revanche, nous avons le choix, en ce qui concerne l'action de 3 sur
la partie verticale, entre celle qui a &té choisie et sa conjuguée : A
AoJ= ~JoA .

Nous obtenons ainsi non pas une mais deux structures presque-complexes
naturelles sur 2Z , J définie par (59), et 3‘ définie par

(60) 3'U = (Ao , JX)

qui colncide avec ¥ sur la partie horizontale et avec la conjuguée de 3

sur la partie verticale.

3. Ces deux structures sont de nature trés différentes comme le montre
la

PROPOSITION. La structure presque-complexe J ne dépend que de la stucture

conforme de (M,g) .

Au contraire, deux structures presque-complexes 3' attachées & deux

métriques non-homothétiques de la classe conforme de (M,g) sont dis-

tinctes.

Preuve. Soient g = ezo.g une métrique conforme , I° 1la connexion de

Levi-Civita associée, 30 et 3; les deux structures presque-complexes
correspondantes .
On a

(61) I° =D +b

oi b est une 1l-forme sur M & valeur dans le fibré End(TM) des endo-
morphismes de TM définie par

(62) be = do(X)Y

+

do(Y)X - g(X,Y).gradg

ol le gradient gradoc est le dual de do relativement 3 g .

Bous avons, relativement 3 g, » une identification de type (57), liée &

la précédente par
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J

(A,X) € A MOT M ___ (A + b, J,X) € Axm'rxu

‘\
(63) via g \\\\\\\ via g
~ 7

ou be est 1'endomorphisme D;J - DXJ , comme i1 résulte aisémént de (58).

Les structures J et J' colncident avec 30 et 3; respectivement

X

sur 1l'espace vertical TzM .

Considérons donc un vectear U go-ﬁorizontalde projection X sur TxM .
Dans la décomposition (57) relative 3 g, » U s'écrit (0,X) et UOU et
3;0 » qui sont &gaux et g _~horizontaux ,8'écrivent (0,JX).

Dans la carte (57) relative @8 g , U s'écrit, d'aprés (63),(-be,X) tan-
dis que jOU - JéU s'écrivent (-beJ,JX) .

Dans la méme carte (toujours relative 3 g ), JU et IJ'U s'écrivent res-

pectivement, d'aprés (59) et (60),

JU = (-Job,J, JX) et J'0 = (-byJoJ, JX) .
La proposition est alors la conséquence immédiate de 1'identité
(64) beJ =J be

que 1'on vérifie aisément & partir de 1'expression explicite de be, tiré
de (62) :

(65) (be)Y = do(JY)X - do(Y)JX - g(X,JY).grado + g(X,Y).Jgrado .

De (64) nous déduisons,en effet, que JU = UOU , tandis que les epaces ho-
rizontaux Tg Z relatifs a Do ne sont jamais J'-invariants si ¢ n'est
pas constante .

4. Reste la question d'intégrabilité de J et de ' qui est mesurée
par les tenseurs de Nijenhuis (=torsion complexe) A" et ' définis,

pour J ,par
66) 4uwr,v) =[u,vi+J[3u,vi+ Iluyvl -[Ju vl

u,v€ T,
droite ) et, pareillement, pour ' .

Z (arbitrairement étendus au voisnage de J dans le membre de
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Le calcul n'est pas trés difficile. Lu dans la carte(57) - en écrivant
A,B pour (A,0),(B,0) et X,Y pour (0,X),(0,Y) , i1 donne

a)  Wf(A,B) =W"(A,B) = O
b) W(@AX) =0 W '(A,X) = (0,AX) VA,B € AiM,

C) W(XQY) = R;(X’Y) WV(X’Y) - R;(X,Y) VX,Y € TXM .

La ligne c) appelle une explication que nous donnerons dans un instant.
Remarquons , tout d'abord, & cause du terme mixte '(A,X), que ' n'est

Jjamais intégrable (fait montré& pour la premidre fois par J.Eells et S.Sa-

lamon).
Les termes de la ligne c¢) sont des parties de la courbure R , considé-

rée comme opérateur de courbure, i.e. comme endomorphisme (symétrique) du

fibré A2M des 2-formes (alternées) sur M .

Chaque structure complexe J de TxM décompose la fibre Aiu en

+ -
(68) M=t Mo At M
X X X

ol Ai+M et Ai M sont les espaces des 2-formes J-invariantes (=de type
(1,1)) et J-invariantes (=de type (2,0)+(0,2))respectivement .

Ce dernier espace Ai M s'identifie, au moyen de la métrique g , 3 l'es-
pace AiM déja considéré et posséde, de ce fait, une structure complexe
canonique (3 conjugaison pré&s), obtenue par composition avec J (& droi-

te ou 8 gauche) comme nous avons vu en 2 .

Nous notons alors RJ 1'endomorphisme induit par R sur A: M par pro-

jections orthogonales, et R} et R} ses composantes C~linéaire et C-

anti-linéaire .
Ainsi, J est intégrable sur Z si et seulement si RJ est C-linéaire
en tout point point x de M , pour toute structure complexe orthogonale

négative de TxM .
Ceci nous raméne & un probléme purement algébrique : déterminer, dans 1'es-

pace des tenseurs de courbure q;(=espace des endomorphismes symétriques
de Aan vérifiant 1'identité de Bianchi), le sous-espace vérifiant la
propriété sus-mentionnée .(n=2m est la dimension de M ).

Ce sous-espace -que nous notons éZ; - est SO(n)-invariant .

Or, pour n &4 , C;1 se décompose, sous l'action de SO(n) (ou, de fagon

équivalente, de O(n)),en la somme directe de 3 sous-espaces irreductibles




Twisteurs en dimension 4 65

(69) Co=Ues SeW

correspondant @ la décomposition bien connue de la coubure riemannienne
(69)' R=U+S+W ,

oi W est le tenseur de Weyl, U 1la partie scalaire (déterminée par la

courbure scalaire u ) et U + S est de la forme
(70) (U+8S)XY) =r(XDAY + XA r(Y)

oi r est l'endomorphisme symétrique de R" égal a3 1/ (r- v/ g)
(n-2) 2(n-1)

( r est le tenseur de Ricci associ€ @ R et g la métrique canonique de Rn).
On vérifie directement & partir de (70) que la partie U + S de la cour-
bure appartient toujours 5‘9; .

on vérifie aussi (en fabricant des exemples algébrique ad hoc) que Z7”

ne se confond pas avec (:n (quel que soit n ).

I1 en résulte que,Zf; est caractérisé par la condition W = O (quand

n >4 ), ce qui nous donne la

PROPOSITION. Pour n >4, 1l'espace des twisteurs (Z,J) est une variété

complexe si et seulement si le tenseur de Weyl de (M,g) est nul.

Ceci &tait attendu puisque la condition W=0, en dimension supérieure 3
4, est la seule condition conforme non-vide impliquant la courbure liné-

airement .

S. Quand la dimension n de M est égale & 4, & la décomposition (68)

se juxtapose la décomposition
2. + -
(71) A'M=AMOAM

du fibré AZM en somme directe du fibré des 2-formes autoduales A+M et
du fibré des 2-~formes anti-autoduales A M relativement 3 1'opérateur

de Hodge , (défini par la métrique et 1'orientation ).

Les deux involutions J et % commutent sur AiM et les deux décomposi-
tions (68) et (71) sont liées par les inclusions

+ -
+ J J -
€
(72) AMe A M Ax Mc l\xM R J Zx(M) .
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Plus précisément, l'espace des 2-formes autoduales A;M coIncide avec

1'espace des 2-formes J-invariantes 3 trace nulle (=primitives), tandis

que 1'espace des 2-formes anti-autoduales est engendré par 1'espace des

2-formes J-anti-invariantes et la forme de Kahler (relative & J) qui est

J-invariante ( et anti-autoduale puisque J induit 1'orientation opposée
d celle de M ).
L'espace W des tenseurs de Weyl se décompose, sous 1l'action de SO0(4),

en la somme
(73) We W oW

X
oi W™ sont 8S0(4)-irréductibles (ainsi que u: et 5 de (69) ).

Le tenseur de Weyl positif w' envoie A*M sur lui-méme et agit trivia-

lement sur A'M et, de méme, le tenseur de Weyl négatif W agit trivia-

lement sur A+M et envoie A™M sur lui-méme.
Suivant les notations de {s-1] , 1'opérateur de courbure R s'écrit, dans

la décomposition (69), sous la forme matricielle suivante:

I
+
(74) A A B
Al ¢
avec:
trace A = trace C = u/4 (identité de Bianchi)
et
wh=a - u/l2.1 (=partie sans trace de A )
W =C - u/l2.1 " (=partie sans trace de C )

S = B .

La décomposition de C; en sous-espaces SO0(4)-irréductibles s'écrit

(75) C; “Ue S o Wel

+
et le sous—espacea?a contient cette fois, outre U— ® 3 s l'esapcew

+
dont les E€léments agissent trivialement sur AxM’ donc, a fortiori, sur
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Ai M , pour tout J dans la fibre Zx(M), d'aprés (72).

Ainsi, 1l'espace 31‘ est caractérisé, dans CI‘, par la condition W=0.
D'ol 1la

PROPOSITION. Si M est de dimension 4, 1l'espace des twisteurs (Z(M), )
est une variété complexe si et seulement si le tenseur de Weyl négatif
W  est nul sur M .

La métrique de M est alors dite auto-duale ou semi-conformément plate

(négativement).

Remarque 1 . Nous aurions tout aussi bien pu choisir, au lieu de Z(M), le
fibré Z+(M) des structures complexes orthogonales positives sur M (i-
dentifié, pour n=4 , au fibré en droites projectives complexes P(Z+)
associé au fibré des demi-spineurs positifs ).

En raison de cette liberté, nous baptisons Z+(M) le fibré des twisteurs

positifs ,tandis que Z(M) , que 1'on notera alors z~ (M) , sera appelé
fibré des twisteurs négatifs.

Rien, dans ce qui précéde (construction de 3,.3' » invariance conforme de
D etc...) ne doit &tre changé lorsqu'on considére 2*(M) au lieu de

2 (M) hormis le fait que ,en dimension 4, les inclusions (72) sont alors

remplacées par les suivantes

+ -

(72" AMe o Mue At u vy € 2zt )
X X X X X

+ -
de sorte que nous devons &changer les rdles de W et UJ dans le pré-

sent paragraphe.

La derniére proposition pourra alors €tre complé&tée de la fagon suivante

PROPOSITION. Si M est une variété riemannienne orientée de dimension 4,

1'espace des twisteurs positifs (Z+(M),3) est une variété complexe si et

seulement si le tenseur de Weyl positif W+ est nul (= la métrique est

anti-autoduale) ; 1'espace des twisteurs négatifs (Z-(M),J) est une va-

riété complexe si et seulement si le tenseur de Weyl négatif W est nul

( = la métrique est autoduale ) .

Remarque 2. Supposons que M soit une variété kidhlérienne de dimension
(réelle) 4, munie de l'orientation induite par sa structure complexe 3».

(autrement dit i est positive par définition).
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Nous avons, comme en (68), une décomposition en types de A2M relative
a 3. (globale cette fois) :

+ =
(76) A2M - Aé M@ Aa M

et une inclusion de fibrés semblable & (72)' (puisque est positive )

g i
(77) AMc A M A - McAM,
Puisque M est kiihlérienng » l1'opérateur de courbure R agit triviale-
ment sur le sous-fibré A M de AZM .
Autrement dit, dans la représentation (72) , l1'action de R sur A+M
se réduit 3 son action sur la seule forme de Kahler F dont 1'image par
R est la forme de Ricci p ( = la 2-forme assocife au tenseur de Ricci

r de la méme manidre que la forme de Kiahler est associée 3@ la métrique ).

La représentation (74) se réduit alors 3 celle-ci :

R.F A M
(78) R.F u/4 Po
A M Po c

ol Po est la partie primitive (=sans trace) de la forme de Ricci.
En particulier, 1'endomorphisme A de (74) se réduit &

o o o -u/l12 0 0
(79) A={0 0 O - W= 0 -u/12 0
0 0 u/4 0 0 +u/6

Ainsi, le tenseur de Weyl positif W’ se réduit, dans le cas kahlérien,

@ la courbure scalaire u et (Z+(M), ) est une variété complexe, dans

ce cas, si et seulement si la courbure scalaire de M est nulle.

A noter que,dans le cas kahlérien,le fibré des twisteurs positifs posside
deux sections horizontales 3 et -4 (qui est aussi positive), qui

+
sont deux sous-variétés complexes, pour J comme pour ' , de 2 (M) .

6. Le cas oi M est la sphére euclidienne Sl‘ nous a servi de modéle
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au §1 (twisteurs plats).

L'espace des twisteurs (projectifs) négatifs Z-(Sa) a été identifié 3
1'espace projectif CP3 ,» plus précisément, 3 1'espace P(T), au moyen
d'une structure quaternionnienne sur 1l'espace des twisteurs T et,aussi,
d'une stucture hermitienne compatible <.,.> sur T (i.e. d'une structu-
re symplectique hermitienne) pour obtenir la sphére euclidienne dans la
classe conforme .

La fibration twistorielle m s'écrit alors

N 4

(80; e’ = 52(2) /155001 + S22 /g0 (1)x8p (1)~ *
On notera que, dans cette description, l'espace des twisteurs ,comme Sa
elle-méme , apparalt sous la forme d'un espace riemannien symétrique pos-
sédant , & changement d'échelle prés, une unique m&trique Sp(2)-inva-
riante, qui, pour CP3, est la métrique de Fubini-Study .

En tout point x de CP3 = P(T) , le sous-espace orthogonal aux fibres

dans Tx(P(T)) est 1l'espace horizontal que nous avons considéré en toute
géénralité sur Z(M) ,§2.2 .Ceci montre que la structure naturelle de

CP3 coincide avec la structure et achéve 1'identification .

Le passage de Z-(sa) a Z+(Sa) s'opére au moyen de 1l'antipodie 1 sur

54 qui préserve la métrique et inverse l'orientation .

Nous pouvons ainsi, dans le cas de Sa (et dans tous les cas ol existe

sur M une isométrie inversant 1l'orientation) identifier Z+(Sa) a Z-(Sa)
en substituant 3 la projection twistorielle m = 1~ 1la composée 7 = 1om :

2t sy = 27 (s%

(81) 1?// \\\g:
4 1 4

Ceci vaut &galement pour les sphéres Szm de toutés dimensions (paires).
Puisque les sphéres euclidiennes sont conformément plates , nous savons
cf.§2.4, que Z+(Szm) = Z—(Szm) est une variété complexe pour la struc-
ture presque-complexe J .

Nous pouvons aisément identifier Z+(Szm) 3 la variété J+(Rzm+2) des

structures complexes orthogonales positives de 1l'espace euclidien (orien-
té) R2m+2 de la fagon suivante : aprés avoir fixé un &lément de norme 1
e dans R2m+2 , & tout élément J de J*(R2m+2) nous associons, d'une

2m 2m+1

part Je° ,qui appartient 3 la sphére unité S de 1l'orthogonal R



70

P. GAUDUCHON

2m+2

de e, dans R et, d'autre part, la structure complexe induite par

J sur 1l'orthogonal de la droite complexe'{eo,Jeo}, identifié & 1'espace

tangent en e, a8 la sphére Szm.

Nous obtenons ainsi 1'identification

+,.2m
(82) 2 (") = 80(2m+2)lu(m+1) .

Cette variété est la fibre-type de nos projections twistorielles en di-

mension (2m+2) . Elle est munie d'une structure complexe naturelle -celle

que nous avons décrite dans la section 2 - qui coIncide, & conjugaison
prés, avec .

Le cas particulier oi m = 2, i.e. le cas de Sa, suggére une autre des-
cription de la projection twistorielle P(T) > 84, 1iée & 1'isomorphisme
SU(4) = Spin(6) (16) , qui évite 1l'introduction d'une structure quater-
nionienne sur l'espace des twisteurs et utilise seulement une structure
hermitienne <.,.> définie positive sur T compatible avec 1l'élément de

volume complexe n .

Nous notons * 1'opérateur de Hodge (C-anti-linéaire) associé & <.,.> et
v’ o1le sous-espace réel des €léments autoduaux de AZT » sur lequel la
rstriction q* de 1la forme quadratique complexe q est définie-posi-
tive (Ne pas confondre ces notations avec celles de §1 III qui notent
des objets différents !).

Nous fixons alors un &lément autodual Vo

dans V-AZT et nous identifions la sphére euclidienne Sa d la sphére
unité dans 1'orthogonal Wi de Wo dans (V+,q+) (2 noter que cette
sphére ne peut pas étre considérée comme une forme réelle de 1'univers
complexe G avec qui elle n'a aucun point commun ).

A tout &lément x de P(T), i.e. 3 toute droite complexe de T, nous
associons la structure complexe orthogonale Jx de V+ corresgondan:
au 3-plan complexe isotrope (relativement @ q ) 'Tx de V= \"T=V@QC
constité des éléments ® de V tels que

(83) éAd =0 et éAx =0 .
En d'autres termes, tout €lément 4 -autodual F de V se met , de fa-

¢on unique, sous la forme

(84) F=0+ x9¢
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ol ¢ vérifie (83) ( =représente un 2-plan de T contenant la droite

complexe x ) et Jx est définie par
(85) JxF = 4 - 1 »d.

Nous obtenons ainsi la profection twistorielle

4
(86) x € P(T) - ¥ €S

identifiant P(T) a z*(s“) tel qu'il est décrit par (82) dans le cas
m=2 .
Cette construction illustre 1'isomorphisme

3 3
(87) cp” = SU(“)’s(u(l)xu(a)) so(e)lum

tiré de (16) .

7. Que ce nasse -t-il quand M est le plan projectif CPZ muni de

la métrique de Fubini-Study (et de 1l'orientation induite par sa structu-
re complexe 1» ).

Nous sommes dans la situation évoquée dans la Remarque 2 de la section 5.
Sous la forme (78) , la courbure R de CP2 s'écrit , en tous points

u/6 0 O (o}

0 u/12 0 4]
(88) R = O 0 u/l2 O
0O 0O 0 u/l2

i.e. S=0 et W =0 (=la métrique est d'Einstein et autoduale ).
Mais W+ n(est pas nulle puisque la courbure scalaire u est positive .
Ainsi, on ne peut confondre, dans ce cas, les deux fibrés Z+(CP2) et
Z-(CPZ) . Ce dernier est une varié&té complexe (pour S ), 1l'autre non .
Nous allons construire Z-(CPZ), comme dans le cas de la sphére Sa, en
considérant CP2 comme une forme réelle d'une variété complexe de dimen-
sin complexe 4 . _
Comme CP2 est elle-méme une variété complexe, elle posséde de fagon
naturelle un complexifié T défini par

(89) r = cp’x Cp2
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od TP> note la variété conjuguée ( =la méme variété différentiable avec

la structure conjuguée -;' ).
Cette variété est identifiée, & 1'aide de la métrique hermitienne de C3
& partir de laquelle est fabriquée la métrique de Fubini-Study, au plan

projectif dual (CPZ)* dont les points sont les droites profectives de

CPZ, i.e. les 2-plans de Ca.

La variété T = Csz (CPZ)* est munie, par construction méme, d'une struc-
ture réelle 1t définie par

(90) 1((x,£)) = gt,xH , vx € CP2, V£ € (cP2)*

ol El et xl notent respectivement la droite complexe orthogonale au

2-plan & et le 2-plan complexe orthogonal &8 x .

Les points T-réel de I sont les couples de la forme (x,xl) dont

1'ensemble constitue une sous-variété réelle o naturellement difféo-~
2

morphe &8 CP°.

A 1l'intérieur de I' ,nous trouvons la variété des drapeaux D3 qui est

1'hypersurface complexe constituée des couples (x,E) tels que x € £ .,
D3 est une variété complexe dezdimension 3 que nous voulons identifier
& l'espace des twisteurs de CP'.

Pour ce faire, nous construisons, comme dans le cas plat (cf.§l ), une
famille de courbes complexes isomorphes a CPl (1'équivalent des droites
projectives de Z = P(T) de §1 ) dans D3 » paramétrée par lespoints de
notre nouvel univers complexe I' , ou plutdt d'un ouvert de T .

De fagon précise, soit ¥ le complémentaire de D, dans T .

3
n
A tout point (y,®) der (y ¢ 6), nous associons une droite Dy

de D3 définie par

ny’e = { (x,£)€ D, |x€ee,y€ £} .

(91)

On observe que 1l'univers réel I‘R est entiérement contenu dans 1'ouvert
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o
r .

Par tout &lément (x,£) de D3 passe une droite réelle et une seule :
la droite déterminée par le couple (y,yl) ol y est l'orthogonal de

x dans £

(92) y = x'L neg .

Nous-obtenons :ainsi une fibration T« gg.D3 sur ™. CP2 qui, 2 tout
drapeau (x,f) , associe le point y de CP2 défini par (92) .

Les points de la fibre ﬂ-l(y) correspondent bijectivement aux points
x de yl » 1.e. aux droites complexes de l'espace tangent T (CPZ)
identifié C-linéairement (et métriquement) & 1l'espace Hom(y,yl) .

A x , considérée comme droite complexe de Ty(CPz) , nous attachons la

structure complexe Jx de Ty(CPz) obtenue de la fagon suivante :

Jx coIncide avec la conjuguée de é sur 1la droite complexe x , et avec
J sur ll'orthogonale (que nous identifions & la droite complexe 2z de
C3 orthogonale & la fois 3 x et y).

Naturellement, Jx induit 1'orientation inverse de l'orientation natu-
relle de CP2 (induite par 3 ) et toutes les structures complexes ortho-
gonales négatist de Ty(CPz) ayant nécessairement une (unique) droite
commune avec j (qui est positive) ,sont de ce type .

Nous avons ainsi identifié la projection D3 nd CP2 avec la projection
twistorielle 2z (CP%) » cp2.

I1 reste & montrer que J coIncide avec la structure complexe naturelle
de D3 . |

L'espace tangent T(x,E)D3 est naturellement identifié (C-lin&airement)

a
(93) T(x,E)D3 = Hom(x,y) ® Hom(x,z) @ Hom(y,z) .
La direction (complexe) w-verticale est la direction Hom(x,z) , tandis

que la restriction de la différentielle Tr & 1'espace horizontal
Hom(X,y) © Hom(y,z) s'&crit

™"
(94) (a,8) € Hom(x,y) ® Hom(y,z) =+ (a*,B) € Ty(CPz) = Hom(y,x) @

Hom(y,z

oli o* est le transposé hermitien de a .
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On voit que Jx a €té fabriqué de fagon que Tun soit C-linéaire .

Nous avons ainsi complétement achevé 1l'identification (Z-(CPZ), )g-D3

8@ condition de tenir pour &vident que la distribution horizontale que
nous avos considérée sur D3 coIncide avec la distribution horizontale
de Levi-Civita induite par 1'isomorphisme d'espaces fibrés Z-(CPZ)E-D

Ceci découle du fait que la distribution de Levi-Civita doit elle-méme

3o

€tre orthogonale aux fibres pour toutes les métriques U(3)-invariantes
de D3 .
Remarque. Outres les droites déja considérées de D3, indexées par ¥ ’

D3 posséde deux autres familles de courbes complexes remarquables, .en-
core isomorphes & CPl, indexées respectivement par CP2 et (CPZ)* . Ce

sont les fibres des deux projections naturelles

D, € cr2x(cp?)*
(95) Py P,

cp? (CPZ)*

En chaque point (x,£) de D3 passe une courbe unique de chacune de ces
deux familles et les directions tangentes engendrées par ces deux corbes
constituent l'ensemble des directions tangentes horizontales.

Au contraire, l'ensemble des droites de D3 passant par le drapeau (x,E)
déterminent la totalité des directions tangentes en (x,f) 3@ 1'exception

des directions horizontales .

8. Un des intéréts majeur de l'introduction des twisteurs est de tans-
former en objets holomorphes (sur l'espace Z ) des objets définis sur
la variété M par certaines Equations différentielles .

Nous avons vu , dans le cas plat, comment interpréter la structure con-
forme de S & l'aide de la seule structure complexe de Z (muni de la
famille des droites projectives ) cf.§1 1.9 .

Considérons le cas oli"l'univers réel" est une variété riemannienne auto-
duale , de manidre que 1'espace des twisteurs Z = Z (M) soit une varié-
té complexe pour la métrique .

Soit G un groupe de Lie compact que nous interprétons comme un groupe

de symétries internes en considérant un G-fibré principal Q au-dessus

de M .,
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Un potentiel de Yang-Mills est une connexion V sur Q dont la courbure

2 -vue comme une 2-forme sur M & valeurs dans le fibré vectoriel adjoint
L(Q) (formé, & partir de Q, & 1'aide de la représentation adjointe de
G sur son algébre de Lie L(G) )- est autoduale

(96) * N = Q

ol l'opérateur de Hodge * agit sur la partie 2-forme de la courbure,
de sorte que la condition (96) ne dépend que de la structure conforme
de M.

Soit U une représentation C-linéaire de G sur un espace vectoriel V
muni d'une structure hermitienne (définie positive) préservé par G .

L acourbure de la connexion induite V' sur le £ibré vectoriel hermitien
associé E' = Qx V/G est une 2-forme autoduale @ valeurs dans le fibré
vectoriel End(Eu) .

11 en résulte que 1'image inverse W-I(E ) de E sur l'espace des

twisteurs Z posséde une structure naturelle de fibré vectoriel holo-

morphe .
En effet, toute connexion hermitienne sur un fibré vectoriel hermitien

au-dessus d'une variété complexe - telle que u'l(v“) sur ﬂ-l(Eu) au-
dessus de (Z,3) - détermine une structure de fibré holomorphe si sa
courbure est de type (1,1) (les sections holomorphes sont alors, par dé-
finition, les sections annulées par la partie de type (0,1) de la conne-
xion ).

Or, la courbure de v &tant autoduale, est, de ce fait, J-invariante
pour tous les J dans Z = 2 (M) ,cf.les inclusions (72).

I1 en résulte que la courbure de n-l(V"), qui est 1'image inverse de

la courbure de V" par 7 , est -invariante.

On observera que le f£ibré holomorphe n-l(E ) est trivial au-dessus de

chaque fibre de 7 .(Une excellente référence pour cette section est

[At] ).
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§3. TWISTEURS ET APPLICATIONS
HARMONIQUES.

1. L'introductions des techniques twistorielles dans 1'étude des ap-
plications harmoniques a donné lieu récemment & de nombreuses contribu-
tions .

L& encore, i1 s'agit de substituer des applications holomorphes & des
applications harmoniques ; i.e. vérifiant certaine &quation différentiel-
le non-linéaire.

De fagon précise, nous considérons la situation suivante oi f est une
application CO d'une surface de Riemann (I,J) dans une variété rieman-
nienne orientée (M,g) de dimension 4.

La théorie des applications harmoniques,lorsque la source I est de di-

mension 2, est particuliére en ce qu'elle ne fait intervenir que la struc-

ture conforme de z ,1.e. sa seule structure de surface de Riemann
lorsque I est orientée , ce que nous avons supposé par commodité

(sinon, 11 faudrait travailler avec des surfaces de Riemann impaires).

En revanche, la partie de la théorie qui concerne la variété-but M

est métrique , et il faudra s'attendre, de ce fait, & un usage dé&tourné
de la théorie des twisteur, oli 1a structure presque-complexe non-confor-
me 3’ jouera le role premier (3 la place de 3 ) ainsi que la distri-

bution horizontale qui prendra le pas sur la fibration twistorielle.

2. La connexion de Levi-Civita D de (M,g) induit, sur le fibré

image-inverse f-l(TM) une connexion (encore notée D ) 3 partir de la-

quelle nous définissons sur les formes de I 3 valeurs dans le fibré

f-l(TM) une différentielle extérieure dD (dont le carré est l'opposé

de 1la courbure de D ).

Sous forme décomposée, l'action de aP s'écrit
(97) ®(Xeé) =DX@ o+ X do

oi ¢ est une forme scalaire sur I et X une section de f_l(TM) .

La différentielle Tf , considérée comme l-forme & valeurs dans f-l(TM).

est dD-fermée (ceci exprimant que D est sans torsion).

L'application f est harmonique si et seulement si la composée Tf.J
est aussi dD-fermée.
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De fagon équivalente, f est harmonique si et seulement si la différen-

tielle Tf est holomorphe lorsque considérée comme une section du fibré

vectoriel (T"°z )ﬂcf-l(TCM) , ol (TI’OZ ) est le fibré cotangent ho-
lomorphe de I ( = fibré des formes de type (1,0) = fibré canonique de I )
et ol f-l(TCM), image-inverse du complexifié TCM de TM , est muni de
la structure holomorphe induite par la connexion de Levi-Civita comme il
a &té dit en §2.8 .

Remarque. Sur (I,J), comme sur toute variété complexe, les formes bili-
néaires J-invariantes symétriques et anti-symétriques sont identifiées

au moyen de la correspondance

(98) B(U,V) <« g(JU,V)
symétrique anti-symétrique

La 2-forme-énergie e(f) est la 2-forme sur I associée de cette manié-

re 3 la partie J-invariante de la forme bilin€aire symétrique f*g .
Les applications harmoniques de (Z,J) dans (M,g) sont les applications

critiques pour 1'énergie totale

(99) E(f) = fze(f)
dont 1'équation d'Euler est précisément
(100) a®(1£,3) = 0 .

Ce sont les applications harmoniques , au sens riemannien, pour toutes

les métriques riemanniennes sur Z dans la classe conforme déterminée
par J .
L'application f est dite conforme ( = faiblement conforme ) si f'g

est J-invariante.

3. Du fait que Tf est une section holomorphe d'un fibré vectoriel
holomorphe quand f est harmonique, nous déduisons aisément qu'une ap-

plication harmonique et conforme est une pseudo-immersion ( ou est cons-

tante ).

Avant de définir ce terme, observons ceci : en chaque point p de I ol
f est une immersion, la différentielle Tf détermine un 2-plan orienté
dans ™, x=f(p), i.e. un relévement de f dans le fibré GZ(M) des

2-plans orientés sur M .
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Ce relévement T est l'application de Gauss de f définie en tous

point oi f est une immersion.

Nous disons que f est une pseudo-immersion si f est une immersion

en dehors d'un ensemble discret -possiblement vide- de points singuliers
ol Tf s'annule, de telle sorte que l'application de Gauss s'é&tende dif-
férentiablement 38 I tout entidre .

Ainsi, toute application harmonique conforme non-constante £ de (I,J)
dans (M,g) admet un reldvement globalement défini

G, (M)

(101) T l v
£

I ————— M

Bornons nous @ supposer momentanément que f est une pseudo-immersion

de T dans (M,g) (dont la définition ne fait intervenir que 1'orientation
de ¢ ).

Le relévement 1 détermine un sous-fibré orienté (de rang 2) T de
f-l(TM) dont la fibre en p est le 2-plan orienté <(p) .

Le défaut d'isomorphisme de l'application naturelle Tf:Ttx + T est

mesuré, quand I est compacte, par la différence
(102) m = x(T) - x(Tz )

des classes d'Euler de T et T , qui est un entier non-négatif appelé
1'ordre de ramification de f et qui est nul si et seulement si £ est

une (vraie) immersion .

Par projection orthogonale, la connexion de Levi-Civita D sur f-l(TM)
induit une connexion V sur le sous-fibré T (mais non sur T qui n'

est pas un sous-bibré de f-l(TM) ) .

La différence

(103) b=D-V
est une l-forme sur I 3 valeurs dans le fibré Hom(T,N) ol N est

1'orthogonal de T dans f-l(TM) .

C'est la l1-forme fondamentale de la pseudo-immersion.
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4, Revenons au fibré G (M) dont les €léments sont les 2-plans orien-
tés P sur M .En P , 1l'espace tangent vertical T (M) s'identifie
naturellement & 1'espace Hom(P, Pl) des homomorphismes de P dans 1l'or-

1
thogonal P .
Cet espace posséde une structure complexe naturelle définie de la fagon

suivante :
(104) A € Hom(P,Ph) +  AJ,E Hom (P, P 1)

ol JP est la structure complexe propre du 2-plan P déterminé par son
orientation et la métrique induite de celle de f-l(TM) . B

Atnsi, GZ(M) posséde une structure presque-complexe verticale que nous
notons JV .
Par ailleurs, la connexion de Levi-Civita induit une distribution hori-

zontale sur Gz(M) de sorte que chaque vecteur tangent W de GZ(M)

en P peut €tre identifié & une somme du, type (57)

(105) W= (A,%) WETG,M, A€ Hom(P,P D),

X € TxM, x=7(P).
La différentielle de l'application de Gauss s'écrit alors
(106) Tt(U) = (b(VU),TE(V)) , U € Tpt
d'od 1'on déduit aisément,en explicitant 1'&quation d'Euler (100) , qu'une

pseudo-immersion conforme est harmonique si et seulement si 1'application
de Gauss T est verticalement holomorphe, i.e.

(107) b(JU) = b(U),J , UE TP .
5 . Ce qui précéde vaut lorsque la vari&té-but M est une variété
riemannienne quelconque .

Lorsque M est de dimension &4 et orientée, nous avons le

LEMME. GZ(M) est le produit fibré Z*(M)xMZ-(M) des deux espaces de
twisteurs projectifs de M .

L'identification se fait ainsi : & tout 2-plan orienté P de T M nous

associons le couple de structures complexes :de T M J et J égales 1'une
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et l'autie a Jp, sur P et, respectivement, & JPl et —Jpl sur 1'ortho-
gonal P muni de 1l'orientation induite par celles de P et TxM .
Inversement, deux structures complexes induisant des orientations contrai-
res sur TxH admettent une unique droite complexe commune P dans T;M
(ce fait se déduit imm&diatement de la considération des deux familles
(F+) et (F ) d'espaces isotropes décrites en §1.1.8 : deux espaces
isotropes quelconques ex et Ely] ont en commun la droite complexe des
endomorphismes ayant x comme noyau et ([y] comme image ).

Ainsi,
+ -
(108) G,0n = 2* nx,27 00

et l'application de Gauss T se décompose en deux parties t = -r+ +1 @

A 2™ (M)
(109) T ln" T ln-
£ f
) S ¥ P/ M

Cette fois, Z+(M) et 2 (M) sont munies de vraies structures presque-
complexes YJ ou Y'.

Puisque f est conforme, f est horizontalement holomorphe pour ! et
J' .

Il résulte alors aisément de la Proposition précédente 1la

PROPOSITION. La pseudo-immersion £ _est conforme et harmonique si et

seulement si t*  est holomorphe de (I,J) d_a_gs_(z+(M),3'). si et seu-
lement 8i T est holomorphe de (I,J) dams (2 (M),)') .

Le fait que ' prenne le pas sur J &tait attendu (cf. §3.1)..
Cela est dG au fait que la détermination (104) de la structure complexe
verticale Sv de Gz(M) se fait nécessairement au moyen de la composi-

tion & droite par J_  puisque, en général, 1'orthogonal Pl n'a pas

de structure complexeppropre (pour n> 4 ).

La structure complexe verticale induite sur Z+(M) et Z (M) , quand
n=24, est donc bien J' qui est elle-méme détermonée par la composi-
tion 3 droite avec J et non J déterminée par la composition 3 gauche

(c£.(59) et (60) ).
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6. Le programme est ainsi rempli : nous avons &tabli une correspondan-
ce biiective (due & J.Eells et S.Salamon E-S 1,2 ) entre les applications
holomorphes (au sens presque-complexe) de (Z,J) dans (Z M), ') -ou
(27 (M), ) indifféremment- non-verticales et les applications harmoniques
conformes (non-constantes) de (£,J) dans (M,g).

Malheureusement, nous avons dii pour cela faire appel 3 la"mauvaise" struc-
ture presque-complexe ¢J' qui n'est jamais intégrable.

Nous sommes ainsi amenés 3 distinguer parmi les applications harmoniques
conformes de (Z,J) dans (M,g) celles dont 1'une des deux demi-appli-
cations de Gauss T ou T est holomrphe &galement pour la "bonne"
structure presque-complexe J » ce qui revient & dire, puisque J et J°'
sont conjuguées 1l'une de 1l'autre sur l'espace vertical, que ™ ou T
est horizontal .

Nous appellerons superminimales & droites (resp. & gauche) les pseudo-
immersions conformes de (Z,J) dans (M,g) dont la (demi-)application

de Gauss ™ (resp. T7) est horizontale .

Remarque 1, Considérons la forme fondamentale B d'une pseudo-immersion
f définie, 3 partir de la l-forme fondamentale b par

(110) BU,V = b(U)(TE(V)) vu,vV € Tpt ».Vp €I .
C'est une forme R-bilinéaire sur I & valeurs dans le fibré normal N,
symétrique 3@ cause du fait que Tf est dD-fermée .

Nous disons, comme dans le cas des vraies immersions, que £ est une
pseudo-immersion minimale si elle est conforme et B est J-anti-inva-

riante :

(111) B = -B vVuve TPZ » VP EL,

ce qui revient & dire que la trace de B est nulle relativement 2 toute
métrique sur I dans la classe conforme déterminée par J .

Clairement, (111) est Equivalent 3 (107) quand f est conforme et les
pseudo-immersions minimales sont exactement les applications harmoniques
conformes (non constantes) puisque celles-ci sont des pseudo-immersions.
Parmi celles-ci, les pseudo-immersions superminimales & droite (resp. &
gauche) sont caractérisées, parmi les pseudo-immersions conformes, par

la condition de C-linéarité plus forte pour B exprimée par
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(112) . . o 4N
BJU.V J BU'V. ( (112) BJU’V -J BU’V )

ol JN note la structure complexe propre du fibré normal .
Naturellement, 1'une ou 1l'autre des deux relations (112) implique (111).
Elles sont, par ailleurs,incompatibles sauf si B , i.e. b,6 est nulle

(= £ est totalement godésique ).

Remarque 2. Nous pouvons développer la remarquie préc&dente de la fagon
suivante .

La forme fondamentale B se décompose en trois composantes

(113) B=38" + B
P )
BZ,O + B0,2
ol B'= Bl’1 est la partie J-invariante de B, B sa partie J-anti-

invariante qui se décompose elle-méme en une composante JN-linéaire 32,0

et une composante JN-anti-linéaire 80’2 (vérifiant respectivement
(112) et (112)').
Soit U un &lément non-nul de TPZ en un point p de la surface I .

-

La caractéristique de f au point p (relativement & U ) est 1'image

par B dans Np du cercle eieJJ de Tp .

C'est une ellipse EU de Np (éventuellement dégénérée) parcourue deux

fois, déterminée par

16 1;1 218 2,0 =216 _0,2
(114) B(e” .U) BU,U + e 'BU,U + e By'u .
Si U est remplacé par V = ei¢.U P >0, 1'ellipse T _ de déduit de

v

TU par une rotation du paramétre d'angle 2¢ et une homothétie de rap-

port P .Autrement dit, d'un point de vue géométrique, la caractéristi-
que est parfaitement définie (2 homoth&tie prés) par f seule .Comme
telle, nous la noterons rf |
I1 est alors aisé de vérifier le tableau suivant o f est une pseudo-
immersion conforme :

Tf est centrée 1,1 +
{ }] & {B*" =0}e {1 est Sz-holomorphe}

(1) 1l'origine

« {1 est 52-holomorphe }
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est un cercle parcouru } e { B0,2

c2) { d = 0} » {1t est Ul—holomorphe}.

dans le sens positif

Tf est un cercle parcouru } e { B2,0

c3) { = 0} » {1 est Jl-holomorphe.‘ .

dans le sens négatif

On notera que les deux derniéres situations -contrairement & la premié-
re- ne dépendent que da structure conforme de M .

Ce fait peut €tre retrouvé de la fagon suivante . Si g est remplacée
par la métrique conforme eza.g , ol 0 est une fonction sur M , la
forme fondamentale B est remplacée par B° qui prend ces valeurs dans

le méme fibré vectoriel N et qui se déduit de B par
o * N
(115) B =B -fg#f [grado]

ol [gradc]N est la composante normale du gradient de ¢ (relatif 2 g).
*
S1 f est conforme, f g est de type (1,1) par définition et les compo-

santes Bz’o et 80’2

de B ne sont pas affectées par changement con-
forme de la métrique g .

Les pseudo-immersions superminimales & droite (resp. & gauche ) sont les
pseudo-immersions conformes qui appartiennent & la fois aux catégories
(C1) et (C2) ( resp. (Cl) et (C3) ).

Les pseudo-immersions conformes de la catégorie (Cl) sont les pseudo-im-
mersions minimales .

I1 n'y a pas, 3 ma connaissance, de nom consacré pour les pseudo-immer-

sions conformes des catégories (C2) et (C3) .

7 . 11 faut montrer 1l'existence de pseudo-immersions superminimales.
Par ailleurs, elles n'ont véritablemnt d'inté&rét que lorsque J est
intégrable et méme, puisque nous cherchons des courbes holomorphes dans
(Z*(M),S) ou (2 (M),Y) intégrales de la distribution horizontale, lors-
que celle-ci -que nous noterons H - est elle-méme holomorphe .

Cette exigence impose une condition supplémentaire sur la courbure R
de M,g) .

PROPOSITION. Lorsque (M,g) est autoduale (resp. anti-autoduale ),la
distribution horizontale H sur (Z (M),%) (resp. (Z+(H),5) ) est holo-

morphe si et seulement si la métrique g est une métrique d'Einstein .
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Nota. Dire que H est holomorphe est dire que H est un sous-fibré ho-

lomorphe du fibré tangent holomorphe TZ de 1'espace des twisteurs ,i.e.
encore, que la projection verticale de TZ sue le fibré tangent vretical
Tvz est une l-forme holomorphe sur Z 3 valeurs dans Tvz considéré

comme un fibré en droites complexes holomorphe sur Z .

La Proposition peut se démontrer ainsi . L'espace des twisteurs Z pos-
sé@de une métrique hermitienne naturelle E qui fait de la projection

twistorielle m une submersion riemannienne : nous transportons la mé-

trique g de M sur la distribution horizontale et nous considérons

sur 1l'espace vertical Tvz - Aiu (c£.82.2) 1la métrique naturelle définie

J
par

(116) $(A,B) = - trace(AB) .

Les espaces horizontaux et verticaux sont g;orthogonaux .

A cette métrique hermitienne 3 est attachée la connexion unique 3
qui est métrique (pour Z ) et induit la structure holomorphe de (TZ,3)
comme nous 1l'avons indiqué en §2.8 .

Cette connexion, la connexion de Chern de 2 , induit, & son tour, par

projection orthogonale sur le fibré horizontal H , une connexion %
sur H . La différence

117) P=D-¥

est la l-forme fondamentale de H dans TZ . C'est une l-forme sur Z
a8 valeurs dans le fibré Hom(H,TvZ) .

H est un sous-fibré holomorphe de TZ si et seulement si b est de
type (1,0) .

Or, b s'écrit dans la décomposition (57) :

BAY = 0

g(x)Y est vertical, défini par
(118) 2(BX)Y,A) = g(AX,Y) + 1/2.(R(X,Y) + J.R(JX,Y),A)

pour A € AiM et X,Y € M.

Lle premier terme du membre de droite de (118) est de type (1,0), le se-
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cond de type (0,1) .
Ainsi, H est holomorphe si et seulement si R(X,Y) + J,R(JX,Y) est
J-invariant, 1i.e.

(119) REUX Y + X JY) = JR(X Y -~ JX JY)

pour tous X,Y € 'rxn et J dans la fibre 2:0{) de zﬁ(x).(Nous avons,
dans (119), une &criture mixte pour R qui apparalt comme un homomorphisme

de A :H dans Ax!*l ,espace des endomorphismes symétriques de 'l'xH ).
La condition (119) &quivaut clairement aux deux conditions

+ -
a) R envoie AJ dans AJ

*
(120) JEZ (M)

b) est J-linaire .

Rll\"-
Cette dernidre condition est vérifi€e.par hypothése puisqu'elle &quivaut
au fait que J est intégrable (cf. $2.5 ).

La premidre condition détermine, dans l'espace des tenseurs de courbure 62,
un sous-espace 86 S0(4)-1invariant, distinct de C: (on le vérifie direc-
tement) et comprenant de fagon &vidente la somme U o ‘el ™.

Ainsi, EL est caractérisé&, dans Ca, par la condition

(121) S=0

qui &quivaut 3 la condition d'Einstein.

Remarque . Nous voyons, sur (118), que P n'est jamais de type (0,1).
Nous en déduisons que le fibré tangent vertical.n'est jamais un sous-

fibré vectoriel holomorphe du fibré tangent (holomorphe) TZ .

8. Les variétés riemanniennes complé&tes de dimension 4 orientées, qui
sont & la fois : -autoduales et d'Einstein ne sont connues que lorsque
la courbure scalaire (constante) u est positive ou lorsqu'elle est nulle.
Pour u > 0 , elles se réduisent aux seules Sa et CP2 canoniques,
dont nous avons étudié les espaces de twisteurs.
Pour u = O, elles se limitent aux variété et aux surfaces K3 (et leurs
quotients discrets).

Pour u < O , elles comprennent les espaces hyperboliques réels et complexes.
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(ces derniers, comme CPZ, &tant autoduaux ). On ne sait pas s'il en ex-
iste d'asutres .

(Les résultats ci-dessus sont dis indépendamment 3 N.Hitchin et Friedrich-
Rurke [Hi] , [F-K] . |

Voicidonc les limitations qui semblent naturelles concernant la variété-
but M,

9. En ce qui concerne la variété-source (I,J) -que nous supposons
compacte désormais , de genre g (que nous ne confondrons pas avec la
métrique de M !)-, on sait que la sphére de Riemann S2 ( g= 0) se

distingue de toutes les autres surfaces de Riemann par le fait qu'elle
n'admet aucune l-forme holomorphe non-nulle (ni, de fagon générale, au-
cun objet holomorphe covariant ).

En particulier, toute application harmonique de source S2 est conforme.

En effet, la partie J-anti-invariante de f*g (celle que nous négligeons
dans le calcul de 1'énergie) est holomorphe quand £ est harmonique,
done nulle si (Z,J) est la spére de Riemann .

On peut montrer, en se fondant sur le méme argument, que

oute app cation armonique e ans a sphere canon e
(1) T lication h fque de S° dans la sphire S° iqu

est superminimale ( 3 droite ou & gauche, le passage de 1'un & 1'autre

s'effectuant par composition avec l'antipodie, cf. §2.6 ).

(P2) Toute application harmonique de S2 dans le plan projectif complexe

CP2 est +-holomorphe (donc superminimal & droite), ou superminimal 3

gauche .

(Résultats diis, avec un langage légérement différent & E.Calabi et J.Eells-

J.Wood repectivement [Ca], [E-W] .

Comme il n'existe aucune application harmonique non-constante de s2

dans un espace 3@ courbure sectionnelle négative ou nulle, nous sommes
ainsi amenés 3 nous intéresser particuliérement, dans le cadre de la thé-

orie que nous développons, aux applications harmoniques de S2 dans s“

ou CPz.

Par ailleurs, il existe, comme nous allons voir, des applications harmo-
niques superminimales de n'importe quelle surface de Riemann compacte
(z,J) dans CP2 ou Sa.

Assez curieusement, ce sont , pour autant que je sache, les seules appli-

cations harmoniques connues de (g£,J) dans 54 ou CP2 (s1 on excepte
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celles dont 1'image est contenue dans une sous-variété fotalement géo-
désique de dimension inférieure).

10. Les pseudo-immersions superminimales & gauche de (I,J) dans CP2
sont, par définition, les projections des courbes holomorphes horizonta-
les de D, = 2™ (cp?) .

Nous avons vu (cf.§2.7) que la distribution horizontale est intrinséque-
ment attachée a D3 , indépendamment de son interprétation twistorielle.
Soit F une application holomorphe horizontale de (Z,J) dans D3 .
Ses projections par P, et p, (c£.(93)) dans CP2 et (CPZ)* sont
des courbes holomorphes paramétrées par (I,J) que nous notons C et
C* respectivement .

Di;e que F est hogizontale est exctement dire que les courbes C et

C sont duales 1'une de 1l'autre.

Ainsi, toutes les pseudo-immersions supreminimales & gauche £ de (Z,J)
dans CP2 -8 1'exception des plongements holomorphes canoniques de 82
dans CP? comme droites projectives, qui sont totalemnt g&odésiques,
donc superminimaux 3 droite et 3 gauche--sont obtenues par le procédé

suivant :

1) considérer une courbe algébrique C paramétrée par la surface de

Riemann (£,J), donc de genre g , dans CP2

c: (,n) -~ CP2 .

2) Associer d chaque point p de I 1le point f£f(p) situé a 1'infi-
ni relativement 3 C(p) sur la droite projective C*(p) tangente 2 la
courbe C en C(p) (=les droites complexes C(p) et £f(p) de C3 sont

orthogonales, au sens hermitien, dans le 2-plan C*(p))

CPZ f(p) = ®

c¥(
P c(p)

(122)

-

En particulier, toutes les applications harmoniques de S2 dans C‘P2

PE T

qui ne sont pas *holomorphes sont obteniues par ce procédé & partir
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d'une courbe plane C de genre O .

11. La correspondance de Bryant. Nous avons interprété l'espace pro-

jectif complexe CP3=P(T) comme l'espace des twisteurs projectifs au-
dessus de la sphére 84 au moyen d'une structure symplectique hermitien-
ne sur l'espace des twisteurs T (cf. §1.1IV ).

Le fait remarquable, qui confére @ la distribution horizontale H de
P(T) wun caractére intrins&que comme dans le cas de D3 , est que H
peut €tre déterminée 3 partir de la seule structure symplectique com-
plexe de T , i.e. de la seule 2-forme complexe (.,.) (§1.1IV).

Celle-ci détermine, & 1'intérieur de Z = P(T) , une famille de droites
projectives particuliéres dites horizontales qui sont les 2-plans la-

grangiens de T ,i.e. les 2-plans isotropes pour (.,.) (ne pas confondre
les divers emplois du mot isotrope utilisés dans ce texte!)

Cette famille constitue une hypersurface complexe ¥ dans 1'univers com-
plexe G , sans point commun avec 1l'univers réel (euclidien) S .

En chaque point de P(T) , l'ensemble des droites horizontales passant

par ce point détermine la totalité des directions tangentes horizonta-

les en ce point.

2 (§2.7)

ol 1l'espace des drapeaux D3 joue @ la fois les rdoles joués ici par

Remarque . I1 y a 13 une analogie frappante avec le cas de CP

et par l'espace des twisteurs projectifs 2Z=P(T) .

Dans les deux cas, G~ d'une part, r \.Da d'autre part, constituent
une famille 3 4 paramétres complexes de courbes complexes (isomorphes

a CPl) dans les espaces de twisteurs projectifs correspondants, laquel-
le détermine en tout point 1l'ensemble des directions tangentes non-hori-
zontales .

Seule différe la fagon dont les directions horizontales sont associées
aux points des hypersurfaces complexes ¥ ou D3 .

En fait, 1'analogie va plus loin : il existe une correspondance bira-
3

tionnelle KX entre les espaces de twisteurs projectifs D3 et CpP

(de CP2 et Sa respectivemnt) gqui préserve les distributions horizon-

tales.

En particulier, toute courbe holomorphe horizontale dans 1'un de ces deux

espaces de twisteurs -que 1l'on peut toujours considérer, quitte @ modifier

les éléments constitutifs de la correspondance R , en position générale
par rapport 3 K ,i.e. évitant les &léments singuliers de R (qui n'est

évidemment pas un isomorphisme de variétés complexe)- est isomorphe (com-

me variété complexe cette fois!) & une courbe holomorphe horizontale de

1'autre espace.
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Ainsi, toutes les pseudo-immersions superminimales & gauche dans le plan
projectf complexe CP2 que nous avons construites précédemment peuvent
. se réaliser comme des pseudo-immersions supreminimales dans la sphére Sa

au moyen de la correspondance R ,suivant le schéma :

(123)

Si f est une immersion en p (=si une des courbes paramétrées C ou
C* est régulidre en p ), f est aussi une immersion.

Ainsi, toutes les surfaces de Riemann compactes peuvent €tre immergées

comme surfaces superminimales dans la sphére Sa .

Ce résultat est di & R.Bryant [Br] ainsi que les formules de passage

de £ 3 £% (voir aussi [La] ).

Une construction géométrique fondé€e sur la géométrie des droites horizon-
tales de CP3, c'est-3a-dire sur la géométrie symplectique complexe de

1'espace des twisteurs C4=T , se trouve dans [Ga]1 .

12, Nous avons déjd noté que nous ne connaissons pas, jusqu'd présent,
d'autres fagons de fabriquer des pseudo-immersions minimales d'une sur-
face de Riemann dans Sa (qui ne soit pas contenue dans S3).

Cela est d'autant plus regrettable que nous n'avons aucun espoir d'obte-
nir,de cette mani&re,des plongements minimaux, ni méme des pseudo-immer-
sions injectives , dans Sa ( 3 1'exception des 2-sphéres équatoriales).

Nous avons,en effet, la

PROPOSITION 1. Aucune pseudo-immersion superminimale d'une surface de Rie-

mann compacte dans la sphére canonique Sa n'est injective en dehors‘des

2-sphéres €quatoriales.

En particulier, il n'existe aucune application harmonique injective de
2
S

dans Sb, en dehors des sphéres équatoriales.

Les seuls plongements holomorphes de S2 dans CP2 sont les droites pro-
jectives et les coniques (=quadriques de CPZ) , mais i1 existe beaucoup
d'autres applications holomorphes injectives de S2 dans CP2 avec un

indice de ramification m quelconque . Par exemple, la courbe
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(126) (u:v) > (um+1v : um+2: vm+2)€ CP2 .

Nous avons néanmoins 1'analogue de la Proposition 1 sous la forme de la

PROPOSITION 2. 11 n'existe aucune pseudo-immersion superminimale 3 gau-
che injective d'une surface de Riemann compacte dans le plan projectif

complexe en dehors des droites projectives (qui sont totalement géodési-

ques ).

En particulier, il n'existe aucune application harmonique injective qui

ne soit pas =*-holomorphe de S2 dans CPz.

Les démonstrations de ces deux propositions figurent respectivement en
[G-L] et en [(:a]2 .Elles sont tout 3 fait similaires. En voici 1'argu-
ment. .

Dans les deux cas, nous construisons, dans l'univers complexe G ou T,
considérés comme variétés de"droites" dans 1l'espace des twisteurs projec-

tifs CP3 ou D3 , la variété des sécantes Sec(F) du relé&vement holo-

morphe horizontal F de la pseudo-immersion superminimale £ de I
dans S4 ou CPZ.

Cette variété est une surface complexe paramétrée par le produit £ x I
(ou, si on préfére, le produit symétrique I QI ), mais 1l'application

qui, au couple (pl,pz)e L xI , associe la sécante correspondante dans G
ou T n'est pas partout définie , en particulier, aux points de la dia-
gonale ol f est singuliére (et aussi, dans le second cas, aux points
(Pl’pz) tels que les drapeaux F(pl) et F(pz) ont un &l&ment commun ).
Nous définissons alors Sec(F) comme la fermeture d'un graphe dans le
produit IxIx G ou I xIxT , faisant naitre ainsi, dans G ou T ,
des sE&cantes parasites aux points ot f est singuliéres.

Nous montrons alors que ces éléments parasites sont horizontaux ,i.e.
contenus dans 1'hypersurface horizontale ‘¥ dans le premier cas, D3
dans le second .

Ceci constitue une des difficultés techniques des deux démonstrations

qui se résolve de fagon spécifique dans les deux situations envisagées.

Nota. Si nous renforgons 1'hypothése des Propositions 1 et 2 en supposant
que f est une immersion (i.e. si nous cherchons des plongements super-
minimaux ) la méthode que nous proposons donne le résultat trés simple-
ment. D'autres arguments de nature différentes ont &té proposés dans ce

cas , Vel pour s® et el pour cel.

Le point précédent ayant &té montré, nous voyons que si f est injective,
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aucun élément vertical (=réel) de G ou T ne peut figurer dans Sec(F).
I1 reste alors & calculer le nombre d'intersection, dans 1l'homologie en-
tidre HA(G,Z) ou Ha(P,Z) de G ou T (isomorphes respectivement &

22 et 23), des classes d'homologie déterminées par la variété analyti-
que Sec(F) et 1l'univers réel de G ou T ,i.e. Sa- GR et CP2= TR
et montrer que ce nombre n'est pas nul en dehors des exceptions citées
dans 1'énoncé (13 encore, les techniques de calcul sont spécifiques de
chacune des deux situations ).

Remarque. La seconde partie des Propositions 1 et 2 demeure si S2
est remplacée par une surface de Riemann quelconque (Z,J), si on suppose
en plus que l'indice de ramification m de f est supérieur 2 3(g-1)
dans la Proposition 1 ou supérieur & 4(g-1) dans la Proposition 2

(od g est le genre de I ),cf. [Ga]2 .
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