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Séminaire de théorie spectrale et géométrie

CHAMBERY-GRENOBLE
1085—1086 (25—33)

SPECTRE D'UNE VARIETE PRIVEE D'UN ¢ -TUBE
(Con&itions de Diric}llet)

par Gilles COURTOIS

I. - On considere une variété riemannienne (Mm,g) et Nn une sous-

variété de M , ces deux variétés étant compactes et sans bord.

On note TeNn = (xeM™ |d(x,N)< e} et M_= Mm\TeNn . Le

spectre du laplacien A de (Mm,g) est noté D‘l =0 < )‘25)‘ et celui

3. LN 3
du laplacien A e de (Me' g) (dont le domaine est défini par la condition

de Dirichlet sur aMe ) est noté (xl(e) < xz(e) < )‘3(6) ... }. Les noyaux
the sont notés k(t,x,y) et ke(t,x,y) . On

note p= m-n = dim Mm - dim Nn la codimension de Nn .

des opérateurs et2 et e

THEOREME 1. [C-F], [R-T]

Si p22, )\i(e) —;6» )‘i en particulier, xl(e) -?_3— 0.

Remarqgue. L'hypothese px> 2 est nécessaire comme on le voit
sur l'exemple :
M= Sl , N= [Xo} , Me est un segment de longueur (2m -2¢) ,
X, (e) = [n/@n-20)1 2 et % () —=0 .
e-0

Le théoreme 1 est un corollaire du

THEOREME 2. [R-T], [C-F]
Sipz22, ke(t,x,y) — k(t,x,y) et la convergence est uni-

-0
forme pour (t,x,y) dans tout compact de [0, x (Mm\N")2 )

Dans la suite, on s'intéresse a la convergence de )\i(e) - )‘i .
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THEOREME 3. [0Z])

Si dimMm=2_gg3, N“={xo] et si >‘i est simple on a

xl(e) - xi = (e), fiz(x()) + o(p(e)) ol fi est une base ortho-

normée de l'espace propre associé & X, , et ol
21 |Log el—l si m=2

P(e)= 4nie si m=3.

Remarque. En particulier, sous les hypothéses du théoréeme 3
on a Xl(e) = 9O + o(ep(e)) .
volM™
THEOREME 4. [BE])

Si dim M™ =2 » A, simple, on a

i
N -\ = 2 anlLogeru
nzl

ol _le rayon de convergence de la série est non nul.

Remarque. Dans [BE], 1'auteur obtient des résultats analogues

en dimension 3 et 4 .

THEOREME 5. [B-G)

Pour toute variété M™ ,s1 N = [XO] , il existe une fonction

explicite a(c) tendant vers 0 avec € telle que

P €)
|A, (e) - | = @ (e)-ale)
1 vol M™ m
(m-2) vol Sm-'l em-2 si m=23
A @yl = 2n |Log el-l si m=2

En fait, par une méthode différente, on peut généraliser la théo-

réme 5 :

THEOREME 6. Pour toute variété Mm et toute sous variété

Nn de Mm de codimension p =22 , il existe une fonction expli-

cite a(e) tendant vers 0 avec ¢ telle que :
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vol Nn

vol Mm

A (o) - 'cpp(e)l < ¢, (e)-ale)
Remarque. Les théorémes 3 et 4 donnent des équivalents asymp-
totiques de xi(e)- )‘i , €en particulier de xl(e) , et les théoremes 5 et 6

donnent une majoration de l'écart entre xl(e) et son équivalent asympto-

tigue. Cette majoration cpp(e)-c,(e) dépend de bornes sur la gé€ométrie de

M™ et du plongement ND e M™ Précisément, si on note o la cour-

bure sectionnelle d¢ M™ , s g la _deuxieme forme fondamentale associée

au vecteur E du fibré normal unitaire UN" de N" , inj(N" — MT) le

rayon d'injectivité de I'application exponentielle associée 3 IJNn , on sup-

pose que
1) o] sK
(2) "Sgn s
3) inj(N" <« M™) 2 a>0
@) Sup dx,NT) <D
xeM™m

et la fonction q(e) du théoreme 6 vérifie en fait :

®©-2)_,

2nn @_3)e OK,n.D,a(e) si p=24

a(e) = {2nn e|Log €| +°KnD a(elLoge\) si p=3

-1 -
OK,n,D,a(lLog e:l ) si p=2 .

Les hypothéses (1)- (4) qui interviennent dans la majoration de 1'écart
entre xl(e) et son équivalent asymptotique sont nécessaires comme le

montrent les exemples suivants :

1) Nécessité de 1'hypothese sur o.

On considere N = {Xo} dans (Mm, ) et on suppose que
lnj(Nn — Mm) = 2., Onnote p la fonction distance a Xo et on consi-
dere une fonction ?, [0, — [0,o , C%, telle que ® 2 0, cp'ez o,

1 1
= 1 t)ydt = .
P () 1 si t21 , et ‘YO cpe( ) €
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Les métriques ge= (cpeo p)'y coihcident
avec g sur Mm\Bg(Xo,l) et

. o Bge(Xo, €)= Bg(Xo, 1) . En particulier,
A MT\B (X, ) = A (MT\B,(X_, 1)) =~ 0
1 g, 0 € 1 gl X 1) o

Dans la boule Bg (Xo, €) , la courbure sectionnelle o, de ge n'est

pas bornée, les autres invariants restant bornés.

2) Nécessité de 1'hypothese sur ||S -

On considere une variété M3 et N = y une courbe fermée

dont tous les points sont & distance inférieure a ¢ d'un point fixé Xy -

N On a alors TeNeC B(XO,Ze) et par le

principe du minimax

m m
A, M \TeNe) <)M \B(XO.Ze)) .

L'estimation du théoreme 6 ne peut &tre uniformément vérifi€e pour N

vO 82
vol M(2 € .

m
puisque )‘1(M \TcNe) ~ |Loge‘ et A (M \B(Xo,z €)) ~

vol M

3) Nécessité de 1'hypothese sur le rayon d'injectivité :

Dans une variété Mm on considére :

Ona TN «T N',vol N =2vol N', Par le minimax :
€a cta a

m m .

A M \TeNa) <A M \TemN) .
L'estimation du théoréme 6 ne peut etre uniformément vérifiée pour Na
puisque

m 2 vol N! p-1 p-2
)‘I(M \TeNa) ~ ol M (p-2) vol S €

et
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m . vol N' p-1 p-2
MOMONT, N ~ Cor @-2)vol 87 T(et)” T

II. - RESUME DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 6.

Dans ce paragraphe, toutes les variétés considérées sont compac-

tes sans bord :

1) Les fonctions de Green : pour toute sous variété Nn de M™

compacte sans bord, on définit la fonction de Green de pbdle N? , par

G.x)=[ d &[kt,X,Y—l/oleldt.
N® =k yjo ¢, X,Y) - A/ )

La fonction G, est C° sur Mm\Nn et est caractérisée par les pro-

N
priétés :

_ _ n m
(1) AGN 6N (vol N /vol M )

2) { Gy(X) dX =0
M
od 6. estla masse de Dirac de N' , i.e. 8. () = J‘ fiy) dy .
N N N
La démonstration du théoreme 6 provient d'une majoration de

)‘l(e) par le principe du minimax appliqué & une fonction ad-hoc et d'une

minoration de )‘l(e) qui découle du

LEMME. Pour toute variété Mm et toute sous variété Nn

de Mm , Si _on note G;] = GN- min GN(X) » pour tout g>0 ,

m
XeM
G¥<p 1 volN od A,(G* < B) désigne la premiere
ona \(GysP =g Jom & 2(Gy £ prem

valeur propre du domaine [G; <8} avec condition de Dirichlet

sur le bord.
Preuve. Soit f la premiére fonction propre du probleme de
Dirichlet de 0= {G';] <B}. On a d'une part :

[B-G¥ af < A, (G¥ <B)-B- [ f
.fn N 1N IQ
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et d'autre part, par la formule de Stokes :
J [e-G;lAf = (vol N/volM) [ f
9] 9}

d'ol la minoration, puisque j' f>0.m
9)

2) Un cas particulier : dans le cas ol Mm est de révolution

m o N'= (Xo}) , la fonction G;

est une fonction (décroissante) de la distance a N® , l.e, G;I(x) = g(r(x))
o r(X = dist(X,N") .

autour de N® , (par exemple M™ =8

e Le principe du minimax appliqué & o= g(e) - G* donne alors

N
volN 1 ale)
vol M g(e)+g(e) ol a(e) ———c_‘o 0.

facilement : xl(e) <

e Le lemme appliqué & B = g(c) donne :

vol N 1

* = —
On conclut le théoréeme 6 dans ce cas particulier en remarquant que

-1
= [} e .
g(e) tpp(e) + 0(¢) cpp(e) ol ép(e) e—~oo

3) Cas général : dans le cas général, la difficulté vient de ce
que G§ n'est pas une fonction de la distance a N* , lelemme ne pou-

vant pas s'appliquer directement pour la minoration,

Mais on a, pour toute variété M™ et toute variété N de

codimension p = 2 vérifiant les hypotheses (1)-(4) que nous rappelons :

) lo| <K

@) ISl = m

3) inf(N"e~M™) 2 ¢ >0

“) supm dX, Nn) <D
XeM

te théoreéme suivant.
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On désigne par g, la métrique canonique de la sphere sP-1

THEOREME 7. 1l existe deux constantes explicites y(K,D) et
YK,D,q,m telles que

Br(X) -y s Gy(X) s For(X) +Y

od 1a fonction g(r) [resp. g°r] est la fonction de Green de
pole (0} dela boule B{0,D)

[resp. B(0,3) = ﬁ'(o,inf(a, 1/VK) A.rctgch_(/n)))] de R? muni
de la métrique s'écrivant en coordonnées pola.ires autour de 0

(2n)/(p-~1)

= (dr)2 + (ch Kr + nsh Kr) (K sh Kr) go

(2n)/(p-1)

[resp. g = (dr)2+ (cosKr - nsin Kr) X 1ain Kr) gol ,

la condition au bord de B [resp. B] étant celle de Neumann.

Le théoreme 6 découle alors de :

e la majoration de A () par le principe du minimax appliqué
2 la fonction ¢ = g(e) ~E°r dont le quotient de Rayley vérifie
2 2 volN 1 afe) .
j'chp\ /ICP = Vol M g(e)+ ge) ’
e dulemme appliqué a Qe = [G; < g%()) od

G* =G - minG (X) et g*=g+Y-min G_(X), en remarquant que,
N N xem XeM N

puisque G < g+Y , on al'inclusion ne po) Me , et donc

N

vol N 1

)‘l(e) 2 Xl(Qe) 2 oM _E*(e) .

° dix fait que E(e:)-1 = cpp(e) + 3(e)qbp(e)
et = () + B(e) 5 (€)

od &(c) et 3(c) tendent vers 0 avec ¢.

Démonstration du théoréme 7 :
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on a en effet

AGN = 6N - (vol N/ vol M)
6E°r) =T @er) + (0-B @°r) = b - 1/V+ (or - Br). [@"1)

ot ¥ désigne le volume et 7 le laplacien de B(0,3) . On a donc :
8Gy- @°r) = @/F)- (ol N/vol M) +(Br - ar) @'er) .

Mais d'apreés le théoreme de Heintze-Karcher, cf. [H-K], la fonction
distance & 0 dans (ﬁ(O,E),E) est moins convexe que la fonction distance

a Nu dans Mm , donc Ar-3r <0 et A(GN-(g"or)) < (I/V)- (vol N/vol M) .

@1 faut remarquer que lapartie singulieére de A(E-.r) portée par 3B(0,q)

est nulle puisque la fonction ger sur M™ est de classe Cl) .

On note G{X} le noyau de Green de pole {X] sur M et

G=G -min G (z) . On a alors d'une part :

J‘MG(y) A(GN- @er))@)dy < [(1/ v)- (vol N/vol M)] J'MG(V)

Et d'autre part :

[ 6o a(6-@n)ody = (6-E-n)- ahol M) [ G\-@r) By .
M

On déduit :

Gy (x) - gor(x) < [(1N)- (vol N/vol M]“ G(y)] -(1/vol M) _|‘ Eer)(y)d
M M

et la majoration de G, s'obtient en majorant ||G|| , Par un théoreme de
L

N

Bérard-Gallot, cf. [B-G], et en majorant ||E=r|| , Par le théoreme de
L

Bishop, cf. [C-E].

b) Minoration. De la meme fagon que précédemment, on obtient :

MGy~ @) = 1/ - (vol N/vol M) + Br - ar)(g™ or) + (8, 1)(E 1)

slngr
ol Asingr désigne la partie singuliere de Ar , portée par le art-locus

de NP,

D'aprés le théoreme de Bishop, on a (Z\r - 4r) < 0 et on peut



montrer que As
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r <0, dad
ing

s(6y-@n) = [(1/\7) - (vol N/vol M)] ,

La minoration s'en déduit comme précédemment la majoration.
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