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PROBLEMES DE PLATEAU EQUIVARIANTS

par Graham Smith

MOTIVATIONS

Je vais vous présenter les résultats de mon article récent, « Equi-
variant Plateau problems » que vous pouvez trouver sur ’ArXiV
sous la référence math.DG/0602271.

On cherche des conditions pour l'existence des réalisations géométriques de
certains objets algébriques. Plus explicitement :

— soit ¥ une surface compacte de genre au moins 2 ;

— soit M une variété compacte a courbure sectionelle strictement négative;

- s0it 0 : m1(X) — w1 (M) un homomorphisme.

on : Etant donné des conditions de courbure préscrites (par exemple mi-
nimalité, courbure moyenne constante, courbure gaussienne constante,
convexité...), quand existe-t-il une immersion ¢ : ¥ — M satisfaisant a ces
conditions de courbure et qui réalise 6. C’est-a-dire, telle que :

i = 0.

Une breve étude de ce probleme révele un lien avec la théorie des structures

complexe projectives : soient ¥ et M les revétements universels respective-
ment de ¥ et de M.

Le probléme devient alors :
on : Quand existe-t-il une immersion i : ¥ — M satisfaisant a ces conditions
de courbure telle que i soit equivariante sous 'action de 6 :

Yy € m (%), ioy=0(y)oi.

M est une variété d’'Hadamard. Soit 9o, M = S2 son bord a l'infini.

On définit I'application de Gauss-Minkowski sur le fibré unitaire de M (voir
figure 1) :

UM — 8..M.
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Figure 1 Figure 2

Pour un vecteur v, dans UM, on définit 7 (v,) comme étant le point dans le
bord a l'infini de M ot aboutit la géodésique dans M partant du point p dans
la direction v, :

7 (vp) = v(+00),
ol vy est I'unique géodésique telle que 9;7(0) = v,,.
Soit N; : ¥ — UM le champ de vecteurs normal sur i (voir figure 2).

Puisque le groupe 71 (M) agit par des isométries sur M, il agit également par
des homéomorphismes sur 0., M. On considére 1'application équivariante :

ap:WONi:iaﬁwM,

poy=0(y)op  Vyem(X).

Lorsque i est localement convexe, ¢ est un homéomorphisme local. De méme,
si on a un homéomorphisme local ¢ qui est équivariant sous 1’action de 6,
alors, il existe une immersion ¢ localement convexe (qui n’est pas forcément
unique) telle que :

©=n oN;,.

Dongc, dans le cas ol on étudie la condition de courbure de convexité, notre
probleme de départ devient le probléme suivant :

on : Quand existe-t-il un homéomorphisme local ¢ : % — 9., M équivariant
sous l’action de 6.

On appelle une telle structure un « probleme de Plateau équivariant ».

En principe, on pourrait dire la méme chose pour toutes les conditions de
courbure qu’on voudrait imposer (et non pas seulement celle de la convexité).
On considere alors la recherche des problemes de Plateau équivariants comme
étant la version la plus généralisé du probleme du départ.
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STRUCTURES COMPLEXES PROJECTIVES

Lorsque M est a courbure sectionelle constante, on peut transformer ce
probleme en un autre probleme bien connu :

M devient H3,

Do M devient O H? ®

71 (M) C Isom(H?) = PSL(2,C)
0:m (%) — PSL(2,C)

Puisque ¢ est un homéomorphisme local, en tirant en arriere la structure ho-
lomorphe sur C, il engendre une structure holomorphe sur 3. On a:

¢ : ¥ — C loc. conforme, equivariant

La paire (¢, #) est donc une structure complexe projective.
On cite maintenant un résultat de Gallo, Kapovich et Marden :

Théoreme (Gallo, Kapovich & Marden). Soit 6 : m1(X) — PSL(2,C) un ho-
momorphisme. Il existe o telle que (¢, 0) soit une structure complexe projective si et
seulement si :

(i) 0 est non-élémentaire et
(ii) SW2(0) = 0.

On expliquera bientdt le sens de ces deux conditions. Ce qui nous est impor-
tant, c’est que ce résultat de Gallo, Kapovich et Marden nous donne des condi-
tions algebrigues nécéssaires et suffisantes sur § pour 'existence d'un probléme
de Plateau équivariant. Maintenant on utilise un théoréme d’existence de La-
bourie :

Théoreme (Labourie). Soit (¢, 0) une structure complexe projective et supposons
que X est compacte. Alors, il existe une unique immersion i : ¥ — H? telle que :

(1) i soit une immersion compléte,
(ii) 4 soit a courbure Gaussienne constante égale a k, et
(iii) W o N; = .
D’ailleurs, l'unicité de i implique que
(iv) i est équivariante sous 'action de 6.

En prenant le quotient de cette immersion, on obtient une immersion de ¥
dans M a courbure Gaussienne constante qui réalise f. On vient de résoudre
alors le probleme dans le cas de courbure Gaussienne préscrite. C’est-a-dire
qu’on vient d’obtenir des conditions algébriques sur 6 nécéssaires et suffisantes
pour l'existence d'une immersion a courbure Gaussienne constante de ¥ dans
M qui réalise '’homomorphisme 6.
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LE THEOREME D’EXISTENCE

Maintenant, on va étudier les définitions de ces conditions algébriques et on
va voir comment elles pouvent étre généralisées au cas ot la variété M n’est
pas forcément a courbure constante. D’abord :

0 est dit non-élémentaire si et seulement si le sous-groupe 0(m(3)) n’a pas de
point fixe dans Do, M = 9., H? = C.

Cette condition se généralise assez facilement au cas ot M n’est pas forcément
a courbure sectionelle constante. Pour comprendre la condition sur la
deuxieme classe de Steifel-Whitney de 6, il faut faire d’abord un peu d’al-
gebre. On a la suite exacte courte suivante :

0 — Zy — SL(2,C) — PSL(2,C) — 0.

En utilisant ’'homologie de Cech, on obtient a partir de ¢ une classe cohomo-
logique :
0 — [0] € H'(M,PSL(2,C)).

Si I'on applique l'application de bord de la suite exacte longue de Meyer-
Vietoris, on obtient la deuxiéme classe de Steifel-Whitney de 6 :

5([0]) = SWs(6) € H*(M, Zs).

En fait, ce n’est pas nécéssaire de comprendre les détails de cette construction
algébrique, parce que la deuxiéme classe de Steifel-Whitney de 6 s’annule si

et seulement s'il existe un relevé § de # dans SL(2, C), le revétement universel
de PSL(2,C):

SWy(f) =0« 30 : m (%) — SL(2,C) t.q. w0 6 = 6.

On peut généraliser SW5 au cas oit M est une variété a courbure strictement
négative. En effet, le groupe des isométries du revétement universel de M agit
sur le bord a l'infini de celui-ci par des homéomorphismes. On a alors :

0:m (%) — 7 (M) = Isom(M) — Homeog(ds M) 22 Homeog (S?).

Un résultat classique de Friberg nous dit que le groupe fondamental du
groupe d’homéomorphismes de la sphere est isomorphe a Z,. Le revétement
universel de ce groupe est donc un revétement a deux nappes, et on obtient la
suite exacte courte suivante :

0 — Zy — Homeog(dso M) — Homeoy(dso M) — 0.

Par conséquent, en utilisant ’homologie de Cech et l'opérateur de bord de la
suite de Meyer-Vietoris, on définit, comme avant, un élément :

SWQ(O) € HZ(E,ZQ) = 7o.
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Ceci est la deuxieme classe de Steifel-Whitney de 0, et elle s’annule si et seule-
ment si ¢ se releve en un homomorphisme a valeurs dans le revétement uni-
versel du groupe d’homéomorphismes de la sphere :

SWy(#) = 0 < 30 : 71 (X) — Homeog(dao M) t.q. 70 6 = 6.
On peut maintenant donner 1'énoncé de mon résultat :

Théoréme. Soit § non-élémentaire et supposons que SWo(60) = 0. Alors, il existe un
homéomorphisme locale ¢ : ¥ — oo M équivariant sous I'action de 0 :

Vy € m (%), poy=10(y)ogp.

On obtient alors une immersion complete localement convexe, et, en prenant
le quotient, on obtient :

Corollaire. Si 0 est non-élémentaire et si SWo(0) = 0, alors il existe une immersion
i : ¥ — M localement convexe qui réalise 0 :

i =0.
La démonstration suit une stratégie analogue a celle employée par Gallo,
Kapovich et Marden. En effet, la prémiere étape est presque identique a la
leur. D’abord, en utilisant le fait que ¢ est non-élémentaire, on obtient une
décomposition de ¥ en pantalons telle que I'image sous l'action de 6 du

groupe fondamentale de chaque pantalon est un groupe de Schottky. C’est
un peu comme jouer avec un Rubicube.

GROUPES DE SCHOTTKY ET DOMAINS FONDAMENTALES

Soit Cf,C,fE des courbes de Jordan dans O M orientées de telle sorte que cha-
cune de ces courbes se trouve dans l'extérieure des trois autres (voir figure
3).

@) @)

Figure 3
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Soit a, B € Isom(M) telles que :

Ext(C;) - a =Int(C)"),

a

Ext(C}7) - a = Int(C}).

Alors, le groupe (a, 5) engendré par « et 8 est un groupe de Schottky.

Le résultat est facile a démontrer pour les pantalons dont I'image du groupe
fondamental sous 'action de 6 est un groupe de Schottky. Nous rélions les
courbes de Jordan par des courbes simples. L'union des images de ces courbes
sous 'action du groupe de Schottky définit une courbe de Jordan qui est inva-
riante sous 1’action de ce groupe (voir figure 4) :

C= cfamT1U- ULy 7.

L'intérieure de cette courbe définit une domaine de Jordan invariante sous
I'action du groupe de Schottky :

Q = Int(C).

On appele une telle domaine une domaine invariante du groupe (¢, ). Le
quotient de 2 sous l’action de ce groupe est un pantalon :

Q/{a, B) est un pantalon.

Le groupe fondamentale de ce pantalon est canoniquement isomorphe au
groupe de Schottky engendre par aet 3 :

71—1(9/<O"ﬁ>) = <Ck,ﬂ>.

On obtient maintenant la solution pour ce cas-ci.

Soit P un pantalon. Soit 6 : 71 (P) — 71 (M) un homomorphisme dont I'image
est un groupe de Schottky :

Im(0) = (o, B).

Cc+

%"
I, I
C+

Figure 4
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Soit © une domaine fondamentale de Im(9).

En utilisant de la topologie élémentaire, on obtient un homéomorphisme :
p:P—Q/{a,B) t.q. o = 6.

L’application ¢ se releve en un application du revétement universel da P a
valeurs dans ) : ~

p:P—Q.
L’application ¢ est une solution. En effet :

(i) ¢ est un homéomorphisme locale, et

(i) ¢: P — Do M est équivariante sous 'action de 6.

LA DEMONSTRATION DU THEOREME

II suffit maintenant d’établir les conditions sous lesquelles les solutions obte-
nues pour des pantalons peuvent étre recollées pour obtenir une solution sur
la surface toute entiere.

On rappele qu’on a decomposé ¥ en 2g — 2 pantalons (P;)24—2. Pour chaque s,
on note (C; ;) jeq1,2,3} les composantes du bord de P; (voir figure 5).

Toute composante du bord de P; définit une classe de conjugasion dans le
groupe fondamentale du pantalon. En utilisant ’'homomorphisme 6 et la com-
binatorique de la décomposition, on associe a chaque composante de bord C; ;
un élément de 71 (M) qu’on considére comme étant 1'image sous l'action de ¢
de la courbe C; ; :
Cij — aij € m(M) [=0(Cij )]

Tenant compte de ce que les composantes des bords sont orientées de telle
sorte que P; se trouve toujours a leur gauche, chaque fois que deux de ces com-
posantes sont recollées, il faut changer 1’orientation d'une des deux. On im-
pose alors la contrainte suivante :

-1

C@j rec. Ci/ﬁj/ = Q= ai,j .

Figure 5
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Puisque 0 se releve, on peut définir également des relevés de chacun des «; ; :

Ci,j — ONéiJ‘ S Homeoo(&)oM) [: é(ClJ)]

Comme avant,on a :

Ci,j rec. Ci/ﬁj/ = &i’,j’ = 5[2,] .

Nous nous rappelons que, puisque M est compacte, tout élément du groupe
fondamental de M agit hyperboliquement sur M. En particulier, 'action de
chaque élément a exactement deux points fixes dans 0o M.

Pour tout 7,5 soit a?fj les deux points fixes de «; ; dans O M.
On définit un tore :
Y +
Tij = 0o M \ {aj;} /(i)

Trivialement :
CiJ' rec. Oi/J'/ = T,i’j = Ti/7j/.

Pour chaque pantalon, la solution que nous avons construite définit une classe
dans le prémier groupe d’homologie de ces tores :

@it Py — 0o M = & ; € Hi(Ti ).

Explicitement :

Q1
Figure 6

Soit Q; = Im(y;) une domaine de Jordan invariante sous (7 (T; ;)). Pour tout
J, afj € 09;. Soity : I — Q; une courbe telle que (0) - a; ; = v(1) (voir figure
6).

L'image de cette courbe 7 sous la projection dans le tore T; ; définit un lacet
fermé dans ce tore. Ceci définit alors une classe homologique §; ; dans le tore :

&ij = [mon] € Hi(Ti ;).
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-1
Ci,l = Ci’,l

Cio ‘ Cjo
Cis ‘ Cj3

Figure 7

Puisque §2; est simplement connexe, cet élément ne dépend pas de la courbe
choisi. Il ne dépend alors que de §2; et donc de ;. Plus tard, on le notera :

&ij (i)

Supposons maintenant que la composante C; ; est recollée a la composante
Cil’j/ .
Oi’j rec. Ci/7j/.

Gallo, Kapovich et Marden ont montré que ¢; et ¢; peuvent étre prolongées
en une solution au dessus de la réunion de P; et de P; lorsque &; ; = —& v
(voir figure 7) :

&j = =& j» = @, et p; engendrent ¢; ; au dessus de P; U P;.

Pour obtenir la solution globale, il suffit alors de choisir les domaines fon-
damentales (les €2;) de telle sorte que les classes homologiques qu’elles en-
gendrent (les &; ;) coincident le long des composantes du bord qui sont réliées.

La seule question qui reste a résoudre est alors, « Quand est-ce que ceci est
possible ? ».

L’OBSTRUCTION ALGEBRIQUE

On revient a la définition de la classe homologique engendrée par I'immer-
sion.

+
1,7
que a; ; soit dans son extérieure (voir figure 8). Ceci se projette sur une courbe
simple dans T} ; :

Soit ¢; ; une courbe de Jordan dans 9., M tel que a;; soit dans son intérieur et

v(0) - ov,j = (1) = m o 7y traverse 7 o c une fois allant du droite a gauche .
En utilisant la dualité de Poincaré, on obtient alors :

(roy,moci;) =1
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- TOCij
Occ M
Figure 8
On pose :
Lij={lhl € Hi(Tij) tq. (W], mocij) =1}
Ona:
C; j rec. Cy j» = ¢; j va dans le sens contraire a c;/ ;.
= Lij = —Li .
Trivialement :

&.; € L; j pour tout 4, j.

On définit maintenant I'application Lift; ; qui envoie L;; dans Homeog
(0so M) de la fagon suivante :
Soit [y] € L; ;. Soit § une relevée de y dans oo M\ {a;; }. Ona(0)-a; ; = v(1).

+

On peut considérer les deux points «; ; comme des courbes constantes dans

O M. On définit alors une tresse :
(a;;,7, af;) est une tresse.
De plus, l'application «; ; envoie le point de départ de cette tresse en son point
d’arrivée :
(i 57(0),0) - iy = (a5, 7(1), )
Cette tresse définit alors une classe d’homotopie de courbes dans Homeog
(0xcM) allant de Id a «;;, et ceci définit un relevée de «;; dans

H/O;H/EOO (800 M) .

Ce relevé ne dépend que de la classe d’homologie de [y] dans H1(T; ;). On
obtient alors une application :

—~— -

Liffi’j : Li’j — Homeoo(aooM).
En particulier, on rémarque que :

7o Lift; ;([v]) = i -
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Tout dépend maintenant du résultat suivant :

Théoreme. Soit n; ; € L; ; pour j € {1,2,3}. Il existe un homéomorphisme @, :
T; — O0so M tel que :
Gijled) =miy Vi,
si et seulement si
Lift(ni 1) - Lift(n;2) - Lift(nis) " = 1d'.

Oi1 Id' est le relevé de I'identité dans ﬁ(;n/eoo(am]\;[ ) qui est différent de l'identité.

La solution devient alors triviale :

(i) Pour tout 4, j, on choisit &; ; € L; ; tel que:
Ci,j rec. Ci/,j/ = fi,j = _fi’,j/, (1)
Lift; j(&,;) =1d" - a; ;. ()

(if) Pour tout 4, on a (voir figure 9) :

Ciz3

)

Figure 9

Lift; 1 (&.1) - Lift; 2(& 2) - Lift; 3(&.3) 7"

= Id/ . di,l . Id/ . di’g . O~[7:31 . Id/

77



78

TSG n° 24

Il existe alors ¢; : T — .o M telle que:
&i,i(pi) = & j-

(iii) Les solutions pour chacun des pantalons peuvent étre alors recollées, et
le résultat en découle.
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