Y VES COLIN DE VERDIERE
’asymptotique de Weyl pour les bouteilles magnétiques

Séminaire de Théorie spectrale et géométrie, tome 4 (1985-1986), p. 9-15
<http://www.numdam.org/item?id=TSG_1985-1986__ 4 9 0>

© Séminaire de Théorie spectrale et géométrie (Chambéry-Grenoble), 1985-1986, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Séminaire de Théorie spectrale et géométrie » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/legal.php). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=TSG_1985-1986__4__9_0
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire de théorie spectrale et géométrie

CHAMBERY-GRENOBLE
1985—1086 (9—15)

L’ASYMPTOTIQUE DE WEYL
POUR LES BOUTEILLES MAGNETIQUES

par Yves COLIN DE VERDIERE

Soit V : R% — R une fonction C! , on considére I’opérateur de Schrédinger
associé au potentiel électrique V : Hy = —A + V , qui est essentiellement
autoadjoint dans Lz(Rd) , et les propriétés suivantes que peut avoir V' [Dans
ce qui suit,

“EB” est une abréviation pour bouteille électrique,

“C” est une abréviation pour classique (par référence & la mécanique classique),
“Q” est une abréviation pour quantique (par référence 4 la mécanique quantique)] :
[EBoo] lim|zj 00 V(z) = +o0.

[EBC| pour presque toute donnée initiale (zo, o) € T*(RY) , la trajectoire du
systéme d’hamiltonien ¢2 + V(z) est bornée dans T*(RY).

[EBQ] Hy est & résolvante compacte.

Il est élémentaire de prouver que : [EBoo]| => |[EBC| et [EBQ)].

Probléme : Y-a-t-il des relations directes entre {[EBC| et [EBQ]?

En outre, sous I’hypothése [EBoo] augmentée d'une hypothése sur ||grad V||
(IR-S], p. 275 et suite), on a I’estimation de Weyl pour le comportement asymp-
totique de la fonction N(A) de dénombrement des valeurs propres : 51 0 < Ay <
Ag < :+- < Ap < --- sont les valeurs propres de Hy (avec la convention usuelle sur
les multiplicités) et Ny (\) = #{Xr, <A} ,ona:

Ny (A) ~ / Vv (z)(A)dz, quand A — +o00 ;
Rd
ott vy, (A) = Ca(A — Vo)i/ % est la densité d'états (“integrated density of states”)

pour 'opérateur de Schrédinger Hy, = —A + Vo avec potentiel Vo constant (voir
[CV 2] pour des définitions précises concernant la densité d’états).
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Le but de cet exposé est de décrire des résultats similaires pour ’opérateur
de Schrédinger avec champ purement magnétique dans R9.

1. L’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique

Sur R¢, le champ magnétique est donné par une 2-forme réelle fermée
B(:z:) = Ej.k b,',k(z)d:z,- Adzg .

Lorsque d = 2 , B(z) est une fonction scalaire,

Lorsque d = 3 , B(z) s’identifie naturellement & un champ de vecteurs sur
R3 .

Une 1-forme réelle A = E,— a;(z)dz; sur R? est un potentiel magnétique
de B si dA = B . L’hamiltonien classique est kp(z,£) = X ;(¢ — a;)? . La
projection sur R? de ses trajectoires est indépendante du choix de A : ce sont les
trajectoires d’une particule chargée dans le champ B . L’opérateur de Schrodinger
Hp décrivant les trajectoires d’une particule quantique dans R? est défini par :

2 19

— 2 e gy

Hp = .ij avec X; = i 3z a; .
Jj=1

Un changement de potentiel magnétique A=A+ dyp , affecte peu Hp : H B =
e *?Hpe'® est unitairement équivalent & Hp dans L2(R?) : un tel changement
s’appelle une transformation de jauge. Le probléme du choix d’une bonne jauge
est souvent important : la “vraie” donnée physique est celle de B et non de A .

Sous des hypothéses raisonnables ([A-H-S]), Hp est essentiellement autoadjoint
sur L2(R%) .

On peut définir tout ceci dans un contexte purement géométrique: (X, g) est
une variété riemannienne, B est vue comme la courbure d’une connexion V sur
un fibré en droites complexes L au-dessus de X : la condition de réalité de A
s’interpréte par le fait que la connexion préserve une structure hermitienne sur
L . L’opérateur de Schrédinger est alors obtenu formellement sur C§°(X;L) C
L?*(X; L) & partir de la forme quadratique ¢(f) = [, [|VF]|?V, .

B étant donné, L n’est pas unique si H!(X;R) # O et n’existe que si
|B] € H*(X;27Z) .

Cette définition géométrique est utile en particulier dans le cas périodique :
X = R%/T o1 L n’est pas trivial en général. Elle sert aussi pour les généralisations
aux cas d’interactions non électromagnétiques qui sont associées & des connexions
sur des fibrés de groupes structuraux plus généraux que U(1) : par exemple, il serait
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intéressant de généraliser les divers résultats connus sur les champs magnétiques

au cas de SU(n) , en particulier le calcul de la densité d’états pour les champs
constants.

2. Bouteilles magnétiques

Le probléme est maintenant de confiner une particule (classique ou quanti-
que) dans une région bornée de R? au moyen d’un champ magnétique intense.
Suivant [A-H-S], une telle configuration sera appelée “bouteille magnétique” .

Introduisons quelques propriétés que peut vérifier B , paralléles & celles des
champs électriques.

[MBoo] lim|z| e || B(z)|| = +00 .
[MBC] Presque toutes les trajectoires classiques dans le champ B sont bornées.
[MBQ] Hp est & résolvante compacte.

Mentionnons quelques résultats :

1) Dans [A-H-S] et [IA], il est prouvé des résultats du type : [MBoo] +
Conditions = [MBQ)] .

2) Dans [D}, il est prouvé que [MBoo] # [MBQ) .
Parmi les problémes, mentionnons en deux :

1) Trouver des conditions raisonnables telles que :

[M Boo] + Conditions = [MBC] .

2) Trouver des relations entre [MBC] et [M BQ).

En fait, pour d > 3, je ne connais aucun exemple ou I’on sache prouver que
[MBC] est vérifiée.

L’exemple le plus simple, pour d = 3 , est le champ B donné par B (z,y,2) =

z
Y( : ) olt V est une matrice 3 x 3 réelle non singuliére (det V # 0) et de trace nulle.

D’aprés [A-H-S], ce champ vérifie [MBQ)] . Il est d’autre part évident que toute
droite vectorielle propre de V est le support de trajectoires non bornées dans B .
Sont-ce les seules trajectoires non bornées?
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3. Densité d’états pour les champs constants

Si P est un opérateur elliptique autoadjoint > 0 sur une variété compacte X

et que I’on note Py (z,y)dy = 3 A< p,(z)sp.( )dy le noyau du projecteur spectral
sur la somme des espaces propres correspondants 4 des valeurs propres < A , on
a:

=/ Py(z,z)dz .
b's

P) (z,z)dz mérite donc dans ce cas le nom de densité de valeurs propres ou densité
d’états. On peut généraliser cette notion au cas d’une varnété non compacte : si
Py (z,y)dy est le noyau (C*) du projecteur spectral f oo 4E (1) d’un opérateur
elliptique autoadjoint P sur R4, on désigne la mesure P (z z)dz sous le nom de
densité d'états. Dans le cas ol P est Hp, (champ magnétique constant), il est clair

pour des raisons d’homogénéité que P)(z,z)dz est indépendant de z . On notera
vB,(A) la mesure associée.

On peut calculer vp,()A) en se ramenant au cas de la dimension 2: on
peut alors utiliser la formule explicite pour le noyau de e~*#50 et la relation :

eBo(t,z,z) = [y e **dvp,()) , ce qui donne la transformée de Laplace de
dvp,(A) . On peut aussi calculer directement le spectre de Hp, . Les résultats
sont les suivants :

() sid=2,dvp, () = IBo| Z 6(\ = (2n +1)|Bo]) .

(ii) si d > 3, Bo s’écrit dans une base orthonormée convenable de R? ,
Bo = 2;___1 b dz; Ndy; , bj > 0.

On a alors :
n; 20 1=1
avec 2r + k = d , ou encore :

+o0
./o e"\dugo( )= (47”)-4/ H(smhbt

La densité d’états est reliée a la fonction Np, r()) de dénombrement des
valeurs propres de Hp, sur un cube de c6té R avec les conditions aux limites de
Dirichlet. On a besoin de I’estimation précise suivante qui est le point essentiel et
nouveau de notre preuve de la formule de Weyl pour les champs magnétiques :
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THEOREME. — Il existe une constante C , ne dépendant que de d , telle
que, pour tout A , avec0 < A < R/2, on ait :

(1) NBO,R(’\) < RdVBo (A))
(2) Npo,r(2) 2 (R~ A)?vp, (A — C/A?) .

La preuve de (1) repose sur la méthode due & Polya ([P]). Remarquons qu’on
ne fait aucune hypotheése sur 'orientation relative du cube et de B .

COROLLAIRE. — Ona:

Npo, RN 7 /lo,Rld VB, (1) -

Le corollaire sert de point de départ pour la définition usuelle de v (2) ,
mais cette définition usuelle est de peu d’utilité dans des contextes ou les effets
de bords ne sont jamais négligeables (géométrie hyperbolique, arbres). Nous
renvoyons & {CV 2| pour d’autres commentaires a ce sujet.

Dans le cas d = 2 , il est instructif de visualiser la fonction Npg, r())/R?
pour R grand :

NBU( )/ R?
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4. L’asymptotique de Weyl

Le comportement asymptotique des valeurs propres de Hp , pour || B|| grand,
a été étudié par plusieurs auteurs récemment : Tamura ([T]) a obtenu des résultats
voisins des miens dans le cas d = 3 en utilisant 'intégrale de Feynman-Kac. Ivrii a
annoncé des résultats d’un type voisin ([II]). Enfin, Demailly ([DY]) a obtenu des
estimations du méme type qu’il applique & des problémes de géométrie complexe.

Enfin, cette situation peut apparaitre commme un cas particulier de celles étudiées
dans [F].

Onale:

THEOREME ([CV 3]). — Supposons que le champ B sur R? vérifie
[MBoo] et les conditions :

(i) 3C > 0 telle que,Vz,z' € R4, |lz—2'|| <1, on ait || B(z)| < C||B(z')]| -

( (ii)a/izl) existe un potentie] A de B tel que : VB, |B| = 2, |DPaj(z)] = 0
1 B()II°/%) -

Alors, si Nay(A) = [RavB(z)(A)dz , on a, Ve > 0, lorsque A — +o0 :
Nas(A(1 - €)) <N(A) <Nas(A1 +¢)) .

Ce théoréme s’applique aisément pour déterminer le comportement asymp-
totique de N()\) dans I’exemple décrit au §2.
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