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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
Volume 23 (2005) 49—103

OPERATEURS GEOMETRIQUES ET
GEOMETRIE CONFORME

Zindine DJADLI

1. Introduction

Dans ce survol nous présentons quelques résultats récents en géométrie conforme.
L’origine de ce texte est un exposé au séminaire de Théorie spectrale et géométrie
de I'université de Grenoble I donné par I'auteur en décembre 2004. Ce survol n’a
pas vocation a étre completement exhaustif : il se présente comme une introduction
a 'analyse non linéaire sur les variétés et les problemes de géométrie conforme sur
les surfaces et sur les variétés de dimension 4. Nous n’y donnerons que peu de
preuves et renvoyons le lecteur désirant avoir des détails aux articles originaux.

Ce survol est divisé en parties. Dans la premiere nous parlerons de I'inégalité de
Moser-Trudinger (paragraphe 2) et son utilisation pour le traitement du probleme
de la courbure de Gauss prescrite (paragraphe 3). Dans la deuxiéme partie nous
aborderons le probleme de 'isospectralité sur les surfaces a travers l'inégalité de
Polyakov qui est 'outil fondamental pour ce probleme (paragraphe 4). Dans la
troisieme partie nous parlerons de la généralisation de ces outils et de ces problemes
au cas de la dimension 4 : l'opérateur de Paneitz (paragraphe 5) et l'existence de
métriques extrémales pour la fonctionnelle log-determinant sur les variétés de di-
mension 4 (paragraphe 6). La derniére partie sera consacrée aux applications et &
I'utilisation de I'opérateur de Paneitz dans des problemes de géométrie conforme :
Pexistence de métriques & @Q-courbure constante (paragraphe 7), 1’étude d’une
fonctionnelle quadratique a travers la recherche de métriques extrémales pour
une fonctionnelle log-determinant (paragraphe 8) et enfin 1’étude de problemes
de rigidité en géométrie conforme (paragraphe 9).

Remerciements : Ma plus vive gratitude va a Gérard Besson et a Sylvain
Gallot qui m’ont permis d’exposer mon travail au séminaire de Théorie Spec-
trale et Géométrie de Grenoble. Je les remercie également pour l'intérét qu’ils
n’ont cessé de manifester pour mon travail en géométrie conforme. Je voudrais
également remercier Alice Chang et Paul Yang pour m’avoir fait découvrir un
monde mathématique si riche.
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2. Inégalité de Moser-Trudinger

L’un des outils fondamentaux pour I’étude de problemes elliptiques du type
courbure de Gauss prescrite sur les surfaces, c’est-a-dire de problemes elliptiques
non linéaires avec non linéarité exponentielle est 'inégalité de Moser-Trudinger.

Rappelons que le théoreme d’inclusion de Sobolev nous dit que pour un domaine
Q C R™ on a (pour des réels «, p et ¢ avec ga < n)
WEe(Q) — L/ (Q),

1

avec o = . — % Dans le cas a = 1, ¢ < 2 et n = 2 nous avons pour tout p > 1

1
q
Wi(Q) — LP(Q),

mais en général on ne peut pas passer a la limite sur p c’est-a-dire que l'inclusion
1 . . .
Wy () — L°°(£), est fausse en général. Pour s’en convaincre il suffit de con-

sidérer la fonction u(x) = log (1 + log ﬁ) sur B1(0) C R?. Malgré tout, Trudinger

[Tru67] a obtenu I'intégrabilité L? de I'exponentielle dans le sens suivant

THEOREME 2.1. — Soit Q un domaine de R%. Il existe C > 0 et B > 0
ne dépendant que de € telles que pour toute fonction u € Wol’Q(Q) vérifiant
Jo |Vul?dz <1, 0on a

/ P dy < C Vol(Q, euclidien). (1)
Q
On écrira Wy () < X",

Bien entendu il n’est pas tres difficile de passer d’un ouvert de R? & une surface
compacte et sans bord. Ce qui nous donne :

THEOREME 2.2. — Soit (M?, g) une surface compacte, sans bord et de classe
C®. Il existe C > 0 et 8 > 0 ne dépendant que de (M, g) telles que pour toute
fonction w € W2 (M) vérifiant [, udvy =0 et [,, |[Vul*dvy <1, on a

/ P dy < CVol(M,g).
M
On écrira WH2(M) — 2" (M),

Moser a montré que si (M,g) est la spheére standard (S?,g.) on peut prendre
0 = 47 dans le théoréeme précédent et de plus cette valeur est optimale au sens ou
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pour tout § > 4 il existe une suite (u;); C W2(S?) telle que [, |[Vu;[*dvg < 1
pour tout ¢ et

/ ea:p(ﬁu?)dvgc — +00
SZ
lorsque 7 tend vers l'infini.

On peut énoncer le théoreme :

THEOREME 2.3. — Soit (S?,g.) la 2-sphére standard. Il existe C' > 0 telle
que pour toute fonction u € Wh2(S?) vérifiant [y, udvg, =0 et [, [Vul>dvg, <1,
on a

2
/ et dvg, < C.
S2

Par conséquent, en posant Cy := log C' + log ﬁ, on a pour tout u € WH2(S?)
2u 1 2
log f e*“dvy, < — [ |Vul|*dvg, +2 { udvg, + Ci. (2)
S2 47 S2 S2

Pour les fonctions qui sont symétriques Moser [Mos71] a amélioré cette inégalité
en prouvant :

THEOREME 2.4. — Soit (S?,g.) la 2-sphére standard. Il existe C > 0 telle
que pour toute fonction u € W12(S?) vérifiant u(¢) = u(—£) pour tout £ € S,
Joz udvg, =0 et [o, [Vul*dvy, <1, 0on a

2
/ 8 dvg, < C.
S2

1
4w’

Par conséquent, en posant Cy := log C' + log on a pour tout u € WH2(S?)

1
log][ e*dv,, < — [ |Vul®dv,, + 2][ udvg, + Ci. (3)
S2 8 S2 S2

Il existe une version optimale de I'inégalité (2) qui est due & Onofri [Ono82] :

THEOREME 2.5. — Soit (S?,g.) la 2-sphére standard. On a pour tout u €

W12(S2)
1
log][ e*dv,, < —/ \Vu|?dv,, + 2][ udvg, . (4)
S2 4T s2 S2

De plus on a égalité dans cette inégalité si et seulement si e2"g,. est isométrique a
Je-

Ce théoreme joue un role fondamental dans I’étude de familles isospectrales sur la
sphere dont nous reparlerons au paragraphe 4.
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3. Courbure de Gauss et problemes elliptiques associés

Considérons une surface compacte M?, sans bord équipée d'une métrique
que l'on notera go. A cette métrique est associée sa courbure de Gauss que nous
noterons K, . Dans cette partie nous nous pencherons sur le comportement de la
courbure de Gauss lors d'un changement conforme de métrique, c’est-a-dire lorsque
I’on considere une métrique de la forme

2w
Juw = € Jo,

ou w est une fonction de classe C°° sur M. Il existe une relation tres simple entre
la courbure de Gauss pour la métrique gg et la courbure de Gauss pour la métrique
9w ; si on note Ay, l'opérateur de Laplace-Beltrami associé a go, elle est donnée
par la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. — On a la relation

Agow + ng 62w = KQO . (5)

Cette équation est souvent appelée équation de courbure de Gauss prescrite. La
preuve de cette relation est purement locale et utilise I’expression de la courbure
en coordonnées locales. Une remarque importante découle directement de cette
équation ; si on integre celle-ci de chaque coté on obtient

/ K4, dvg, :/ ngezwdvgo :/ K, dvg,,
M M M

autrement dit [, K, dvg, est un invariant conforme, i.e. indépendante de w.
Nous verrons que cette quantité joue un role fondamental dans 1’étude de I’équation
de courbure scalaire prescrite. En fait [ v Kgdvg est bien mieux qu'un invariant
conforme puisque la formule de Gauss-Bonnet nous indique que c’est méme un
invariant topologique

PROPOSITION 3.2. — (Formule de Gauss-Bonnet pour les surfaces) Soit (M2, go)
une surface compacte, sans bord et de classe C*°. Alors on a

[ ——,
M
ott xX(M) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M.

Un des problemes centraux reliés a ’équation de courbure scalaire prescrite est le
suivant : étant donnés une surface compacte, sans bord et de classe C*°, (M?2, go),
et une fonction K € C°°(M), peut-on trouver une métrique g conforme a la
métrique gg telle que la courbure de Gauss associée a g soit exactement la fonction
K 7 Autrement dit est-ce que ’équation (5) admet une solution w dans C*°(M)
? Ce probléme est souvent appelé probleme de courbure de Gauss prescrite.
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Un cas particulier de ce probleme est celui oi K est une fonction constante.
Comme on le voit sur la formule de Gauss-Bonnet, (M?2, gy) étant donnée, le
signe de K ne peut pas étre quelconque, il est determiné par celui de x(M). Ce
probléme, que ’'on nomme communément probléme d’uniformisation des surfaces,
a été entierement résolu par Weil en utilisant des techniques d’analyse complexe
: sur toute surface (M?2, gg), compacte, sans bord et de classe C* et étant donné
un réel A > 0, il existe une métrique conforme a gg dont la courbure de Gauss
est signe(x(M))A. A noter qu’une autre preuve de ce résultat a été obtenue par
Osgood, Philipps et Sarnak [OPS88a] et [OPS88b] en utilisant la fonctionnelle
log-determinant dont nous parlerons dans la section 4.

Revenons maintenant au probleme de courbure de Gauss prescrite dans le cas
général. Dans [KW75a], Kazdan et Warner ont obtenu des conditions nécessaires
et suffisantes pour la résolution de (5) dans certains cas

THEOREME 3.3. — Supposons x(M) = 0. Alors I’équation (5) posséde une
solution si et seulement 'une des deux situations suivantes se produit

(i) K=0;

(if) K change de signe et vérifie [, Ke*’dvg, < 0 ou f est une solution de

Iéquation Ay, f = Kg,.
Ce théoreme résout completement le probleme lorsque M est une surface a car-
actéristique d’Euler-Poincaré nulle. Lorsque celle-ci est strictement positive ou
strictement négative nous n’avons que des résultats partiels. Commencgons par le
cas ou x(M) < 0.

Le cas x(M) < 0 a également été étudié par Kazdan et Warner, mais pas complétement
résolu. Dans [KW75a], Kazdan et Warner montrent une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une fonction K soit la courbure de Gauss d’une métrique con-
forme & la métrique initiale mais cette condition n’est pas explicite et ne permet
pas de caractériser les fonctions qui sont la courbure de Gauss d’une métrique
conforme & la métrique initiale. On pourra se référer & Kazdan-Warner [KW75a]
pour plus de détails (en particulier sur des exemples de fonctions qui ne sont pas
courbure de Gauss d’une métrique conforme & la métrique initiale).

Lorsque x(M) > 0 alors soit x(M) = 2 et dans ce cas M est difféomorphe & la
sphere S2, soit x(M) = 1 et dans ce cas M est difféomorphe au projectif réel RP?.

Considérons le cas (M,g) := (S?,g.) la sphere standard munie de sa métrique
canonique qui est & courbure de Gauss Ky, = 1. On a vu que si gy, := e2g, on a

Ajw+ K, e =1 (6)
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sur S2. Comme nous I'avons vu dans le cas x(M) < 0 il existe aussi des fonc-
tions qui ne peuvent pas étre réalisées comme courbure de Gauss d’une métrique
conforme & la métrique canonique sur S%. Plus précisément

THEOREME 3.4. — (Obstruction de Kazdan-Warner) Soit w € W12(S?) une
solution de (6). Alors, pour toute fonction propre ¢ de A, associée a la valeur
propre 2 on a

/S2 <V K, Vo >, ¥Vdvg, = 0. (7)

Les conséquences de ce Théoreme sont importantes. En effet, puisque d’apres
la formule de Gauss-Bonnet nous savons que f§2 Ke*dv,, = 4m, on en déduit
que K doit étre strictement positive quelque part. Mais cela ne suffit pas ; si on
considere une fonction propre ¢ de Ay associée a la valeur propre 2, on voit bien
que K := 1+ ey est strictement positive dés que € est assez petit mais ne vérifie
pas les conditions du Théoreme.

Un des premiers résultats remarquables sur le probleme de la courbure de Gauss
prescrite sur la sphére standard fut obtenu par Moser [Mos71]

THEOREME 3.5. — Soit K € C°(S?) avec K strictement positive quelque
part et K(x) = K(—x) pour tout z € S?. Alors I'équation (6) admet une solution
w € C°°(S?). De plus w(z) = w(—x) pour tout x € S?

L’ingrédient principal pour la preuve de ce Théoreme est 'inégalité de Moser-
Trudinger dont nous avons parlé au paragraphe précédent. Pour montrer ce
résultat Moser introduit la fonctionnelle

1
Jr[w] :=log 4 Ke*"dv,, — —/ |Vwlg.dvg, — 2][wdvgp. (8)
s2 i A7 §2 } } }
Les points critiques de cette fonctionnelle sont exactement les solutions de
K 2w
N PR
Ke*do,,

S2
et si ’on pose w := w — %1og Kedevgc, w sera solution de I’équation
S2
Ay w+ Ke*™ = 1. (9)

En utilisant le Théoreme 2.4 il est ensuite facile de montrer que la fonctionnelle
Jrk admet un maximum sur ’ensemble

C:= {w € WH2(S?) : w est paire et Ke*dv,, > O} .

S2
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Il est important de signaler que I’amélioration de la valeur de la constante 4w
entre le Théoreme 2.3 et le Théoreme 2.4 est cruciale pour montrer 1’existence
d’un point critique sur C (& cause de la présence du facteur ﬁ dans ’expression
de la fonctionnelle Jk).

D’autres résultats ont été obtenus pour des fonctions K qui ne sont pas sup-
posées symétriques. Voir par exemple Chang-Yang [CY91a], Chang-Gursky-Yang
[CGY93], Bahri-Coron [BC91] et Li [Li96] ainsi que les références contenues dans
ces articles.

Motivé par ces résultats d’existence on s’est intéressé tres récemment & un probleme
plus général que celui de la courbure de Gauss prescrite.

Soit (3, g) une surface de Riemann (sans bord) de volume 1, K € C*(X) une
fonction partout strictement positive et p un nombre réel. On considere ’équation

Ke*
[y Kevdv,

(10) est I’équation d’Euler-Lagrange associée a la fonctionnelle

Agu+p ( ) =0 sur X. (10)

1
Jp(u) = ié\VU\idvg+pLudv9 —plog/ZKe“dvg, (11)

pour u € WH2(X) (rappelons que W12(X) est I'ensemble des fonctions de L? qui
ont leurs dérivées premieres, au sens des distributions, dans L?).

Puisque J, est invariante par translation, (10) est équivalente a 1'équation :
Agu+p(Ke*—1)=0 on X. (12)

Lorsque p = 87 et (X, g) est la sphere standard (& une homothétie prés car on
impose que le volume soit égal & 1), nous retrouvons simplement le probleme de
la courbure de Gauss prescrite sur la sphere standard.

Il est & signaler que le probléme variationnel (11) apparait également dans le
modele de vortex de Onsager pour les flots d’Euler turbulents. Dans cette in-
terprétation u est la “stream function” dans la limite infinie du vortex (voir Mar-
chioro et Pulvirenti [MP94] p.256ff). La mesure de Gibbs canonique correspon-
dante et la fonction de partition sont finies précisément dans le cas ou p < 8w. Ce
probléeme variationnel est aussi relié a I’étude de I’équation de Chern-Simons-Higgs
dans le cas abelien (voir Caffarelli et Yang [CY95a], Struwe et Tarantello [ST98],
Tarantello [Tar96] et Yang [Yan00]).
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Grace a l'inégalité de Moser-Trudinger (voir le Théoreme 2.3), il est facile de
prouver la coercivité et la compacité pour J, lorsque p < 87 (et dans ce cas la
résolution de (10) est claire). Pour p > 87 la situation devient plus compliquée
puisque, dans ce cas, la fonctionnelle J, n’est ni majorée ni minorée.

Dans Djadli [Dja] on regarde le cas p > 87 en supposant que
p € (8km,8(k +1)w) pour un certain k € N*. (13)

On prouve (voir Djadli [Djal)

THEOREME 3.6. — Soit (X, g) une surface de Riemann compacte (sans bord
et de volume 1), K € C*°(X) une fonction partout strictement positive et p un
nombre réel. On suppose que p € (8kw,8(k + 1)w) pour un certain k € N*. Alors
il existe u € C*(X) telle que

Ke*

A — =1 = sur 2. 14
gu+p<f2Ke“dvg ) 0 sur (14)

Ce résultat généralise des résultats précédents de Ding, Jost, Li et Wang [DJLW99],
de Lin [Lin00], et de Chen et Lin [CLO03]. Dans [DJLW99], les auteurs montrent
que, en supposant p €]8m,167[ et en supposant que le genre de la surface est
supérieure ou égale a 1, il existe une solution de (10). Dans [Lin00], Lin étudie
le cas de la 2-sphere pour p €]8m, 167[U]167, 247]. Il montre I’existence d’une
solution lorsque p €]8w, 167[ en calculant le degré topologique de Leray-Schauder
pour 1’équation (10) (ce degré ne dépend pas de K et vaut toujours -1). Lorsque
p €]16m,247[ le degré est égal & 0 et auteur n’est pas en mesure de conclure
a Dlexistence d’une solution. Plus généralement, Y.Y. Li [Li99] a initié 1’étude
de l'existence de solutions pour cette équation en calculant le degré topologique
de Leray-Schauder pour (10) ; il a montré que les phénomenes de concentration
(et de perte de compacité) ne peuvent se produire que lorsque p est égal & 8k,
k € N*, et par conséquent le degré topologique est constant sur chaque intervalle
18km, 8(k + 1)7[. Il y a quelques années, Chen et Lin [CL03] ont calculé le degré
topologique de Leray-Schauder pour (10) pour tout p ¢ 87N ; en utilisant la
formule obtenue ils sont capables de montrer que lorsque la caractéristique d’Euler-
Poincaré de 3 vérifie x(X) < 0, le degré n’est pas 0 et (10) admet une solution.
Malheureusement, lorsque x (%) > 0 et p €]8km, 8(k+1)7], avec k > 2, le degré vaut
toujours 0 et il n’est plus possible de conclure quant a ’existence d’une solution.
Dans Djadli [Dja], aucune hypothése sur la topologie de la variété n’est faite et on
est capable de traiter entierement le cas p €]8km, 8(k + 1)7[ pour un certain entier
k.
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Une importante remarque ici est que, d’apres le Théoreme 3.6 et le fait que lorsque
X(2) > 0 et p €]8km,8(k+1)x[, avec k > 2, le degré vaut 0, on a que, dans ce cas,
léquation (10) a toujours au moins deux solutions.

Pour des détails sur la preuve du Théoreéme 3.6 on se reportera a Djadli [Dja.
4. Formule de Polyakov sur les surfaces

Dans cette partie nous introduisons la fonctionnelle log-determinant associée a
lopérateur de Laplace-Beltrami. Considérons une variété riemannienne compacte
de dimension n, (M™,g), sans bord et de classe C*°. On sait que le spectre du
laplacien A4 constitue une suite croissante

O0=X <A <A< <A<,

qui tend vers 400 lorsque k£ tend vers 'infini. De surcroit, les fonctions propres
{¢;}; forment une base orthonormée de L?(M).
On peut définir la fonction ¢ associée a A, par
Cls) =D A" (15)
A0

Pour le moment on ne préoccupe pas de la convergence de cette série (convergence
dont nous parlerons plus tard). Sion décide d’écrire cette série de maniere formelle

on obtient
('(s) = — E (log Ak)AL
AR #0

autrement dit, toujours formellement,

¢(0) =— Z log A, = —logH k-
k=1

Ak #£0

Cette écriture formelle fut celle qui a motivé la définition de la fonctionnelle log-
determinant par Ray et Singer [RS71]

log det(Ay) := ¢'(0). (16)

Nous justifions maintenant l’existence de ¢’(0). Si on note N(A) := Card{j € N:
Aj < A} on a la formule asymptotique de Weyl

PROPOSITION 4.1. — Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte, sans
bord et de classe C*°. Alors

w3

A

N(A) ~w,Vol(M,g) G

(17)
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lorsque A tend vers l'infini. Ici w, désigne le volume de la boule unité standard de
R™. En particulier lorsque \ = A\
k(2m)"

()\k)% ~ m (18)

lorsque k tend vers l'infini.

Puisque Ay se comporte asymptotiquement comme kz%, on en déduit que la fonction
¢ est bien définie lorsque Re(s) > 5. Maintenant si on veut donner un sens a ¢’(0)
on utilise, de maniere classique, la transformée de Mellin

1

—s __ —xtys—1
x=% = ) /Me 57 dt, (19)

ou I' est la fonction Gamma classique

o0
I'(s) := / e 5 a,
0
La fonction I' possede un péle simple en 0 et on a

sT'(s) ~s—o 1.

En utilisant la transformée de Mellin on peut écrire ¢ en fonction de I' lorsque
Re(s) > 5 :

_ L * ef)\jt s—1 — i > . s—1
C(s) = F(s)/o ; t5=1dt F(s)/o (Z(t) — 1)t5~Ldt,

ou
Z(t) = H(x,x,t)dvg(x) = ZeiA’“t = Trace(etAg)
M =0
est la trace du noyau de la chaleur
H(z,y,t) =Y e op(z)pr(y)-
k=0

Rappelons que H est 'unique solution fondamentale de I’équation de la chaleur
)
5 —Agu=0,
(20)
lim; o u(z,t) = f(x);
au sens ou f étant donnée dans C° (M), le produit de convolution u := H * f est

solution de (20). La fonction H est continue sur M x M x (0,00) et de plus on a
pour tout x dans M

t—0 tm
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pour tout m > 0. Ici les fonctions By sont des invariants locaux de M (B = 0
lorsque k est impair). Ceci nous permet de donner 1’équivalent suivant de Z

1 7 k—n
Z(t) ~ (477) > agt
lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures (out ay, := || 2 Brdvy).

Dans le cas ol la variété est une surface de Riemann on peut obtenir une expression
explicite pour ces développements. Nous les donnons ci-dessous

1 K@) | Kjt

H = 2
(2.0 = 5+ ox gor T O,
(21)
Vol(M,g) = x(M) Wt/ 2 2
Z(t) = ™| K24 £2).
() w6 0y 9 vg + O(t")

Ainsi, lorsque la fonction ¢ est bien définie, on a

C(S) = ﬁ/@ (Z(t) — 1)ts_1dt —+ ﬁ /100(Z(t) _ 1)ts—1dt
_ 1 ! s—1 VOZ(M, g) X(M) 7t

1 /Oo - —Agt s—1
_— e t57dt,
s) J1 (,;

ou P est une fonction bornée. La seconde quantité est holomorphe en s puisque la
fonction I' ne s’annule pas et puisque, pour ¢ grand, Z;ozl e Mt < Ce™M? grace a
la formule asymptotique de Weyl. La premiere quantité quant a elle peut s’écrire

1 [t Vol(M,g)  x(M) s+l ) 1"
t° 4+ K,d B
I(s) L— 1 47 6s 60(s + 1 / Yo :0+ (s),
avec B(s S) fo (t)t*Tdt qui est holomorphe sur Re(s) > —1. On observe

facﬂement que 1’express1on précédente converge pour tout s € C tel que Re(s) > 1
et possede un prolongement méromorphe a C tout entier avec un poéle simple en
s=1.

Comme on le voit done, ¢ est holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 1 et possede
un prolongement méromorphe sur C avec un pole simple en s = 1 et on a de plus
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Notons que 'on peut obtenir une formule explicite de ((0) en dimension plus
grande que 2 (voir Rosenberg [Ros97]). Puisque ¢ est analytique en 0 on peut
définir ¢’(0) (qui n’est rien d’autre que limg_.qg M). Nous avons donc justifié

rigoureusement (16). )

Une question naturelle consiste a se demander ce qui se produit sur la fonction ¢
lorsque 1'on réalise un changement conforme de métrique. C’est a cette question
que répond le Théoreme suivant :

THEOREME 4.2. — (Formule de Polyakov) Soit (M?,g) une surface com-
pacte, sans bord et de classe C*°. On considere le changement conforme de
métrique g, = e*gy avec Vol(M,gy) = Vol(M,g,). Alors on a la formule
suivante (dite formule de Polyakov [Pol81])

det(—Ay,) B 1

Flof:=log 00 TA,) = 12r

/I\/I (|vgow‘52]0 =+ 2Kgow) dvgo' (23)

La formule de Polyakov décrit donc le comportement de la fonctionnelle g —
log det(—Ay) (que l'on appelle généralement la fonctionnelle log-déterminant) sous
changement conforme de métrique qui preserve le volume. En fixant une métrique
initiale gg, ’étude de la fonctionnelle log-déterminant dans la classe conforme de
go se réduit donc a 1’étude de la fonctionnelle

1

(|vgow‘2 + 2‘Kgow) dvgo'
Les points critiques de cette fonctionnelle possedent des propriétés remarquables
dans certains cas et c¢’est ce que nous allons illustrer a I'aide des résultats suivants

PROPOSITION 4.3. — Considérons la 2-sphére standard (S?, g.). Alors pour
tout w € C*°(S?) tel que Vol(S?, g,,) = 47 on a Flw] < F[0] = 0. Autrement dit
F est maximal pour la métrique standard g. (ce qui correspond a w = 0).

Dans le cas des surfaces qui ne sont pas la sphere standard la situation est plus
compliquée comme nous allons le voir. Toutefois en courbure constante négative
nous avons

PROPOSITION 4.4. — Soit (M2, gg) une surface compacte, sans bord et de
classe C*. On suppose que K4 = constante < 0. Alors pour toute fonction
w € C™(M) telle que Vol(M, g,) = Vol(M, go) on a

Flw] <0,

et de plus on a ’égalité si et seulement si w = 0.
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Dans le cas de la 2-sphere standard, il est assez aisé de voir que I'inégalité d’Onofri
(et son cas d’égalité) nous donne un analogue du théoréme précédent. A notre
connaissance il n’existe pas d’autre résultat d’existence et de caractérisation de
métriques extrémales pour la fonctionelle log-déterminant sur les surfaces.

Une autre application de la formule de Polyakov concerne ’étude des familles de
métriques (conformes) isospectrales sur une surface. On considére une surface M
compacte, lisse et sans bord. On dira qu’une famille de métriques (conformes) {g;},
définies sur M est isopectrale lorsque toutes ces métriques possedent le méme spec-
tre pour leur opérateur de Laplace-Beltrami respectif. En 1988, Osgood, Phillips
et Sarnak [OPS88a] et [OPS88b] ont montré

THEOREME 4.5. — Soit M? une surface compacte, sans bord et de classe
C*. Toute famille de métriques isospectrales sur cette surface forme une famille
compacte pour la topologie C*° modulo la classe d’isométrie.

Donnons une idée succinte de la preuve dans le cas de la sphere standard (S?, g..).
D’apres (21), on a
1
Z(t) ~ — (ag + a1t + ast® + . ..
0~ oy ot ort a4 )

lorque ¢ tend vers 0%, et ot ag = Vol(S?,9.), a1 = 47”7 az = g fs2 I('g2c(ivgc7 et
pour k > 3, ap = fgz Boydvg,, By étant un polynéome universel de degré 2k en
K, . Puisque la famille de métriques considérée est isospectrale, as est constant
sur toute cette famille et cela nous donne un contrdle sur Ay u; (ici on a posé
g; = e*“ig.). Si on veut obtenir un controle sur les dérivées premieres des u; on
utilise la formule de Polyakov, qui permet directement de dominer fS2 |Vui|dvg, .
Ensuite par un argument de bootstrap et en utilisant les ay pour k > 3 on parvient
a controler toutes les dérivées des u;. A noter que I'on utilise le théoreme d’Onofri
pour pouvoir dominer [y, [Vu;|dvg, dans ce cas (la sphere). Si la surface sous-
jacente n’est pas la sphere (et puisque I'on peut toujours se ramener & une métrique
a courbure de Gauss constante égale & —1, 0 ou +1) on peut exercer un controle

sur les dérivées premieres des u; directement a partir de le formule de Polyakov.

5. Opérateurs covariant conforme d’ordre 4

Sur une variété riemannienne de dimension 2, 'opérateur de Laplace-Beltrami est,
comme on ’a vu, un opérateur géométrique naturel. Sous le changement conforme
§ = e?¥g, et lorsque la dimension est 2, le laplacien pour § est relié au laplacien
pour g par la relation

Agp=e"*"Agp, Voe C®(M).

En dimension plus grande que 2, le méme genre de relation d’invariance conforme
est vraie mais pour un opérateur (d’ordre 2) légerement différent du laplacien,
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4(":21)Ag + Scaly. On a, si g = e?¥g,

opérateur appelé laplacien conforme L, = —=—

pour tout ¢ € C*°(M)
_n42,, n=2,,
Li(p)=¢e""2 Lg(e 2 <p).

D’une fagon plus générale, on dira qu'un opérateur A, dépendant de la métrique
est conformément covariant de bi-degré (a,b) si, sous le changement conforme de
métrique g = e*“g, les opérateurs Az et A, sont reliés par la relation

Ag(p) = e " Ag(e™p), Ve C®(M).

Un opérateur d’ordre 4 particulierement intéressant fut découvert en 1983 par
S. Paneitz [Pan83]. Cet opérateur défini sur les variétés de dimension 4 est donné
par

2
Pyp = A;Lp — divy (3Scalgg — 2Ricg> de. (24)
Cette opérateur est conformément covariant de bidegré (0,4), i.e. si §j = e?¥g
Pi(p) = e Py(p), Vo€ C(M).
L’opérateur de Paneitz sur les variétés de dimension 4 présente beaucoup de simi-
litudes avec 'opérateur laplacien sur les surfaces. Nous allons les présenter ici.

(i) Sur une surface compacte, I'invariant de courbure naturel associé & A, est la
courbure de Gauss K. Sous le changement conforme § = e2“g, on a

-Agw+ K, = nggw.
Sur une variété de dimension 4 on a
Pyw +2Q, = 2Qze,

ou Qg est I'invariant de courbure défini par (on appelle souvent Q4 la Q-courbure)

1 ,
Q=15 (=AScaly + Scal? — 3| Ricg|?) . (25)

(ii) L’analogie entre K et @ est encore plus flagrante si on consideére la formule de
Gauss-Bonnet. Sur une surface on a

27rx(M):/ Kgdvg,
M

ot x(M) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M. En dimension 4, on a

1
Ar?y (M) = /M <8 (Weyly|? + Qg) dvg. (26)
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Il faut noter que, puisque \V[/'eylg|2 dvg est invariant par changement conforme,
c’est le terme QQydvg qui mesure le changement conforme. Notons aussi que compte
tenu de la formule de Gauss-Bonnet et de I'invariance conforme de |Weylg|2 dvg,
la quantité [, Qgdvy (que 'on note en général kp) est un invariant conforme.

Lorsque la dimension de la variété est supérieure ou égale a 3, on a vu que
l’opérateur invariant conforme d’ordre 2 est le laplacien conforme L,. Si on écrit le

changement conforme g = ue g ou u est une fonction lisse et strictement positive,
comme on l’a vu, pour tout ¢ € C*°(M)

_nt2
Lg(p) = u™ =2 Ly(ugp).
En prenant ¢ = 1 dans cette égalité on obtient

n+2

Ly(u) = Scalgun—2. (27)

Il existe aussi un opérateur d’ordre 4 naturel sur les variétés de dimension supérieure
ou égale a 5. Celui-ci fut mis en évidence par Branson [Bra85]. Soit une variété
(M, g) de dimension n > 5 et considérons

—4
Pl (p) = Aggo — divg (anScalyg + by Ricy) dp + HTQZ,

ou
n <12
Qg = Cp, ‘RZCQ‘ + dnSCalg - mAgscalg,
_ _(n=2)"+4 _ 4 _ 2 _ n®—4n®+16n-16
n = gDz Un = “rmp On = Gz O dn = SElnRege - Cette

opérateur est conformément covariant : si § = wisa g alors Vo € C*° (M)
_ntd
Pi(p) = u” "1 Py (up).
On a aussi I'analogue de I’équation (27)

P (u) = qu%.

Dans ce survol nous n’allons pas nous intéresser a l'opérateur P’. Nous ne par-
lerons que de la dimension 4 et donc uniquement de 'opérateur de Paneitz

2
Pyp = AE@ — divg (3Scalgg — 2Ricg) de.

L’une des premieres questions que l'on peut se poser a propos de cet opérateur,
surtout compte tenu de son expression un peu “compliquée”, concerne ses pro-
priétés d’opérateur, en particulier sur son noyau et sa positivité éventuelle. Ces
questions ne sont pas simples et pour le moment il n’existe que des résultats tres
partiels. Le premier que nous donnons est dii & Gursky [Gur99] et [Gur9g]
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THEOREME 5.1. — Soit (M*,g) une variété riemannienne compacte, sans
bord, lisse et de dimension 4. Si I'invariant de Yamabe Y (M, [g]) est positif ou nul
et si fM Qgdvg est aussi positif ou nul alors P, est un opérateur dont le noyau est
réduit a R. Si de plus on suppose que 0 < fM Qgdvg < 872 alors P, est également
un opérateur positif au sens ot pour tout ¢ € C*(M), on a [, ¢ Pypdug > 0.

La valeur 872 qui apparait dans ce théoréme n’est pas anodine ; c’est la valeur que
prend la Q-courbure sur la sphere S* munie de sa métrique standard. D’ailleurs
Gursky [Gur99] a montré un résultat le rigidité suivant

THEOREME 5.2. — Soit (M*,g) une variété riemannienne compacte, sans
bord, lisse et de dimension 4. Si Iinvariant de Yamabe Y (M, [g]) est positif ou
nul et si [,, Qgdvg est aussi positif ou nul alors [,, Qudv, < 87? avec égalité si et
seulement si (M, g) est conformément difféomorphe & la 4-sphére standard.

Tres récemment Gursky et Viaclovsky [GV03] ont donné une version plus forte du
Théoreme 5.1

THEOREME 5.3. — Soit (M4,g) une variété riemannienne compacte, sans
bord, lisse et de dimension 4. On suppose que I'invariant de Yamabe Y (M, [g]) est
strictement positif et que

[ Qude, + 5 0L 1g))* > o
M

Alors P, est un opérateur positif dont le noyau est réduit a R.

6. La fonctionnelle déterminant en dimension 4 et métriques
extrémales

Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte, sans bord, lisse et de dimension
n > 3. On considére un opérateur différentiel géométrique (au sens ou il dépend de
la métrique) A, que I'on va supposer auto-adjoint, et de symbole principal positif
et d’ordre 2¢, avec £ € N*. De plus, on suppose que A, se comporte de la méme
maniere que son symbole principal sous 'action d’'une homothétie sur la métrique,
c’est-a-dire que si g := A%2g avec A € R* alors

Ag = \"%A,.

On peut prendre par exemple I'opérateur laplacien conforme L, = —4(:__21)Ag +

Scal, ou l'opérateur de Dirac V2.
Classiquement, on a le développement suivant pour le noyau de la chaleur associé
a Ay pour tout ¢ € C(M)

oo

Tr(pe4s) ~ S5 ar(p, Ag), k(s Ay) = /M (@) By, Ay)dv, (@),
k=0
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lorsque ¢ tend vers 0, t > 0, ou les fonctions By sont des invariants locaux de la
métrique g.

Si on note {Ag,...,Aj,...} les valeurs propres de A,, on sait que seul un nombre
fini de celles-ci sont négatives (car M est compacte), et on a la encore une formule
asymptotique de Weyl donnée par

A~ elg, Ag)j™, (28)

lorsque j tend vers l'infini. De maniére analogue & ce que nous avons fait en (15),
on peut définir la fonction (4 associée a I'opérateur A, en posant

Cals) = D> N7, (29)

A;#0

pour Re(s) > g7. On peut montrer, ainsi que nous 'avons fait précédemment, que
la fonction (4 admet un prolongement méromorphe sur C, avec des poles simples,
et que ce prolongement est analytique en 0. Des lors, on définit le déterminant de
Agy en posant

det(Ag) = (=1) A<D eap (—¢(0)). (30)

Il faut remarquer que cette définition n’est pas invariante par homothétie sur la
métrique, ce qui est quelque peu problématique. Pour cette raison on introduit

P(A,) == (Vol(M, g))™ det(A,), (31)

et clairement P(A,) est invariant par homothétie sur la métrique, c’est-a-dire que
si g = p?g, avec u € R*, alors P(Ag) = P(A,).

Maintenant que nous avons défini un analogue du determinant comme nous 1’avions
fait dans la section 4, nous pouvons essayer de comprendre de quelle fagon se
comporte P(Ag) lors d’'un changement conforme de métrique. Nous nous plagons
A partir de maintenant sur une variété riemannienne (M?, g), sans bord, compacte,
lisse et de dimension 4. Introduisons, comme nous ’avons fait dans le cas de
lopérateur de Laplace-Beltrami sur les surfaces, la fonctionnelle log-déterminant
pour l'opérateur A4,, que 'on note F4. Soit w € C°°(M) et g,, := e*“g, on définit

Fplw] := —2log }%55)). (32)

Branson et Orsted [BO91] ont remarqué que la fonctionnelle F4 peut se décomposer
le long de trois fonctionnelles élémentaires :

THEOREME 6.1. — II existe v1, v2 et -3 réelles telles que pour tout w €
C>=(M)
Faw] =y I[w] + v IT[w] + vsIIT[w), (33)
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Iw] := 4/ w|Weylg\3dvg - </ Weylg@dvg) log (][ e4wdvg) ,
M M M
1Tw) ::/ (wPyw + 4wQy) dvg — </ divg) (f e4wdvg) ’ (34)
M
1
IITw] : =3 Scal Ldvg, — Scal 2dvg | -

Le fait remarquable ici est que I, IT et III ne dépendent pas de A, mais sont
universelles ; si on change A, ce sont les constantes 71, 2 et 3 qui changent.
Par exemple, si 4, est Popérateur laplacien conforme, alors (4m)2180(v1,72,73) =

(1, ~4,-3).

Dans le cas de la sphere nous avons le Théoréeme suivant :

THEOREME 6.2. — (Branson-Chang-Yang [BCY92a]) Sur la sphére standard
(S*,g.), la fonctionnelle g — detL,, est minimale pour une métrique g,, = €*“g
(avec Vol(S*, gn) = Vol(S*, g.)) si et seulement si g, = ¢*(g.) ol ¢ est une
transformation conforme de la 4-sphére standard sur elle-méme (autrement dit si
et seulement si g, et g. sont isométriques).

Ce théoreme peut étre vu comme un analogue en dimension 4 de 'inégalité d’Onofri
que nous avons vue a la section 4.

Dans la suite nous nous pencherons sur la recherche de métriques extrémales sur
des variétés autres que la sphére. Comme nous le verrons, c’est sur la sphere
standard que nous avons le plus de résultats de “rigidité” des métriques extrémales.
Dans le tableau qui suit nous récapitulons les résultats connus pour les spheres
standards de dimension 2, 3,4, 6, 2n+ 1 avecn > 3, 4n+ 1 et 4n + 3.
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La métrique
standard g. sur

est un

pour l'opérateur

parmi les métriques
ou l'on fixe

résultat da a

2 maximum global det(—A) aire .
s minimum global detV? aire Onofri [Ono82]
g4 minimum global detL } volume et Branson, Chang
maximum global detV? classe conforme et Yang [BCY92a]
6 maximum global detL volume et .
S minimum global detV? } classe conforme Branson [Bra95]
g3 maximum local det(—A) volume et classe conforme Richardson [Ric94]
minimum local det(—A) volume Okikiolu [Oki01]
§2ntl o >3 point selle det(—A) volume et Okikiolu [Oki0O1]
classe conforme
SR minimum local detL . .
gin+3 maximum local detL volume Okikiolu [OkiO1]

Etudions maintenant 'existence de métriques extrémales pour la fonctionnelle F
définie en (32). L’outil fondamental pour cette étude est une généralisation de
I'inégalité de Moser (1) ; cette inégalité est due & Adams [Ada88]

THEOREME 6.3. — Soit  C R™ un ouvert borné et soit k un entier na-
turel tel que k < n. On pose p := 3. Il existe une constante C = C(k,n) et
une constante 3y = By(k,n) telles que pour toute fonction w € CF(Q) vérifiant
||vkw||p <1

/ exp(Blw(z)[” )dz < C Vol(Q, euclidien), (35)
Q

pour tout 8 < By (ici p’ :== p%).

Cette inégalité est optimale au sens ou si § > [y, pour tout A € R il existe
ux € C5°() telle que [|[VFuy|l, < et [, exp(Blux(z)[P)dz > AV ol(Q, euclidien).
Lorsque n = 4 et k = 2 (dans ce cas p = p’ = 2) on a (voir Adams [Ada88])

Bo = 327%. A partir du théoréme précédent on obtient facilement le lemme

LEMME 6.4. — Soit (M*, go) une variété riemannienne compacte, lisse, sans
bord et de dimension 4. Il existe une constante C = C/(go) telle que pour toute
fonction w € C%(M) vérifiant ||Agywl2 < 1

/ exp(3272 |w — W|?)dv,, < C. (36)
M

Par conséquent pour toute fonction w € C%(M)

1
log][ exp(4(w — w))dvy, <logC + @HAngH%. (37)

Considérons trois réels 71, 72 et 73 et la fonctionnelle

Flw] := v Iw] + vo I I[w] + v IIT[w], (38)
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ou I, II et III sont définies en (34). On pose (ou @, est la Q-courbure pour la
métrique g telle que définie en (25))

hp = /M Qudv,, (39)

dont nous avons vu que c’est un invariant conforme. Le résultat suivant est da a

Chang et Yang [CY95D]

THEOREME 6.5. — Soit (M*, go) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que 2 < 0, que 3 < 0 et que

71
kp < 872 — o /M (Weylg, |2, dvg,- (40)

Alors il existe une métrique g,, = €>*go conforme & go (ce qui implique bien sur
que w € C*(M)) telle que

Flw]= sup Fly], (41)
PESc ey

ol ¢1 et cg > 0 sont deux réels et
Serer = {p € CF(M), signe(y2)Flp] < e1,Vol(M, gy,) = c2Vol(M, go)} -

De plus la fonction w vérifie I’équation

1| Weyly, |3w +72Qq, — 134y, Scaly,

:71/ (Weyly, |5, dvg, +72/ Qg., dvg, = constante (42)
M M

REMARQUE 6.6. — A priori la fontion w qui maximise F sur S, ., est dans
W22(M). La preuve de la régularité C*> de w est un résultat de Uhlenbeck et
Viaclovsky [UVO00].

7. Variétés de dimension 4 a (Q-courbure constante

Comme pour la courbure de Gauss pour les surfaces, il est naturel de se demander
dans quelle mesure, sur une variété riemannienne (M,g) compacte, lisse, sans
bord et de dimension 4, il existe une métrique conforme a le métrique g qui soit &
QQ-courbure constante.

Rappelons que sous le changement conforme § = e*“g, on a (voir (24) pour la
définition de P,)
Pyw +2Q4 = 2Q§e4w,
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ol ()4 est I'invariant de courbure défini par

1 .
Q, = 5 (—AScaly + Scalg — 3|Ricy|?) .
Ainsi d’apres cette relation, le probleme évoqué ci-dessus est équivalent a la
résolution de I’équation (on rappelle que kp := fM Qgdvg, voir paragraphe 5)

Pyu+2Q, = 2kpe™ sur M. (43)

Les solutions de (43) peuvent étre recherchées comme points critiques de la fonc-
tionnelle d’Euler

Iw] = (Pyw,w)g —|—4/ Qqwdvg — kp log/ e dvg; w € WH2(M). (44)
M M

Une premiere réponse a été apportée sur ce probléeme par Chang et Yang [CY95b]
sous la condition kp < 87 et en supposant que P, est un opérateur positif dont
le noyau est égal a R :

THEOREME 7.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que P, est un opérateur positif et
que ker P, = R, et on suppose également que kp < 872, Alors il existe une
métrique § conforme a g qui soit a Q-courbure constante (i.e. Qz = constante).

L’outil principal pour montrer ce théoréeme est 'inégalité de Adams [Ada88] dont
nous avons parlé au paragraphe 6

- 1
log /M Ay, < O + 8?<Pgu,u>g, Y oue W23(M). (45)

Il est trés facile de voir que sous I’hypothése kp < 872 la fonctionnelle 17 est
coercive sur les fonctions de W22(M) qui sont de moyenne nulle et ainsi, dans ce
cas, les solutions peuvent s’obtenir par minimisation.

D’apres le Théoreme 5.3, les conditions du Théoreme 7.1 sont vérifiées des que la
variété est & invariant de Yamabe strictement positif avec kp + %(Y (M, g))* > 0.

Dans un papier récent, en collaboration avec A. Malchiodi, nous nous sommes
interessés au cas kp €]8kn?, 8(k + 1)7?[ pour un certain k € N*. D’autre part,
nous considérons le cas ou 'opérateur P, peut avoir des valeurs propres strictement
négatives. Il est tres facile de construire des exemples de telles variétés. Prenons
M = ¥ x ¥g, ou X, 29 sont des surfaces de genre g1, g2 > 2, et équipées de la
métrique de Poincaré. En utilisant la formule de Gauss-Bonnet, on trouve que

dans ce cas kp = %(gl —1)(g2 — 1). Ainsi sous de petites perturbations de la
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métrique sur chacune des deux surfaces, et pour des valeurs adéquates de g1, g2,
on aura kerP, = R et kp ¢ 87*N*.

Le résultat principal de Djadli-Malchiodi [DMa] est le suivant

THEOREME 7.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que ker P, = R, et on suppose également
que kp € 872N*. Alors il existe une métrique § conforme & g qui soit & Q-courbure
constante (i.e. Qg = constante).

Pour des raisons de place on ne va pas donner une démonstration complete de ce
théoréme mais la preuve complete dans le cas particulier ott P, est un opérateur
positif & noyau réduit & R et kp €]872,167%[. La preuve du théoréme général
s’inspire d’idées similaires et on renvoie & larticle Djadli-Malchiodi [DMa] pour
des détails sur celle-ci.

Notre méthode est basée sur un argument de type minimax lié a celui developpé
dans [DJLW99].

La premiere étape de la preuve consiste a donner une caractérisation des fonctions
u € W22(M) pour lesquelles la fonctionnelle IT atteint des valeurs trés négatives.

LEMME 7.3. — Sous les hypotheses du Théoréme 7.2 (et dans le cas Py > 0
et kp €]872,1672[), la propriété suivante a lieu. Pour tout € > 0 et pour tout
r > 0 il existe un nombre réel strictement positif L = L(e,r) tel que pour tout
u € W22(M) avec II[u] < —L il existe p,, € M tel que

/ eMdvg < e. (46)
M\ By (pu)

Le Lemme 7.3 nous permet de plonger continiiment les niveau d’energie tres
négatifs de IT dans M. C’est le sens du lemme suivant qui constitue la deuxieme
étape de la preuve :

LEMME 7.4. — Il existe un nombre réel L > 0 et une application continue ®
de {II < —L} C W?2(M) dans M.

PREUVE. Puisque la fonctionnelle I est invariante par translation sur w, on peut
supposer que les fonctions de W22(M) avec lesquelles nous travaillons vérifient la
normalisation | v e*dv, = 1. D’apres le théoreme de Withney, il existe m € N et
un difféomorphisme Q : M — M, ou M est une sous-variété lisse de R™.
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D’abord nous considérons I'application ® : W22(M) — R™ définie par ®(u) =
Joy Qz)e* @ duy(z), qui est continue, comme on peut le voir en utilisant (45) et
quelques estimations élémentaires. Nous allons maintenant prouver l'affirmation
suivante :

pour tout § > 0 il existe Ls > 0 tel que

II(u) < —Lgs implique dist(®(u), M) < 8. (47)
61
2 diam(M)>
avec ces valeurs de € et de r. Alors, si I1(u) < —L(e,r), il existe un point p,, tel
que (46) soit vérifié. En utilisant notre normalisation on peut écrire

(i)(u) - Q(pu)
_ /B (00 - 0p))e ) + / () — pu) @ ().

M\B:(pu)

1

On commence par poser € = r= gm, et on applique le Lemme 7.3

Ce qui implique Htf’(u) — Qpu)

‘ < 7)|dQ|| + ediam (M) < 4, et ainsi (47) suit. En
choisissant § assez petit, il existe une projection continue A d’un J-voisinage de
M sur M. Maintenant il suffit de définir Ls = L(e,7) et ® par

D(u) = Ao d(u); ue W2A(M),uc{Il <-L}.

Cette application est clairement continue, et on a le lemme. B

L’étape suivante consiste & construire une application (x,\) — ¢y € W22(M),
A>0et x € M, sur 'image de laquelle la fonctionnelle IT prend des valeurs tres
négatives.

PROPOSITION 7.5. — Pour A € R suffisament grand, il existe une application
ox.: M — W22(M) qui vérifie
(a) II(px,.) — —o0 lorsque A — 400 uniformément sur M;
(b) ® oy, est homotope a l'identité.
PREUVE. Pour § > 0 petit, on considere une fonction cut-off de classe C'*,
X5 : Ry — R qui vérifie

xs(t) =t, pour ¢ € [0, ];
xs(t) = 20, pour t > 26; (48)
Xs(t) € [0,28], pour t € [4,26].

Alors, étant donnés x € M et A > 0, on définit la fonction ¢y , : M — R par

2A
@A,z(m = log <1 4 )\2X§ (dist(y, LI:))) 7 )
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ou dist(, ) est la fonction distance sur M. Cela implique immédiatement

[ ewteminw - [ (rretmn x)))4 duy(y).

On découpe 'intégrale sur Bs(z) et son complémentaire. Par construction de xs,
en travaillant avec des coordonnées normales centrées en x, on a (pour & assez
petit)

/Bé(z) (1 + )\2xﬁ2(f\iist(y, x))>4 duvg(y)
4
- /B§4(0)(1 +0(9)) (14—2>\/Ey|2> dy
4
~ Jgo -0 () #

— (14 0(5) (iﬂ +0 (Aj&)) .

4
4

, " , 2) 2)
D’un autre c6té, pour dist(y,z) > 6 on a <1+>\2X§(dist(y,m))) < (1+)\262) .

Ainsi, on déduit

[ eptapnan = 32+ 06 -0 (k) vo (1 25) e

Passons au terme [, Qq(y)@x.«(y)dvg(y). On a

2\
Vrz = log T3 15502 sur M \ Bas(x);
2
log m < O\, < 10g 2A, sur BQ&(JI).
En écrivant
/M Qg ()2 (y)dvy(y)

2A 2\
=log——— | Q + 1 Q —log — =~
08 T 45202 /M gdvg /M a(¥) <¢A,w(y) 087 452)\2) dvg(y),

il vient

2\
/ Qq(W)orz(y)dvg(y) = kplog — o3 T O (64 log(1 + 452)\2)) . (51)
M 1 + 46 )\
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Finalement on estime le terme f MP Az Py zdvg pour des valeurs tres grandes de
. Par des calculs élémentaires on trouve
B N2V X3 (dist(z, y)) _

1+ A2x3(dist(z,y))’

Viera(y) =

RV dist(ry) | NV (dist(r, ) V3 (dist(,v)

3932) 1+ A2x3(dist(z, y)) (14 A2y 2(dist(z, 1)))”

En particulier

2

C NAXG(dist(xz,y) | A VXE(dist(z, y))
L+ A2xG(dist(2,9)) (14 A2x2(dist(, )"

A@A,m(y) =

Pour dist(z,y) < d on a

Apy 2 (y) = —4A

, 24+ A2y — zf? O 54)\4dist2(z,y) .
(Xl =P © 7\ (14 xedist®(a ) ')

A2dist(z,y)
Viral(y) < O—— 5.
IVeral(y) < 1+ A\2dist?(z, y)

Par changement de variable on obtient

/ (Apa.a(y))duy ()
Bs(x)

= 16/ %d@/ + 0(6%) = 3272 log(Ad) + O(6%);  (52)
Bxs(0) (1 + |y| )

C |?J|2 2
WMQS—/ <82
\/B(;(z) | | A B0 (T+[y]?)?

D’un autre c6té pour § < dist(z,y) < 2§ et pour A grand on a

26

<O
|v90/\,$(y)| = C]. T+ A262

C\? CA162 c
572.

<% AL < n <
=75 PrReWl= 1052 T 1 a2

Puisque ¢, est constante en dehors de Bas(x), en utilisant ces estimations et
(52) on déduit

/ xe(Y) Pyor,e(y)dVy(y) < 327°log A + C.
M

Finalement, & partir de (50), (51) et de la derniére formule il vient
I1(px.) < 32n%log A — 4kplog A + C3*log A + C' — —o0 lorsque A — +00.

Cela montre le point (a).
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Le point (b) est une conséquence facile de la définition de @ et de (49). m

On introduit maintenant notre principe de minimax. Soit M le cone (dont on
souligne qu’il est contractible) de base M, que l'on peut représenter par M =
(M % [0,1])/(M x {1}), de telle facon que IM = M x {0} ~ M. Pour des X assez
grands on définit les ensembles

O, = {0 : M — H?(M) : 0 est continue et (M x {0}) = 90)\7.} .

On a alors
LEMME 7.6. — Pour tout A grand I’ensemble © ) est non vide et de plus en
posant o _
O, = inf sup II(0\(m)), on a O, > —o0.
0x€0x meM

PREUVE. Pour montrer que ©, # (), on peut juste remarquer que

= _ te[0,1]; ~
0 z,t) = P2(1-A)t+A,z5 pour Y] z,t) € M,
E0={ S0 -1 ot 1] (@

appartient & ©,. Supposons maintenant que ©, = —00, on peut appliquer le

Lemme 7.4 pour obtenir une application continue ¥ : M — M, avec ¥|,,; homo-
tope a l'identité sur M. Mais lapplication H : M x [0,1] — M définie par

serait alors une homotopie entre une application constante et une application ho-
motope a Iidentité sur M, ce qui est impossible puisque M n’est pas contractible.
On a donc bien ©) > —co. R

Par des arguments classiques, le principe de minimax décrit ci-dessus nous permet
de construire une suite de Palais-Smale (u;);. Par invariance par translation de I7,
on peut supposer que f M e‘““dvg = 1. On utilise maintenant une astuce introduite
par Struwe [Str88]. Pour p dans un voisinage de 1, on consideére la fonctionnelle
II,: W2%%(M) — R définie par

I1,(u) = (Pyu,u) + 4p / Qgdv, — 4pkp log / etdv,,  ue W3(M),
M M

dont les points critiques sont les solutions de

Pyu+2pQ, = 2pkpe* sur M. (53)
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On peut utiliser notre principe de minimax pour différentes valeurs de p et montrer,
en suivant Struwe [Str88], que les suites de Palais-Smale pour p appartenant & un
ensemble A qui est dense sur un voisinage de 1, sont bornées (voir [DMa]). Cela
montre qu’il existe des solutions de (53) pour p € A. On applique alors le Théoreme
7.7 (dont nous donnons 1’énoncé ci-dessous et qui est di & Malchiodi [Mal]), avec
Q1 = mQyg, ou (p1); € A et pp — 1 pour obtenir une solution de (43).

THEOREME 7.7. — On suppose que ker P, = R, et que (u;); est une suite
de solutions de
Pyu; +2Q, = 2k et sur M, (54)

pour laquelle fM et dvg = 1. Ici ky = fM Qidvg et on suppose que Q; — Qo dans
C°(M) et que ko := Jo Qodvg # 8k7? pour k = 1,2,3,.... Alors (u;); est bornée
dans C*(M) pour tout o € (0,1).

8. Un résultat de classification

Dans cette partie nous allons nous intéresser a un des exemples d’utilisation de la
QQ-courbure, en ’occurence a son application dans des problemes de classification.

Le point de départ est 1’étude d’une fonctionnelle riemannienne (c’est-a-dire une
fonctionnelle définie sur ’ensemble des métriques définies sur une variété M lisse
et sans bord). L’exemple classique est la fonctionnelle de Einstein-Hilbert

g|—>/ Scalgdvg, (55)
M

dont on sait que les points critiques (lorsqu’il en existe) sous la contrainte du
volume égal a 1 sont d’Einstein. Une variante de ce probléme consiste a rechercher
les points critiques de cette fonctionnelle mais cette fois en se restreignant a une
classe conforme : c’est ce que I’on appelle le probleme de Yamabe (voir Lee-Parker
[LP87] pour un panorama complet sur ce probléme) qui fut entiémement résolu
par Yamabe [Yam60], Trudinger [Tru68], Aubin [Aub76a] et Schoen [Sch84].

D’autres fonctionnelles possedent des propriétés intéressantes, en particulier celles
qui sont quadratiques en la courbure (voir Besse [Bes87] page 133). Par exemple

g+— R[g] := / Scal’dvg, (56)
M
et
g Wig] = /N [ Weat, v, (57)

La fonctionnelle R fut introduite par Calabi en géométrie kdhlerienne. Ici nous
allons nous pencher plus particulierement sur la fonctionnelle de Weyl W en
dimension 4. Supposons que M* est une variété de dimension 4, lisse, com-
pacte, sans bord et orientée. On sait qu’alors 'opérateur de Hodge * induit une
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décomposition du fibré exterieur A? en deux composantes A% = Af_ @ A%, on Af_
est I’espace des formes autoduales et A2 est I’espace des formes anti-autoduales.
Cette décomposition induit a son tour une décomposition du tenseur de Weyl (que
'on regarde comme un endomorphisme a trace nulle sur A?) en une partie autod-
uale, notée Weyl™, et une partie anti-autoduale, notée Weyl™. Si on note o (M)
la signature de M (voir Besse [Bes87]) on a la formule de Hirzebruch

12720 (M) = /M (|Weyl;\3 - |Weylg_|3) dvy. (58)

Par conséquent ’étude de la fonctionnelle W se résume a I’étude de la fonctionnelle

Waldl = [ West; vy, (59)

que l'on appellera par commodité fonctionnelle de Weyl autoduale.

Cette fonctionnelle de Weyl autoduale est conformément invariante au sens ou si
g est une métrique conforme & g alors W, [g] = W4 [g]. De plus on peut calculer
son gradient, que 'on appelle le tenseur de Bach, et celui-ci est également con-
formément invariant (voir Derdzinski [Der83]). Nous verrons dans le paragraphe
suivant que le tenseur de Bach joue un grand réle en géométrie conforme.

Dans le cas général on ne sait pas dire grand chose sur les points critiques, s’il en
existe, de la fonctionnelle de Weyl autoduale. 11 est tres simple de voir grace a la
formule de Hirzebruch que

Wi lg] > max {127°0(M),0},

avec égalité si et seulement si la variété est semi-conformément plate (Weyl; =0
ou Weyl, =0).

D’un autre coté, en utilisant ’expression explicite du tenseur de Weyl, on peut
voir assez aisément que les métriques d’Einstein sont aussi des points critiques de
la fonctionnelle de Weyl autoduale. Et plus généralement, toute métrique qui est
localement conforme a une métrique d’Einstein est aussi un point critique de la
fonctionnelle de Weyl autoduale.

Dans un article récent, Gursky [Gur98] s’est intéressé & la minimisation de la fonc-
tionnelle de Weyl autoduale sous une contrainte géométrique tres naturelle : la
positivité de I'invariant de Yamabe. Il faut tout de suite remarquer que cette con-
trainte est conformément invariante ce qui est primordial puisque la fonctionnelle
de Weyl autoduale est elle-méme conformément invariante.

Le premier résultat obtenu par Gursky est le suivant :
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THEOREME 8.1. — Soit M* une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans
bord et orientée. On suppose que sa forme d’intersection posséde au moins une
valeur propre strictement positive. Alors pour toute métrique g définie sur M et
telle que son invariant de Yamabe Y (M, g) est positif ou nul, on a

472
Wilgl = —

(2x(M) + 30 (M), (60)
ot x(M) et o(M) sont respectivement la caractéristique d’Euler-Poincaré et la
signature de M. De plus

(i) I’égalité est réalisée dans (60) par une métrique go telle que Y (M, go) > 0
si et seulement si gg est conforme a une métrique de Kéhler-Einstein.

(ii) I’égalité est réalisée dans (60) par une métrique gq telle que Y (M, go) =0
si et seulement si gy est conforme a une métrique de Kahler-Einstein qui est Ricci-
plate et anti-autoduale.

Ce théoreme possede plusieurs corollaires. Nous renvoyons le lecteur intéressé a
larticle de Gursky [Gur9s].

Une remarque que 'on peut faire sur ce résultat est que si une métrique g réalise
Pégalité dans (60), alors elle est conforme & une métrique de Kéhler-Einstein. En
particulier son premier groupe de cohomologie de Rham est non réduit a 0. D’un
autre coté, Gursky [Gur98] a montré que si I’on suppose que le premier groupe de
cohomologie de M, H'(M), est non réduit & 0 alors la borne inférieure dans (60)
peut étre améliorée. C’est I'objet du théoréme suivant

THEOREME 8.2. — Soit M* une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans
bord et orientée. On suppose que H*(M) # 0. Alors pour toute métrique g définie
sur M et telle que son invariant de Yamabe Y (M, g) est strictement positif, on a

Walg] 2 20% (2x(M) + 30(M)) , (61)

ot x(M) et o(M) sont respectivement la caractéristique d’Euler-Poincaré et la
signature de M. De plus I'égalité est réalisée dans (61) par une métrique go telle
que Y (M, go) > 0 si et seulement si (M, gg) est conformément difféomorphe a un
quotient de S? xR muni de la métrique produit. En particulier g est conformément
plate et x(M) =o(M) = 0.

Si on suppose que la métrique g est telle que Y (M, g) = 0 il n’est plus nécessaire
de supposer que H'(M) # 0. On a dans ce cas (Gursky [Gur98]) :

THEOREME 8.3. — Soit M* une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans
bord et orientée. Alors pour toute métrique g définie sur M et telle que son
invariant de Yamabe Y (M, g) est nul, on a

Walg] 2 20% (2x(M) + 30(M)) , (62)
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ot x(M) et o(M) sont respectivement la caractéristique d’Euler-Poincaré et la
signature de M. De plus I’égalité est réalisée dans (62) par une métrique gy telle
que Y (M, go) = 0 si et seulement si go est conforme a une métrique Ricci-plate.

On peut reformuler ces deux résultats en utilisant la ()-courbure. Rappelons que

1 . 2
Qg = 12 (‘Agscala — 3| Ricy|” + Scalg) '

On a vu que la formule de Gauss-Bonnet nous donne

1
/ Qydvy = 4T x (M) + = / (Weyly|2dv,,.
M 8 M g

De maniere équivalente on peut énoncer les deux théoremes précédents de la
maniere suivante :

THEOREME 8.4. —

(i) Soit M* une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans bord et ori-
entée. On suppose que 'invariant de Yamabe de gy vérifie Y (M, go) > 0 et que
Jas Qgodvg, > 0. Alors H' (M) = 0.

(ii) Soit M* une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans bord et ori-
entée. On suppose que 'invariant de Yamabe de gy vérifie Y (M, go) > 0 et que
Sy Qgodvg, = 0. Alors H*(M) # 0 si et seulement si (M, go) est conformément
difféomorphe & un quotient de S® x R munie de la métrique produit standard. En
particulier (M*, go) est localement conformément plate et x(M) = o(M) = 0.

On peut voir ce résultat comme une généralisation aux variétés de dimension 4
du résultat suivant sur les surfaces : soit (M?,gy) une surface compacte, lisse,
sans bord telle que [,, Kg dvg, > 0 alors x(M) > 0 et le genre de M est 0
; si fM Kgydvg, = 0 alors x(M) = 0, le genre de M est 1 et par le théoreme
d’uniformisation M est conformément difféomorphe & un quotient de R2.

L’une des conséquences de ce théoreme est de permettre de compléter la clas-
sification des variétés de dimension 4, lisses, compactes et sans bord qui sont
localement conformément plates, a invariant de Yamabe strictement positif et a
caractéristique d’Euler-Poncaré positive ou nulle. Dans un papier datant de 1994,
Gursky [Gur94] avait classifié les variétés de dimension 4, lisses, compactes et sans
bord qui sont localement conformément plates, a invariant de Yamabe strictement
positif et a caractéristique d’Euler-Poncaré strictement positive. Il ne restait que
le cas ou caractéristique d’Euler-Poincaré est nulle ; le Théoreme précédent permet
de traiter ce cas et on a le résultat suivant :

THEOREME 8.5. — (Gursky [Gur94] et [Gur98]) Soit M* une variété de di-
mension 4, lisse, compacte, sans bord. On suppose qu’elle est localement con-
formément plate et & invariant de Yamabe strictement positif. Alors :
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(i) si x(M) > 0 soit (M, go) est conformément difféomorphe a la 4-sphére
standard (cas x(M) = 2) soit (M, go) est conformément difféomorphe a I'espace
projectif réel muni de sa métrique standard ;

(ii) si x(M) = 0 (M, go) est conformément difféomorphe & un quotient de
S? x R munie de la métrique produit standard.

Nous voudrions dire quelques mots sur la preuve de ces différents théoremes. Cela
nous permettra de montrer comment on peut utiliser la recherche de métriques
extrémales pour obtenir des résultats de classification géométriques.

8.1. La preuve du Théoréme 8.1
La preuve de ce théoreme est basée sur I’étude d’une fonctionnelle de type log-

déterminant que nous avons introduit en (32). Considérons donc 71, ¥2 et 3 trois
réels et considérons la fonctionnelle log-déterminant donnée par

Falw] = mIw] + yelI[w] + y3I11[w], (63)

Iw] := 4/M w|Weylg\§dvg — </M Weylg|§dvg> log (][M 64“’dvg) ,
Iw) := /M (wPyw + 4wQy) dvg — (/M divg> log (][M e4wdvg) , (64)

</ Scalgwdvgw —/ Scalgdvg) .
M M

En fait, puisque 'on veut minorer la fonctionnelle W, on va regarder une fonc-
tionnelle légerement différente :

Falw] =3 I w] + 7 I~ [w] + ol Iw] + 4311 T[w], (65)

ou

I Iw] :=

Wl =

ot v; et 47 sont des réels et ot

I't[w)] == 4/ w|Weyl;\3dvg - (/ Weyl;|3dvg> log <][ e4wdv9) ,
M M M

I [w] = 4/ w\Weyl;\Zdvg — </ Weylg|§dvg) log <][ e4wdvg> .
M M M

On posera dans toute la suite (notons que c’est un invariant conforme)

(66)

l%d:—wfr/ |Weyl;|§dvg—'yf/ |Weylg_|§dvg—wg/ Qgdvg. (67)
M M M
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La premiere étape de la preuve consiste & montrer un résultat d’existence d’'une
métrique extrémale pour la fonctionnelle F' du type de celui obtenu au Théoreme
6.5. C’est 'objet du lemme suivant

LEMME 8.6. — Soit (M*, go) une variété riemannienne compacte, lisse, sans
bord et de dimension 4. On suppose que v3 < 0, que v3 < 0 et que

kg < (—72)872. (68)

Alors il existe une métrique g,, := € gy conforme & gy (ce qui implique bien sur
que w € C*(M)) telle que

Flw]= sup Fly], (69)
pEW?2:2(M)

De plus la fonction w vérifie I’équation

’Yi‘r|Weyl+ 2 + 71_ |W€yl;l} 2 + PYQQQU) - 73Ag'w Scalgw - 71}dVOl(M) g'w)il'

Gw 1 Gw Jw
(70)
On peut réecrire (70) un peu différemment. Si on pose
1\
A= <W3 + 12’72) kaVol(M, gu) ™!
1 —1
ar = -7 (’73 + 1272) (71)

P 1 -
- 4’}/2 73 12’}/2 )
alors (70) s’écrit, en utilisant I'expression de la Q-courbure

Ay, Scalg,
1 2
Ricg, — iScalgwgw —|—EﬂScal2w.
g'(U

=A—ay |Weyl;w —a_|Weyl, gw -0

I
(72)

La seconde étape de la preuve consiste a trouver une condition conforme sous
laquelle on peut connaitre le signe de la courbure scalaire. Le candidat naturel
pour une telle condition est 'invariant de Yamabe, ce qu’illustre le lemme suivant
(rappelons que 'on note L, := ngJr%Scalg lopérateur laplacien conforme associé
a une métrique g)
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LEMME 8.7. — Soit (M*,g) une variété riemannienne compacte, lisse, sans
bord et de dimension 4. On suppose que Scaly vérifie LyScal, > 0 sur M. Alors

(i) siY (M, g) >0 on a Scaly > 0 sur M;

(ii) si Y (M,g) =0 on a Scaly, = 0 sur M.

La preuve de ce lemme est tres simple et n’utilise que le principe du maximum
pour lopérateur de Laplace-Beltrami (voir Gursky [Gur98]).

En mettant bout a bout ces deux lemmes on a la proposition :

PROPOSITION 8.8. — Soit (M*, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4.

(i) On suppose que

472

0< / W eyl 2y duy, < 5 (2X(M) + 3o(AM)) (73)
M

Alors il existe une métrique g, := e*Vg et il existe € > 0 tels que

2
1 1
Ay, Scalg, =—(4+ 5)|Weyl;w|§w — 2 |Ricg, — ZScalgwgw + 650013w~ (74)

Guw

De plus si Y/(M, go) > 0 alors Scalg, > 0 sur M et si Y (M, go) = 0 alors (73) ne
peut pas se produire.

(ii) On suppose que

472

[ Wty vy, = T (2(0) + 30(00)). (75)
M

Alors il existe une métrique g,, := e*“g telle que

. 1 2 1
3“, — 2 |Ricg,, — ZScalgwgw + gScalgw. (76)
Jw

Ay, Scalg, = —4|Weylt

Jw

De plus si Y (M, go) > 0 alors Scalg, > 0 sur M et si Y(M, go) = 0 alors g,, est
Ricci-plate et anti-autoduale.

PREUVE. La preuve de cette proposition est la suivante. Pour le point (i), on
considere € > 0 tel que
A2

(1) [ 1Weply [, dun, = T3 (2(0M) +3701).
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On choisit 7; =0, 2 = =12 et 3 = f% et 7; = 6(1 + 3¢) dans le lemme 8.6.
Alors on a clairement kg = 0 et on peut appliquer le lemme 8.6 et on obtient
Pexistence de la métrique g,, qui vérifie (72). On calcule ensuite Ly, Scaly, et il
est tres facile de voir que Ly, Scalg, < 0. On applique le lemme 8.7 pour conclure
sur le signe de Scaly, lorsque Y (M,go) > 0. Par contre si (73) se produit avec
Y (M, go) = 0 on a, toujours d’aprés le lemme 8.7, Scaly, = 0 et cela implique que

|Ricg, — 1Scaly, gw|; [Weylt |2 =0 ce qui est impossible.

Juw g’(u

La preuve de (i) se fait de maniere similaire. l

Avec ces ingrédients on est en mesure de montrer le Théoreme 8.1. On suppose
donc que M admet une métrique gq telle que Y (M, go) > 0 et

2

Wi lgol < - (2x(M) + 30(M)). ()

Supposons tout d’abord que W4 [go] = 0 et Y(go) > 0. D’apreés un résultat de
Bourguignon [Bou81] on a forcément HZ (M) = 0 ce qui est une contradiction
avec 'hypothese du théoreme. Donc on doit avoir Y (M, go) = 0. Mais on obtient
facilement en manipulant la formule de Gauss-Bonnet et la formule de Hirzebruch
(pour toute métrique g définie sur M)

212 (2x(M) + 30(M)) = Wy g —7/ ‘chg Scalgg

dvg / Scal2dvg

Si Y(M,go) = 0 il existe une métrique g dans la classe conforme de go telle que
Scaly = 0. Et puisque que nous avons supposé que W4 [go] = W [g] = 0 la formule
précédente nous dit que 2x (M) + 30(M) < 0 ce qui est incompatible avec (77).

Ainsi on est forcément dans la situation ot Wy [go] > 0. D’apres la Proposition
8.8 (point (7)) on doit avoir Y (M, gg) > 0. Et par cette méme proposition il existe
une métrique g, := e*¥go telle que

2
. 1 1
gw -2 Rlcgw - Zscalgwgw + 656@13“). (78)
Jw

Ay, Scaly, = —(4+e)|[Weylf

pour un certain € > 0. De surcroit Scaly, > 0 sur M.

u
Considérons maintenant une forme u € H3 (M) et posons G := #. Un petit
Calg,,
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calcul nous donne (14 ol u ne s’annule pas)

Scal Weyl? |2
w w Scalgw Scalgw
|Ri69w - %Scalgwgwﬁ G G + \/65 2
T Scaly,, + Scaly,, Weyly, la. 12 7w
+ G|U ;“)2 (|ngu ?lw - |vgw u Juw | Gw !2111)) :

(79)

Le second membre de cette inégalité est positif donc d’apres le principe du max-
imum G doit étre constante. Mais comme on a supposé [Weyl] |, # 0 cette
constante doit étre 0, mais cela contredit I'hypothese H} (M) # 0. Cela prouve la
minoration du Théoreme.

Si on a l’égalité dans (77), alors par la Proposition 8.8 il existe une métrique
Gu = €2 g telle que

A, Scal,, = —4|Weyl! |2 —2|Ri L Seal 2 Lgear? 80

guSealy, = ~AlWeyll |2~ 2 |Ricy, — ¢ Sealy,gu| -+ Scal2 . (80)

Juw

Si Y(M, go) = 0 alors g,, est Ricci-plate et anti-autoduale. D’aprés un résultat de
LeBrun [LeB86] g est alors une métrique de Kéahler.

Maintenant si Y (M, go) > 0 alors Scaly,, > 0 et comme précédemment, on a la ot
u ne s’annule pas

. 2
V Scal ’chgw - %Scalgw gw‘
A 2 Jw Jw Jw
9 G+ <ngG, Scal,, > - Scal,, ¢
w g w
2
V6 (81)
+ _ Y-
+ 4Scalgw <|Weylgw|gw D Scalg,

—2 2
+ G‘u|gw (|vgwu‘gw - |vgw

gw) :

Le membre de droite est positif et donc G doit étre constante d’apres le principe
du maximum. On en déduit que le membre de droite est nul sur M. Il vient
immédiatement que g est Einstein, et donc Scaly, est constante. Puisque G est
constant, |u|y, 1l'est aussi et donc, toujours d’aprés LeBrun [LeB86], g, est de
Kahler.

u|gw Juw

Il reste a prouver que si g est de Kéhler alors on a bien égalité dans (77). Cela
découle du fait que (voir Besse [Bes87] page 319)

/ Scal,, dv,,, = 32r°c; (M) = 327% (2x(M) + 30(M)), (82)
M
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ott c3(M) est le carré de la premiere classe de Chern de M.

La preuve du Théoreme 8.2 et celle du Théoreme 8.3 se font de maniere similaire.
On pourra consulter Gursky [Gur98] pour des détails.

8.2. La preuve du Théoréme 8.4

Pour prouver ce théoréme on va raisonner par I’absurde en supposant que M admet
une métrique g telle que Y (M, go) > 0 et

Welgo] < 2% (2x(M) + 30(M)) . (83)

Si W4 [go] = 0, alors toujours d’apres Bourguignon [Bou81], on a H3 (M) = 0. On
pose (1 = dimH"' (M), et 8§ = dimH2(M). Puisque M est orientée, on a

X(M)=2-201+ (5
et
o(M) =3 =By ==,
Ainsi on aurait
0<2x(M)+30(M)=4—-461 — 55,
ce qui est impossible car §; # 0 par hypothese.

On a donc W, [go] # 0 et on suppose & nouveau que
Wi lgo] < 272 (2x(M) + 30 (M)). (84)

Comme dans la preuve du Théoréme 8.1, on montre que dans ce cas il existe une
métrique g, = 2 gy telle que

2
Guw?

A, Scaly, = —e|Weyl?

Jw

2
31, 1 1
5211” D) ‘ngw - ZScalgwgw , + gScal

ot € > 0. De plus en utilisant le Lemme 8.7, on a Scal,, > 0. A nouveau, en

|u|gw

, on a la ol u ne s’annule pas
Secalg,,

considérant u € H*(M) et en posant G :=

A, G+2 G
9G¥ <ng " Scaly,, Scalg,

2
3 G V3 (85)
* 2 Scalg, ( . a GScalg“’>

+ G‘“Ej (|vgwu|2w - |vgw|u|gw|gw|_¢2;w) .

VScaly, > S (Weyl gw o
g

1
Ricg, — EScalgwgw
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Puisque le membre de droite est positif ou nul, par principe du maximum, G doit
étre une constante. De plus cette constante doit étre 0 car on a W4 [go] # 0. Mais
cela contredit ’hypothése H(M) # 0.

Cela acheve la preuve de la premiere partie du théoreme.

Supposons maintenant que nous avons ’égalité dans (84) pour une métrique go
telle que Y(M, go) > 0. Alors comme précédemment on montre I’existence d’une
métrique gg, = e2" gy telle que

2

3 1 1
AngCG/lgw = —5 Ricgw — ZSCalgwgw + éscal?}w’ (86)
Jw

avec Scalg, > 0 sur M. A nouveau, en considérant u € H'(M) et en posant

|ul S o
= ——9% on ala ot u ne s’annule pas

Scalg,

VScal, 3 G
\V4 T 9w > =
A“7""G+2< 9 Scal,, >g —2

2 2
Jw ‘vgw‘u|gw|gw‘gw) .

(87)

2
3
- *GfSl> +GJuly2 (Vg,u

1
Ricg, — ZScalgwgw

(

De plus on a égalité dans (87) en un point P € M si et seulement s’il existe une
base orthonormée de Tp(M) pour laquelle

Jw

—3v 0

pour un certain v € R.

Puisque le membre de droite de (87) est positif ou nul, on en déduit que G est
constante. Et donc, aussi bien le membre de droite que celui de gauche doivent
valoir 0, et on a I’écriture (88) en tout point de M.

En plus de cela, puisque le premier terme du membre de droite de (87) est nul on

a
2

1 1
Ricg, — ZScalgw Juw| = EScalgw, (89)

w

et si on combine cela avec (86), on obtient Ay Scalg, =0, c’est-a-dire que Scal,,
est constante. Puisque G est constante, |u|g, 'est aussi, et le second terme du
membre de droite de (87) implique que Vg, u = 0.
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Ecrivons la formule de Weitzenbock pour u :

1
0= §Agw\u|§w = \nguﬁ,w + Ricg,, (u,u) = Ricg, (u,u) = 0. (90)

Il s’ensuit en utilisant (88) et (90) qu’en tout point de M, il existe une base
orthonormale de Tp M telle que sur celle-ci

¢ (91)

ou & = {(P). Puisque Scaly, est constante on voit immédiatement que § l'est
aussi. En renormalisant eventuellement on peut se ramener a § = 2.

Passqns maintenant au revétement universel M de M. Si on note le relevé de u
sur M, puisque u est fermée, il existe une fonction f € C*°(M) telle que

i = df. (92)

Puisque u est parallele,
Hess(f) =Vu=0. (93)

De plus, puisque |i| est constante sur M,
|df| >0, (94)

sur M. Tlsuit de (92)-(94) que chaque surface de niveau X(c) = {x eM : flc)= c}

de f est une sous-variété de codimension 1 totalement géodésique. D’apres (91),
Ricy, (Vf,Vf) =0, et donc la courbure de Ricci de X(c) est donnée par

2 (95)

Ainsi ¥(c) est une variété a courbure constante strictement positive. On en conclut
que M se décompose et est isométrique a Rx N, o N est une variété de dimension
3 & courbure constante. On en déduit que (M, g) est isométrique & un quotient de
R x S3. Ce qui acheve la preuve du Théoréeme 8.4.

Nous allons terminer ce paragraphe en donnant la preuve du point (¢7) du Théoréme
8.5 (pour la preuve du point (i) on se reportera & Gursky [Gur9g]).
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Soit donc (M, g) compacte, lisse, sans bord et de dimension 4 qui est localement
conformément plate et telle que x(M) = 0. La formule de Gauss-Bonnet nous
donne tout de suite [ v Qgdvg = 0. Et donc on pourra conclure si on arrive a
montrer que H'(M) # 0. Si M n’est pas orientable on passe au revétement uni-
versel le cas écheant. D’apres le théoreme d’annulation de Bourguignon, puisque g
est localement conformément plate avec Y (M, g) > 0 on a H?(M) = 0. En posant
Bi = dimH*(M), on a

0=x(M)=2-201+f2=2—20,

et donc H1(M) # 0 et on a le point (ii) du Théoreme 8.5.
9. Fonctions symétriques géométriques

Dans sa these Jeff Viaclovsky [Via00] a étudié une famille d’équations totalement
non linéaires et qui sont une généralisation des équations de type Yamabe. Nous
allons, dans ce paragraphe, introduire ce type de problemes et parler de quelques
applications a la géométrie conforme.

Considérons une variété riemannienne compacte, lisse, sans bord et de dimension
n > 3 que l'on notera (M, g). On définit le tenseur de Schouten par

Ag = Ricy — Scalgyg. (96)

1
2(n—1)
En dimension strictement plus grande que 2, ce tenseur joue un grand role a cause
de la décomposition du tenseur riemannien

Riemg = Weyl, + Ay © g,

ol ® est le produit de Kulkarni-Nomizu.

On peut voir Ay, en tout point z de M, comme un endomorphisme de l'espace
tangent 1, M. Cette matrice est symétrique et on notera Aq,..., A\, ses n valeurs
propres. On appellera alors (pour un entier naturel k, 1 < k < n) k-ieme fonction
symétrique élémentaire associée a A, la fonction définie par

or(Ay) = )P VP (97)

1<ip < <ip<n

Il est facile de voir que o1 (A,) est un multiple de la courbure scalaire associée & g
et que 0,(Ay) n'est rien d’autre que le déterminant de la matrice Ag.

Nous allons nous intéresser ici au cas de la dimension 4. Ces fonctions o1 (Ay) ont
de nombreuses applications en géométrie conforme en dimension 4.
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Pour k = 2, on peut écrire 02(Ay) en fonction de la norme de la courbure ; plus

précisement :
1 2
o9(A,) = —=

2( g) 2

1 1
Ricy — ZScalgg + ﬂScalﬁ. (98)

On voit ainsi en utilisant la formule de Gauss-Bonnet (26) que 'on a
1
1 IWentyPavy+ [ ou(ag)n, = s (99)

puisque Q4 = —1—12AgScalg + %UQ(AQ). Ainsi, comme pour

/divg’/ o2(Ag)dvg
M M

est un invariant conforme en dimension 4.

Le premier résultat que nous citons est dit & Chang, Gursky et Yang [CGY02] :

THEOREME 9.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que son invariant de Yamabe Y (M, g)
est strictement positif et que [, 02(Ag)dv, est aussi strictement positif. Alors, il
existe une métrique § = e>*g conforme & la métrique g telle que

O'Q(Ag) > 0.

En particulier, pour la métrique g, on a
) 1 -
0 < Ricz < §Scalgg.

Une conséquence de ce théoreme est que les variétés de dimension 4 qui sont telles
que Y(M,g) > 0et [, 02(Ag)dvg > 0 ont forcément un groupe fondamental fini.
On pourra se reporter & Chang-Gursky-Yang [CGY02] pour des exemples de telles
variétés.

La preuve du Théoreme 9.1 nécessite de maniere fondamentale la positivité de
lopérateur de Paneitz. La méthode utilisée dans celle-ci est la méthode de conti-
nuité pour la famille d’équation (ot g, = €2%g)

6
o2(Ag,) = iAngcalgw — 27|Weylgw|3wdvgw7 (100)
oll 7y est choisi tel que [, 02(Ag)dvy = =27 [, [Weyly|*dv, et ot § €]0,1]. On

suppose ici que Weyl, ne s’annule jamais. La méthode de continuité porte sur le
parametre 0 : pour § = 1 on montre d’abord qu’il existe une solution wy € C*°(M)
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(autrement dit une métrique g,,, conforme & g) qui vérifie (100) avec § = 1 et telle
que o3(Ag, ) > 0. Ensuite, pour § €]0, 1], on montre des estimations a priori pour
les solutions de (100), ce qui permet de prouver que ’ensemble des § €]0, 1] tels
que (100) possede une solution ws € C*°(M) vérifiant o2(A,,,) > 0 est a la fois
ouvert et fermé. L’obtention de ces estimations a priori est longue et délicate et
se fait au prix d’un travail technique difficile. Par connexité on déduit alors que
(100) possede une solution wy € C*°(M) telle que

UQ(Ang) = —2’}/|Weylgwo |2

Guwg

dvg, . (101)

ce qui montre le résultat voulu. Si Weyl, s’annule quelque part, on construit (tres
simplement) un 4-tenseur Z, du méme type que Weyl,, qui se comporte de la
méme fagon sous changement conforme de métrique, et on travaille avec la famille
d’équations

w

1)
o2(44,) = ZAngcalgw —29|Z 2 dvy,, (102)

Guw
ol y est choisi tel que [}, 02(Ag)dvg = =27 [, |Z4]*dvg et ol 6 €]0,1].

Tres récemment, Gursky et Viaclovsky [GV01] ont simplifié considérablement la
preuve de Chang-Gursky-Yang [CGY02] en se servant toujours de la méthode de
continuité mais a partir d’un autre type de déformation. Cela leur permet d’utiliser
des estimations a priori qui s’obtiennent de maniere plus directe.

Une autre application remarquable de o2(A4,) (ou de maniere équivalente de la
Q-courbure) est le résultat suivant di & Chang, Gursky et Yang [CGY03]

THEOREME 9.2. — Soit (M,g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4.

(i) On suppose que son invariant de Yamabe Y (M, g) est strictement positif
et que

1
/ o2(Ag)dvy > | / Weyl, |2dv,. (103)
M M

Alors M est difféomorphe & la 4-sphére standard (S*, g.) ou au projectif réel de
dimension 4 muni de sa métrique standard (RP*,g,).

(ii) Si M n’est difféomorphe ni a la 4-sphére standard (S*, g.) ni au projectif
réel de dimension 4 muni de sa métrique standard (RP*, g..) et si

1
/ o2(Ag)dvg = 1/ |Weylg|3dvg7 (104)
M M

alors (M, g) est conformément difféomorphe soit au 2-projectif complexe muni de
la métrique de Fubini-Study, soit & un quotient de S* x S' muni de la métrique
produit.
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Ce théoreme peut se voir comme la version conforme (puisque les quantités

/ o2(Ag)dvy et / |Weylg|§dvg
M M
sont des invariants conformes) du résultat suivant de Margerin [Mar98]

THEOREME 9.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que Scal, est partout strictement positive

et que
2

1 1
(Weyly|? + 2 ‘Ricg - zScalgg < gScalg. (105)

g
Alors M est difféomorphe & la 4-sphére S* ou au projectif réel RP*.

(ii) On suppose que Scal, est partout strictement positive et que
2

1 1
[Weyly|2 + 2 ‘Ricg - ZScalgg = éScalg (106)

g

Alors (M, g) est conformément difféomorphe soit au 2-projectif complexe muni de
la métrique de Fubini-Study, soit & un quotient de S? x S! muni de la métrique
produit.

Pour se convaincre que le Théoreme 9.2 est bien une version conforme du Théoreme
9.3, il suffit d’intégrer sur M chaque coté de (105) pour obtenir exactement (103).

La preuve du point (i) de ce théoréme s’inspire des méthodes développées dans

Chang-Gursky-Yang [CGY02]. La encore on utilise la résolution d’une famille

d’équation du type de celles étudiées dans Chang-Gursky-Yang [CGY02] dont

nous avons parlé plus haut (mais légérement modifiées) pour montrer que sous les

hypotheses Y (M, g) > 0 et (103), il existe une métrique g,, conforme a g telle que
_ 1 o1,

+ 2 |Ricg,, — ZScalgwgw < EScalgw, (107)

Juw

2
|W€ylgw

Gw

puis on applique le résultat de Margerin. On renvoie a Chang-Gursky-Yang
[CGYO03] pour les détails.

La preuve du point (i4) de ce théoréme se fait au prix d’une caractérisation des
métriques qui sont Bach-plates (i.e. dont le tenseur de Bach dont nous avons parlé
au paragraphe 8 est identiquement nul), & invariant de Yamabe strictement positif
et dont le tenseur de Weyl vérifie

/ |Weylg|§dvg = 1672y (M).
M

Nous renvoyons a ’article original Chang-Gursky-Yang [CGY03] pour les détails.
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