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Séminaire de Théorie Spectrale et Géométrie X. 1
CHAMBERY-GRENOBLE

1984-1985

EFFETS DE BORD POUR UN TAMBOUR
A BORD FRACTAL

par Jean BROSSARD

Le tambour de ce titre fait écho à celui de M. Kac ("Can one

hear the shape of a drum ? " [8] ). La question qu'on va examiner ici

est : peut-on entendre la dimension du bord ? (au sens dimension de

Hausdorff par exemple). Notre tambour est constitué d'une membrane vi-

brante (dont la partie libre est un ouvert Q borné de R ) f solidement

fixée au bord (ôQ) sur le cadre du tambour. Une excellente oreille en-

tendra (toutes !) les fréquences propres du tambour, qui grâce à un

choix judicieux d'unités ou de tension de la membrane sont les valeurs
h2 7?

propres 0 < ^ < \ g s xg... de - £ A (°Û A = ~ ^ r + " - + - ^ désigne
Ô X 1 Ô X n

l e l a p l a c i e n de D i r i c h l e t s u r Q). U n f a m e u x t h é o r è m e d e Weyl n o u s d i t

qu'une excellente oreille peut au moins entendre la surface de la membra-

ne (qu'on notera vol(Q)) car

vol(fj=lim (2rr)v /2r(|+l) A

n

Ce théorème est en général formulé à l'aide de la fonction de comptage :

N(\) = nombre de valeurs propres inférieures à \ . Il s 'écrit alors :

N(X) - Tg
X-+- r(^+D(2n)v/

Une troisième formulation utilise la fonction de partition : Z(t) = L e

Elle s'écrit :

vi/2 —v>/2
Z(t) ~ (2n) W vol(Q) t w .

M)
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Comme Z(t) est la transformée de Laplace de la mesure dN , l'équi-

valence de cette formulation aux deux autres est une conséquence du théo-

rème de Karamata.

Venons-en aux effets de bord : Tordre de grandeur du deuxième

terme du développement de N(\) est très lié au bord. Plus précisément,

Weyl a conjecturé que pour des ouverts "réguliers" :

N(X) î Tg vol (Q)XV/2 J — — v o l
* v / 2 V ( v 1 ) / 2 ^

Cette conjecture a fait couler beaucoup d'encre (cf. entre autres [9Î ,

[7] , [10) , [2] ...) et donné lieu à des contre-exemples sur des varié-

tés ([2] , [6 ] ). Dernièrement, Petkov [11] a montré que cette conjecture

était génériquement juste pour des domaines çT - La principale difficulté

est non pas le calcul de la constante, mais l'existence du deuxième terme.

Motivé par des questions de physique auxquelles je ne comprends

pas grand chose, Berry [3] et [4] a étendu cette conjecture au cas d'un

domaine à bord fractal et a conjecturé que

N f t )

où vol,(on) désigne la d-mesure de Hausdorff de on et c , une cons-

tante ne dépendant que de d .

Cette conjecture, si elle était juste aurait immédiatement com-

me conséquence :

Z(t) ~ vol^(n)(2TTt)"v/2 - cjj vold(ô0> t" d / 2 •

(Noter qu'on ne peut cependant pas "remonter11 du développement de Z(t)

à celui de N(X) , ce qui donne tout son sel à la conjecture de Weyl).

Le but de cet exposé est d'examiner la conjecture de Berry sous

sa forme affaiblie (développement de Z(t)) . Plus précisément :
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• On montrera par des exemples que ce n'est pas la dimen-

sion de Hausdorff qui intervient en général dans le deuxième terme du

développement de Z(t) (ou N(\)) .

• On montrera que ce deuxième terme est de l'ordre de t

où d est la dimension de Minkowsky de ôQ (pour des frontières pas

trop ignobles quand même).

Cette approche du problème est le fruit d'un travail commun

avec R. Carmona lors de mon séjour à Irvine au printemps 84, Elle est

exposée en détail dans [5] .

I. - QUELQUES EXEMPLES.

2

1 - Premier exemple. Si l'on prend pour Q un ouvert de 1R dont

la frontière a une mesure (plane) strictement positive, la conjecture de

Berry ne peut pas être juste pour cet ouvert car cela contredirait le

théorème de Weyl ! Il faudra donc trouver une façon de mesurer la

frontière qui donne toujours à la frontière une dimension inférieure à

celle de l'ouvert (contrairement à la mesure de Hausdorff).

2 - Un exemple plus sérieux : Fractal régulier.

Q est une réunion de carrés ouverts regroupés en plusieurs

génération (cf. croquis).

G : 1 grand carré de côté 1

G : 4 carrés de côté 1/3

n"*l nG : 4x 5 carrés de cOté 1/3 .n
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Au nord, seule GQ est
visible.
A l'est, seules GQ et G.
sont visibles.
Au sud, Gn, G1,GO .

A l'ouest, Go, , Go , G r G 2 , Gg .

Sont hachurés les carrés de
de :
• G1 à l'est,
• G2 au sud,
• Gg à l'ouest.

Les carrés de la génération G MpoussentM sur les parties libres de la

frontière de Go fl G . . . y G comme indiqué sur le dessin ci-dessous :

carré de Gn

Le fractal ainsi construit est régulier. Il fera le désespoir des marchands

de microscope car quel que soit le grossissement choisi, la frontière aura

toujours môme allure.

Pour un tel fractal, la dimension de Hausdorff est d = Log5/Log3

et l'on peut voir sans trop de peine que N(\) - — vol(q).\ est de l'ordre

de \ , Cet exemple conforte donc la conjecture de Berry.

3 » Fractal irregulier. Rajoutons de la frontière dans l'exemple précé-

dent en divisant chaque carré de G en [a ] (partie entière de

a" = la11) ) carrés égaux (a > 1) . Monsieur Hausdorff nTy verra que du

feu (cf. [5] ) et nous proposera toujours d : Log 5/Log 3 comme dimension.

Le fabricant de microscope par contre sera content car plus le grossisse-

ment est important, plus la frontière paraît noire. Quant à nous, nous

serons aussi satisfaits car en calculant un peu, on trouve que
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- 2^vol<n)X est de l'ordre de \à/2 avec ô = Log 5a2/Log 3a .

Ceci fournit donc une famille d'exemples fi pour lesquels :
3.

• La dimension de Hausdorff de ôO est toujours

d : Log5/Log3 .

• La dimension donnée par l'ordre de grandeur du deuxième

terme de N(\) est suivant la valeur a n'importe quel

nombre entre d et 2 .

11. - DIMENSION DE MINKOWSKY, ET DEUXIEME TERME
DU DEVELOPPEMENT DE Z(t) .

1 - Dimension de Minkowsky. La façon de mesurer la frontière la plus

adaptée à notre problème est de regarder l'équivalent quand e tend

vers 0 de la couronne [x Ç fi|d(x, bÇ$ * e} - Plus précisément, si

d£ Iv-l,vt , on note

d-m#(ôD)= lim e"V m{x€fi |d(x, dfi s e}

et
d-m*(ôD) = lim e"V m{x€fi | d(x, ôfi) <. e }

e-K)

(dans les membres de droite, m désigne la mesure de Lebesgue dans

1RV) .

Si d-m (̂ôD) > 0 et d-m*(ôD) < +» , on dira que ôD a pour

dimension de Minkowsky d . Le but de cet exposé est de montrer que

c'est cette dimension qui intervient dans l'exposant du deuxième terme

du développement de Z(t) .

2 - Les résultats. Soit d fixé dans Iv-l,vï -

THEOREME 1. Il existe une constante c telle que pour tout

fi ouvert borné de 1RV , et tout t assez grand

Z(t) s (2nt)"v/2 vol (fi) - c d-m*(ÔD)t~d/2 .
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THEOREME 2. Si la frontière de Q est à densité capacitaire

minorée (voir déf. ci-dessous), il existe une constante C > 0

telle que pour t assez grand

Z(t) £ (2nt)"v vol(fi) - C

Le fait que ce théorème nécessite une hypothèse nTest pas éton-

nant : si l'on prive un ouvert dTune suite de points sfaccumulant au bord,

on ne change pas le problème vu du côté iaplacien. Par contre, la dimen-

sion de Minkowsky peut changer du tout au tout. On dira que la frontière

a une densité capacitaire minorée, si pour tout & € ôD et toute boule B

centrée en $ de rayon inférieur à 1 , cap(Bflôfi)/cap(B) ^ c où c

est une constante et cap(-) désigne la capacité Newtonienne (ou logarith-

mique si v = 2). Cette hypothese est très générale et se vérifie facile-

ment sur des exemples particuliers.

On peut aussi se demander à la vue des théorèmes 1 et 2 si les

constantes c et C peuvent être prises arbitrairement proches l'une de

l'autre. Je ne sais pas répondre à cette question sauf dans le cas proba-

blement bien connu où ôQ est de classe c » qui peut se déduire d'es-

timations fTbrowniennesM tout à fait dans l'esprit de celles qu'on va utili-

ser pour les Théorèmes 1 et 2. Citons donc pour mémoire :

THEOREME 3. Si ôfi est de classe (V ,

Z(t) = (2nt)"v / 2 vol(Q) - |

3 - Mouvement brownien et Iaplacien. L'utilisation du mouvement brownien

pour ce genre de problèmes est commode car la formule de Feynman-Kac

fournit une expression "explicite" du noyau de e (on la trouvera d'autant

plus explicite qu'on est plus familiarisé avec le mouvement brownien et

pour cela on pourra lire quelques passages de [13] . O n notera
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X la position du mouvemant brownien à l'instant t .

(si ou ç C(IR+— IR ) , X.(uu) = (jü(t)) .

• P désignera la probabilité du mouvement brownien issu

de X .

X Y t
• P ' ' désignera la probabilité du mouvement brownien

issu de X , conditionné par sa position en Y à l'instant t

( " P X ' Y ' k[ . ] = pX[ . |xfc = Y] = PX [ - e t Xfc € d y ] /PX[Xfc

A titre d'exercice, on vérifiera que si F est une v .a . ne

dépendant que du passé de t/2 ,

- \\/vTY l2* / ,,/al /e-|X-Y|2/2tx Y t x r " Ixt/2'Y l2/t / u/2i Â
PX'Y>tfF] =PX |F.e t / 2 / (rrt) v / 2 / "

L 7
En particulier si X = Y :

px,x, t [F )

(2nt)V / 2

La formule fondamentale liant la laplacien de Dirichlet sur fi et le

mouvement brownien est (cf. [13] ) :

(F. K. ) e s ü (X, Y) = 7 — P • ' [rester dans Q ] .
(2TTt)v/2

({rester dans fi } désigne l'événement {vs £ t , X € fi) ; ce n'est pas
s

plus vite écrit, mais c'est plus parlant).

Le deuxième terme du développement de Z(t) est donc au s i -

gne près :

W(t) = (2nt)"v / 2 J p X ' Y ' f c [sortir de fi] .
fi

4 - Les estimations browniennes et la démonstration des théorèmes.

Moyennant ce qu'on vient devoir, les théorèmes 1,2, 3 seront les consé-

quences des trois estimations browniennes suivantes qui seront montrées

dans la partie III.
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ESTIMATION 1 (facile).

Pour tout a< 2 , il existe c telle que pour tout t
a

PX'X' '[sortir de Q) s e e"a ^
a

où d(X) = d(X.ôfi) .

ESTIMATION 2 (Théorème).

Si ôQ est à densité capacitaire minorée, il existe C , C> 0

telles que

pXfX>t[sortir de Q) > C dès que Ct ;> d(X)2 .

ESTIMATION 3.

Si on est C , pour tout e > 0 , il existe r\ tel que, pour

tout X vérifiant d(X) < r) :

(1-e) exp[-2(l+e)2d(X)2/t) s PX'X'^sortir de Q)

£(l+e) exp[-2(l-e)2d(X)2/t

Démonstration des théorèmes I jet 3 à partir des estimations

1 et 3 : D'après l'estimation 1

(2TTt)v/2W(t) SC r e - a d ( X ) 2 / t dX
Œ Q

°8e'U= C J e m{X6n|d(X) *J.f
a O

a a Jn a

-(v-Ni)

m{X€n|d(X) s 7 | -

On conclut facilement au théorème 1 en utilisant le lemme de Fatou

(dominé, pour prendre les lim).

Le théorème 3 se démontre de la même façon à partir des es

timations 3.
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Démonstration du théorème 2 à partir de l'estimation 2 :

W(t) :> (2iTt)"v/2J P X ' X > t [sortir de QÏ dX
(X|d(X) / G t )

= (2nt)"v/2Cm{x|d(X)'</ct) .

D'où le résultat.

III. - DEMONSTRATIONS DES ESTIMATIONS BROWNIENNES.

1 - Estimations 1 et 3 . L'estimation 1 est tres facile : P X ' X ' fc [ sortir

de Q] est majoré par la probabilité de sortir de la boule de centre X

et de rayon d(X) . Par un argument de changement d'échelle

P X ' ^ [ s o r t i r de B v _ / vJ = P°* ° ' t / d ( X ) [sortir de B A 1 Î .

X, d(X) 0,1

Le résultat est alors une conséquence d'un théorème style "grandes dévia-

tions" (cf. [1] p. 61) qui dit que :
lim t log p O ' O > t [sortir de B î
t-0 U j l

= - 2

(on peut donner des arguments bien plus élémentaires en incluant dans

Brt - une intersection de demi-espaces contenant Brt . ) .
0,1 0,1-e

Les estimations 3 sont un peu moins faciles et je n'en donne-

rai pas ici de démonstrations complètes mais seulement quelques indica-

tions :

X X t• Majoration de P ' ' [sortir de fil : Soit C une constante

très grande (fixée plus tard) et T(X) un cube contenant X limité par

des hyperplans P , P , . . . , P situés à distance (l-e)d(X),Cd(X),... Cd(X)
1 2 2v

de X . Si X est assez près du bord, comme on est C , on pour-

ra toujours inclure un tel cube dans fi . La probabilité de sortir de fi

est majorée par la somme des probabilités de rencontrer les P. . La
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-2d(X, P^/t
probabilité de rencontrer P. est connue et vaut e (Principe

de symétrie d'André, ou formule (F.K.) II-3) . D'où :

P X ' ^ [ s o r t i r de Q] s ^ ^ 2 ^

On en déduit le résultat en choisissant correctement C et en remarquant

que lfli

grand.

2
que l'inégalité à démontrer est triviale quand d (X)/t n'est pas assez

• Minoration de P X ' X ' f c [sortir de fi) : Soit X fixé et Y

tel que |X-Y| = d(X, ôfi) . Supposons pour fixer les idées que Y = (0,...,0)

et X = (d(X), 0,..., 0) . Comme Sfi est C , si X est assez près du

bord, le McarréM J „ = t - ed(X) )x t-Cd(X), CdtX)^"1 est entièrement
C

inclus dans fi . La probabilité de sortir de fi est donc minorée par

celle de rencontrer J ^ . La minoration est donc une conséquence du

lemme non démontré ici (cf. [ 5 ] ) .

LEMME. Si C est assez grand, pour tout t , la probabili-

té de rencontrer J si l'on rencontre l'hyperplan J

est supérieure à 1-e .

(Autrement dit :

P X ' X ' '[rencontrer J J ^ (1-e) PX ' X ' '[rencontrer J__ ï
2\ O J\ oo

2 - Mouvement brownien et capacité : rappels (cf. [12] ). Pour plus de

simplicité on se borne ici au cas v ^ 3 (le cas v = 2 est traité dans [5]).

Si K est un compact de IRV , la fonction x — P [rencontrer K] est

le potentiel capacitaire de K . C'est le potentiel de la mesure d'équilibre

de K , |JL et s'écrit donc :

Xr * C vP [rencontrer K] = f 1 ^ u^dY)

est portée par K et sa masse totale est la capacité de K . L'hypo-
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thèse de densité capacitaire minorée implique l'existence d'une constante

CQ telle que pour tout X ,

(H') PX[rencontrer (ÖD) 0 B x ] ^ CQ

(noter qu'il s'agit de ]? et non P X > X > t ) . En effet :

X,2d(X)
X CN,

P [rencontrer ô D n B Y _ , / Y J = f -. | jL_ n _ (dY)
X,2d(X) J | X Y | V - 2 ^ D n B X 2 d X ) ^

c a P < Ô D f l B7 2 c a P < Ô D f l B v[2d(X)îV 2 X,

D'où facilement Hf . La difficulté consiste maintenant à passer de P
X X t

à P ' * (chose qu'on ne peut espérer pouvoir faire que si t est

grand, de telle sorte que le conditionnement n'agisse pas beaucoup).

3 - Démonstration de l'estimation 2. On va la faire en deux étapes :

LEMME étape 1. Il existe deux constantes c- et C telles
1 ————

que

X t
P [rencontrer oDflB-. o , , „ avant l'instant-öï :>

pour tous X et t tels que Jt ^ C d(X) .

Démonstration. Notons A = ôDnBA,

• Soit T le temps de sortie de B v - 1 / v v . Montrons d'abord
^ Js, ba(-X)

que P [ rencont re r A avant T] ^ BCQ :

P [ rencont re r A avant T!
X X

^ P [rencontrer A l - P [rencontrer A après T]
__ X̂  „ -g X

s P [ r e n c o n t r e r A ̂  - P [ P T [ r e n c o n t r e r A l ] ( M a r k o v ) .

M a i s s i l ' on r e m a r q u e q u e p o u r Y ( = X ) G ô B c j / v x :
T ys, bCl(-X)
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Y C
P [rencontrer A l = f ¥ , u (dZ)

* |Y-Z|V"2 AX

(dZ)

x-z
X

= f P [rencontrer A l

On en déduit que :

X X
P [rencontrer A avant r) £ j^P [rencontrer A l

^ C o (d'après H') .

• Choisissons maintenant C tel que

X t 1
P ( î ^ d * 7 c o d e s Que ,/t ;> Cd(X)

(C ne dépend pas de X par un argument de "changement d'échelle").

Comme bien évidemment :

X t X
P [rencontrer A__ avant -ôï ^ P [rencontrer A v avant T]

X t

l'inégalité du lemme découle de l'estimation du premier point et du choix

de C , si l'on prend c = 4 c
0 •

X X tEtape 2. Il s'agit maintenant de passer à P ' ' , t ayant
X X t X

été fixé assez grand. D'après la formule liant P ' ' et P rappe-

lée en II-3, le conditionnement nfagira "pas trop" si X , n'est pas

trop loin de X . Introduisons donc R > 0 ; alors (en notant toujours
A X = ô D n B X , 2 d ( X ) )

P ' ' [sortir de fi] ^ P ' ' [rencontrer A avant - ; |X-Xt

X 2 2

-|x-xtfA
= 2 v /PX [rencontrer A avant \ ; |X-XI i R ; e 2 1

2
(Formule rappelée en II-3).

2 ,
\ j /2 —R / t X tr

> 2 e" P [rencontrer A avant ^ ; |X-X â R] .
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Choisissons maintenant R = a*Jt tel que

P X [ |X-X | * a^/Fï = P°[ |XA | ^ aï * ^
I

(où c, est la constante du lemme étape 1). Alors

P X ' X > t [ so r t i r de fil * 2 v / 2 e"a (PX[rencontrer A x avant | )

- PX [ |X-X f c | s R)

Ceci est le résultat cherché et achève donc la démonstration.
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