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THÉORÈME DE LA SPHÈRE

ErwannAUBRY

Soit (Mn,g) une variété riemannienne compacte. Son volume, son diamètre, son
radius (par définition : la borne inférieure de l'ensemble des rayons des boules géodé-
siques recouvrant M) et son spectre (du Laplacien) sont des invariants riemanniens. Les
valeurs de ces seuls invariants sur l'ensemble des variétés riemanniennes compactes ne
permettent pas de distinguer la topologie ou même la métrique de ces variétés. Toutefois,
si on restreint ces fonctionnelles à des sous-ensembles de variétés satisfaisant certaines
hypothèses de courbure, la situation peut devenir radicalement différente. La sphère ca-
nonique (§", can) peut, par exemple, être ainsi caractérisée :

THÉORÈME 0.1. — Toute variété riemannienne compacte (Mn,g) de courbure de ricci
supérieure à(n- 1 ) vérifie les inégalités suivantes :

(i) Diam(M",g) ^ Diam(Sw,can),
(il) Vol(Mn,g) ^ Vol(SB,can)f

(iii) Rad(M*,g) ^ Rad(S",can),
(iv) Ài(Af»,g) >À,(S

Déplus, si légalité est réalisée dans une de ces inégalités, alors {Mn,g) est isométrique
â(Sn,can).

La démonstration de ces inégalités peut être trouvée en appendice A (théorèmes de
Myers, Bishop et Lichnerowicz). Les cas d'égalités découlent du théorème de Cheng ([6])
pour les cas (i), (ii) et (iii), et du théorème d'Obata ([15]) pour le cas (iv).

Au vu de ce résultat, il est naturel de se demander quelles propriétés (topologiques,
différentiables ou métriques) de (S", can) sont conservées par les variétés riemannien-
nes compactes pour lesquelles les valeurs prises par l'un des invariants riemanniens du
théorème sont suffisamment proches de la valeur extrémale. Dans cet exposé, nous nous
intéresserons plus particulièrement au problème suivant :

Toute variété riemannienne compacte (Mn,g) de courbure de Ricci supérieure ou
égale à(n-l), dont le volume (ou le diamètre, ou le radius, ou la k-ième valeur propre
Classification math. : 53C20.
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du Laplacien) est e-proche de celui de la sphère canonique, est-elle difféomorphe à la
sphère§n?

Bien sûr, une réponse affirmative à cette question sera d'autant plus satisfaisante
que la constante e dépendra du moins d'hypothèses supplémentaires possible sur la
structure différentiable de M ou sur sa métrique; l'idéal étant que £ ne dépende que de
la dimension n de la variété (Mn,g) (ce qu'on notera e = f (n)).

Remarquons tout de suite qu'il n'y a pas de stabilité du type différentiable (avec
f = €(n)) lorsqu'on astreint que le diamètre ou la première valeur propre de la variété
(Mn,g) à être proche de leur valeur critique (des contres-exemples ont été donnés par
M. Anderson [2]); en revanche, elle apparaît si on admet que a puisse dépendre de n et
d'un majorant de la courbure sectionnelle des variétés considérées (cf. S. Ilias [14]). Nous
ne nous intéresserons donc dans la suite qu'à la stabilité de genre différentiable vis-à-vis
du volume, du radius ou de la n + 1-ème valeur propre de la variété au voisinage de leur
valeur critique.

De nombreuses réponses partielles (stabilité du genre topologique ou dépendance
de f vis-à-vis du rayon d'injectivité ou d'autre quantités géométriques) à cette question
existaient sur le marché (on peut se référer à l'article de K. Shiohama [17] pour un histo-
rique de la question) avant que J. Cheeger et T. Colding ne démontre le résultat général
suivant (cf. [8], [9] et [4]), améliorant considérablement les résultats précédents :

THÉORÈME 0.2 (J. Cheeger-T. Colding,[4]). — II existe une constante s = e(n) telle
que toute variété riemannienne compacte (Mn,g) de courbure de Ricci supérieure à n-1 et
vérifian t Vinégalité :

Vol(M",g) ^ (1 - e) Vol(S",can)

soit difféomorphe à Sn.

Remarque. — La constante £( n) est universelle et ne dépend que de la dimension.
Bien entendu, elle ne dépend pas de M... mais elle ne dépend pas non plus de bornes a
priori qui seraient imposées à la courbure sectionnelle. Ce point est l'amélioration fon-
damentale apportée par T. Colding aux travaux antérieurs de Shiohama, Perelman, Otsu-
Shiohama, Yamaguchi,...(cf. [17]).

La preuve de Cheeger et Colding (sujet de cet exposé) se décompose en deux étapes :

- Dans un premier temps, Colding a montré que, pour toute suite de variétés rie-
manniennes compactes (Mpfgp)pEM de courbure de ricci supérieure à (n - 1), il équi-
valent de converger en distance de Hausdorff-Gromov vers (S", can) ou d'avoir conver-
gence de la suite (Vo\(Mp))peM vers Vol(Sn) ([8] et [9]).

Soit (AMA) et (B,ds) deux espaces métriques. Une e-approximation de A sur B est un couple (F,(C,dc))
tel que (C,dc) est un sur-espace métrique de B et F est une application de A dans C telle que dc(F(A),B) $ e
et V(x,y) e A2, \dA(x,y) - dc(F(x),F(y))\ ^ e. On munit l'ensemble des variétés riemanniennescompactes
d'une métrique, appelée métrique de Hausdorff-Gromov, en posant :

dHG((M,g),(M',g')) = inflc tel qu'il existe une e-approximation de Hausdorff de (M,g) sur (Af',&)}.

On pourra trouver des compléments d'information sur cette métrique dans [13].
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- Dans un second temps, ils démontrent et utilisent un nouveau résultat de finitude
du genre différentiable ([4]).

Dans la première partie de cet exposé, nous allons redémontrer et préciser le résul-
tat de Colding. Si la notationr(e\x, • • - ) désigne unefonction r telle quer{€\x, - . - ) — 0
lorsque e — 0 (les autres variables étant fixées) et si on pose :

• H? = {(Mn,g) variété riemanniennecompacte telle que

H/ = {(Mn,g) variété riemannienne compacte telle que
Vol(Mn,g) > (1 - e) Vol(S",can)},

He
À = {(Mn,g) variété riemannienne compacte telle que

• H** = {(Mn,g) variété riemannienne compacte telle que
Rad(M",g) ^ Rad(Sn,can) - e},

on va démontrer, par une méthode différente de celle de Colding et s'inspirant de [12] et
de [16]), le résultat suivant :

THÉORÈME 0.3. — II existe une fonction r = T(f |«) > 0 telle que toute variété rie-
mannienne compacte (Mn,g) de courbure de Ricci supérieure à ( n - 1 ) inclue dans l'un
des ensembles H^eM pour i e {d, R, V, A} est aussi inclue dans les ensembles H£

J (pour
tout j * /;.

Outre qu'elle permet l'extension du résultat de Colding, la démonstration que nous
développerons en première partie de cet exposé aura l'avantage de fournir explicite-
ment une approximation de Hausdorff de {Mn,g) sur (Sw, can) lorsque Vol(M",g) est
proche de Vol(Sw, can) (cette approximation est en fait une fonction surjective de classe
C°° construite à partir des premières fonctions propres de M). De plus cette approxi-
mation devient un difféomorphisme (et même une quasi-isométrie) si Vol(M",g) ^
(1 - e{A,n)) Vol(Sn,can) où A est un majorant de la courbure sectionnelle de M, ce
que nous exposerons dans la seconde partie de cet exposé (cf. [2.1]).

Pour montrer l'existence d'un difféomorphisme entre (Mn,g) et (S", can) sous les
conditions du théorème 0.2 (c'est-à-dire sans borne sur le courbure sectionnelle de
(Mn,g)) on ne sait pas si l'application construite en première partie suffit. On est donc
obligé de suivre Colding et Cheeger, qui utilisent un théorème de finitude du genre dif-
férentiable qui conclut mais sans fournir d'information sur le difféomorphisme existant.
Nous renvoyons les lecteurs intéressés par ce résultat de Colding et Cheeger à un exposé
ultérieur de ce séminaire.

Dans la suite, M désignera toujours une variété riemannienne complète à courbure
de Ricci supérieure à(n- 1).
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1. Stabilité des invariants géométriques de la sphère

Nous calculerons les normes Lp par rapport à la mesure unitaire riemannienne des
variétés (qui seront toujours ici de volume fini, car compactes), ie :

Quant au Laplacien utilisé, ce sera celui des géomètres, qui par convention en font un
opérateur positif. Plus précisément, il sera défini en coordonnées locales au voisinage de x,
par:

Nous commençons cette partie par quelques remarques simples sur la sphère qui
inspirerons notre démarche dans le cas général :

1.1. Cas de la sphère §w

La sphère canonique (Sw, can) est de courbure de Ricci constante égale à (n - 1).
Les fonctions propres du Laplacien de (§", can) sont les restrictions à S" des polynômes
homogènes harmoniques de R"+1. En particulier, l'espace des fonctions propres E\} as-
socié à la valeur propre A i = n est l'espace des formes linéaires de Rn+l, qu'on peut écrire
sous la forme JC -> {xtr - XQ) - r - co${d{x,xo)), où XQ est un élément quelconque de S",
r un élément quelconque de R+ et d la distance riemannienne sur (S", can).

On rappelle que pour tout endomorphisme A de Kn+1, on a :

1
TraceM) = — — / (A(x),x) dx (1)

n + 1 Vol S" J§n

Soit {et} une BON de R"+1 et xt l'extrémité du vecteur et (ie o% = et). D'après (1),
les fonctions ƒ,- = cos{d(Xi,-)) = <0iv> forment une base I2-orthogonale de E^ telle
que || fi\\2

L2 = j ^ . On en déduit que si Xo e S" et que Ton pose

alors on a :

)) = 2^ ai\x* • fi
B+l
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Par ailleurs, (1) nous donne :

On a donc en fait démontré que l'application :

f S" - S"

X X ~ (/i(x) ƒ„+,(*))

est bien définie. De plus c'est une isométrie, puisque pour tous XQ,X e S", on a :

n+l

cos[dSn(F(xo),F(x))] =

n+l

Bien entendu, il y avait une démonstration plus rapide du fait que F est une isomé-
trie: elle consistait à reconnaître que F est le plongement canonique de Sn dans R"+1

et que ce plongement identifie la métrique canonique de S" avec la métrique de sous-
variété. Cependant cette dernière preuve n'a aucune chance de se généraliser à une va-
riété riemannienne abstraite, c'est pourquoi nous lui avons préféré la première preuve
que nous allons généraliser, en prouvant que les égalités exhibées ci-dessus restent vraies
à f-près pour une variété riemannienne de volume presque maximal.

1.2. Le cas général

Dans toute la suite du rapport, nous ferons une utilisation intensive du théorème de
Bishop-Gromov. Nous citons donc dès maintenant ce théorème dont le lecteur pourra
trouver une démonstration dans l'appendice A :

THÉORÈME 1.1 (Bishop-Gromov). — Soit (Mn,g) une variété riemannienne comp-
lète de courbure de Ricci supérieure à (n - 1)5 (où 5 est un réel donné) et r un réel tel
que 0 < r ^ R. Pour tout point p de M on a:

Vol(B(pfR)) VÔ(R)
VoKB(p,r)) ^ VHr)'

oùVô(r) désigne le volume d'une boule géodésique de rayon r de l'espace complet simple-
ment con-nexe de courbure sectionnelle constante égale à 5. En particulier, par passage à
la limite, on obtientVo\{B{m,R)) ^ VÔ{R).
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1.2.1. Preuve de H? c H*t]tt)etH? c H*,,,,.

Soit (M,g) e H% et B(p, Rad (M)) une boule géodésique de rayon Rad(M) recou-
vrant M (M étant compacte, elle existe). D'après le théorème 1.1, on obtient :

( l - f ) ^ 1 ^ ) ^ Vol(M) = Vol(£(/?,Rad(M))) < K](Rad(M)).

Or r - V1 (r) est une fonction continue strictement croissante sur [O,rr] ne dépendant
que de n. D'où l'existence d'une fonction r(e\n) telle que H^ c H^(f|n).

Soit (M,g) € Hf et p e M. Alors il existe une application F : (M,g) - (C,rf)
où (S",can) est un sous-espace métrique de (C,d) et telle que d(F(M),§n) < e et pour
tout couple de points (x,y) € M2, on ait \ds{x,y) - d(F(x),F(y))| < e. Il existe donc
des points pf et cf de Sw tels que d(F(p),p) ^ e et d{p ,q') = n.Siq est un point de
M tel que d(F(q),qr) < £ alors on a trouvé un point q de M tel que dg(p,q) > rr - 3e.
Autrement dit H / C H£.

1.2.2. Preuve de if/ c H${£\n).

Dans ce qui suit, NOMS notons ( ƒ*) une famille orthogonale de fonctions propres du
Laplacien de (M,g) telle que

f A fi = \ifi

où (Àj)t€fcf est lasuite des valeurs propres du Laplacien de (M,g) classées dans Tordre crois-
sant et chacune répétée un nombre de fois égale à leur multiplicité.

Pour tout point JCO de M nous notons ( a,-|^ ) /a sw/te des coefficients de Fourier de la
fonction cos(d(-,xo)) relativement à la famille des fi. C'est-à-dire que:

cos(d(xo,x)) fi(x) dx.

Alors le lemme suivant affirme que, si le radius d'une variété de courbure de Ricci
supérieure ou égale à (n - 1) est proche de celui de (5w,can), alors les fonctions
cos(rf(jco,-)) sont proches au sens L2 des premières fonctions propres du Laplacien
(comparez avec le cas de la sphère) :

LEMME 1.2. — II existe des fonctions universelles Ti(s\n) etr{s\n) telles que sur toute
variété riemannienne compacte {Mn

tg) de courbure de Ricci supérieure à (n - 1) etvéri-
fiantRa.d(M) ^ Rad(S") - s on ait:

(i) II cos(d(*b,.)) - £ i ï ? a,-,* fi\\L2{M) ^ r(e\n),
oùk(€) =sup{i/A,'
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GO

Remarque. — Pour conclure il suffira de montrer que k(e) ^ n + 1 pour e assez
petit. De plus nous avons vu que Hf

v c H^£|n) (où T(É| n) tend vers 0 avec f), on peut
donc remplacer l'hypothèse Rad (M) ^ Rad(§")-£ parVol(M) > Vol(Sn)( l-£)dans
l'énoncé du lemme 1.2.

Il est primordial de remarquer que les estimations du lemme 1.2 (comme beaucoup
de celles qui suivront) sont universelles, puisqu'elles ne dépendent que des bornes sur la
courbure de Ricci et sur le volume.

Démonstration. — Cette propriété est vraie sur la sphère, comme on Ta vu en sec-
tion 1.1. La démonstration est fondée sur le lemme suivant qui affirme que, sous les
hypothèses du lemme 1.2, les mesures riemanniennes de (M,g) et de (S", can) sont
proches :

LEMME 1.3. — II existe une fonction r(s\n) telle que, sur toute variété riemannienne
compacte (Mn,g) de courbure de Ricci supérieure à (n - 1) et vérifiant Rad(M) ^
Rad(S") - £, et pour toute fonction u : [O,TT] — R déclassée1, on ait:

vöiW)/B"o*B (^ ) d l / c a n

L \u{r)\drt

pour tous les points XQ G M etxo G S".

Démonstration. — On note L(r) le volume (n- l)-dimensionnel de la sphère géo-
désique S(xQ,r) de centre XQ et de rayon r et L(r) = Vol(Sw"1)(sin(r))"~1 qui est le
volume correspondant dans Sw. Alors, comme application classique de la formule de la
coaire (cf. [3], p. 128), on obtient que la fonction r — Vo](B(xo,r)) = V(r) est lipschit-
zienne est de dérivée égale presque partout à L. Par intégration par parties (et en utilisant
le théorème de Myers cité en introduction), on obtient :

M(TT)VO1(M)= / u(r)L(r)dr+ f u(r)V(r)dr.
Jo Jo

En appliquant cette formule à M et à Sn, et en les retranchant, on obtient :

W L " °dMiXo>x) dVg " vöiW) /. " ° ̂ « " ^ dv
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où V ( r) est le volume de la calotte sphérique de rayon r. Or on a Rad(M) > n-e, donc
tout point XQ de M admet un presque antipode {Le. il existe yosM tel que
d(xo,yo) > Tr-2f ). Donc, par le théorème 1.1 et le théorème de Myers, on obtient que :

V(r) V(r)
Vol (S») ^ Vol (Af)

Vol(B(>b,Tr-r-2g))
Vol(M)

7(TT - r - 2c)
VoKS") Vol (S")

(2)

Or la fonction V est continue sur le segment [Ojr], donc le lemme 1.3 est vérifié par

SUDsup -1 dt
r V o l ( s «)

Suite de la démonstration de la proposition 1.2. — De l'inégalité du lemme 1.3, on
déduit directement que :

I = Vol(M) JM
cos(d(xor))

Puisqu'on a || Vd(xor) II2 = 1 sur presque tout M (cf. Appendice A), le lemme 1.3
nous permet de comparer les quotients de Rayleigh des fonctions radiales de M (i.e. de
la forme u ° d(xor)) avec ceux des fonctions correspondantes sur la sphère. Ainsi, puis-
qu'on a :

|| V cos rfs«(xo,-)lli2(S«) = «II cos d§n(xo,-)\\2
L2{sn),

on obtient :

|| V cos dM(xo,-)\\2
L2iM)- «llcos dM(xor)\\2

Lz{M) \ ^ C(n)r(e\n).

En posant k(e) = sup{z/Ai < n + ^T(e\n)}t on en déduit :

n+1 /

d'où:
h{€)

COS «,. • 4
2

L2(M)

Enfin, on obtient (ii) en appliquant le lemme 1.3 à la fonction u = cos2 :

(n + D VOKM) yM
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d'où:
k(€)

1=1

Cf(n)Jr(e\n).

En utilisant le lemme 1.2, nous allons maintenant démontrer l'existence d'une fonc-
tion r(£\n) telle que H* € H*{eïn).

En effet, du lemme 1.2, de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et du théorème du théo-
rème de Bishop-Gromov 1.1 (et quitte à modifier la fonction T), on déduit :

Vo\(B(xo,n)) JBixo.n)
cos(d(xo,-))

n/2

En prenant rj = T(S\ n)lln et en appliquant le théorème des accroissements finis à
la fonction cos, on obtient finalement, pour f assez petit :

1 -
1 f k

Or:

C(n)T(.s\n)lln.

donc:

Vol(£U,,r
dx

pour f petit.

Par le théorème de Fubini, et en remarquant que les majorations précédentes ne
dépendent pas de XQ, on obtient alors :

M
Vol(M) Vol(M) JM [JB{y,n)

Vol(B(x,n))
Vol(M)

"y

dx
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Or, dJaprès les inégalités (2) (cf. la démonstration du lemme 1.3), on en déduit que :

En choisissant rç = r(a\n)l/n, on obtient que e ft] — 0 lorsque e — 0 (cf. la démons-
tration du lemme 1.3 pour la valeur exacte de r(e\n)) donc k > n pour s assez petit, ce
qu'il fallait démontrer.

1.2.3. Preuve de H* c H ^ e t H * c H*Wm}.

Pour ces deux points nous utiliserons la même fonction F de M sur S", construite
à partir des fonctions propres du Laplacien de M selon une méthode s'inspirant de la
section 1.1. Dans le premier cas nous montrerons que cette fonction est surjective et
contracte presque les volumes, et dans le second cas, nous montrerons qu'elle réalise
une approximation de Hausdorff de M sur S".

Dans toute la suite, nous supposerons que M est une variété riemannienne compacte
de courbure de Ricci supérieure à ( n - 1 ) et vérifiant À k ^ n + f. De plus nous rappelons
que nous notons ( fi ) une famille orthogonale de fonctions propres du Laplacien de (M,g)
telle que

Afi = \ifi

Pour la suite, nous aurons besoin du lemme 1.2, que nous devons donc redémontrer
pour les variétés de l'ensemble Hf

A. Sa démonstration est, dans ce cas, basée sur l'esti-
mation L°° des fonctions propres de M donnée par le lemme suivant :

LEMME 1.4. — // existe une fonction T3(f|n) telle que sur toute variété riemannienne
compacte (Mn,g) de courbure de Ricci supérieure à ( n - 1 ) et vérifiantÀ^ ^ n + e, on ait,

k
pour toute combinaison linéaire f = ^2&i - fi de fonctions propres fi :

i=i

II f2 + \d f |2 |L < (1 + T3(£|n))(Ajt + 1)11 ƒ |||.

Démonstration. — On considère la variété M' = M x R* munie de la métrique
g = r2 - g + (dr)2. En identifiant TM' à TM e (IRe), où e = £ , la connexion de Levi-
Civita D' de M' est donnée par les relations :

V((X,0),(Y,0)) € TM'2, D'XY = DXY - r - g(X,Y)e,

D'ee = Q,
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On pose :
Fi : (M' ,^) - R

(x,r) - r • Ẑ-

et
f F : (Af',*') - R
{ (x,r) - r - ƒ

Si(ei,...,en) une BON de 3iM telle que Dff|.e,- = 0 au centre JC de la carte où se fait
le calcul, on a alors, au point x :

k k \ - fi)

L*=l

(À,- - n)

On en déduit que :

i=i

Par ailleurs, on a les propriétés suivantes (cf. [12]) :

- Rie'(M') ^ 0,
- A'|d'F|2 = A|d'F|2 en restriction a M x {l},car

k k

i=l i=l

ne dépend pas de r.

La formule de Böchner (cf. appendice A), appliquée à F, nous donne alors :

(d'{A'F),d'F) = ^ A V F | 2 + \D'd'F\2 + Ric'( V'F,V'F), (4)

(où V F est le gradient F (g'-dual de d'F)), soit, en restriction à M x {1} :

1
2
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Or, d'après l'égalité 3, on a :

'Fi - 2fidr)\

k k

( A* -

D'où l'on déduit l'inégalité suivante, valable pour tout fc-u

1 k

|2 + \D'd'F\2 ^ 3| 53<Ai - n)fiid'ü\ - \d'F\.

La restriction du fibre T*M' à M x {1} peut-être vue comme un fibre au-dessus
de M. L'espace vectoriel de dimension finie E = Vect{d'Fi}\^i^k est alors un sous-
espace de l'ensemble des sections de ce fibre sur M. Pour tout r G [1, + oo], on pose

Ar = sup i[T.,,r. Soit S un élément quelconque de E ; posons u = J\S\2 + e2 pour e > 0.
seE \\F\\z

La fonction u est alors C°° et l'inégalité de Cauchy-Schwarz implique :

\d (JisëT^) i2 < \d'

On en déduit :

1 1 k

u&u = - A ( / 2 ) + \d f |2 ^ -A(|S|2) + |D'S|2 < 3| 5 3
i—\

Or w est une fonction strictement positive, la formule de Green permet donc de montrer
que pour tout réel p > 1 /2, on a :

f \d(u")\2 = -?— [ (Au)u2"-1 < J E - f |
^M 2p-lJM 2p-l JM

Autrement dit, pour tout réel p > 1/2, on a :

En appliquant à la fonction uk l'inégalité de Sobolev donnée par le lemme suivant
(cf. [14]) :
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LEMMEI.5. — Soit(Mn,g) une variété riemannienne compacte de courbure de Ricci
supérieure à (n - \)fetu e H* {M), alors on a:

Il «II2

n{n-2)
\\du\\\+\\u\\

\u\ -\\du\\\ + || U\\\ (5177 = 2).

En faisant tendre e vers 0, puis en utilisant l'inégalité de Hölder, on trouve :

Or, on par définition :

On obtient donc :

II SU 2 P

et ceux pour tout élément S de l'espace vectoriel E. On a donc :

Si on pose successivement p = j8y avec j8 = - ^ > 1 dans cette inégalité, on trouve :

m - l

;=0

II suffit de remarquer que, M étant compacte, on a Ar — A<» lorsque r — oo, d'où :

A* ^ (1+T 3 (e |w)) .

En appliquant le lemme 1.4, on obtient la proposition suivante :

PROPOsmoNl.6. — II existe une fonction Ti(s\ri) telle que si M est une variété rie-
mannienne compacte de courbure de Ricci supérieure à {n- 1) et telle que A„+1 ^ n + £,

alors on a
n¥\

T4(f|«).
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n+1
Démonstration. — D'après le lemme 1.4, on a 53 f?{x) < (1 + T3(f \n)) pour tout

i=i
point x de M (il suffit de poser /?,- = ƒ,-(y) puis de faire JC = y). De même on a :

n+1 n+l

= 21 H /<d/il ^ 2V(1+T;U|»)) < 3.

(n+l \
Soit ö = in ƒ ( 53 ƒ(• ) et jcb un point où cet infimum est atteint. Sur B(jtb,r7),

71+171+1

on a (par le théorème des accroissements finis) : 53 ff ^ a + 3rî- D'où, pour tout

f,-
^ VoI(M) V Vol(M)

i—1

D'où:

1 + T3(£|n)),

dfaprès le théorème 1.1 (où on utilise le fait que Ric(M) ^ 0). Ceci implique l'inégalité:

Posons r? = (I~*+g?(£|w) ), nous obtenons finalement :

On peut dès lors prouver le théorème suivant :

THÉORÈME 1.7. — II existe une fonction rs(s\n) telle que si (Mn,g) est une
variété riemannienne de courbure de Ricci supérieure à (n-1) et vérifiant
An+i(M) < n +e alors:

Vol(M) ^ (1 -T5Uirt))Vol(Sw).

Remarque. — Ce théorème achève de démontrer que pour une variété riemannien-
ne compacte de courbure de Ricci supérieure à ( n - 1 ) il est équivalent d'être de volume
presque maximal, de Radius presque maximal ou de n + 1-ème valeur propre presque
minimale.
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Démonstration. — Commençons par définir les fonctions suivantes :

F : M -i x ~ (ƒ,(*) f„(x))
et

i F : M' -
x ~ r-F(x).

De ce qui précède, on déduit que l'application $ = jjjj • F est correctement définie de
M dans Sn si f est suffisamment petit. On remarquera de plus que ces fonctions sont
construites de manière à imiter le plongement isométrique de (S", can) dans l'espace
euclidien R"*1 qui a été étudié en section 1.1.

3> est presque contractante.

Dans la suite nous noterons p (resp. ïl)la projection orthogonale de TXM' (resp. \fln+l)
sur TXM (resp. T$(X)Sn) et i (resp. j) l'injection canonique de TXM (resp. T${X)§n) dans
TXM' (resp. Rn+l).

Nous allons commencer par montrer que l'application $ est presque contractante,
il suffira alors, pour conclure, de montrer qu'elle est de plus surjective :

comme dx$ = ^ n ° (d[xl)F) o i, on on a l{dx^) = JFT^P °' (r fui)^) ° h Si
{6], . . . ,en+i} est la base canonique de Rn+l, les définitions d Fi et de la transposée d'une
application donnent :

= V'Fi = V fdx) + ƒ,(.*) - e; (5)

de cette égalité, on déduit que, pour tout v G T${X)Sn, l(d[x })F)(v) est orthogonal à e,
d'où:

(6)

De plus, de l'égalité (5) et du lemme 1.4, on déduit que :

)]| |I/| | (7)

pour tout v G Rn+1. Cela veut dire que l{d[xA)F) est presque contractante, et par consé-
quent z(dx$) et (dr*) sont presque contractantes (d'après la relation (6) et la proposi-
tion 1.6).

Le degré de $ vaut ± 1 (cas M orientable) :

Dans un premier temps nous supposerons que M est orientable. De ce qui précède,
on déduit l'inégalité suivante :

\deg$\ Vol(Srt) = / det(dx$)dvg(x)
\JM

(l+T(£|n))Vol(M)
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Or d'après le théorème de Bishop-Gromov 1.1, on a Vol(M) ^ Vol S"; par ailleurs
le degré d'une application est toujours un entier II suffit de montrer que le degré de *
est non nul pour conclure que le volume de M est presque maximal (et alors le degré de
$ vaudra ±1).

Il ne nous reste donc qu'à montrer que le degré de * est non nul. Et même, d'après
l'égalité (6) et la proposition 1.6, il nous suffit de montrer que la valeur absolue de l'inté-
grale de det(d'{xl)F), en restriction à M x {1}, est supérieur à 1/2.

(En effet, on peut munir Rn+1 et TM d'une orientation. On en déduit une orien-
tation induite de T<t>{X)§n et une orientation de TM' qui prolonge celle de TM. Soit
{ui,...,un}et{v\,...,vn} des BON directes de TXM et T$(X)§n (respectivement), alors
{e,ui,... ,un) et {]p|f|ï*vi, - - - ,vn) sont des BON directes de rUi)M' et R"+I. Les déter-
minants étant exprimés dans ces bases, nous avons :

F)

envenu de {S) etdufedtquegC(dixl)F)(^j(x)),e) = \F(x)\.

Soith(x) = tr [(d[xA)F) o' (d{x/i)F)]. D'après l'équation (5), on a

On en déduit que :

1 T3(e|n)).

On pose A£ = {h ^ (n+l)(l-^/T3(E\n))}f alors l'inégalité de Bienaimé-Tchebychev
nous donne :

VoUA) ̂
Vol(M) '

En tout point x de M \ A£t les valeurs propres Hi(x) de l'opérateur symétrique
~) °f (d'tr^F) vérifient:

/n+l \
(n+l) l)VT3(f|n),

d'où H AI, - l|L < (2«+ l)VT3(f |«)et | l- de t (^„^) 2 | < C(n)VT3(f|«).



Théorème de la sphère 141

Nous en déduisons :

Posons u(x) = det(d{x X)F) et ü = Vol'M) JM u. Nous devons donc montrer que | ü\
n'est pas nulle pour conclure. Or l'hypothèse Ric(M) > (n - 1) implique Ai > n (cf.
le théorème de Lichnerowicz en appendice A). D'après l'inégalité de Poincaré, il nous
suffit de montrer que la norme I 2 de (du) est universellement petite (ce qui prouvera
que|û| > l-r(£\n)).

Or si on prolonge {u,} en un repère orthonormé de TM au voisinage de xf tel que
D. Ui = 0 au point x, nous avons, pour tout X e TXM, :

dxu(X) = X' \Aet{F{xt\),dul)F{ux) d'ul)P(un))]

= 0

) d'M)F(un))

^ C(n)\D'xd'F\

d'après l'inégalité (7). Or, en intégrant la formule de Böchner appliquée à Fi dans la dé-
monstration du lemme 1.4 (page 135), on obtient :

<T(£|7I). (9)

d'où||rfw||22 ^ C(n) - n- T(f|n), et finalement |deg*| ^ |û|2 > 1/2.

Le cas non-orientable

Si {Mn,g) est non-orientable, on peut toujours construire l'application <ï> et remar-
quer qu'elle se relève sur le revêtement riemannien orientable (Mn,g) à deux feuillets
de M en une application de degré nécessairement paire. Or (Mn,g) est aussi de cour-
bure de Ricci supérieure à (n - 1), et les fonctions propres ƒ,- de (Mn,g) se relèvent en
des fonctions propres de (M",g) associées aux mêmes valeurs propres A,-, donc d'une
par (Mn,g) vérifie les hypothèses du théorème 1.7, mais si on considère la fonction $
construite comme précédemment à partir des fonctions propres de (Mn,g) qui sont les
relevées des premières fonctions propres de (Mn,g) on obtient rien d'autre que le relevé
de la fonction $. La contradiction vient de ce que (Mn,g) étant orientable, $ doit être de
degré ±1. D

II ne nous reste plus qu'à montrer que l'une des hypothèses de pincement du vo-
lume, du radius ou de A„+i implique dGH (M,SW) ^ r(e\ n). Il suffit même de démontrer,
d'après ce qui précède, la proposition plus faible suivante (mais dont la démonstration
est plus aisée, car on peut utiliser toutes les estimations précédentes) :
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PROPOSITION 1.8. — II existe une fonction T$(£\n) telle que pour toute variété rie-
mannienne compacte (Mn,g) de courbure de Ricci supérieure à (n-1) et vérifiant
Vol(M) ^ (1 - s) Vol(S"), Rad(M) ^ n - e et\n+i < n + s on ait

dGH((M,g),(Sn,c<in)) ^ T5(£\n).

Démonstration. — À un facteur multiplicatif près, il suffit de montrer qu'il existe
une approximation de Hausdorff-Gromov assez bonne. Le bon candidat pour réaliser
cette approximation est la fonction $. On sait déjà que l'application * est surjective pour
e assez petit, il ne reste donc qu'à montrer que pour tout {x,y) e M2, on a :

I* . (* (*) , • (* ) ) - d(x,y)\ ^ T{£\n).

Mais par uniforme continuité de cos~l sur l'intervalle [Ojr], il suffit de montrer que

-cos(d(x,y))\ < r(s\n).

Pour montrer cela, on a besoin dans un premier temps d'établir l'équivalent L°° de
l'estimation (ii) du lemme 1.2 :

LEMME 1.9. — II existe une fonction T6(f | n) telle que, sous les hypothèses de la pro-
position 1.8, on ait:

71+]

IL^TeUIn).

Démonstration. — Pour démontrer ce lemme, on applique la même méthode que
w+l

dans la démonstration de la proposition 1.6. On pose ƒ = cos(d(jco,-)) - X) aHxo fi-On
i=i

a alors

\\df\\Loo < 2 + T(f|n) ^C(n)

(d'après le lemme 1.4 et le lemme 1.2) et, toujours d'après le lemme 1.2,

Donc, pour tout r > 0 et tout point JCI de M tel que I ƒ (JC] ) | = || ƒ || £,», on a, en utilisant
le fait que | ƒ |2 > II ƒ II L°° (II ƒ II LW - Cr) sur JB(jci,r) par le théorème des accroissements
finis:

En posant r = r^ et en utilisant le théorème de Bishop-Gromov 1.1, on obtient
> II ƒ HL- (II ƒ \\L°° - 2 C T À ) ^ et donc (quitte à changer T) le résultat annoncé. D

Fin de la proposition 1.8
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Pour conclure, on voit que comme dans le cas de la sphère (cf. section 1.1), il suffit
de montrer que |aliJC - fi(x)\ ^ T(£ | /Î) . En effet, on aura alors

COS(d(Xo,x)) s

en utilisant également le lemme 1.9 et la proposition 1.6.

Or, on a :

n+l n+l n+l n+l

E («iu - fiM)2 = E «fi, + E /i(*)2 - 2 E <*i\x • ƒ,(*)
i i ] i

- 2cos(d(jc,x)) =r(£\n).

d'après le lemme 1.2, le lemme 1.9 et la proposition 1.6, ce qui conclut. D

Dans cette première partie, on a donc montré l'équivalence entre : la presque maxi-
malité du volume, celle du radius, le pincement des (n+l) premières valeurs propres du
Laplacien et la proximité avec la sphère S" au sens de Hausdorff-Gromov pour une va-
riété de courbure de Ricci supérieure à (n - 1).

2. Construction du difféomorphisme en courbure sectionnelle majorée

Pour construire le difféomorphisme entre M" et S" nous allons nous donner un
majorant de la courbure sectionnelle qui nous permettra, en nous inspirant des travaux
de S. Ilias (cf. 114]) de transformer l'estimation I 2 du Hessien des fonctions propres as-
sociées aux petites valeurs propres donnée dans la démonstration du théorème 1.9 (in-
égalité 9, p. 141) en une estimation L°°. On en déduira alors facilement que l'application
* construite dans la section précédente est un difféomorphisme, et même une presque-
isométrie, dans le sens précisé par le théorème suivant :

THÉORÈME 2.1. — Pour tout A > 1, il existe une constante s{A,n) et une fonction
r(e\ n,A) telles que, sur toute variété riemannienne compacte {Mn,g) de courbure de Ricci
supérieure à (n-1), de courbure sectionnelle inférieure à A et vérifiant Vol(M)^(l - f )
Vol(Sw) (avece^€(n,A)), l'application * : x - . 1

1 (ft (x),.. .,fn(x))t donnée

i l f'lx)

par les ( n+l ) premières fonctions propres fi du Laplacien, soit un difféomorphisme de M
sur§n.

Déplus^ est unepresque-isométrie, le. pour tout u € TM \ {0}, on a:

Remarque. — Ce théorème est énoncé avec l'hypothèse de presque maximaMté du
volume, mais on pourrait tout aussi bien l'énoncer sous l'hypothèse de presque maxima-
lité du radius, du pincement des (n + l) premières valeurs propres ou pour un voisinage
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suffisamment petit de la sphère en distance de Hausdorff-Gromov d'après la section pré-
cédente (théorème 0.3).

Démonstration. — Elle est fondée sur le Iemme suivant, dont on renvoie la démons-
tration à la fin de cette partie :

LEMME2.2. — Pour toute > 0, il existe r(e\A,n) > 0 telle que sur toute variété rie-
mannienne compacte (Mn,g) de courbure de Ricci supérieure à (n - 1) et de courbure
sectionnelle inférieure à Af on ait\\D'd'(r fi)\\L«> < s pour toute fonction propre fi cor-
respondante une valeur propre \i inférieure à n + r{s\n).

On a:

,-; ^ r(£\A,ri),
n +Vol (M)

et, en utilisant les lemmes 1.4 et 2.2, on obtient :

\\d(g'(d'Fitd'Fj))\\L«

donc, par le théorème des accroissements finis et le théorème de Myers, on en déduit
que:

\\g (d'Fitd'Fj)dvg - 6ij\\L- ^ r(€\A,n) + sDiam(M) ^ T(*\A,n) + STT,

soit \\{d'F) ot (d'F) - /da»+i||i- ^ r(€\A,n), Le. d'F est presque isométrique. D'après
la formule (6) (p. 139) et la proposition 1.6, on en déduit que (dx$) est presque isomé-
trique. D

Nous passons maintenant à la démonstration du Iemme 2.2 :

Démonstration. — La démonstration de ce Iemme utilise le même schéma de preu-
ve que pour la majoration de la norme I 2 du hessien des fonctions propres (cf. la
démonstration du théorème 1.7). On applique d'abord une formule de Böchner-
Weitzenböck à Fi puis une technique d'itérations à Ia DeGiorgi-Möser, déjà utilisée dans
la démonstration du Iemme 1.4. Elle est toutefois plus délicate.

On admettra la formule de Weitzenböck suivante :

LEMME 2.3. — Soit h un 2-tenseur symétrique défini sur TMt et pour tout p € M,
soit {ei} une BON de TpM. on a alors :

• A i n 2 = (ALT,T) - \DT\2 - (R(T)tT).

où

R{h)(ei,ej) = ^\R\CM{^i^k)h{ek,ej) + h(ei,ek) Ric(ek,ej)
k

Kl
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D*Dh + R(h) est appelé leLaplacien de Lichnerowicz (D* est l'adjoint de D
pour le produit scalaire I?).

Posons T = Dd ƒ,- + ^ ftg = D'dFt - ^ ftgt d'après le lemme 1.4, il suffit donc
de montrer que || D U est petit dès que (À,- - n) est assez petit. De plus, on a :

et on a déjà montré en (9) l'inégalité || D' d¥\ || Lz{M> <: T(€ | n). On en déduit qu'il suffit de
II riloo

majorer universellement le rapport -—~- pour pouvoir conclure. Comme pour la dé-
monstration de lemme 1.4, nous allons faire cela en utilisant de façon itérative l'inégalité
de Sobolev donnée par le lemme 1.5.

Mais pour cela nous avons besoin de plusieurs lemmes :

LEMME 2.4. — Soit{Mn,g) une variété riemannienne de courbure de Ricci supérieure
à n-1 et de courbure sectionnelle inférieure à A. Si fi est une fonction propre de M associée
à la valeur propre A ; et qu'on pose T = Ddfi + ^% fig, alors on a :

^ A i n 2 + \DT\2 < (\t - 2nA)\T\2 + <nRicM,dfi ® T)

où on a posé:

aR\cM(ek] eitej) = Dejc RicM(eitej) - Dej RicM(^^i) - D

Démonstration. — D'après le lemme 2.3, on a :

^ 2 + \DT\2 = (ALT,T) - (R(T)tT)-

Or T est un tenseur symétrique, il existe donc une base {e,-} de TPM qui le diagona-
lise en p e M, et alors on a :

{R(h),h) = ^ ( R i c M ( ^ e j ) r 2 ( e i , e i ) 5 l - j + 5ifjT
2(ehei) Ri

k

T(ektek)or(eifei) - 2(T(eitek)T(ekfek)T(eifei)
i k

- {trT)2)
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De plus, si {erf est une BON au voisinage de p telle que D. et = 0 en p, alors :

(AL(Ddf) - DdAf)(ehej)
= (AL(Ddf)-D(Adf))(eifej)

Or

,ej)

DDDdf(ehekfekfej) - ] £ DDDd f (ek,ektehej
h k

tek,ehej)

Dek[(DeiDek - DekDei)df(ej)]

k,ea) - Ric(eifea)Ddf{ea,ej)
a,k

a,k

Après simplification, on a donc :

(AL{Ddf) - DdAf)(eitej) = - ^ ( D * . Ric)(ejfea)d f (ea)

k,a

La seconde identité de Bianchi donne alors :

(AL{Ddf) - DdAf)(ehej) = aRicM(V f;eitej).

On conclut enfin en remarquant que :

(ALT,T) = (ALDdfi,T) = {DdAft,T)+ < aRicM,dfi ® T)

car AL(g) s 0, donc AL( f • g) = (A ƒ) • g, le. {AL( f • g),T) = 0 puisque T est de
trace nulle. D

LEMME2.5. — Sous les mêmes hypothèses que pour le lemme 2.4 et pour tout k ^ 2,

on a;
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Démonstration. — D'après le lemme 2,4, on a :

m2*
M

f
JM

L+ ƒ <DRicM,rf/,-®r>iri
IM

2k~l

II nous faut estimer ^ - ^ / M < D RicM 4 fi * T) \T\2k'2 :

Commençons par remplacer Ricjv* par Ric^ = RÎCM - ( « - l)k}^kzgoù k\{n- 1)
(resp. fc2 (« - 1 )) est la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de RicM sur M (elle
existe car M est compacte, et est majorée (resp. minorée) universellement en fonction
de ,4).

On a nRicA/ = D RicM * et en utilisant la symétrie de T, on obtient :

f (aïtiÏM.dfi® T)\T\2k~z= f (DRtiM,dfi®T)\T\2k-2

JM JM

P (DRtiM,T®dfi)\T\2k-2.
M

En appliquant le théorème de la divergence au champ X = (RÎCM,T) \ T\2k~2V ƒ/, on
obtient :

~ïcM,dfi*T)\T\2k-2 = [ Afi(R^M,T)\T\2k~2

M JM

- f
JNM

p
2k-3- (2J t -2 ) / {dft ®RicM ,d\T\* T)\T\

JM

De même, on a :

-2 [ (DRiïM,T®dfi)\T\
JM

2k-2

- 2 f y ^ RicM(ejt,e/) • T(em,eic)Dd fi(em,t

.,**)<*/i(e,)|IÏ2*-2

2(2Jfc-2)
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Enfin remarquons que :

k,l,m

RicM(efc,e/) • T(em,ek)T(emtei)\T\
k,l,m

l2fc-2

2k-2

D'après les calculs ci-dessus et l'inégalité de Kato ( \d\ T\\ < |£>r|),ona:

I f {nRicM,dfi ®T)\T\2k-2 ^ ||Ric||L-(il(n)A| ƒ /fin2*"1

+B(n) f \T\2k + D(n) f k\DT\\T\2k-z\dfA
JM JM

/
M

+ f iri2fc + fc|id/,iii- / |Dj|in2fc-2).
JM JM

d'après le lemme 2.4 et ce qui précède, on a, si À,- < À :

i— f i
l (M) JM 2

f A(iri2)in2fc-2+iDn2iri2*-2

Vol (M) J 2

\2k-2

Or, d'après le théorème des accroissements finis, et puisque fM fi = 0, on a
I/ÏIL ^ n . | |d/ /IU,donc

- , , * / A(in2)in2fc-2 + |Dn2iri2/c-2

2 Vol(M) yM

^ C(n,A,\) (liriliJ+^Hd/illilirilfjfcll).

Soit, d'après le lemme 1.4 l'hypothèse sur A,- et l'inégalité de Hölder, on obtient :

1 1 /
2 V o l ( M ) / M

A ( | r i ) | r '

Or on a :

2fc2

4A; - 3 Vol(M) yM 2
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ce qui permet de conclure. D

En utilisant l'inégalité de Sobolev donnée par le lemme 1.5, on obtient :

imi|L ^ (ilrni + «(B^J^—

On a vu précédemment qu'il existe une fonction r(e\n) telle que || T\\2 ^ T(e| n), suppo-
sons alors que T satisfasse l'inégalité IITHoo ^ T(e|n)a,où a est une constante qui sera
précisée dans la suite. On peut supposer e assez petit pour que r{e,h) < 1, on a alors :

uni2*
V T(€|n)2«

On pose alors p = -—^ e t * = F+ l> pour tout entier i. En utilisant l'inégalité de hölder,
on obtient :

s' (M)^3') ̂ > T(«| nf 5

00 ai °° i

En posant a(n) = TT —. < 1 et K(n,A) = TT (l + B"(n,A)P3i)Zain)fii, on obtient
ix i^ + i) i l \ /
i=o VK 7 i=o

(en itérant l'inégalité précédente) :

liriu
= *lEn posant a = Z(*-aln)) • o n

En final, on en déduit que :

UTIL < sup(K{n,A)Jr(e\n),T(e|n)5H^b).
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3. Appendice A :

Quelques propriétés des variétés à courbure de Ricci positive :

3.1. La courbure de Ricci et le Laplacien

La courbure de Ricci, comme toutes les autres notions de courbure, est un outil per-
mettant l'étude locale des variétés riemanniennes. Nous ne travaillerons, dans la suite,
que dans le cadre riemannien. C'est-à-dire que la connection de nos variétés est celle de
Levi-Civita. Si (M,g) est une variété riemannienne le tenseur de courbure est :

R(X,Y,Z,W) = g(DxDYW - DyDxW - D[X,Y}W,Z). (1.1)

On a alors, en particulier, les relations suivantes :

a) R{X,Y,Z,W) = -R{Y,X,ZfW) = R(Y,X,W,Z)
b) R{X,Y,Z,W) = R{Z,W,X,Y) K }

La courbure de Ricci, notée Rie, est une trace de R. Si e\, * • • fen € TPM est une
base orthonormale, alors :

Ric(v,w) =tY\zR{v,w) - ^i?(e/,i/,e,-,u/) = ̂ 2R(vfeitwtei) (1.2)

D'après les formules (1.2), Rie est une forme bilinéaire symétrique. On dira que la
courbure de Ricci de M est minorée par k si (Rie - kg) est une forme bilinéaire positive.
Pour toute fonction ƒ de classe C°° définie sur M, on définit A ƒ par :

A ƒ = -trDdf = -^Ddf{eitei) (1.4)

On peut alors démontrer en utilisant le théorème de Stockes la formule suivante, appelée
formule de Green :

f {fAh-hAf)dug= f (
Ju Jzu

où U est un ouvert tel que Û est une variété à bord, dug est la mesure canonique de
(M,g), v la normale intérieure et co„_i est la mesure induite sur la sous-variété dU.

3.2. Régularité de la fonction distance

Soit x un point donné de M, une variété compacte. On définit alors :

Ux = {v € TxM/3£ > 0 telquelagéodésique t - exp^(fiz) minimise sur [0,1 + f]}.

Les résultats suivants sont classiques, et seront utilisés sans démonstration :

Ux est un ouvert, M = expx(Ux) II expx(dUx), exp^^ est un C°° difféomorphisme
sur son image et expx(dUx) est de mesure nulle. On notera exp^(3L^) = Cut(x).
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3.3. Théorème de Bishop-Gromov

Les théorèmes de comparaison sont des outils permettant, sous de bonnes hypo-
thèses sur la courbure (en général on minore la courbure de Ricci ou on encadre la cour-
bure sectionnelle), de comparer la géométrie d'une variété avec celle d'autres variétés
de référence, de courbure sectionnelle constante. Le premier résultat est l'inégalité de
Bishop-Gromov:

THÉORÈME 3.1 (Bishop-Gromov). — Soit(Mn,g) une variétériemanniennecomplète
de courbure de Ricci supérieure à (n-l)k, où k est un réel donné. Alors, pour tous les E, R
tels que 0 < s < R, on a, V x € M :

SJE) £w o.»

où Vk(r) désigne le volume de la boule de rayon r dans l'espace complet simplement
connexe de courbure sectionnelle constante égale à k (c'est-à-dire Rn sik = 0, S"(l/>/fc) si
k > 0 et(Hn

tgo/y/^lc) sik < 0, OM (Hn
tgo) est l'espace hyperbolique canonique).

Démonstration. — Pour démontrer cette formule, on doit étudier les variations de
la mesure riemannienne de (Mn,g) en fonction de la distance à un point donné. Cette
étude peut-être faite en passant par celle du Laplacien de la distance sur la variété. Il est
naturel de l'exprimer dans la carte normale centrée en un point m fixe. Soit
<ï> :]0foo[xS"~1 — M l'inverse de la carte normale en m, ie $(r,i/) = expOT(ri/). On a
alors $*dvg = 0(r,v)drdv. Supposons que r • v e UXf alors pour tout voisinage U as-
sez petit de v dans S"~\ pour tout E assez petit,tout point (t,u) de [rj + f] x U est tel
que t - u appartienne à Ux (puisque Ux est ouvert). Donc la fonction 0 est régulière et
non nulle sur un voisinage de [r,r + f ] x U et la fonction p - d{mt-) est régulière sur
<ï>([r,r + £] x U). On en déduit que, quand E et le diamètre de U tendent vers 0,

r,v)] • f / 0(ttu)dtdu)
\J[r,r+£]xU '

» I ApdVg

f —COn 1
Jd(${[r,r+£]xU)) 3 v

= Vol„-i[*({r} x 17)] - Vol„-1[*({r + f} x 17)]

= ƒ Ö(r,u)du- ƒ 6(r + E,u)du
Ju Ju

= / - — {t,u)dtdu
J[r,r+e]xU ôr

~ —:—- • — (r,u)( I e(t,u)dtduj

D'où il vient que Ap = - ~ sur M \ Cut(jc).



152 E.AUBRY

En fait, on peut montrer que Ap se décompose en une partie régulière, que nous
venons de calculer, définie sur Ux, et une partie singulière qui est une mesure positive à
support dans Cut(x).

Pour mener plus loin notre étude de la fonction 9, on a maintenant besoin de la
formule de Böchner :

PROPOSITION 3.2 (Formule de Böchner). — Pour toute fonction f déclassée00 sur
(M,g),ona:

± (3.4)

Démonstration. — Les formules de Böchner sont les formules obtenues en traçant
des formules de commutation de tenseurs. Ici on calcule la différence :

DDdf{X,Y,Z) - DDdf(Y,X,Z)

or, on a :

DDdf(XtY,Z) = X • Ddf(Y,Z) - Ddf(DxY,Z) - Ddf(Y,DxZ)

= X • (7 - df(Z)) - X • df(DyZ)) - (DxY) • df(Z)

+ df{DDxYZ) - Y • df(DxZ) + df{DYDxZ),

d'où:

DDdf{X,Y,Z) - DDdf{Y,X,Z) = d f(R(Y,X)Z) = R(X,Y,Z,V ƒ). (3.5)

D'autre part:
DDdf(X,Y,Z) = DDdf(X,Z,Y) (3.6)

(carDd ƒ (Y ,Z) - Ddf(Z,Y) = ([y,Z] + A?y - DyZ) • ƒ = 0 car la torsion est nulle).
On obtient, en traçant la relation (3.5) et en utilisant (3.6) :

tr12 DDd ƒ (y ) = Dy(tr12Dd/)+tr13iî(V/,y)
= - d A / ( y ) + R i c ( V / , y ) .

Dd{\df\2)(X,Y) =

= 2g(Dxdf,DYdf)+2g(DDdf{X,Y),df)

soit, en traçant

i 2 2 (3.8)

En combinant (3.7) et (3.8) on obtient la formule annoncée. D

Nous adopterons, par souci de concision, la notation ƒ ' ( r, v) pour | f ( r,v).
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En posant ƒ (x) = r = d(p,x), en notant que \dr\ = 1 et que r est régulière sur

on obtient :

-L. = \Ddr\
2 - (Ar)2 + Ric(|-,|-). (3.9)

9 dr dr

On pose b = 9^t alors :

(n - 1)^- + Ric( |- , | -) = -{\Ddr\2 - ^—(Ar) 2 ) < 0. (3.10)
b dr dr n- 1

La dernière inégalité étant une conséquence de l'inégalité de Schwarz (le n-1 provenant
dufaitqueDrfr(£,£) = rf(dr(£))(£) = d(l)(£) = 0,carD^^ = 0 puisque r -
$(r,v) est une géodésique).

En utilisant l'hypothèse sur la courbure (on remarquera qu'elle n'a pas été utilisée
dans ce qui précède), on obtient :

jb" + kb ^ 0.

on pose alors :

où b est solution de l'équation
b" + kb = 0

avec pour conditions initiales b{0) = b(u,0) = Oetib'(O) = b'(u,0) = 1 car0(r,i/) = r""1

puisque l'application tangente à expm au point 0m est idjmM> donc une isométrie de
TmM. On pose aussi

On a alors
ft' = fc(*" + kb) ^ 0,

donc /i décroît et, comme h(0) = 0, ƒ ' = /i est négatif.

On en déduit que ƒ aussi décroît. On appelle b+ le prolongement de b à 05+ x S""1

obtenu en prolongeant par 0 en dehors de Ux - on remarquera que b est définie sur IR
tout entier (mais peut être négative en courbure positive, ce qui ne correspond plus à la
géométrie!), alors que b n'est définie que sur le segment de direction u contenu dans Ux.
Alors £ reste décroissante car si le segment t - t • u atteint le bord de Ux après que
b ne s'annule, alors la décroissance implique que b s'est annulé auparavant, ce qui est
contradictoire.



154 E.AUBRY

Donc b+(t,v)n~'1 estminorée (resp. majorée) par &? • b(t) sur [0,f] (resp. sur
[s,R]). En intégrant ces inégalités, nous obtenons :

f*b+(r,v)n^dr i t lRb+(r,v)n-
f*b+(r,v)dr ^ /0

£

f?b(r)dr Vk(R)
^ + tib(r)dr ^ " t /-N '

D'où nous tirons :

VX(R) - f ( f b*(r,u)H-*dr)dv
Js»-1 \Jo /

( T b+(r,v)"-ldr\dv

Vk(R),

On peut déduire de la démonstration du théorème de Bishop-Gromov (plus parti-
culièrement de la version locale du théorème de Bishop-Gromov : le fait que | soit dé-
croissante) le théorème de Myers cité en introduction :

THÉORÈME 3.3 (Myers).— Soit M une variété riemannienne compacte vérifiant
Ric(M) ^ ( n - 1 ) S2, où 5 est une constante strictement positive. Alors la variété M est
compacte et de diamètre inférieure à Ç.

Démonstration. — D'après le théorème de Hopf-Rinow il suffit de démontrer l'in-
égalité sur le diamètre. Or, en reprenant les notations de la preuve précédente en coor-
données polaires exponentielles autour de n'importe quel point xt on obtient que, le long
de toute géodésique minimisante cv : r •-+ exp^r • v), on a 9+(r,v) ^ «n(g-r). ^onc

0+(',v) s'annule sur l'intervalle [0,^ ] (au point où cv rencontre le cut-locus de x). On en
déduit que toute géodésique minimisante est de longueur au plus j . D

En dernier lieu, nous donnons une autre application de la formule de Böchner :

THÉORÈME 3.4 (Iichnerowicz). — Soit (Mn,g) une variété riemannienne compacte
de courbure de Ricci supérieure ou égale à (n-l) et f une fonction propre de M
(A f = À • ƒ), alorsona\ = 0 o«À > n.

Démonstration. — Puisque le spectre d'une variété riemannienne compacte est
positif, on peut supposer que A > 0.

En remarquant que |Drf/|2 = ™ / 2 + \Ddf + $fg\2 et en intégrant la formule de
Böchner sur M, on obtient A ^ n. D
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