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INÉGALITÉ ISOPÉRIMÉTRIQUE EN DIMENSION 3
d'après B. Kleiner

Constantin VERNICOS

1. Introduction

Cet exposé fait suite à l'exposé de Richard Péreyrol sur l'inégalité isopérimétrique
en dimension 4. Son but est d'expliquer la démonstration de la conjecture suivante en
dimension 3 :

CONJECTURE 1. — Soit Mn une variété riemannienne, complète, simplement
connexe, de courbure sectionnelle négative ou nulle, alors tout domaine compact D c Mn

à bord dD lisse vérifie l'inégalité isopérimétrique Euclidienne Le. :

Voln^(dD)n ^ cnVoln(D)n-1 (1)

On sait que la conjecture est vraie en dimension 2 (Weil [7]) et 4 (Croke [2]), et grâce
à Kleiner [3] on le sait aussi pour la dimension 3.

Il existe aussi des résultats partiels, faisant intervenir une famille de domaine, plus
précisément les boules géodésiques.

THÉORÈME 1.1. — Avec les hypothèses de 1, pour toute boulegéodésiqueBn c Mn on
a l'inégalité isopérimétrique euclidienne :

Voln^(dBn)
n > cnVoln(Bn)

n-} (2)

de plus l'égalité n'a lieu que si la boule est euclidienne.

Ceci est à mettre en parallèle avec le cas plat, et le fait que Ton puisse facilement ob-
tenir l'inégalité pour des domaines convexe. La symétrisation de Stein nous permettant
de nous ramener au cas convexe.

Classification math. : 53C20, 52A40.
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La symétrisation n'est pas au programme ici, mais l'idée est encore de comparer
notre domaine à un domaine pour lequel l'égalité isopérimétrique est connue, ici une
boule géodésique. Comme dans la symétrisation il est agréable de comparer à un do-
maine de même volume, dans l'espoir que son bord ait une aire plus petite. C'est en cela
que consiste la preuve de Kleiner puisqu'il démontre

THÉORÈME 1.2 (Kleiner [3]). — Soit M3 une variété riemannienne complète, simple-
ment connexe de courbure sectionnelle KM3 ^ k ^ 0, et soit N$. le modèle d*espace de
courbure sectionnelle constante k. Si E c M3 est un domaine compact à bord dE lisse et
Ê c N% est une boule géodésique ayant le même volume, alors

Aire(dE) ^ Aire(dÊ) (3)

de plus légalité implique que E est isométrique à Ê.

On remarquera que ce résultat est plus fin quand la borne supérieure de la courbure
est strictement négative.

2. Démonstration

En considérant le profil isopérimétrique de M3 et la restriction du profil isopérimé-
trique de N% à [07Vbl(M3)), on se ramène à la comparaison de leur graphe.

Le but est donc de montrer que le graphe de IMi est au-dessus de celui de IN3.

L'idée provient de l'observation suivante, si EQ est un domaine à bord lisse tel que
1M(Vol(£b)) = Aire(3£b) alors la pente de 1M est plus grande que la courbure moyenne
de 3£b- Plusieurs difficultés proviennent du fait que le domaine peut a priori ne pas être
lisse. Nous allons exposer la démonstration en supposant que les domaines en question
sont toujours lisses, sachant que l'on dispose tout de même d'une certaine régularité due
au théorème suivant :

THÉORÈME 2.1. — Soit M3 une variété riemannienne compacte à bord lisse.
SiV G [0,Vb/(M3)) alors il existe un domaineEo c M3 ayant un bord Cl,dEo tel que

Vol(Eo) = V, Aire(dEo) = IMs ( V) = mf{Aire{dE) \E cM*, Vol(E) = V}

De plus, si E\>Ez,... c M3 est une suite de domaine à bord C1 et tel que

j — V > 0

Alors il existe un domaine deEoà bord C1 et une sous-suite {Eik} telle que

1. dEik — dEo en topologie Cl,
2, Les fonctions caractéristiques XEi —* XEQ dans C1 (M3 ).
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Démonstration. — II s'agit de compacité faible dans les bons espaces. Pour une dé-
monstration on pourra consulter L. Simon [6], on y trouvera aussi une discussion sur
l'éventuelle régularité des domaines dans un cadre plus général. D

2.1. Démonstration dans un cas simple

Considérons donc un domaine E c M3 et une boule géodésique qui le contienne
que nous noterons B3. C'est un domaine compact à bord lisse, le but est d'arriver à com-
parer le profil isopérimétrique de B3 (noté I&) au profil isopérimétrique des boules de Ni
de volume inférieur ou égal au volume de JB3 (noté ƒ*).

2.1.a — Remarquons que le théorème 2.1 nous donne la continuité de IB> ainsi que
pour V G (0,Vol(2î3)) l'existence d'un domaine £b de volume V et d'aire Igi V). Ici nous
commettons notre première erreur en le supposant à bord lisse.

2.1.b— En le supposant de plus homéomorphe à S2 nous commettons une se-
conde erreur, mais qui nous permet d'utiliser le lemme suivant :

LEMME2.2. — SoitM3 une variété riemannienne tridimensionnelle dont la courbure
sectionnelle vérifie KM3 ^ k < 0 et soit N2 c M3 une surface Clfl homéomorphe à S2.
Alors en notant KNz sa courbure de Gauss (bien définie, dansL°°(N2)) on a

JN<
{KN2 + k)aireN2 ^ 4TT

légalité n'ayant lieu que lorsque KMi(<r) = k pour tous les 2-plans a tangents à dN2,
(aireNz, élément d'aire).

qui est une application de Gauss-Bonnet; dans notre cas.

On considère à présent une boule Do dans Ni ayant la même aire que £b alors en
notant H^ (resp. HDQ) le sup de la courbure moyenne de dEç> (resp. de dD0) on a

LEMME 2.3. — Avec les hypothèses ci-dessus,

HEQ ̂  HD0

en cas d'égalité Eo est isométrique à la boule géodésique Do C N^

Démonstration. — Cela provient du lemme 2.2 et de l'inégalité Arithmetico-
géométrique. En effet le lemme 2.2 nous permet d'écrire

f
JdE

enfin Gauss-Bonnet nous dit de son côté que

2 \

I +fc)AireODo)
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d'où l'inégalité. Quant au cas d'égalité, il implique trois choses

1. KB(CT) = k pour tous les 2-plans a tangents à dEo à cause de l'égalité dans le
lemme 2.2

2. dEo a sa courbure moyenne H^ = ifo0 presque partout (donc partout par conti-
nuité).

3. dE0 a la même forme fondamentale que dD0.

On peut donc coller Do dans B à la place de EQ. Là on applique une version C1'1 du Théo-
rème 7 de (5] pour conclure au fait que EQ est isométrique à Do. d

2.1.c — Ensuite on fait la remarque suivante sur EQ :

PROPRIÉTÉS 2.4. — Puisque Aire(dEo) = IB(V) etVol(Eo) = V la formule de va-
riation première des volumes et aires implique que HEQ la courbure moyenne de dEo est
constante. Déplus

def

Démonstration. — On inclut £b dans une famille lisse de domaine {Et} tel que la
dérivée du volume ne s'annule pas. La courbe t ~ (Vol(£r),Aire(3£r)) G R2 est au-
dessus du graphe de IB, et par la variation première sa pente est H^ en (Vol(£b ) Aire(dEo ) ).

•AV))

(VJB(V))

D
2,l.d — Pour terminer on feuillette le demi-plan supérieur à l'aide du graphe de h

et de ses translatés. Ensuite on remarque I'k(V) = Hk(Iic(v)). De sorte que si IB(V) =
h(V - Vo) alors par la propriété 2.4 on obtient que Dj(V) ^ ïk(V - Vf») de sorte que
le graphe de IB coupe ce feuilletage de manière monotone (si il coupe le feuilletage en
un point, en ce point quand V augmente le graphe de IB reste au dessus ou sur la feuille,
mais il ne repasse pas en dessous). En ajoutant ceci au fait que 7 (̂0) = ƒ*(0) = 0 on peut
conclure à l'inégalité désirée i.e. IB ^ /*.

2*2. Survol de la démonstration de Kleiner

La démonstration dans le cadre général suit le même plan, simplement deux étapes
faisant intervenir nos hypothèses simplificatrices sont techniquement plus difficiles,
puisqu'il faut parvenir à circonvenir à la non régularité des domaines considérés. On
doit notamment faire face à un problème pour la définition de la courbure moyenne.
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2,2.a — Le théorème 2.1 reste encore valable

2.2.b — Pour définir une courbure moyenne on procède comme ce qui suit.

DÉFINITION 2.5. — SoitMn une variété riemannienne et soit E c M" un sous en-
semble fermé. Une hypersurface d'appui lisse de E en p e E est une hypersurface lisse
S c Mn, orientée par la normale de E, telle que E n S = {p} et E est du même coté de S
que la normale orientée au voisinage de p. On notera &{ E, p) Vensemble des hypersurfaces
d'appuies lisses deE en p.

dEo

DÉFINITION 2.6. — On appelle courbure moyenne de E domaine non vide compact:

où Hs ( p) est la courbure moyenne de S en p.

Maintenant on est prêt à remplacer le lemme 2.3 par le lemme suivant

LEMME2.7. — Soit M3 une variété riemannienne de dimension 3, complète, simple-
ment connexe sans bord et de courbure sectionnelle KMs ^ k < 0. Soit EQ e M3 un
compact d'intérieur non vide et enfin

Hk: (0,oo ) ^ (0,oo)
A — Hjt(A) courbure moyenne dans Ni

d'une sphère d'aire A.

Alors
HEO ̂  Hk(&

2(dEo))

l'égalité n'ayant lieu que lorsque EQ est isométrique à une boule géodésique ÈQ C Ng tel

2.2.c — Pour remplacer la propriété 2.4, en fait on va remplacer un des éléments de
sa démonstration, en choisissant une bonne famille de domaine :
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LEMME2.8. — SoitMn une variété riemannienne. Considérons EQ C Mn un com-
pact à bord C}, p s BEQ et S e SP(Eo,p) et supposons que la courbure moyenne de S en
p relativement à la normale unitaire intérieure, Hsip), vérifie Hs(p) > Ho- Alors il existe
une famille {Et} de domaines à bord C1 telle que

1. Et c Eopourt ^ 0,
2. Vol{ Et ) etAire( dEt ) sont lisses relativement à t,

3. -^Vol(Et) | ,= 0<0,
at

4. ^-Aire(dEt) |f=0< Hç>^Vol{Et) |f=0

dt

qui nous permet de conclure à

2.2.d — On conclut de la même manière.
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